2.3 Continuidad

I Introduccion En el andlisis de la seccion 1.1 sobre funciones y grificas se uso la frase
“estos puntos se unen con una curva suave”. Esta frase invoca la imagen que es una curva con-
tinua agradable; en otras palabras, una curva sin rupturas, saltos o huecos. En efecto, una fun-
cién continua a menudo se describe como una cuya grafica puede trazarse sin levantar el 1dpiz
del papel.

En la seccion 2.2 vimos que el valor funcional f(a) no desempefiaba ningin papel en la
determinacién de la existencia de 1im f(x). Pero en la seccién 2.2 observamos que los limites
cuando x — a de funciones polinotfli_éales y ciertas funciones racionales pueden encontrarse sim-
plemente al evaluar la funcién en x = a. La razén por la que puede hacerse lo anterior en algu-
nas instancias es el hecho de que la funcién es continua en un nimero a. En esta seccién vere-
mos que tanto el valor de f(a) como el limite de f cuando x tiende a un nimero a desempefian
papeles primordiales al definir el concepto de continuidad. Antes de proporcionar la defini-
cion, en la FIGURA 2.3.1 se ilustran algunos ejemplos intuitivos de funciones que no son conti-
nuas en a.
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FIGURA 2.3.1 Cuatro ejemplos de f no continua en a

I Continuidad en un nimero La figura 2.3.1 sugiere la siguiente condicidn tripartita de con-
tinuidad de una funcién f en un nimero a.

Definicion 2.3.1 Continuidad en a

Se dice que una funcién f es continua en un nimero a si

i) f(a) estd definido, ii) lim f(x) existe y ii) lim f(x) = f(a).

Si alguna de las condiciones en la definicién 2.3.1 no se cumple, entonces se dice que f
es discontinua en el nimero a.

]S\ JMe kN Tres funciones

Determine si cada una de las siguientes funciones es continua en 1.

3 3
3 ol i
o =" pew={x-1 " o hw={x—1 "7
* 2, x=1 3, x=1
Solucién

a) fes discontinua en 1 puesto que al sustituir x = 1 en la funcién se obtiene 0/0. Se
afirma que f(1) no estd definida, de modo que se viola la primera condicién de con-
tinuidad en la definicién 2.3.1.

b) Debido a que g estd definida en 1, es decir, g(1) = 2, a continuacién se determina si
lfn]l g(x) existe. Por

=1 x—DE*+x+1)

1 = 1{ = 1{ 2 =
ling = =iy Sl e =3 0
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X

2

FIGURA 2.3.3 Grifica de la fun-

cién en el ejemplo 2

concluimos que llilll g(x) existe y es igual a 3. Puesto que este valor no es el mismo
que g(1) = 2, se viola la segunda condicién de la definicién 2.3.1. La funcién g es
discontinua en 1.
¢) Primero, h(1) estd definida; en este caso, A(1) = 3. Segundo, 11m h(x) = 3 por (1)
del inciso b). Tercero, se tiene hm h(x) = h(1) = 3. Por tanto, e cumplen las tres
condiciones en la definicién 2.3. T y asi la funcién £ es continua en 1.
Las graficas de las tres funciones se comparan en la FIGURA 2.3.2.

a) b) )
FIGURA 2.3.2 Grificas de las funciones en el ejemplo 1 |

A]3\Y|JXel¥d Funcion definida por partes

Determine si la funcién definida por partes es continua en 2.

X2, x<?2
fx) =15, x =2
—x+6, x>2.

Soluciéon  Primero, observe que f(2) estd definida y es igual a 5. Luego, por
11’1121_ fx) = 11’1121_ Xt =4 o
lim, f(x) = lim (—x + 6) = 4 implica lim f(x) = 4

observamos que el limite de f existe cuando x — 2. Por ultimo, debido a que hn% flx) #

f(2) =5, por iii) de la definicién 2.3.1 se concluye que f es discontinua en 2. La gréfica de f
se muestra en la FIGURA 2.3.3. [ |

I Continuidad sobre un intervalo A continuacién veremos que el concepto de continuidad en
un nimero a se extiende a continuidad sobre un intervalo.

Definicion 2.3.2 Continuidad sobre un intervalo

Una funcién f es continua

i) sobre un intervalo abierto (a, b) si es continua en todo nimero en el intervalo; y
ii) sobre un intervalo cerrado [a, b] si es continua en (a, b) y, ademds,

lim f0) =f@ y  lm f@) = ).

Si se cumple la condicion limite por la derecha lim f(x) = f(a) dada por ii) de la defi-

nicién 2.3.1, se dice que f es continua por la derecha en a; si lim f(x) = f(b), entonces f
x—b~

es continua por la izquierda en b.

Extensiones de estos conceptos a intervalos como [a, b), (a, b], (a, ©0), (—00,b),
(=00, 00), [a, 00) y (—00, b] se hacen como se espera. Por ejemplo, f es continua en [1, 5) si
es continua en el intervalo abierto (1, 5) y es continua por la derecha en 1.



A 5\" [ MY Continuidad sobre un intervalo

a) Como observamos en la FIGURA 234a), f(x) = 1/V1 — x* es continua sobre el inter-
valo abierto (—1, 1) pero no es continua sobre el intervalo cerrado [—1, 1], ya que ni
f(=1) ni f(1) estan definidos.

b) f(x) = V1 — x* es continua sobre [—1, 1]. Observe por la figura 2.3.4b) que
im, fo) = f(=D =0y lim f(x) = f(1) = 0.

¢) f(x) = Vx — 1 es continua sobre el intervalo no acotado [1, 00), ya que
lim f(x) = Viim(x — 1) = Va — 1 = f(a),
xX—a X—a

para cualquier nimero real a que cumpla a > 1, y f es continua por la derecha en 1
puesto que

ll’)r{yv;c —1=f(1)=0.
Vea la figura 2.3.4c). n

Una revision de las graficas en las figuras 1.4.1 y 1.4.2 muestra que y = sen x y y = c0s
X son continuas en (—00, ). Las figuras 1.4.3 y 1.4.5 muestran que y = tan x y y = sec x
son discontinuas en x = 2n + 1)7/2,n =0, *1, =2, ..., mientras las figuras 1.4.4 y
1.4.6 muestran que y = cot x y y = csc x son discontinuas en x = nw,n = 0, *1, *2, ...
Las funciones trigonométricas inversas y =sen ' xy y =cos ' x son continuas sobre el inter-
valo cerrado [—1, 1]. Vea las figuras 1.5.9 y 1.5.12. La funcién exponencial natural y = ¢*
es continua sobre el intervalo (—0c0, 00), mientras que la funcién logaritmo natural y = In x es
continua sobre (0, 00). Vea las figuras 1.6.5 y 1.6.6.

I Continuidad de una suma, producto y cociente Cuando dos funciones f'y g son continuas
en un nimero a, entonces la combinacién de las funciones formadas por suma, multiplicacién
y divisién también es continua en a. En el caso de la divisién f/ g es necesario, por supuesto,
requerir que g(a) # 0.

Teorema 2.3.1 Continuidad de una suma, un producto y un cociente

Si las funciones f'y g son continuas en un nimero a, entonces la suma f + g, el producto
fg y el cociente f/g (g(a) # 0) son continuos en x = a.

DEMOSTRACION DE LA CONTINUIDAD DEL PRODUCTO fg Como una consecuencia de la hipé-

tesis de que las funciones /'y g son continuas en un nimero a, podemos decir que ambas fun-

ciones estan definidas en x = a, los limites de las dos funciones existen cuando x tiende a a y
lmfe) =fl@ y  limg) = ga).

Debido a que el limite existe, sabemos que el limite de un producto es el producto de los limites:

lim(f(0g(x)) = (1im f(x)) (limg(x)) = f@)g(@).

Las demostraciones de las partes restantes del teorema 2.3.1 se obtienen de manera semejante. H

Puesto que la definicién 2.3.1 implica que f(x) = x es continua en cualquier nimero real
x, a partir de aplicaciones sucesivas del teorema 2.3.1 se observa que las funciones
x, x2, %3, ..., X" también son continuas para cualquier x en el intervalo (—o0, 0). Debido a
que una funcién polinomial es justo una suma de potencias de x, otra aplicacién del teorema
2.3.1 muestra lo siguiente:

e Una funcién polinomial f es continua en (—oo, 00).

Se dice que las funciones, como las polinomiales, el seno y el coseno, que son continuas para
todos los nimeros reales, es decir, sobre el intervalo (—00, 00), son continuas en todas par-
tes. De una funcién que es continua en todas partes también se dice que es continua. Luego,

2.3 Continuidad
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FIGURA 2.3.5 Discontinuidad tipo
saltoen x = 0

b) Continua en 1
FIGURA 2.3.6 Discontinuidad
removible en x = 1

si p(x) y g(x) son funciones polinomiales, por el teorema 2.3.1 también se concluye directa-
mente que

e Una funcién racional f(x) = p(x)/q(x) es continua excepto en nimeros en los que el
denominador ¢(x) es cero.

I Terminologia Una discontinuidad de una funcién f'a menudo se denomina de manera especial.

* Si x = a es una asintota vertical para la grafica de y = f(x), entonces se dice que f
tiene una discontinuidad infinita en a.

La figura 2.3.1a) ilustra una funcién con una discontinuidad infinita en a.
* Si lim f(x) = Ly y im f(x) = L, y L # L,, entonces se dice que f tiene una dis-
continuidad finita o una discontinuidad de tipo salto en a.

La funcién y = f(x) dada en la FIGURA 2.35 tiene una discontinuidad de tipo salto en O, puesto
que 11’151 fx)=-1y ll'rgl f(x) = 1. La funcién entero mayor f(x) = |x| tiene una disconti-
x—=0" x—0"
nuidad de tipo salto en todo valor entero de x.
e Si lim f(x) existe pero f no estd definida en x = a o f(a) # lim f(x), entonces se dice
X—a xX—a
que f tiene una discontinuidad removible en a.

Por ejemplo, la funcién f(x) = (x> — 1)/(x — 1) no est4 definida en x = 1 pero h'rrll flx) = 2.
Al definir f(1) = 2, la nueva funcién -

x> =1
o ={x—1° x#*1
2, x=1

es continua en todas partes. Vea la FIGURA 2.36.

I Continuidad de f ' La validez del siguiente teorema se concluye del hecho de que la gré-
fica de la funcién inversa f ' es una reflexién de la grifica de f en la recta y = x.

Teorema 2.3.2 Continuidad de una funcién inversa

1

Si f es una funcién continua uno a uno sobre un intervalo [a, b], entonces f = es continua

ya sea sobre [f(a), f(b)] o sobre [f(b),f(a)].

La funcién seno, f(x) = sen x, es continua sobre [ —/2, 7/2], y como ya se observé, la
inversa de f, y = sen” ' x, es continua sobre el intervalo cerrado [f(=7/2), f(m/2)]= [—1,1].

I Limite de una funcién compuesta El siguiente teorema establece que si una funcién es con-
tinua, entonces el limite de esa funcién es la funcién del limite. La demostracién del teorema
2.3.3 se proporciona en el apéndice.

Teorema 2.3.3 Limite de una funcién compuesta

Si lim g(x) = Ly f es continua en L, entonces
X—a

lim f(g() = f(limg (x)) = f(L).

El teorema 2.3.3 es ttil en la demostracién de otros teoremas. Si la funcién g es continua
en a y f es continua en g(a), entonces vemos que



lim f(g(x) = f(lim g(x)) = f(g(@).

Acabamos de demostrar que la composicién de dos funciones continuas es continua.

Teorema 2.3.4 Continuidad de una funcién compuesta

Si g es continua en un ndmero a y f es continua en g(a), entonces la funcién compuesta
(fog)(x) = f(g(x)) es continua en a.

=H]\"[{Xe}¥} Continuidad de una funciéon compuesta

f(x) = Vx es continua sobre el intervalo [0, co) y g(x) = x> + 2 es continua sobre (—00, c0).
Pero, puesto que g(x) = 0 para toda x, la funcién compuesta

(fee)m) =f(gx) = Vx> +2
es continua en todas partes. [ |
Si una funcién f es continua sobre un intervalo cerrado [a, b], entonces, como se ilustra

en la FIGURA 2.3.7, f asume todos los valores entre f(a) y f(b). Dicho de otra manera, una fun-
cién continua f no omite ningin valor.

Teorema 2.3.5 Teorema del valor intermedio

Si f denota una funcién continua sobre un intervalo cerrado [a, b] para el cual f(a) # f(b),
y si N es cualquier nimero entre f(a) y f(b), entonces existe por lo menos un nimero c entre
ay b tal que f(c) = N.

A5\ [JHe MY Consecuencia de la continuidad

La funcién polinomial f(x) = x> — x — 5 es continua sobre el intervalo [—1,4] y f(—1) = -3,
f(4) ="7. Para cualquier nimero N para el cual —3 = N = 7, el teorema 2.3.5 garantiza que
hay una solucién para la ecuacién f(c) = N, es decir, > — ¢ — 5 = Nen [—1, 4]. Especifi-
camente, si se escoge N = 1, entonces c—c—5=1es equivalente a

c—c—6=0 o bien, (c —3)c+2)=0.

Aunque la dltima ecuacion tiene dos soluciones, s6lo el valor ¢ = 3 estd entre —1 y 4. W

El ejemplo anterior sugiere un corolario al teorema del valor intermedio.

e Si f satisface las hipdtesis del teorema 2.3.5 y f(a) y f(b) tienen signos algebraicos
opuestos, entonces existe un nimero x entre a y b para el que f(x) = 0.

Este hecho se usa a menudo para localizar ceros reales de una funcién continua f. Si los valo-
res f(a) y f(b) tienen signos opuestos, entonces al identificar N = 0 podemos afirmar que hay
por lo menos un nimero c¢ en (a, b) para el cual f(c) = 0. En otras palabras, si f(a) > 0, f(b)
< 0o f(a) <0, f(b) >0, entonces f(x) tiene por lo menos un cero c en el intervalo (a, b). La
validez de esta conclusion se ilustra en la FIGURA 2.3.8.

y

y=fx)

b « /N ! X
c i * f(a)|<0 Vcl Cz\/cg b
| f(b)<0 |

@) Un cero c en (a, b) b) Tres ceros en €y5 €y Cyen (a, b)
FIGURA 2.3.8 Localizacion de ceros de funciones usando el teorema del valor intermedio
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FIGURA 2.3.7  Una funcién conti-
nua f asume todos los valores

entre f(a) y f(b)
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