Operaciones enire
vectores

Resultado de aprendizaje: Realizar operaciones basicas con vectores (suma, resta, producto
escalar y producto vectorial) en los planos 2D y 3D en la resolucion problemas practicos.




Suma y resta de vectores mediante
meétodos graficos

Suponga que una particula experimenta un desplazamiento

A, seguido por un segundo desplazamiento B. El resultado
final es el mismo como si la parficula hubiera partido del

mismo punto y experimentado un solo desplazamiento R.

Llamamos al desplazamiento R la suma vectorial, ©
resultante, de los desplazamientos A y B. Expresamos esta

relacion simbodlicamente como:
R=A+B
Sumar dos cantidades vectoriales requiere un proceso

geomeétrico y no es lo mismo que sumar dos canfidades
escalares como 2 + 3 = 5.
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En la suma de vectores existen dos métodos graficos:

Método del paralelogramo:

A partir de un punto comun del plano, se tfrazan dos vectores y
se forma un paralelogramo. La diagonal tfrazada desde el origen
hasta el vértice opuesto, representa el vector resultante. Este
método se emplea al sumar Unicamente dos vectores.

Método del poligono:

Al sumar vectores, colocamos la cola del segundo vector en la
cabeza, o punta, del primer vector. El vector resultante es aquel
que completa el poligono: un vector que va desde el origen del
primero hasta el extremo del Ultimo. Este método puede ser
usado para sumar dos o mads vectores.
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Al igual que sumamos vectores, también podemos restarlos.
Para aprender como, recuerde que el vector —A4 tiene la
misma magnitud que A pero direccion opuesta.

Definimos la diferencia A — B de dos vectores Ay B como la
suma vectorial Ay —B:

—

A-B=A4+(-B)

La figura muestra un ejemplo de resta de vectores.
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Ejemplo 7.1

Un esquiador de fondo vigja 1 km al norte y luego 2 km al este por un campo nevado

\horizon’rol. 5 A qué distancia y en qué direccion estd con respecto al punto de partida? )
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Ejemplo 7.2

N

Un automovil vigja 20 km al Norte y luego a 35 km en una direccion 60° al noroeste.

kEnc:uen’rre la magnitud y direccion del desplazamiento resultante del automovil.
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Suma y resta de vectores mediante el
metodo analitico

Para sumar algebraicamente dos o mds vectores en el

plano, estos se suelen expresar en funcidon de sus vectores Y R es la suma vectorial
bose | (resultante) de A y B.
' T
N N = A N R |
Si A= (A, x @+ X]) Yy B=(Byi+B,j), entonces el vector B, |
resul’ron’re R=A+Bes: BI
_> Rv<
R=(A,+B,)i+(A,+B,))j S ¢ |
Puesto que R =R,i+R,j, entonces las componentes del : |4, A : I
vector resultante son: BN P
0 A.\: B.r
( — — — \ """ ~ v o
Codo componentede R=A+B... > R

Las componentes de R son las sumas

\
R — A + Bx’ R = A + B de las componentes de A y B
R.T — "‘1_\' f B_‘.‘ R_r = !'1._,[. + B

X

es la suma de las componen’res correspondlen’res de
\. |0s demds vectores. )




Ejemplo 7.3
Encontrar el vector resultante de la suma de los vectores 4 = (2;4) my B = (6,7 m; 333°).
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Ejemplo 7.4

¢-D-E.
\_

~\

Si C = (—200;200) m/s, C = (500 m/s; N70°E) y C = 400 m/s (—0,654 { — 0,764), determine
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Producto de un escalar por un vector

El prOdLiCTO de un escalar k (Un numero ordlnGrIO) POr un (a) Al multiplicar un vector por un escalar

vector A, es ofro vector cuyo modulo es k veces la Iongi’rud positivo, la magnitud (longitud) del vector
e . . s . cambia, pero no su direccion.

del vector A y cuya direccion y sentido: P

.. S —_—

» Coinciden conla de Asik > 0. -

> . -
» Son opuestasalade Asik < 0. ;

> Esnulosik=0.

2A es dos veces mis largo que A.

(b) Al multiplicar un vector por un escalar

Cada Componen’re del prOdUCTO kA es el prOdUCTO de k POl negativo, cambia su magnitud y se invierte
la componente correspondiente de A: s direceion,

#A-
- Con’ndod escolor A 13
Producto de _ 1"'1.,.“
un escalar kA kA l Sis kA ] —3A es tres veces mas largo que:i y ;1pu]11;:1
por un vector: en la direccién contraria.
\_ Componen’res del vector A y




Ejemplo 7.5
Dado el vector P = (15 kgf; 258°), determine (a) 5P; (b) =3P vy (c) %13.




S
Aetividades en clase /

1. Dados los vectores: A= (5;7)N,B = (8 N;125°),C = (6 N;S20°E) y D = (=41 + 10)) N ;
determinar analiticamente:

(@) A+B+C R.: (12,99 N; 62,4
(b) D — 24 R.: (14,56 N; 195,99)
c) =34+ C . (24,88 N; 247,6°)
(c)

R
(d) A+ D —5B R.: (28,65 N: 326,7°)
R

(€) 2B — 4C + 3D 2 (67,4 N; 1319)

2. En la figura se muestran los vectores de desplazamiento 4 y B,
cuya magnitud es de 3 m para ambos casos. La direccion del vector
A es 6=30°. Encuentre mediante el método del paralelogramo y del

ooligono: (a) A+ B, (0) A—B, (c) B—A4,y (d) A - 2B.




Producto escalar

El producto escalar o producto punto entre dos vectores A v B

se denota como A4 - B. El resultado de ello es un escalar. Se
define como el producto de los mddulos de los vectores
dados por el coseno del menor dngulo que forman entre si:

Wi v ; A
fProducto punto enfre dos vectores ) -

-V -
A-B= ‘ﬁllgcosqb‘._

Coloque los vectores cola
con cola.

Angulo entre los
- vectores al colocarse

g Magnitudes de Ay B colacon cola Y, A+ B esigual 4 AGB cos ),
(Magnitud de A) X (C10111‘por'14-::n‘ta‘2' de B )
Pese a que el resultado es un escalar, puede ser: B ‘1 o direccionded
» Positivo si ¢ esta entre 0°y 90°. b ) .
> Negativo si ¢ estd entre 90° y 180° —— A
B cos ¢

» Cero silos vectores son perpendiculares (¢p=20°).



También se puede determinar el producto escalar entre dos vectores A v B utilizando los
componentes x y y de los vectores. Primero, obtenemos primero los productos escalares
de los vectores unitarios 1 y j. Todos los vectores unitarios tienen magnitud 1 y son
perpendiculares entre si, por lo que:

i-i=j-j=(1(1)cos(0°) =1
i-j=j-1=(1)(1)cos(90°) =0

Ahora expresamos A y B en términos de sus componentes, realizamos el producto escalar
entre estos vectores, asi como entre los vectores unitarios:

-

A-B=(4Ai+A4,]) (B,i+B)j)
A-B=AB,i-1+AB, i - j+AB.j-1+A,B,j"]
A-B = AB, (1) + A,B, (0) + A,B, (0) + A, B, (1)

De manera que el producto punto, en término de las coordenadas, €s:

r

......... Componen’res de A )

B =A.B,+A,B,
S Componentes de B py

Producto punto entre .
dos vectores A-




Aplicaciones del producto escalar:

1. Para calcular el dngulo formado entre dos vectores.

Si se igualan las ecuaciones del producto escalar, se tiene:
ABcos¢ = AxBy, + Ay B,

AB, +A,B,
AB

cosp =

2. Para calcular la proyeccion de un vector sobre ofro.
En la figura, se observa que cosd = B,/B. Luego:
B4 = Bcos6
B, = Bcos0 - U,

Ap = Acos0 - g

donde EA se denomina proyeccion del vector B sobre el
vector A.

~-T1

o |




(Ejemplo 7.6 h

Las magnitudes de los vectores de la figura son A =4 cm; B =5 cm. Determine: (Q) El
producto escalar 4 - B; (b) el dngulo formado entre los dos vectores; (c) la proyeccion
_de A sobre B; (d) la proyecciéon de B sobre A. y




(Ejemplo 7.7

\/a proyeccion de D sobre C.

\

Dados los vectores € = (45m;32°) y D = (—56i + 21j)m, calcular: (a) El producto escalar
C -D; (b) el dngulo formado entre los dos vectores; (c) la proyeccién de € sobre D; (d)

J




Producto vectorial

El producto vectorial o producto cruz enfre dos vectores A y B

se denota como 4 x B. El resultado de ello es otro vector. L Ladireccion de C es perpendicular

magnitud se obtiene multiplicando los mddulos de A y B por  al plano formado por Ay B, y su
el seno del menor dngulo formado entre ellos: direccion es determinada mediante

la regla de la mano derecha.

flv\édulo del producjo cruz entre dos vectores R

.

AXB = ABseng « Angulo entre los
A " vectores al colocarse

\ Magnitudes de Ay B cola con cola y

Luego, la direccidon del vector resultante es perpendicular al =~
plano que contiene a los dos vectores. Aqui, se debe aplicar

la regla de la mano derecha: apunte los dedos al primer
vector con la palma enfrente al segundo vector; luego

girelos en esa direccion. El pulgar apunta hacia la direccion.

AC=XxB

-
A1
Il
=l
X
>



También se puede determinar el producto vectorial entre dos vectores A y B utilizando los
componentes x y y de los vectores, y aumentando un gje z que es perpendicular a ellos.

Primero, obtenemos los productos vectoriales de los vectores unitarios i, j y k. El producto

vectorial de cualquier vector consigo mismo es cero (dado que sen 0° =0), de modo
que:

ixi=jxj=kxk=0

Luego, utilizando un sistema de coordenadas de mano
derecha como el que se muestra en la figura, se obtienen los
siguientes resultados:

ixj=k fxi=—k
jxk=1 kxj=-1
kxi=j ixk=—j

Observe que estos resultados se pueden verificar aplicando
la regla de la mano derecha, siguiendo el orden que se
muestra.




Ahora expresamos A y B en términos de sus componentes y los vectores unitarios
correspondientes y desarrollamos la expresion del producto vectorial:

AXB = (Ayi+ Ayf) - (Bel + Byj)
AXB=AB,ix1+AB,ixj+ABjxi+A,B,jxj
A-B = AB, (0) + AB, (k) + A,B, (k) + A,,B,(0)

De manera que el producto cruz, en términos de las coordenadas, €s:

c . Co,mponen’res de 4 )
Producto cruz enfre dos "¢ ;' . .
vectores AxXB=(AB,— A4 Bx)k<- Direccion del
" vector resultante
\ Componen’res de B y

Este producto cruz también suele expresarse de manera matricial como:

Ay Al

AXB= B, By




Aplicaciones del producto vectorial:
1. Cdlculo del area de un paralelogramo.

(d) es el vector D, — 2D, 2 - - - 0

Area = basexaltura A
Area =A X h 5. )
Area =ABsenf B '- /
A, A h /
’ X y I ’f
Area = B. B ' /
< B A
2. Cdlculo de vectores en el movimiento circular = ™
Se puede determinar mulfiples vectores, como la velocidad A
lineal, aceleracidon tangencial, aceleracion centripeta, etc.; los
cuales se estudiardn mas adelante.
: PUNTO DE CONTROL: N A
| _ - R /\ > -
I La figura muestra dos vectores, D; vy D,. D,
: sCudl de las posibilidades de la (a) a la Y
l
l

S —




(Ejemplo 7.8

kvec’rores; (c) El dngulo comprendido entre ambos vectores.

~

Dados los vectores 4 = (60 km/h; S18°0) y B = 50 km/h (—0,458 { + 0,859 J), determine: ()
el producto vectorial Ax By B x 4; (b) El drea del paralelogramo formado por los dos

J




(Ejemplo 7.9 A
El vector A tiene una magnitud de é unidades y estd sobre el eje +x. B tiene una
magnitud de 4 unidades y estd en el plano xy formando un dngulo de 30° con el gje
+x. Calcule el producto vectorial Ax By B x A. y

U




Aetividades en clase / ’

1. Para los vectores 4, B y ¢ de la figura, obtenga los
productos escalares: (a) A-B; (b) B-Cy (c) 4-C.
R.: (a) -104 m?; (b) -148 m?2; (c) 40,6 m?

2. Calcule el angulo formado entre los siguientes pares de
vectores:

(a) A = (21 + 6§)N; B = (21 — 3))N
(b) A= (3i+5)kgf; B = (10% + 6))kgf

(C) A= (—41+2))m; B = (71 + 14)m
R.: (a) 165° (b) 28°; (c) 90°.

3. Para los vectores 4 y D de la figura, (a) obtenga la
magnitud y la direccién del producto vectorial Ax D; (b)

calcule la magnitud y la direccién de D x A.
R.: (a) (-63.9 m?) E; (b) (63,9 m?) k

C (12.0 m)
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