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UNIDAD 2
Ec.Dif. de Orden Superior

Existencia y Unicidad de Soluciones

(, Por qué es importante este teorema?

Ej:
d
1) d—z =—y y(1) = 3 problema de Cauchy valor inicial.
d
Do = Iny = —x+cy
y
y=ce " 3=ce!
y=(3e)e ™ c=3e
=3¢ 1! solucién tnica
dy
— =2 0)=0
=2V ()

2) y = x? es una solucién

y =0 es otra solucién

3) Y2 +x3/ =0 y(0) = 1 por variable separable e integrar

—X -0
= l=———==1=0
S 14¢(0)

no existe solucién que satisfaga esa condicidn inicial.
El problema del valor —% =Si f(x,y) es continua en algin
inicial tiene definida rectdngulo del plano XY que contiene
en algin intervalo que | al punto (a,b) Teorema de existencia
contiene al punto (a,b) | -y(a) =b

dy . .
2) T 2./, y(0)=0 f(x,y)=2,/yes continuasiy >0

X
Existe solucion no necesariamente es tnica R=[-1,1] x[0,2]




d 1
—f = — escontinuasiy >0

dy_ﬁ

2
3) Y +x% =0 y(0) =1 flx,y) = x—); es continua si x # 0

2 . . ., . .
y = _)y? El teorema no garantiza que haya o exista una solucién, es decir no necesariamente no

hay solucion.

Un rectangulo que pase por el punto, pero no por la recta es imposible

1
flx,y)=—— £(0,0) = g foes continua.

tiene al menos una solucion

Si ademds, la derivada parcial d f/dy es continua en ese rectangulo, entonces la soluci
on es Unica en algin intervalo (tal vez mas pequefio) que contiene al punto x = a. (Teorema de
Unicidad).

Si f(x,y) es una funcién de Lipschitz en el rectdangulo anterior.

Resumen
dy
af

Iy continua en ese rectangulo
si se culmple lo anterior es tnica; caso contrario puede o no ser Gnica
f(x,y) continua en algun rectangulo que contiene (a,b)

Ej: 1 % =—y y(1)=3 f(x,y) = —y Es un polinomio; Es continua en todo R?



of

—~ = —1 Es continua en todo R2.
dy

---------

Existe solucién; Existe tinica solucién

R={(x,y)0<x<2,2<y<4}
R=(0,2) x (2,4)



EDOs Lineales homogéneo con coeficientes constantes
segundo orden
y" — 6y + 8y = 0 Se propone una solucién de tipo exponencial por que tiene como derivadas a ellas

mismas.

rre™ — 6re™ + 8re’™ =0
nunca es cero

e(rP—6r+8)=0

y =" — res la que se debe conocer

r*—6r+8=0

(r=2)(r—=4)=0

r=2 r=4
y:erx
yl — rerx
" rzerx
ylZer y_2:e4x

y = C1e* + Cre* — Solucién general.

YV'4+y=0
r?4+1=0
rN=IiAr=—i

yg = Cicosx+Cysenx



EDOs Lineales no homogéneo con coeficientes constantes

Las ecuaciones diferenciales lineales de orden n son de la siguiente forma:

cuando R(x) # 0 es no homogenea.

dny dn—l
an(x) T +a,_1 (X)W +---+a—o(x)y=R(x),
donde ag,ai,an,...,a, y R son funciones solo de x 6 constante.

F(x’y,’y”7"'7y(n)) :0

Indican que estdn relacionadas la variable independiente x, la variable independiente y y las
derivadas y', y", ...,y™.

Si y;,y — 2 son soluciones de la ecuacién diferencial (3) cuando la (1) es =0 y si C; yC; son
constantes arbitrarias, entonces

y = Ci(y1)+ Cay; es una solucién de la ec.(3)

y'+3y=3

1) Convertir en homogénea

y' 43y =0
r?+3r=0

r(r+3)=0
rn=0 rn=-3

Vg = Cler +C2€_3x

yg =Ci+Cre "

2) Utilizar R(x)

R(x)=3
yp =Ax
/
Yp=
Yp=0



3) Reemplazar y,, y,,, ¥, en la ecuacién original.

y//+3y/:3
04+3A=3
A=1

Yp=Ax—y,=x

Sol:y=y,+y,

y=C1+Cre™ 4 x

Independencia lineal

Al considerar un sistema finito de n funciones: fi(x), f2(x),..., fu(x) definidas en algin intervalo
(a,b), diremos que estas funciones son linealmente independientes si existen a1, a, .. ., a, escalares
tal que:

alfl(x)+a2f2(x)+~--+anfn(x) =0=a=ay=...a,=0

Sialgunodelos ay, ay, ...,a, es diferente de cerp, entonces fi, f>, ..., f, son funciones linealmente
dependientes.
Ejemplo

Verificar si las funciones dadas son linealmente independientes

fi(x) =x, H(x) = 2x, f3(x) = >

Por determinar si a; fi (x) + aa f2(x) + a3 f3(x) = 0 entonces a; = a, = a3 = 0. Luego

a1x+ax2x+ a3x2 =0 derivar
ay+2ay +2a3x=0 derivar nuevamente
Como a3 =0Aa; = —2a3 = fi(x), f2(x) A f3(x) no son linealmente independientes.

Coeficientes indeterminados



no es homogénea ya es homogénea

—~ = —_——
V' =5y +6y=x*+x y'—5y4+6y=0
Yp =Ax*+Bx+C
Y, =2Ax+B Yo =C1e™ + Gy

yZ =2A
Reemplazar en la E.D

2A —5(2Ax+B) 4+ 6(ax’> + Bx+C) =x* +x
2A + 10Ax — 5B + 6Ax* + 6Bx + 6C = x* + x
6Ax” + (—10A +6B)x+ (2A — 5B+ 6C) = x*> + x

1 1 4
6A=1=A=-=-10(-+6B=1=B=—
6 (6+ 9

—10A+6B=1
1 4 1 20
2A—SB+6C:O:>2<> —5<> +6C=0=-——+46C=0
6 9 3 9
—17 17
=—+4+6C=0=>C=—
9 * 54
Reemplazaren y,
124 2o 17 oluncién partieul
=- —x+ — soluncién particular.
=6t Tot s P
y=Cre¥ +Cre™ + gxz + 551 solucién general.
y' 4y =senx—cosx yp = X*[(P,(x) cos Bx + O, (x) sen Bx)]
P(r)=r*+1=0 yp = Axcosx+ Bxsenx
ry=i1 r=—i
yp = Crcosx+ Cysenx y=Cicosx+ Crsenx+ Axcosx+ Bxsenx



Método de variacion de parametro

Se considera como ejemplo una £D no homog’enea de coeficientes constatntes de tercer orden

d3y dzy

dy
E—F +a27x+a3y—f(x)

N2 Ty

donde ay,ay, a3 son constantes y f(x) es una funcién sélo de x 6 constante.

Al suponer que la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea es:

Vg =C1y1+C2y2+C3)3

Luego la solucién particular de la ecuacién (1) es:

Yp = U1y1 +uzy2 +u3y3

donde u;,us,u3 con funciones incégnitas que satisfacen a las condiciones siguientes:

/ /
uryr +uzy2 +uzy3 =0
=0
uy1 +uzy2 +uzy; =
/! 1 M !/
uryy +upyy +uzyz = f(x)
La ecuacion (2) es un sistema de ecuaciones de u},us, u3 el método consiste en:

ler Escribir la ecuacién general de la ecuacién diferencial homogénea

Vg = C1y1+C2y2+C3)3

2do Reemplazar c;,cy,c3 por las funciones incognitas uy,u;, us obteniendo la solucién particular
de la ecuacion (1)

Yp = U1y1 + u2y2u3y3

3er Formar el sistema bajo las condiciones de la ecuacion (2)

4to Por medio de integracion obtenenemos uy, uy, u3



y//_4y/_|_4y — (X+ 1)e2x

y//_4y/+4y:0

m*> —4m+4 =0
(m—2)2=0
Si se tiene un factor repetido si fueron conjugados
c1€™, coxe™, caxte™ m=a+pi
mip =2 e cos Bxcre™ cos Bx

Yo = c1e¥ + cpxe™

F) = (x4 1)

yi= e 2 = xe™
yioy 0 » y 0
w = wp =
oY fx) ¥ iof)
e2x xe2x 0 erx
w= w=
27 1x0% 4 6% (x+1)e¥ 2xe* +e*
w:M+e4x —M wi :0—(x2+x)e4x: —()c2+)c)e4’C
W= e4x
e 0 4
wy = = (x+1)e™
2¢%  (x+1)e*
Yp = u1y1 +uzyz
;o owr = (P 4x)e* ;o (1™
uyp = W - e U= ex
uy = —x*—x uh=x+1

10



Yp =

_x3 X2
U= — — —
T3 2
-1 1,

ui x73—§x

Yp =Uuryr +uzy2

“Lao Lo 1390 29

?xe 2xe —}-Exe +Xx“e
132x 122x
yngxe —i—ixe

Ve = c1€” + cre?

Y=Yc+¥p

2
X 1
y= c1e” + x> + 5 e + 8x362x

11

up = [ (x+1)dx
2
up = 5 +x
1
uy = Exz—{—x



