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Ecuaciones homogéneas

Funciéon Homogénea: dice que la funcion f(x,y) es homogénea de grado k. x e y, si y sélo si,

cumple con la condicién siguiente

f(Ax,Ay) = A f(x,y)

Ejemplos
flx,y) =x*y—4y° es homogénea de grado3enxey
f(x,y) = y*tan al es homogénea de grado 2 en x e y
y
fx,y) = m es homogénea de grado lenxey
fl,y)=é" no es homogénea
Definicién

Una EDO de primer grado y de primer grado de la forma:

M(x,y)dx+N(x,y)dy =0

es homogénea si M y N son funciones homogéneas del mismo gradode xe y

Ej:
(x* =y dx+y*xdy = 0)
(= y* /a2 +y2)dx — xy\/x2 +y2dy =0
(x> —y* — yarcsen <X> dx = xcos (X) dy
X X
Ejercicio

(x—y)dx+xdy =0



_ _y

y=uxu==

X

dy = udx+xdu
(x — ux)dx + x(udx~+xdu) = 0

xdex — uxdx + uxdx + x*du = 0

La mayoria de ejercicios se factoriza.

xdx — uxdx + uxdx + x*du = 0
xdx(1 —u+u) +x*du =0
xdx+x*du =0

xdx = —x*du

xd_

, yz_xzzﬂ: y2 - x2
3xy dx 3xy

3xydy = (y* —x*)dx

y

3x - ux(udx + xdu) = (u’x* — x*)dx
3ux® (udx + xdu) = (u*x* — x*)dx
3ulx’dx + 3ux’du = u’x*dx — x*dx

3uddu = u*x>dx — x*dx — 3uPx*dx

—dx=—d

2% u

/fld = /d = In(x)
Pl u

= xIn(x) —xc

Pasos

1. Escribir 1a EDO M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0
2.Comprobar que sea homogénea

3. Hacer cambio de variable y = ux 6 x = uy
4. Resolver por sepaaracién de variables

5. Volver a la variables inicial.

= ;y+c
x

—u+c=1In(x) =

—y=cx—xln(x) =y.

y=uxdy = udx+ xdu

Factorizar

3ux3du = x*dx(u* — 1 — 3u?)

3ux’du = x*dx(—2u® — 1)

Budu  x*dx
221 X3

3udu  [dx

221 ) x

udu  [dx

B 20+1 ) x



Resolver por sustitucién

udu dv
— =241 —=
3 w1 Y u + n udu
_3/‘“/4__3 dv
v 4 %
3

-3
—Zlnv:TIn2u2+l,

se tiene:

-3
Tanuz—i—l =Inx+c

2 2
—b’lnl2 +1=4(Inx+Inc)
x

2y? 2
—3ln—2—|—l:4lnx—|—4lnc alnb =1Inb
X
912 23 "2 1 22
T SO
X X 1 X
In X 3—1nc X Ina+1nb =1nab
2y2 + 2 - 1 -
6 A Xf{z 52

(2y% +x2)3 Tax = X2yt +x2)3 —a= (2y% +x2)3 -

(x* 4 3xy + y?)dx — x*dy = 0

y=ux dy =udx+xdu
(x* + 3x%u + x*u?)dx — x* (udx + xdu) = 0
X (u? +2u+1)dx — x*du=0

(u? +2u+1)dx — xdu =0

[5-Taime

X
Inx+ =c.
y+x
d
Y vy —x?
dx



Ec. Dif. Or. Exactas

Diferencial total:
Si f : R? — R, es una funcién diferenciable en (x,y) € R?, entonces la difernecial total de f es la

funcién d f, cuyo valor estd dado por:

df(x,y)

df(xy) = b dx+<9f(x,y)

dy

dy

Diferencial exacta: Una expresion de la forma M(x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 se denomina exacta si

existe una funcién f : D C R* — R tal que:

df(x,y) = M(x,y)dx+N(x,y)dy

Es decir que toda expresion que es la diferencial total de funcidn de x e y se lama diferencial exacta.
Definicion: Considerar que la ecuacion diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (a) si existe otra
funcién z = f(x,y) tal que:

df(x,y)
dy

df(x,y)  9N(x,y)
ox  dy

=M(x,y) A

= N(x,y),

se dice que la ecuacidn a es una ec. dif. exacta. Teorema:
La condicidn necesaria y suficiente para que una ecuacion diferencial M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0,

sea exacta, es que:

IM(x,y)  IN(x,y)
dy — 0x

Ejemplo
(e*seny —2ysenx)dx+ (e*cosy+2cosx)dy =0

es exacta porque:
M(x,y)
dy

JdN
N(x,y) = e*seny—2ysenx — a(x,y)
X

M(x,y) = e'seny —2ysenx — =e*cosy—2senx

= ¢*cosy—2senx,

de donde M — aNa(x,y)
Y X



xdy +ydx =0 d(xy) =d(c) multiplicaién de dervadas

[ty = [ )

xy=c

(e¥+6x)dx+xe'dy =0  No es homogénea o se la resuelve por separaciéon
d(xe® 4 3x%) = d(c) — se requeire c6mo encontrar la funcién

xe’ +3x* = c.

para saber si es exacta se encuentra por medio de derivadas parciales.

f(x,y) =2y +3xy

af _ 2 2 af 3

3 =2y(3x") +3y~(1) EN =2x"(1) 4+ 3x(2y)
of _ 6x7y + 3y of _ 2x° + 6xy
dx dy

Diferencial de una funcion

df(x,y) = fedx+ fydy

df(x,y) = (2xy+5)dx+ (x2 —2)dy
(2xy +5)dx+ (x* —2)dy =0
df(x,y)=d(c) = flx,y)=c

¥y+5y—2y=0

(¥ +6x)dx + xe¥dy = 0
Paso 1: determinar si es exacta.

Es exacta si: My, = N, deriv. de M con respecto a y = der.Nrespct.x



Paso 2: Integrar

/ xe’dy = x / e'dy=xe’+g(x) g(x) =c— porque es int. parcial

f(x,y) = xe” + g(x)

Derivada parcial

fi=2"+8(x) =2 +6x

g (x) =6x
6 2
glx) = /6xdx: %—Fcl =3x% ¢y

f(x,y) =x 435" +c1.
Paso 3: La solucién es f(x,y) =c¢

f(x,y) =xe +3x° + ¢
xe¥ +3x% ¢ =c¢

xe +3x% =c.

(y+2)dx+ (x+y)>dy =0
SN—— N——

My Ny=1

Paso 1: Determinar si es exacta.
Es exacta si: M, = N,

Paso 2: Integrar para obtener f(x,y)

/(y—l—Z)dx:/ydx+/2dx:y/dx+2/dx

=yx+2x+g(y) — porque es integracion paracial

flx,y) =xy+2x+g(y)

fr=x+8 () =x+)

gx) =y
3
g@:/f@:%,



Paso 3: La solucién general es f(x,y) =c¢

3

fww=w+h+%
¥
xy+2x+§ =C

Encontrar el valor de k que haga exacta la ecuacién diferencial y resolverla.
(y* + kxy? — kx)dx + (4xy> + 10x2y)dy = 0

Mdx+Ndy=0
My, = 4y® 4 2kxy Ny = 4y® +20xy

2k=20— k=10

o (v 4 10xy? — 10x)dx + (4xy® + 10x*y)dy = 0

/(y4+ 10xy — 10x)dx = /y4dx—|—/10xy2dx—/10xdx

:y4/dx—|—10y2/xdx— IO/xdx

4 o X y
=y +10y 5 105 +2(v)

F(x,y) = xy* +5x%% —5x2 + g(y)

Fy, = 45" + 108y + ¢ (v) = 4x5° + 1025

g (y)=0
y(y)=0

F(x,y) = xy* + 5> +0

4522 -5 =¢



Factor de integracion
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0 (1)

Si fla ecuacion mo es exacta se puede transformar en exacta, eligiendo una funcién u que pueda

depender tanto de la x como de la y de tal manera que la ecuacién sea exacta

u(x,y)M(x,y)dx +u(x,y)N(x,y)dy = 0 (2)

entonces a la funcion u(x,y) se llama factor integrante

Como la ecuacion (2) es exacta, se cumple

du(x,y)M(x,y) _ du(x,y)N(x,y)
dy ox

M(x,y)du(x,y) N(x,y)du(x,y) [IN(x,y) JIM(x,y)
dy a dx _{ ox  dy }u(x,y) (3)

Para determinar el factor integrante se considera los siguientes casos:

ler Caso: Si u es una funcién sélo de x entonces %);fy) =0.Delaec. (3)

—N(X,y)

du(x,y) dN(x,y) JIM(x,y)
axy :( 8xy B ayy>u(x)

du(x,y) _ (8M(x,y) B 3N(x,y)) u(x)

N@.y) dx dy dx

5 = v (P52 - 25 = [ s

oM (x, IN(x,y
donde flx) = N()lc,y) ( A/{?(y 2 Na(xy))

814();) = [ f(x)dx — Inux = [ f(x)dx

2do Caso: Si u es una funcién sélo de y, entonces a”{g);’y ) =0

Como




Luego de la ec (3) resulta:

M) 220 - () ST
du(y) 1 dM(x,y) IN(x,y) B
uly)  M(x,y) ( dy  Ox )dy = 80)dy
v L (dM(xy) IN(xy)
donde :g(y) = C M(x,y) ( dy  ox )
Zgy; = g(y)dy integrando: / a;z(yy)) = / g(y)dy — Inuy = / g(y) = / g(y)dy

cou(y) = el 800

3er Caso: En nuestros ejercicios el factor integrante estd dado en un producto de dos factores

f(x)Ag(y) es decir, u(x,y) = f(x)g(y) que reemplazando en la ec. (3) se tiene:

AD50) NI S00) _ (W) M) o

Mx,y) dy B ox ox dy
M(22)(W)g) NG F0) = ( Zg) - PN ) gy
(22— ) fa)gtr) = Nk + £ () - M=) I )
IM(x,y) IN(xy) o &) 80)
dy ax Ny M)

4to Casos: Para ciertas ejercicios su factor integrante es de la forma u(x,y) = x"y™ se determinan

mediante la condicidn necesaria y suficiente de las ecuaciones diferenciales exactas.

(4xy? + 3y)dx + (3x2y +2x)dy = 0

x*y(4xy? + 3y)dx + (3x%y +2x)dy = 0)
(4x>y? +3x2yH)dx + (3x*y? +2x°y)dy =0
Antes no era exacta, ahora:
Mdx+Ndy=0 My, = 12x°y* 4+ 6x7y

M, = N, uy = 1263y 4 6x%y

x?y es un factor de integracién.

Un factor de integracién es una funcién que al multiplicar por toda la ED, esya se convierte en

exacta.

Mdx+Ndy=0

10



My—Ny

. My—N, .
Caso 1: si —5— es una funcién solamente de x — f(x) = =5

F(x) = e/ PO)es factor de integracion

Ne—M,

. g oMy ‘s _
Caso 2: Si 3~ es funcién solamente de y, entonces p(x) = —;

fly) = el PO e factor de integracién

(x2 4 y?)dx — 2xydy = 0

Mr_N
M, = 2y Ny =2y P(X) — )N y
2y —(—2 -2
x 2 (o +y)dx —x 2 (2xy)dy =0 y—(=2y) = Fed =2 =P
—2xy 7% X
(14x 2y dx—2x"'ydy=0 flx) = ef P
M. — 2x_2y ef—%zdx _ ez,f% — 2y _ 2
= T = = =
Uy =2y"%
_/2x—1ydy: _x—l /Zydy: _x—1y2+g(x)c
Flxy)=—x"y" +¢"
Fo=x?y+g@)=—x"y
g'(x) =
g(x) :/ldx:x
2 2
F(xay):_x_1y2+xzc C:x—yéx<x—y20)
X X
2 2

11



(x +2y?)dx + xydy = 0

M, —N, 4y-— 3 3

Mdx+Ndy =0 Pl)==—22 =Y 22y
N xy xy x

M, = 4y Ne=y ol 3% — 3% _ 3l _ iy’ _ 3

3 (x+2y")dy +x° (xy)dy = 0

(x* 4+ 23y dx + x*ydy = 0

My = x4xy Ue=x>y
2
/x4ydy =x* /ydy = X‘% +g(x)
1 1
Fo= S (40)y +¢/(x) = 26y +¢'(x) Flx.y) = 33y +g(x)
5
W+g'(X)=x4+;x3/yZ g/(x):x4—1g(x):/x4dx:%
1 S| 5
F(x,y) = §x4y2+% — §x4y2+% =c

(xy +x?)dx + (x> 4 2xy)dy = 0

My—N, x+2y—2x—3y  x-—y
N X2 43xy  x(x+3y)

My =x+2y Ny =2x-+3y

P()_Nx—My_2x+3y—x—2y_ x4y 1
YT T e e

f(y) =elP0)

1 dy
Lg dy
€fyy:efy :e]ny:y

y(xy —|—y2)a’x +y(x®+ 3xy)dy =0
(xy2 +y3)dx + (xzy + 3xy2)dy =0

M, = 2xy+ 3y? Ny = 2xy+3y°

2
/(xy2+y3)dx: /xyzdx+/y3dx:yz/xdx+y3/dx:y2% +yx+2(y)

1
F(x,y) = §x2y2 +xy° +g(y)

1
Fy = 502(2y) +2(3%) +£ 1)

=x*y+3xy* + &' (y) = 'y = X’y + 3ny”
g =0— gy =0

1 1
F(x,y) = Exzy2 —|—xy3 +c — Ex2y2 —|—xy3 =c

12



ycosxdx + (y —senx)dx = 0

M, —N, cosx—(—cosx)  2cosx

M, = cosx = No sirve
N y—senx y—senx
Ny—M, —cosx—cosx —2cosx —2
Ny = —cosx = = -
M yCcosx yCcosx y

- -~ d _
)= ol POy _ Jf5tdy _ 2[5 _ -2y _ Jny™? _ y2

y 2(ycosx)dx+y 2(y —senx)dy = 0

y lcosxdx+ (y~! —y ?senx)dy =0

—2cosx —2cosx
My =Yy Ny=—y

/)F1 cosxdx = y*1 /cosxdx = y*1 senx+ g(y)

F(x,y) =y 'senx+g(y)

F,=—y ?senx+g'(y) =y ' —y ?senx
_ 1
gy =y"— /ydy:ln!y\
F(x,y) =y 'senx+Iny
senx senx
—+Inly|=c¢ y(—i—ln]y:c):senx—i-yln:cy
y y

13



Ecuaciones diferenciales lineales
Al considerar la ecuacion diferencial ordinaria:

dy

dx+a2(X)y=f(X) ey

aj(x)

donde ay, a; y f con funciones solamente de x o constante.

Al suponer que a; (x) # 0, entonces, dividiendo a la ecuacion (1) por a;(x) se tiene,

dy a(x)  f(x) dy — Ol
i Tak T @ P =e (2)

Ec. Diferencial lineal de primer orden

Si Q(x) = 0, la ecuacién (2) toma la forma:

dy _
T +p(x)y=0 (3)

La ecuacién (3) se llamard ec. diferencial lineal homogénea y es una ecuacion diferencial de

variable separabale y la solucidn es:

y = ke~ Pldx.

Si Q(x) # 0, 1a ecuacion (2), es decir, % + p(x)y = Q(x) es una Ec. Diferencial lineal no homogénea.
Dado que Q(x) # 0, la ecuacion (2) no es exacta. Por lo tanto se hallard un factor de integracion

para la solucidn, si 7(x) es un factor integrante solo de x a la ecuacién (2) se expresa como:

I(x) = el P(x)dx

)

y al multiplicar a la ecuacién diferencial
y = ¢ I Pl { / e/ PO () dx + ¢

Q' es la solucion general de la ecuacion (2).

14



Ejemplo para reconocer

fi(x)y' + f2(x)y = f3(x) Ec. Diferencial Lineal de primer orden

2xy +x2y =Tx+2 “y” no debe tener exponente, In, etc.
y+y=0

y=2y+x=0— -2y +y=—x

y cosx+5xy=—1

4x2% —3x =2y —4x*y —2y=73x

A4(xy" )+ 3y +5y =144y — (4x+3)y +y=1
Los que no son:

xy' + 5y2 =4x

Tx(y)? +5xy =1

y' +2y =seny

y'+5yy' =2y =12x  yy' no debe multiplicar

5xy" —seny =0 seny’ esta dentro de la funcién seno

4 4
Sxt” +1 — o= 12 A estd dividiendo

F@)Y" + A )Y+ f5(x)y + fa(x)y = f5(x) E.D. Lineal 3°" orden
F1@)Y 4+ L)Y 4 £u(0)Y + fur1(x)y = fui2(x) E.D. cualquier orden

Trabajo aula virtual

12x%y+ 5y =y si es lineal

5xy" +12x*y? — 15x = 0 no es lineal
12xy’ — /xy = 5x no es lineal

dy

75 — Yy =0sies lineal

12cosy — 13x” + 12x' = x si es lineal

15



pE=2 () =242
y = /Pl [/ efp(x)de(X)dx—l-c}

y=e 2% [/ el 25 (6% + 2x)dx + c]

y=e [ / ™ (x> +2x)dx + c} integrando por partes
263 +2x—1
IR e
4
d
* xlnxd—y —y=x3In|x| - 1)
X
se divide para (xInx)
dy 1 _ x*(3In|x|—1)
dx xlnx N Inx

y = o I Pl [ / PO () dx + C}
xlnx [/ fxlnx 31n’x’_1>d +C‘|

In ]x]

nx

In?|x|

x3 x3
~1 af = —lnp |
y=Inl (/ (ln|x|) +C) nl <lnx\ —I-c)

y=x+c-Inlx.

2(31In|x| — 1
y:mhqx@nm )

dx+ C‘| ,  poniendo bajo un diferencial

16



d
* x3—y—|—3x2y:x X
dx

IOV I
dx x3 y= dx y X
y =e~ P)x [ / e/ PO (x)dx + C}

1
y=eJ3dx [/ef idxzderC}

X

,3fﬂ 3f@ 1
y:e X /e X 7dX+C
y :e—Slnx {/ 3lnx dX+C
oo [ Lo

y=x"’ V ;dx+c]
Cc

1
-3 +—.
) = pae= L
y=x"(xdx+c)=x" 2 x e B

Otra forma

x3y: /xdx
x3y ﬁ—i—c
2
X2 c
YT T8
1 c
y 2 3

* x2y 4 2xy = 3x°

X, 2xy_3x2
x2 X2 x
V4—==3

yu = / qudx

17



2 dx
u— el 3dx _ 2] _ p2Inx _ Jnx _ lnx

yx2:/3x2dx
yx2:x3+c
_ x’ n c
TR
n c
=x+ .
y 2
dy
x 20 oy
ddx T
px) =2 g(x)x
u:ej'de

— er
yu = /qudx
yer = / xe*dx
/udv:uv—/vdu
u=x dv=e*dx
du=dx v= /ezxdx = %ezx
yez":xéezx—/;ezxdx

2x 1 2x 1

ye™ = 5 xe —Zezx—i—c
%erX %€2x ¢
V=" T T
1 1
yzix—z—l—ce_zx
* x%+3x2—|—4y20
d 2
F
X X X
d 4
l+3x+l—0
dx X
dy 4
—y=-3
dx x x
4
plx) = o g(x) = —3x

18



* x—y+1:x+y
x

yt = [ =3x(x*)dx
't = —3/x5dx
— 3%
yx4 = 6x +c
_.6
yxt = TX +c
_ = + £
T
_ X c
YT T
dy 1 1
AT I
dx x * xy
dy 1 1
dx x~ X
1 1
P(X)——; q(x) = T

19



1 1
y-= [ —dx— | Zdx
X X X
1 1
y—= [ —dx— [ x%dx
X X

-1
y—-=Inx———+c¢
X —1
1 —1
y==Ihx——+c

y=xlnx+14c,

d
* £ =secO+rtanf

ﬂ:seCOJrrtanG::;—;—rtanG:secO

do
p(6) = —tan6 q(0) =secO
- efftanGdB
:ef_ftanGdB
—(—In|cos6|)

=€

_ eln|cos€| — cos O

20



rcos@ :/sececosede

rcos6=/d9
rcos® =0-+c
6

. 1
= consideramos sec = —— =>secBOcosf =1
cosO cosO S

r=0secO+csecH

Ecuacion Bernoulli

dy

() dx

+ P (x)y = Q(x)y" — Ec. Bernoulli

Se debe hacer un cambio de variable,

M:ylin
dy
2Ly =26 2
dx y y
u:yI*Z:y*1:>y:u 1:>y/: luflflu/: uzu/
_u—2u/_u—1 :Zex(u—l)Z
—u 2w —u ' =2¢u"? se complica més

el objetivo es que sea lineal
(—uu —u ' =20 ?)(—® +u?

W +u=—-2¢"
| —

Y 4+px)y=q(x)

21



continuando con el desarrollo

=— / e 2dx  — / e'dv = ¢' la derivada de 2x es 2

x2

*xfy= G n y=2yT

por lo tanto,

identificamos

p(x)— g(x) =3x

22



[\

*xty==

<

ol PO
= ef%de = ei3f%

_ e*3lnx

u=—3x>+cx
u :y3
V= =32 +cx’
u=yl=n
— yl+2
=y =y=u
y’ = %u%flu/
y = %u%zu’

23



px) = — q(x) = 3x

X

u = el P)dx
_ ef ’73dx
_ o3
— ,3Inx
:eln)c_3
= x_3

yu= /qudx

* xy’+y:3xﬁ:>xy’+y:3xy%

u=—-32%+cx
u—y3
Vv =—-3x24cx’
u :ylfn
:yl_%l
1
:y?

W =y=y =2u
xX2uu’ 4+ u? = 3xVu?

(2w +u? = 3xu)  + (2xu)

2l | W 3w
2xu 2xu  2xu
n u 3
u—+—=—
2x 2
1 3
p(x) = b q(x) = B

24
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