Funciones principales de variable real

FUNCION CONSTANTE.- A la funcién f, le llamaremos funcién constante, si su
regla de correspondencia es:

AY
c f(x) = ¢, donde c es una constante.
) =c También a la funcién constante, se puede definir por:
f={(x,y)e RxR/y=c, cconstante}
0 X donde su dominio es D, =R, surangoes R; ={c}
y su gréfica es:
Ejemplos:
f(x) =3
X f(x) Funcién fix) = 3
—2 3 3.15 —e= fin] =3
-O] g 3.10
1 3 3.05
2 3 -
Z 300t
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=z 1 0 1 z
Ejemplos:
f(x) = —4
X f(x)
-2 -4 Funcién f(x) = -4
-1 -4 —-3.80 —.— ) = -
0 -4 -3.85)
1 -4 -3.90
2 —4 -3.85
E -4.00F

-4.05

=410

=4.15

—4,20




FUNCION IDENTIDAD.- A la funcién f, le llamaremos funcidn identidad, si su

AY regla de correspondencia es:

f(x) =x
fix)=x
% También a Ia funcién identidad se define:
0 X
f={(x.y)e RxR/y=x},donde D,=R, R, =R
y su grafica es:

Su pendiente m esigual a 1
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Funcion lineal

Una funcion lineal es una funcion de la forma f(x) = mx + b. La grafica de una funcion
lineal es una recta con pendiente m y punto de interseccién y igual a b. La pendiente
(m) indica la inclinacién de la recta y se define como la razén entre el cambioen y y el
cambio en x:



Ax -V Sim>0, la recta es creciente

m= Ay - Xy — Xp (sube al avanzar en x).
f(x) — f(x1) Sim<0, larecta es decreciente
2 1 , , , :
= —— =razbn de cambio promedlo (bOJG al avanzar en X).
X2 — X1

Sim=0, la recta es horizontal.

Funcion Lineal Dominio: (— oo, 00)

f(x) = mx + b Rango: (— oo, o0)
Interseccion x: (—b/m, 0)
Interseccion y: (0, b)

f Creciente cuando m > 0

/ Decreciente cuando m < 0
e
A (20 g

fx)=mx+b,||| fix)=mx+b,
m=>0 m=<0

En algunos libros se escribe de la forma f(x) = ax + b donde a sigue siendo la
pendiente de larecta, esdecirm =a

fx)=mx+b 0 f(x)=ax+b

Ejemplos:

a) Tenemos f(x) = 2 + 3x = 3x + 2. Por lo que f es una funcién lineal en la que
aes3ybes?2.

b) Tenemos g(x) = 3(1 — 2x) = —6x + 3. Por lo que ¢ es una funcién lineal en la
que aes —6ybes3.

¢) Tenemos h(x) = x(4 + 3x) = 4x + 3x% que no es una funcién lineal porque la
variable x se eleva al cuadrado en el segundo término de la expresion para h.
1—5 5
d) Tenemos k(x) = L= —Zx + 7 Por lo que k es una funcidn lineal en la que

4

_3 1
aes —3ybesy.



f(X): 2x+1 Funcidn f(x) = 2x + 1 (Pendiente Positiva)

X f(x) s —e— fxl=2n41
2 3 )
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o
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f(x)=-x+3 Funcién fix) = -x + 3 (Pendiente Negativa)
X f(x) : D
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Desplazamientos verticales y horizontales de la funcion lineal

De color rojo: Funcién original.
De color azul: La funcion original desplazado dos unidades hacia arriba.

De color verde: La funcidn original desplazado dos unidades hacia la derecha.

D y=2x+1 /////

Y oy=(2x+1)+2
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Y y=2(x-2)+1




FUNCION RAIZ CUADRADA.-

J}Y
2 ________
H(x) =x
|
|
1 I
| |
| |
| | >
o 1 4 X

A 1a funcidn f, le lamaremos funci6n raiz cuadrada, ~ Dominio: [0, oo)

si st regla de correspondencia es: Rangu: [[]1 :v:]
Interseccion: (0, 0)
f)=+x Decreciente en (0, oo)

También se puede expresar en la forma: Error en el libro: En realidad
es creciente.

f=[(x.y)e RaRly=x)

donde D;=R* y R; =[04=>

Desplazamientos verticales y horizontales de Ia funcidon raiz cuadrada.

De color rojo: Funcion original.
De color azul: La funcién original desplazado una unidad hacia arriba.

De color verde: La funcion original desplazado una unidad hacia la derecha.



D

y=vx—1 . __—
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Y y=vx+1 ////%¢-e
2 —
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FUNCION CUADRATICA.-

A la funcidn £, le Hamarcmos funcién cuadrdtica, si su regla de correspondencia es:

f(x)=ax’ +bx+c, abce R, a0

También a la ecuacion cuadritica se expresa asi:

f={(x.y)e RiRl y=ax? +bx+c, a,b.ce R. a#0)

La grafica de la funcién cuadrdtica es una pardbola con eje perpendicular al eje X en el
cual se presenta dos casos.

Sia>0 la grifica se abre hacia arriba.

Sia< 0 la grifica se abre hacia abajo.

9 T fz hz ’
Como f(x)=ax” +bx+c = f{x’]:g[;'—b—i‘x-}u—)—;}ﬁ-c—n—
1 {1 da- da
b - 4(:{‘—hz
xX)=a(x+—) + A,
/) ( 2a 4a



Luego el vériice de la parabolaes: V(~—.

2a 4a
Y 4 Y 4
dac=bel Vv
4a I
dac-b? | N\ }
4a \ 'U |
]
JI. | . I | .
0 .20 X 0 _2b X
a a
Sia>0 setiene: S1a <0, se tiene:
4ac —b* 4ac—b*?
DIZR. R_,f' =[—-—4;I—-—,+OO:> D}.—=R‘ sz{—m'T

b dac—b"

FORMA ESTANDAR DE UNA FUNCION CUADRATICA

Una funcién cuadritica f(x)
estindar

flx) = alx

el
ax- + bx + ¢ se puede expresar en la forma

—h)? +k

completando el cuadrado. La grifica de f es una pardbola con vértice (h, k); la
paribola abre hacia arriba si @ > 0 hacia abajo si a << (.

-“

A— .
*—Vértice (h, k)

h 4
fixi=alx —h?+k a=0

0

Vi

Veértice (h, k)

-

0

fixy=alx —hP+k a<0

Si a > 0, entonces el valor minimo de fes f(h) = k.
Si a < 0, entonces el valor méiximo de fes f(h) = k.

F

k £
h“"Ml’nimD

h
flxi=alx—h*+ka=>0

0

yi
Miximo
k -
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0 ' %

flxi=alx—h?*+ka<0
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Desplazamientos verticales y horizontales de la funcidon cuadrdtica.
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De color rojo: Funcién original.
De color azul: La funcion original desplazado dos unidades hacia arriba.

De color verde: La funcién original desplazado dos unidades hacia la derecha.

(Dejar dos hojas en blanco)

FUNCIONES POLINOMIALES

Una funcion polinomial de grado n es una funcién de la forma
Px) =ax"+a,_x" '+ ---+ax+aq

donde n es un entero no negativo y a, ¥ 0.

Los niimeros ay, a,, @,, . . . , a, s¢ llaman coeficientes del polinomio.
El nimero a, es el coeficiente constante o término constante.

El nimero a,, el coeficiente de la mayor potencia, es el coeficiente principal
y el término a,x" es el término principal.



Coeficiente
principal 3

Término principal 3x°

Grado 5

Término constante —6

I+ 6t -2+ +Tx—6

Coeficientes 3,6, =2, 1, 7y —6

Polinomio Grado | Término principal | Término constante
Plx)=4x—17 1 4x -7
Px)=x*+x 2 x? 0
P(x) =2x — 6x* + 10 3 2x° 10
Px)=-5x"+x-2 4 -5 -2

Conforme el grado n se hace mds grande, las graficas se hacen mds planas alrededor del
origen y mds pronunciadas en otfros lugares.

¥
1+

¥

ay=x

b) y=x*

dyy=x'




COMPORTAMIENTO FINAL DE POLINOMIOS

El comportamiento final del polinomio P(x) = a,x" + a,_x" ' + - - - + a;x + a, esti determinado por el grado n y el
signo del coeficiente principal a,, como se indica en las grificas siguientes.

P

tiene grado impar

¥y — oo cuando

y — @ cuando

P tiene grado par

¥y — @ cuando

— —c0 L
¥ — @ cuando b X Xm0
Yai x—bCO/ \}'k / YA yai
4 o~
*
"f "r\\ ,‘ % o e S
’ Senv oyl b it \ e e 1
LY -
/ . . . . / \
0 x 0 X 0 e X
1.
“-" ‘\ a’
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y — —co cuando

¥ — —c0 cuando
X =+ —

X =00

¥ — —w cuando
X == —00

Coeficiente principal positivo Coeficiente principal negativo  Coeficiente principal positivo

Funciones racionales

FUNCION RACIONAL.-

A la funcién f, le llamaremos funcién racional, si su regla de correspondencia es:

flx)=

N n-1
ax +a. x

+.-.+a]x+ﬂ{) !

: nmeZ”’

b, x" +b, X" +..+bx+b,

donde ay.qy,....a

n

Ejemplo.- La funcién f(x)=

. bg.uby.ub

m

x> +5x—17

ot J
T —5x+

son constantes realesy b, #0

, s una funcién racional cuye dominio es el

conjunto de todas las x, de tal manera que el denominador no se anule, es

D; =|ve R/x*-5x+6#0}=R-{23}

decir:

Trace la gréfica la funcién racional f(x) = 1/x, y exprese el dominio y el rango.

x f(x)
—0.1 —10
—0.01 —100
—0.00001 —100000

Se aproxima a 0~

Se aproxima a —®

x f(x)
0.1 10
0.01 100
0.00001 100000

Se aproxima a 0"

Se aproxima a «

y — — cuando
X —= 00

Coeficiente principal negativo



“y se aproxima al infinito negativo cuando

f(x) » — cuando x— 0 . L= .
x se aproxima a O por la izquierda

x flx) =1/x : fx) >
: 4| cuandox — O*
-2 )
-1 —1 2+ f(x) — 0 cuando
_2L -2 s X—
1
1 2 ) . , ) -
2 T T T T T T >
1 1 0 2 ¥
) 1 f(x) — 0 cuando T
’ xX— —o 1
FIGURA 1 flx) > —0 T
flx) = 1/x cuando x — 0~
Simbolo Significado
x—a X se aproxima a a por la izquierda
x—a' X se aproxima a a por la derecha
X— —> x se aproxima al infinito negativo, es decir, x decrece sin limite
X— o x se aproxima al infinito, es decir, x crece sin limite

La recta x = 0 se denomina asintota vertical de la grafica de la figura 1, y la recta
y = 0 es una asintota horizontal. Informalmente hablando, una asintota de una funcién
es una recta a la cual la grafica de la funcién se acerca cada vez mas cuando nos move-
mos a lo largo de la recta.

DEFINICION DE ASINTOTAS VERTICAL Y HORIZONTAL

1. Larecta x = a es una asintota vertical de la funcién y = f(x) siy se aproxima a *« cuando x se aproxima a a
por la derecha o por la izquierda.

Y/ | y | 3 | ¥y |
| | | |
| | | / |

| | 5 | - ~— | -

a: 2 a: i a{ - a: .
| | | |
| | | |
| | | |

y— @ cuandox — a” y— @ cuando x — a” y— —wcuandox —a’ y— — cuando x — a~

2. Larectay = b es una asintota horizontal de la funcién y = f(x) si y se aproxima a b cuando x se aproxima a *oo.

y— bcuando x —» @ y — b cuando x — —o2



ENCONTRAR ASINTOTAS DE FUNCIONES RACIONALES

Sea r la funcion racional

r(x) =

ax"+a, x"'+---+ax+a
blmxm + bm_|xm_] + =t + blx + bo

1. Las asintotas verticales de r son las rectas x = a, donde a es un cero del
denominador.

2. a) Sin << m, entonces r tiene asintota horizontal y = 0

. q - . a
b) Sin = m, entonces r tiene asintota horizontal y = b—"
m
¢) Sin = m, entonces r no tiene asintota horizontal.
2 Asintota
—_ vertical
@) r(x) = ——
v |
1 |
|
4 |
|
1+ |
|
—0] 3 X
T | Asintota
+ | horizontal
! | y=0
|
5 {I:l - 3.1' + 35 Asintota vertical
. - T 4 ==
x+ 2

Vi

|

| 1

} 1 Asintota horizontal
o 1y=3

|

y |
|
2 __ |
r(x) = 2x dx + 5 :
x-—2x + 1 |
!
20 — dx + 5 yo2  Sf | y—2
-"[:JC): 3 cuando | cuando
(.x_l) X —»—00 : X —» 0
|
|
I+
R B B
-1 0 1': 2 X
T |
|




Estos términos tienden a 0

(x) - 2x— 1
rlx) = ———.
2x2 + 3x — 2
I —-2x—1

)= e+ 2)

Este factor es 0
cmmhx=%

2-0+0

1-0+0

Este factores 0
cuando x = =2

L

' ™
Definicion de funciéon exponencial
La funcion exponencial f, de base a, se denota por
flx) = a,
donde @ = 0,a # 1 y x es un numero real.
S

! 0, 1)

Graficadey = a*,a > 1

* Dominio: (— oo, o0)

Rango: (0, oo)

Interseccion: (0, 1)
* Creciente

* El eje x es una asintota horizontal
(a*—0, si x— —0o0)

Continua



21'

41

| -

Zl=| oo
== | bd =

L=}

2—1’

= &= B2

4—1

Bl | = | —
Tl=|eei—| w2

o

Grdficadey = a *,a > 1
* Dominio: (— oo, o0)

* Rango: (0, oo)

* Interseccion: (0, 1)

* Decreciente

* El eje x es una asintota horizontal
(a=*—0, si x> o0)

* Continua




x flx) =3 glx) = 3"
-3 > 27
-2 L 9
-1 3 3
0 1 1
1 3 :
2 9 3
3 27 =

fx) =37

Ficura 3.5 Desplazamiento horizontal.

Base natural e

y
51
1
i I f j x
-2 —1 1 2
-1
h(x) = 37— 2
_________ S

En muchas aplicaciones, la opcion mas conveniente para una base es el nimero

irracional

e= 2718281828 ....

El nimero e es base natural. La funcion dada por f(x) = e* se denomina fun-
cion exponencial natural. Su grifica se muestra en la figura 3.9. Tenga presen-
te que para la funcion exponencial f(x) = e*, e es la constante 2.718281828 .,

mientras que x es la variable.

FIGURA 3.6 Desplazamiento vertical.

(1,e)




~
Definicion de funcion logaritmica de base a
Para x > 0, a>0ya # 1,

vy = log, x si, y solo si, x = a”.
La funcion dada por
f(x) = log‘,x Se lee “logaritmo base ¢ de x.”

se denomina funcién logaritmica de base a.

%

Graficacion de una funcion logaritmica

4l Asintota vertical: x =10
3 4

Trace la grafica de la funcion logaritmica comun f(x) = log x. Identifique la
asintota horizontal.

Sin calculadora Con calculadora
x &=+ 1]10] 2 5 8
flx)=logx | =2 | —1 0| 1 | 0301 | 0.699 | 0.903




La naturaleza de la grafica de la figura 3.14 es comun a la de todas las fun-
ciones de la forma f(x) = log, x, @ > 1. Tienen una interseccion con el ¢je x y
una asintota vertical. Observe qué tan lentamente sube la grafica parax > 1. Las
caracteristicas basicas de las graficas logaritmicas se resumen en la figura 3.15.

¥ Grdficade y = log, x,a > 1

» Dominio: (0, oo)

1+ » Rango: (— oo, o0)
E » Interseccion con el eje x: (1, 0)

+ Creciente

t x « Uno a uno, por tanto tiene una
funcion inversa

» El eje y es una asintota vertical
(log,x > —oo,six—= 07).

+ Continua

* Reflexion de la graficade y = a*

FIGURE 3.13 con respecto a larectay = x

Las caracteristicas de la grafica de f(x) = a* se muestran a continuacion pa-
ra ilustrar la relacion inversa entre f(x) = a* y g(x) = log, x.
» Dominio: (—oo,00)  * Rango: (0, oo)
» Interseccion y: (0,1) » Eje x es una asintota horizontal (a* — 0, s1 x — —o0).
En el ejemplo 7 la grafica de y = log, x se usa para trazar las graficas de fun-

ciones de la forma f(x) = b + log,(x + ¢). Observe como una traslacion hori-
zontal de la grafica conduce a una traslacion horizontal de la asintota vertical.



La gréfica de cada una de las funciones es similar a la grafica de f(x) = log x.
a. Como g(x) = log(x — 1) = f(x — 1), la grafica de g se obtiene desplazando
la de f una unidad a la derecha, como se muestra en la figura 3.16.

b. Como A(x) = 2 + logx = 2 + f(x), la grafica de & se obtiene desplazando la
de f dos unidades hacia arriba, como se muestra en la figura 3.17.

g(x) =log(x—1)

Funcion logaritmica natural

De la grafica de la funcion exponencial natural, introducida en la seccion 3.1, pa-
gina 222, se sigue que f(x) = e* es uno a uno y, por tanto, tiene funcion inversa.
Esta se denomina funcion logaritmica natural y se denota con el simbolo especial
In x, se lee “logaritmo natural de x” o0 “In de x.” Note que el logaritmo natural se
escribe sin hacer explicita la base. Se entiende que la base es e.

p
Funcion logaritmica natural

La funcion definida por
flx) =log.x =Inx, x>0

se denomina funcién logaritmica natural.

L




o)
-2 E{x} =/ x)=Inx

Reflexion de la grdfica de f(x) = e*
con respectoalarecta y = x.

-

Propiedades de los logaritmos naturales
1. In1 = 0 porque € = 1.
2. Ine = 1 porque e' = e.

J.Ine*=x y el =y Propiedades inversas

4. Silnx = Inyentonces x = y.  Propiedad uno a uno
A J

a. Debido a que In(x — 2) esta definida solo si x — 2 > 0, se deduce que el do-
minio de f es (2, oo). La grafica de f se muestra en la figura 3.19.

b. Debido a que In(2 — x) esta definida sélo si 2 — x > 0, se deduce que el do-
minio de g es (—co, 2). La gréfica de g se muestra en la figura 3.20.

¢. Puesto que In x? esta definida s6lo si x? > 0, se deduce que el dominio de
son todos los niimeros reales, excepto x = 0. La grafica de 4 se muestra en la
figura 3.21.

-4

14+

| I — |

=1+
a4
3l




Funcion valor absoluto Dominio: (— oo, o)

x, x=20 Rango: [0, oo)
[ x < 0 Interseccion: (0, 0)
Decreciente en (—oc, 0)
Creciente en (0, oo)
Funcion par

Simetria con respecto al eje y

—X

El

FUNCION SIGNO.- A la funcién f. le llamaremos funcion signo, si su
regla de correspondencia es:

e
| x]
! f(x) =sig(x), donde sig(x)=4{ + ' el

Qi =10

0 )? También puede expresar en la forma:

f={(x,y)e RxR/y=sig(x)}

— O -1
Donde D, =R. R, ={-101} y sugraficaes:




