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UNIDAD 2: NUMEROS REALES Y COMPLEJOS.

Resultados de aprendizaje

e Comprende las operaciones fundamentales que se realizan en el
campo de los nUmeros reales y complejos.

e Aplica los nUmeros reales y complejos como una herramienta
bdsica de la ingenieria, para la resolucion de problemas con
validez

Expresiones algebraicas

Definicion de los nUmeros reales

El conjunto de los NUmeros Reales (R) es la unién del conjunto de los
NUmeros Racionales (Q) con el conjunto de los NUmeros irracionales (I).
Es decir, IR = QUH. Dentro del conjunto de los NUmeros Racionales se
encuentran los NUmeros Enteros (Z), los cuales a su vez se clasifican en
Enteros Negativos (Z™1), Enteros Positivos (Z*1) y el Cero.

Figura 1. Conjunto de numeros.

Reales (R)

Se clasifitan dividen en

Racionales (Q) Irracionales (1) |
Pueden der \‘
Racionales no Racionales enteros (Z) QNI=@0

enteros o decimales

Enteros negativos(Z~) | | Cero | | Enteros positivos (Z%)
[ ]

Forman

Enteros no positivos Z~U{0} Enteros no negativos [

Nota: Imagen tomada de (Morales Urbina et al., 2019).

El sistema de los NUmeros Reales consta del conjunto R con dos
operaciones, que se llamaran adicion y multiplicacion, denotadas con
los simbolos + y * respectivamente, que satisfacen un conjunto de
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propiedades llamadas axiomas de cuerpo. Ademds de un ordenamiento
en el conjunto R que se establece con los axiomas de orden y las
relaciones menor que y mayor que. Decir que la adicion y la
multiplicacién son operaciones definidas en el conjunto de los NUmeros
Reales significa que al efectuar la adicion o multiplicacion de dos
numeros reales siempre se obtendrd como resultado un nUmero real.
(Morales Urbina et al., 2019)

Axiomas de los numeros reales

Igualdad

|. Axioma de identidad: a = a.
Il. Axioma de reciprocidad: sia = b, tenemos que b =a.
Ill. Axioma de transitividad: sia =bh y b = ¢, tenemos que a = C.

Suma o adicién

I. Axioma de uniformidad: la suma de dos numeros es siempre igual, es decir, unica; asi,
Sia=byc=d, tenemosquea+c=>5b+d.
Il. Axioma de conmutatividad: a + b =) + a.
lll. Axioma de asociatividad: (2 + b) +c=a+ (b +¢).
IV. Axioma de identidad, o modulo de la suma: hay un namero y solo un namero, el cero,

de modo que a + 0 =0 + a = a, para cualquier valor de a. De ahi que el cero reciba el
nombre de elemento idéntico 0 mddulo de la suma.

Multiplicacion

I. Axioma de uniformidad: el producto de dos numeros es siempre igual, s decir, unico,
asisia=>byc=d, tenemos que ac = bad.
Il. Axioma de conmutatividad: ab = ba.
Ill. Axioma de asociatividad: (ab)c = a(bc).
IV. Axioma de distributividad: con respecto a la suma tenemos que a(b + ¢) = ab + ac.
V. Axioma de identidad, o médulo del producto: hay un nimero y solo un numero, el uno
(1), de modo que a - 1 =1 - a =a, para cualquier valor de a.
VI. Axioma de existencia del inverso: para todo numero real a = 0 (a distinto de cero)

corresponde un namero real, y s6lo uno, x, de modo que ax = 1. Este numero x se llama
inverso o reciproco de a, y se representa por 1/a.
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Axiomas de orden

I. Tricotomia: si tenemos dos nimeros reales a y b s6lo puede haber una relacion, y solo
una, entre ambos, quea > b;a=boa < b.

Il. Monotonia de la suma: sia > b tenemosquea+c¢ > b +C.
lll. Monotonia de la multiplicacion: sia > b y ¢ > 0 tenemos que ac > bc.

Axioma de continuidad

I.  Sitenemos dos conjuntos de nimeros reales A y B, de modo que todo nimero de A es
menor que cualquier namero de B, existira siempre un namero real ¢ con el que se verifi-
gquea =c = b, en que a es un numero que esta dentro del conjunto A, y b es un nimero
que esta dentro del conjunto B.

(Baldor, 2016)

Resumen de las propiedades de los nUmeros reales

Conmutativa:a + b=b +a,a-b=>b-a
Asociativa: (a + b) +c=a+ (b+c¢),(a*b)-c=a- (b-c)
Distributiva: a(b + ¢) =a-b +a-c

Identidad: ¢ + 0=0+a=a,1-a=a
1
a

= da

ca =1

|
1
Inverso:a + (—a) =—a+a=0,a-— = —
a

(Ocana & Pérez, 2010)

El dlgebra

El dlgebra es la rama de las matemdticas que estudia la cantidad
considerada del modo mds general posible. En efecto, si se tiene una
canfidad cualquiera que se representard con x, lo que estamos diciendo
es que esa x puede tener cualquier valor: 8, -7, 6 + 5, y, x - 2, z, etc.
Precisamente por esto es tan general. Si en dlgebra tenemos la expresion
éx, esto significa que se multiplicard é por el valor de x, pero como no se
conoce el valor de x, entonces la expresion queda asi: éx, y constituye un
término algebraico (Arzate, 2015).
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Signos del dlgebra

Los signos empleados en Algebra son de tres clases: signos de operacion,
signos de relacion y signos de agrupacion.

Signos de operacion

En Algebra se verifican con las cantidades las mismas operaciones que
en Aritmética: suma, resta, multiplicacién, division, elevacion a potencias
y extraccion de raices, que se indican con los signos siguientes:

Signos de relacién

Se emplean estos signos para indicar la relacidon que existe entre dos
cantidades. Los principales son:

=, que se lee igual a. Asi, a = b se lee "aigual a b".
>, que se lee mayor que. Asi, x + y > m se lee “x + y mayor que m".
<, que se lee menor que. Asi, a<b + c se lee "amenor que b + c”.

(Baldor, 2016)

SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacion son: el paréntesis ordinario ( ), el paréntesis
angular o corchete [ ], las llaves { }.

Estos signos indican que la operacion colocada entre ellos debe
efectuarse primero. Asi, (a + b)c indica que el resultado de la suma de a
y b debe multiplicarse por c; [a — b]m indica que la diferencia entre ay b
debe multiplicarse por m; {a + b} + {c — d} indica que la suma de ay b
debe dividirse entre la diferencia de c y d.

(Baldor, 2016)
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Sabemos que a+(-b+c)=a-b+c

luego, reciprocamente: a-b+c=a+(-b+c)

Hemos visto tambiénque a-(b-c)=a-b+c

luego, reciprocamente: a-b+c=a-(b-c)

Del propio modo, a+b-c-d-e=a+({b-c)-(d+e)

Lo anterior nos dice que los términos de una expresion pueden
agruparse de cualquier modo. Esta es la ley asociativa de la suma y de
la resta. Podemos, pues, enunciar la siguiente:

e Paraintroducir cantidades dentro de un signo de agrupacion
precedido del signo mdas (+) se deja a cada una de las
canfidades con el mismo signo que tengan.

e Paraintroducir cantidades dentro de un signo de agrupacion
precedido del signo me- nos (—) se cambia el signo a cada una
de las cantidades que se incluyen en él.

(Baldor, 2016)

Simplificacion de signos de agrupacion

En dlgebra el paréntesis, corchetes y llaves, se usan para agrupar términos
y separar operaciones. (Rodriguez Vallejo, 2023)

Para eliminar estos signos de agrupacion en las expresiones algebraicas
debes fijarte en el signo que aparece antes de cada signo de agrupacion
(Baquerizo et al., 2006):

Si el signo de agrupacion se encuentra antecedido por un signo posifivo.
Al igual se deben eliminar los signos de agrupacidén y mantener los
elementos manteniendo todos los signos tal cual. (Morales Urbina, 2019)

Si se encuentra un signo negativo antes del signo de agrupacion, se
deben eliminar los signos de agrupacion y se mantienen los elementos
que estaban dentro cambiando solo el signo de cada uno.(Aufmann &
S. Lockwood, 2013)

Figura 2. Simplificacion de signos de agrupacion.
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El signo de x se mantiene El signo de x cambia a negartivo
2+(x—4)=2+x—4 2—(x—4)=2—x+4
El signo de 4 se mantiene El signo de 4 cambia a positivo

Nota. Imagen obtenida de: (Morales Urbina, 2019).

Potenciacion

Un producto repetido como 2 X 2 X 2 se representa en la forma: 2°

Si b es un numero entero y n es un nimero entero positivo:

b.b.b...b=b"
N !
n factores

A la expresion b" se le denomina potencia,
b es la base y n es el exponente.

(Ocana & Pérez, 2010)
1) Toda potencia par de una cantidad negativa es positiva porque equivale a un producto
en que entra un ndmero par de factores negativos.

Asi,(-2)*=+ 4 porque (-2)°=(-2) x(-2) =+4
(+4) x (+4)=+ 16

) =
(-2)*=+ 16 porque (-2)*=(-2)* x (-2)’ =
(-2)°*=+ 64 porque (-2)° = (-2)* x (-2)°* = (+16)x (+4) =+ 64
(—2)° =+256 porque (-2)° = (-2)° x (-2)° = (+64) x (+4) =+ 256

y asi sucesivamente.
En general, siendo N un nimero entero se tiene: (—a)* =a*".

2) Toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa porque equivale a un pro-
ducto en que entra un nimero impar de factores negativos.

Asi,(-2)'=— 2
(~2°=— 8 porque (-2)°=(-2)?x (<2) =(+4) x(-2)=— 8
(=2)°=— 32 porque (-2)° = (-2)* x (<2) = (+16)x (-2)=— 32
(=2)" = —128 porque (<2)" = (<2)° x (<2) = (+64)x (-2) = — 128

y asi sucesivamente.

En general, se tiene: (-a)®*'=—a*""".

(Baldor, 2016)
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Reglas de exponentes

I x™ .« x" = x"" regla del producto
2. —=x""x#0 regla del cociente
X
3. (x™)" = xm" regla de las potencias
4. x"=1,x#0 regla del exponente cero
1

50 x"=— x#0 regla del exponente negativo
6. (%) = zm;m ,b#0,y # 0 regla de la potencia expandida
- (E)_’” _ (Q)”’, a%0.b%0 regla de una fraccion f:levada

b a a un exponente negativo

Reglas de radicales

%Zﬂl/”,azo
Vat* =a

n\/amza%
Ya-¥b="a b

Ya. /b = "ambr

nfa RNa
£
b b™
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Términos de una expresion algebraica

Los términos de una expresion algebraica son los sumandos de la
expresion (Aufmann & Lockwood, 2013). A continuacion, se muestra las
partes de un término.

—5x2y3

Las partes que lo constituyen son las siguientes:

1

2
3
4

Signo, que en este ejemplo es - (negativo).
Coeficiente, que en este ejemplo es el nUmero 5.
Literales, variables o incognitas, que en este ejemplo son x y y.

Exponentes o potencias, que en este ejemplo son los nUmeros 2 y
3. (Arzate, 2015)

Expresion algebraica

Una expresidon algebraica es una combinacion de nimeros vy letras que
pueden estar conectadas por operaciones matemdaticas elementales:
adicioén, sustraccion, multiplicacion, division, potenciacion y radicacion.
(Morales Urbina, 2019)

3¢ — S5y +2xp —x — 7

3% + (=59) + 2xp + (—x) + (=7)

5 términos
~ ) b C o
3x* =5 +2xy —-x =7
Términos variables Término

constante

Coeficiente numérico
I S

x> — 5y + 2xy - lx -7

L |

Parte variable

Cuando el coeficiente es 1 o -1, el 1 por lo general no se escribe:

x=Ilxvy —x=—1x
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+1xly! = Xy
(Aufmann & Lockwood, 2013)

Ejemplos de expresiones algebraicas.

L 3X ) 2x+3L
X

X
2
o 2x?2+4+3x—1 e +4ab + 3ab
o xy’z+2x3yz? | o xy+2ix

Nota. Imagen obtenida de: (Morales Urbina, 2019).

MONOMIO es una expresion algebraica que consta de un solo término
(Baldor, 2016).

POLINOMIO es una expresion algebraica que consta de mdas de un
término. Aqui se incluye al binomio, tfrinomio etc. (Baldor, 20146)

Grado de un polinomio

Grado absoluto de un polinomio es el grado de su término de mayor
grado. Asi, en el polinomio x* —5x3 + x? — 3x el primer término es de
cuarto grado; el segundo, de tercer grado; el tercero, de segundo grado,
y el ultimo, de primer grado; luego, el grado absoluto del polinomio es el
cuarto (Baldor, 2016).

ORDENAR UN POLINOMIO es escribir sus términos de modo que los
exponentes de una letra escogida como letra ordenatriz queden en
orden descendente o ascendente. Asi, ordenar el polinomio —5x3 + x> —
3x + x* — x%2 + 6 en orden descendente con relacion a x serd escribir: x> +
x* —5x3 —x?—3x +6.

TERMINO INDEPENDIENTE de un polinomio con relacién a una letra es el
término que no tiene dicha letra.

x* — 6x° + 8x? — 9 + 20 el término independiente es 20

(Baldor, 2016)

Términos semejantes

Dos o mas términos son semejantes si, y solo si, sus literales y exponentes
son iguales, es decir, en los términos semejantes sélo pueden variar los
coeficientes y los signos (Arzate, 2015).
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—8x3y? es semejante a 6x3y?, ya que la Unica diferencia son los signos y
los coeficientes. —4y3 no es semejante a 2x2y3, ya que x? sdlo aparece
en el segundo término (Arzate, 2015).

Suma algebraica

La suma algebraica sélo se puede llevar a cabo entre términos
semejantes. Dicho de otra manera, para sumar dos o mds términos es
indispensable que éstos sean términos semejantes. Se debe recordar que
el hablar de suma, también se implica a la resta. Para la suma:

e Se comparan los férminos para saber si son semejantes.
e Solamente se operan los coeficientes con sus respectivos signos,
de acuerdo con las leyes de los signos para la suma.

(Arzate, 2015)
Ejiemplos:
2x +7x = 9x
xy + 3xy = 4xy
9x2y3 — 7x2y3 = 2x2y3
4x2y* + 3x%y? = 4x%y* + 3x%y? (no se puede sumar)

Sx3y?—6xyr=

—3u?v + 6xu’ — 4utv =

Ejercicios:

1. m?+71lmn — 14m? — 65mn + m3 —m? — 115m? + 6m?3

2. xty—x3y? +x%y —8x*y —x?y — 10 + x3y? — 7x3y?2 — 9 + 21x*y — y3 + 50
3. 5a*t1 —3p**t2 —8c¥*3 — 5%t — 50 + 4p**t%2 — 65 — b**t2 490 4 c¥*3 4 7c¥*3
4. am+2 _ xm+3 -5 +8— 3am+2 + 5xm+3 -6+ am+2 _ 5xm+3

También se pueden sumar o restar expresiones.
Sumar4xy —3x + 8y con3xy — 10x + y
(4xy —3x +8y)+ Bxy —10x +y) =
=4xy —3x+8y+3xy—10x+y
=7xy — 13x + 9y
10
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Restar 4xy — 3x + 8y menos 3xy — 10x + y
(4xy —3x +8y) — (Bxy —10x + y) =
=4xy —3x+8y—3xy+10x—y
=xy+7x+7y

Multiplicacion
Multiplicacion de monomio por monomio

Para realizar la multiplicacidn de un monomio por un monomio se
procede de la siguiente manera:

e Se operan los signos
e Se operan los coeficientes
e Se operan las literales

Ejemplo: Multiplicar (—9xy)(2xyz)
Signos:

(=9xy)(2xyz) = —
Coeficientes:

(—9xy)(2xyz) = —18
Literales:
(—9xy)(2xyz) = —18x2%y?z

Multiplicacion de monomio por un polinomio

Se multiplica el monomio por cada uno de los términos del polinomio y
se suman los productos (Arzate, 2015).

2xy(x + 4y?) = 2x%y + 8xy3

Multiplicacion de polinomio por polinomio

Se multiplica cada término del primer paréntesis por cada término del
segundo y se suman los productos (Arzate, 2015).

(m+n).(x+y)=mx+my+nx+ny
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Eiemplo: (3x*y — x3y)(2x3 + 4x?)
(Bx*y — x3y)(2x3 + 4x?)
Bx*y)(2x3) = 6x7y
(3x*y)(4x?) = 12x%y
(—=x3y)(2x?) = —2x°y
(—=x*y)(4x®) = —4x%y

6x7y + 12x%y — 2x%y — 4x°y = 6x”y + 10x°y — 4x°y

Otra forma de hacer la operacion es la siguiente:
(Bx*y —x%y)

(2x3 + 4x2?)

6x’y — 2x%y

+ 12x%y — 4x°y

6x”y + 10x%y — 4x°y

Division de monomio entre monomio

Para dividir monomio entre monomio se procede de la siguiente
manera:

e Se operan los signos.

e Se operan los coeficientes.

e Se operan las literales (se utilizan las leyes de los exponentes, al
dividir se res- tan los exponentes)

Ejiemplo:
9x4y3
—3x2y~* Y

Ejiemplo:

12
Recopilacién elaborada por Ing. Alex Toasa. Esta informacién, no es mds que una recopilacion
de diversos libros, todo mérito y reconocimiento a sus respectivos autores




Universidad Nacional de Chimborazo
Unidad de Nivelacién y Admisién
Asignatura de Matematicas

-5,,8,-6
% = 3y 5" (-3)y8-(-4);~6-(-2)
—4xcy~*z~
= —3x~5H3yBta 642 = _3y-2y12,-4

Division de polinomio entre monomio

Para hacer una division de polinomio entre monomio, el procedimiento
es similar al que se sigue en aritmética (Arzate, 2015).

Aritmética
20+8_20 8_28
2 2 2
Algebra
3x3 +12x°>  3x3  12x° s
= =x+ 4x

3x2 3x2 + 3x2

Tal como se observa, se divide cada uno de los términos del numerador
entre el denominador y se suman (o restan, segun el signo) los cocientes.

Division de polinomio entre polinomio

Lo primero que hay que senalar es que la divisibn de un monomio entre
un polinomio se hace siguiendo el mismo procedimiento que al dividir un
polinomio entre otro polinomio (Arzate, 2015).

Division de expresiones algebraicas

La division de dos polinomios es como la division de nUmeros reales.
Estudie y compare los dos procedimientos siguientes. (Morales Urbing,
2019)

Ejemplo de division de expresiones algebraicas.
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Division de 298 entre 14 Division de

x3 —2x% — 3x — 5 entre x* —2

298 14 x3—=2x*=3x-5 x2 =2
-28 21 —x? 2x x—2
18 —2x?—x-5
-14 2xt -4
— —
Cociente: 21; Resto: 4 Cociente: x — 2; Resto: —x — 9

Recordemos que dividendo = divisor * cociente + resto. Para estos dos ejemplos.

298 =14-21+ 4 x?=2x2=3x=-5=x*=-2)(x—=2)+ (=x—=9)

Nota. Imagen obtenida de: (Morales Urbina, 2019).

Segun (Morales Urbina, 2019), En general para llevar a cabo la division
larga de polinomios se puede llevar a cabo los siguientes pasos:

1. Ordenar el dividendo y el divisor en orden descendente segun
potencias de una letra principal.

2. Completar el polinomio con ceros si falta alguna potencia de la letra
principal.

3. Dividir el primer término del dividendo por el primero del divisor, con lo
que resulta el primer término del cociente.

4. Multiplicar el primer término del cociente por el divisor y el producto
resultante sumar al dividendo con signo cambiado, obteniéndose un
nuevo dividendo. Esta operacion se repetird hasta obtener un resto cero
o0 menor que el dividendo.

5. El resultado de la operacion se puede expresar de la forma siguiente:
Figura 3. Formas de expresar la division.
Dividendo = divisor - cociente + resto
0

Dividendo ) resto
= cociente +

divisor divisor
Nota. Imagen obtenida de: (Morales Urbina, 2019).
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Ejiemplo: Dividir

x3 —2x%—3x -5 entre x* —2

1. A la izquierda situamos el dividendo. Previamente se verificd, si el
polinomio estaba completo y ordenado en forma decreciente.

2. Alla derecha situamos el divisor dentro de una caja.

3. Dividimos el primer monomio del dividendo entre el primer monomio
del divisor.

— 43-2 _
—- =X =X
x2

4. Multiplicamos cada término del polinomio divisor por el resultado
anterior:

x(x?2 —2) =x3%—2x
5. El resultado anterior lo restamos del polinomio dividendo:
(x3—2x2—-3x)—(x3—2x) =x3 —2x? —3x —x3 4+ 2x = —2x9 — x

6. A este resto le anadimos —5 con lo que resulta —2x2 — x — 5

x*—2x*—-3x-5 x*—2
—x3 2x x
—2x2—x-5

Volvemos a dividir el primer monomio del nuevo dividendo (- 2x2) entre el
primer monomio del divisor (x2). Y el resultado lo multiplicamos por el
divisor y lo restamos al dividendo.

x?—2x*-3x-5 xt =2
-x* 2x x — 2
—-2x%—x—5
2x* -4

—x—9

Respuesta:

-x-9
x2-2

(x—2)+
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Recordar que:

x3=2x2=3x-5=(x*=-2)(x—=2)+(=x—9)

Ejemplos:
I°+2x—8 | x+2
Dividir 3x* + 2x— 8 entre x + 2. ~3x%—6x 3x—40
—4x—8
4x— 8
Dividir 28x* — 30y* — 11xy entre 4x — 5y, 28x2 —11xy — 30y% | 4x—5y
Ordenando dividendo y divisor en orden des-  —28x* +35xy x+6y
cendente con relacion a x tendremos: ——™ 24xy —30y?
_24xy +30y°

Dividir 38" *° + 198" 3 — 108" ** — 8a* "2 + 53" "' entre a® — 3a + 5.

Ordenando en orden descendente en relacion con la a, tendremos:
32" — 108" + 192" - 8a*** + ba*"' |a’-3a+5
- 32" + 92" — 153" 3a"*-a"?+a™" R.
™ + 43" — 83**2
2 — 3353 4 Bg*+2
a**? — 3a"** + 5a"*'!
— &%+ 33" - 5a"!
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DIVIdIr1 3 @x2y+ X%~ J./3 entre gx—gy.
1,3 35,2 3 2 3
_ 9 £xy_2
SX X.V‘" XY J/ 3 2y
1,3 3 1.2 1 1,2
L7 g I Iyy+1
3 4 y X 3Ty
2.2 2 2
— £x°y+ <
g y ?XY
2 2
cxy— 2
9 y 2XY
12 33
?XV gy
2 3
—_— + >
ﬁxy By
xX’— x—-— 6 | X+3
Dividir x> — x — 6 entre x + 3. —x*=3x X“”m
-4x - 6
dx +12
6
Dividir 6m* — 4m*n® — 3m°n* + 4mn® — n® entre 2m? — n*
2 .4
6m* — 4’ — 3mPn* + dmn® — | 2mC =D —
—6m" +3m*n’ 3m’ —2mn’ + 2=
2m° —n
— 4m*n® + 4mn®
Am*n? — 2mn®
2mn® —n®
(Baldor, 2016)
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Familias de los productos notables
Teoria:

En matemdadticas, un producto corresponde al resultado que se obtiene al
realizar una multiplicacion.

Sabemos que algo es notable cuando nos llama la atencidén o destaca
entre un grupo de cosas.

Entonces, los productos notablesson simplemente multiplicaciones
especiales entre expresiones algebraicas (lldmense las mismas
polinomios), que por sus caracteristicas destacan de las demdas
multiplicaciones. Las caracteristicas que hacen que un producto sea
notable, es que se cumplen ciertas reglas, tal que el resultado puede ser
obtenido mediante una simple inspeccién, sin la necesidad de verificar o
realizar la multiplicacion paso a paso.

Los productos notables estan infimamente relacionados con férmulas de
factorizacion, por lo que su aprendizaje facilita y sistematiza la solucién
de diversas multiplicaciones, permitiendo simplificar expresiones
algebraicas complejas.

Dentro de los productos notables podemos encontrar:

Suma por diferencia de dos expresiones

La suma por la diferencia o diferencia por suma, de dos expresiones, es
igual al cuadrado de la primera expresion que estd en la diferenciaq,
menos el cuadrado de la ofra expresion.

(A+B)(A—B) = A* - B2,

Efectuar (a +x)(a —x).
@+x)@a-x)=a’-x* R.
Efectuar (2a + 3b)(2a — 3b).
(2a + 3b)(2a — 3b) = (2a)* — (3b)*=4a° - 9b° R.
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(5+x)(5—x) =25—x2.
(X =y)(x®+y) = (x*)? —y? =x* —y2.
(8 —x3)(x*+8) =64 —(x*)? =64 —x°.

(Bx + 2y)(2y — 3x) = (2y)? — (3x)? = 4y? — 9x2.
(V7 — 4xy?)(4xy? +V7) = (\/7)2 — (4xy?)? =7 — 16x%y*.

Cuadrado de un binomio
El cuadrado de la suma de dos cantidades

Es igual al cuadrado de la primera cantidad mdas el doble de la primera
cantidad por la segunda mds el cuadrado de la segunda cantidad. Si
los dos signos del binomio son iguales, el doble del primero por el segundo
es positivo.

(A+ B)? = A*> + 2AB + B2

Ejemplos:
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Cuadrado de la diferencia de dos cantidades

El cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual al cuadrado de
la primera cantidad menos el doble de la primera cantidad por la
segunda mads el cuadrado de la segunda cantidad, cabe recalcar que
elevar al cuadrado no es lo mismo que el doble. Silos signos del binomio
son distintos, el doble del primero por el segundo es negativo.

(A—B)? = A> — 24B + B>.

Desarrollar (x — 5)°.
(x—-52=x2-10x+25 R.

Efectuar (4a° — 3b°)%.
(4a® - 3b%)* = 16a" — 24a’h* + 9b° R.

(2x —3y)? = (2x)* — 2(2x)(3y) + (3y)? = 4x? — 12xy + 9y*=.

Cubo de un binomio

El cubo de la suma de dos nUmeros es igual al cubo del primer niUmero,
mas el triple del producto del cuadrado del primer nimero por el
cuadrado del segundo, mads el triple del producto del primer nUmero por
el cuadrado del segundo, mas el cubo del segundo.

(A+ B)® = A% + 3A%B + 3AB? + B3.

(2x% + 4y3)3 = (2x%)3 + 3(2x%)2(4y3) + 3(2x2) (4y3)? + (4y3)3
= 4x° + 48x*y> + 96x%y° + 64y°.

También el cubo del binomio se presenta en cubo de su diferencia lo que
se realizard es tener en cuenta los signos de cada uno de los términos del
polinomio y realizar las operaciones de cada uno siendo elevacion al
exponente y mulfiplicacion, cabe recalcar que elevar al cubo no es lo
mismo que el triple.

(A— B)3 = A3 — 3A2B + 3AB? — B3,
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(30 — 3x2)% = (30)3 — 3(30)2(3x2) + 3(30)(3x2)? — (3x2)3
= 27.000 — 8.100x2 + 810x* — 27x°®.

Trinomio al cuadrado

Un trinomio al cuadrado es igual al cuadrado del primero, mas el
cuadrado del segundo, mds el cuadrado del tercero, mds el doble
producto del primero por el segundo, mds el doble producto del primero
por el tercero, mds el doble producto del segundo por el tercero. Es
sumamente importante tener presentes las leyes de signos al momento
de resolver este trinomio ya que al ser varias operaciones las que se
deben realizar, al fallar un signo el resultado serd distinto al esperado.

(A+B+C)> =A%+ B?+C?+ 24B + 2AC + 2BC
(x*+x+3)2=x*)2+x2+32+2-x* - x+2-x*-34+2-x-3
=x*+x2+9+ 2x3 + 6x?% + 6x

=x*+2x3+7x2+6x+9

Producto de dos binomios de la forma (x + a) (x + b)

La multiplicacion de dos binomios con un término en comun es de la
forma (x + a).(x + b) donde a y b son constantes.

Resulta: (x+a) - (x +b) =x*>+bx+ax+ab =x?>+ (a+b)x + ab

Figura 4. El producto de dos expresiones con un término comun.
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Cuadrado del

término comin
Producto de los

Términos no términos no

JJ cumunc{.\
(x_-l-mb) =x% + (a + b)x + ab

S

Thanitisctmi Suma de los términos no

comunes por el termino
comiin

Nota. Imagen obtenida de: (Morales Urbina, 2019).

Multiplicar (x + 7)(x - 2).
Coeficiente del segundu término . .................. 71-2=5
Tercer t6rmino. . . . ... .oooeeee e 7% (-2) =14
luego (x+7)(x—2)=x*+5x—14 R.

Efectuar (x — 7)(x — 6).

Coeficiente del 2°término .. .. ............. (-7) + (-6) =-13

Tercertérmino. ......................... (-7) x (-6) = +42

luego (x—7)(x—6)=x"—13x+42 R.

Los pasos intermedios deben suprimirse y el producto escribirse de manera directa sin las
operaciones intermedias.

Producto de dos binomios de la forma (mx + a) (nx + b)

El producto de dos binomios de esta forma, en los cuales los términos en
x tienen distintos coeficientes, puede hallarse facimente siguiendo los
pasos que se indican en el siguiente esquema. Seaq, hallar el producto de
(3x+5)(4x +6) :

30

12x°

y

B + 5 (@ + 6 = 12x°+20x+ 18+ 30

| =

18x

Reduciendo los términos semejantes tenemos: 12x° + 38x + 30 R.
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Para la clase resolver los items: 6, 8, 13, 27, 29, 30, 37.
De tarea se propone resolver los items: 4, 10, 16, 20, 25, 32, 38.

Las respuestas a las que se debe llegar se encuentran en la siguiente
imagen:

MISCELANEA
Escribir, por simple inspeccion, el resultado de: =)
1. (x+2)° 18, (X+y+1)x-y—1) 21. (2a3 5b%)? =
2. (X+2)(x+3) 15. (1 -a)@@+1) 28. (a° +12)( a® - 15) >
I (x+1)x=1) 16. (m—8)(m+12) 29. (m —m+n)(n+m+m) [Ty
4. (x-1)? 17. (A=1){x*+ 3) 30. (x*+7)(x*—11)
5. (n+3)(n+5) 18. (*+6)(x* - 8) 31. (11 —ab)?
6. (m—3)(m+3) 19. (5% +6m*)? 32. (x3y® - 8)(xy* +6)
1. @+b-1)@+b+1) 20. (x* - 2)(x* +5) 33. (a+b)(@a-b)@-b?)
8. (1+h)® 21. ( —a+b)(b—a—1) 3. (x+1)x-1)Kx*-2)
9. (a®+4)@*-4) 22. (a*+ b”)( -b") 35. (a+3)(@*+9)@-3)
10. (3ab — 5x°)? 23. (x**1-8)(x**'+9) 36. (X+5)(x—5)(x*+1)
11. (ab + 3)(3 — ab) 24. (a b2+c )(@%h% - c?) 37. a+1)@a-1)@+2)@-2
12. (1 - 4ax)® 25. (2a +x)° 38. @+2)@a-3)a-2)@+3)
13. (@%+8)@@*-7) 26. (X — 11)(x* - 2)
Factorizacion
Teoria:

Se llaman factores o divisores de una expresion algebraica a las
expresiones algebraicas que multiplicadas entre si dan como producto la
primera expresion. Asi, multiplicando a por a + b tfenemos:

a(a + b) = a® + ab

Descomponer en factores o factorizar una expresion algebraica es
convertirla en el producto indicado de sus factores (Ocana & Pérez, 2010)

FACTORIZAR UN MONOMIO

Los factores de un monomio se pueden hallar por simple inspeccion. Asi,
los factores de 15ab son 3, 5, ay b. Por tanto:

15a0b=3.5.0.b
FACTORIZAR UN POLINOMIO

No todo polinomio se puede descomponer en dos o mds factores distintos
de 1, pues del mismo modo que, en aritmética, hay niumeros primos que
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solo son divisibles entre ellos mismos y entre 1, hay expresiones algebraicas
gue solo son divisibles entre ellas mismas y entre 1, y que, por tanto, no
son el producto de ofras expresiones algebraicas. asi a + b no puede
descomponerse en dos factores distintos de 1 porque sélo es divisible
entre a+ b yentre 1.

FACTOR COMUN

Comenzamos con el fipo de factorizaciones que resultan de usar la
propiedad distributiva. En ab + ac encontramos que es un factor que
aparece en cada una de los sumandos; un factor asi se llama factor
comun.

ab+ac=a (b +c)

a*+2a=a@+?2)
10b — 30ab®=10b(1 — 3ab)

10a* — 5a + 15a° =5a(2a — 1 + 3a%)

6xy° — 9nx?y® + 12nx°y® — 3n’x"y® = 3xy*(2 — 3nx + 4nx* — n°x°)

x@+b)+m@+b)=(@+>b) (x+m)

XX +Y+2)—X—-y—-Z=2K+y+2)—Xx+y+2)=x+y+2)(2x-1)
x+2)x-1)-x-1x-3)=x-1N[x+2)—(x-3)]
=x—-1Nx+2-x+3)=x-1)(5)=5x—-1) R.
(Baldor, 2016)
Factor comun por agrupaciéon de términos.
ax +bx +ay + by = (ax + bx) + (ay + by)

=x@+b)+y(@+h)
=@+b)x+y) R
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2x% — 3xy — 4x + By = (2x* — 3xy) — (4x — 6))
=X(2x — 3y) — 2(2x - 3y)
- (2x-3)x-2) R

3ax — 3x + 4y — 4ay = (3ax — 3x) + (4y — 4ay)
=@-1)+4y(1-a)
=3@-1)-4y@@a-1)
=@-1)(3x-4y) R.

TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

Una cantidad es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de otra
cantidad, o sea, cuando es el producto de dos factores iguales. Un
trinomio ordenado en relacidn con una letra es cuadrado perfecto
cuando el primero y tercero términos son cuadrados perfectos (o tienen
raiz cuadrada exacta) y positivos, y el segundo término es el doble
producto de sus raices cuadradas (Baldor, 2016).

Asi, a* — 4ab + 4b° es cuadrado perfecto porque:

Raiz cuadradadea®. ......... a
Raiz cuadrada de 4b%. ... ... .. 2b

Doble producto de estas raices: 2 x a x 2b = 4ab, segundo término.

36x° — 18xy* + 4y°, no es cuadrado perfecto porque:

Raiz cuadrada de 36x°. . . . .. .. Bx
Raiz cuadrada de 4y°. . . ... ... 2y

Doble producto de estas raices: 2 x 6x x 2y* = 24xy*, que no es el segundo término.
(Baldor, 2016)
Factorizar m* + 2m + 1.

m*+2m+1=(m+1)(m+1)=(m+1)°
m 1
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Descomponer 4x* + 25y — 20xy.

Ordenando el trinomio, tenemos:

4x* — 20xy + 25y% = (2x — 5y)(2x — 5y) = (2x - 5¢)* R.

2x 5y

Descomponer a2 + 2a(a — b) + (@ — b)%

La regla anterior puede aplicarse a casos en que el primer o tercer términos del trinomio

0 ambos son expresiones compuestas. Asi, en este caso se tiene:

2+2a@-b)+@-bP=[a+@-bP=@+a-b?=(2a-b?’ R
(a-b)

DIFERENCIA DE CUADRADOS PERFECTOS

En los productos notables se vio que la suma de dos cantidades
multiplicadas por su diferencia es igual al cuadrado del minuendo menos
el cuadrado del sustraendo, o sed, (a+ b)(a-—b)=a?-b? luego,
reciprocamente:

a’? —b? = (a+b)(a—-Db)

Se exirae la raiz cuadrada al minuendo y al sustraendo y se multiplica la
suma de estas raices cuadradas por la diferencia entre la raiz del
minuendo vy la del sustraendo.

Factorizar 1 — a°.
La raiz cuadrada de 1 es 1; la raiz cuadrada de a* es a. Multiplico la suma de estas
raices (1 + a) por la diferencia (1 — a) y tendremos:

1-a’=(1+a)(1-a) R.
(Baldor, 2016)

a b
Descomponer &-~°-.

4
i 2 . 4 2
La raiz cuadrada de ET es % y la raiz cuadrada de % es %. Tendremos:

2 4 2
a_b _fa, b
4 9 [2+3](

(Baldor, 2016)
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Factorizar (a + b)* — ¢

La regla empleada en los ejemplos anteriores es aplicable a las diferencias de cuadra-
dos en que uno o0 ambos cuadrados son expresiones compuestas.

Asi, en este caso, tenemos:

La raiz cuadrada de (a + b)® es (a + b).
La raiz cuadrada de ¢ es c.

Multiplico la suma de estas
raices (a +b) + ¢ por la diferencia @+b)’-c*=[(@+b)+c][(@a+h)-c]
(a+b) —c y tengo: -7 —(@a+b+c)a+b-c) R.

COMBINACION DE CASOS

Factorizar a® + 2ab + b*> — 1.
Aqui tenemos que a® + 2ab + b? es un trinomio cuadrado perfecto; luego:

a’+2ab+b*-1=(a’+2ab +b% -1
(factorizando el trinomio) = (a + b)? - 1
(factorizando la diferencia de cuadrados) =(a+b+1)(a+b—-1) R.

Factorizar 9a% — x>+ 2x — 1.

Introduciendo los tres Gltimos términos en un paréntesis precedido del signo — para
que x?y 1 se hagan positivos, tendremos:

92 —x*+2x—1=93° - (x* - 2x + 1)
(factorizando el trinomio) = 9a? — (x — 1)
(factorizando la diferencia de cuadrados) = [3a + (x — 1)][3a — (x — 1)]
=(3a+x-1)(3a-x+1) R.
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TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION Y SUSTRACCION

Factorizar x* + x%y? + y*.

Veamos si este trinomio es cuadrado perfecto. La raiz cuadrada de x*
es x%; la raiz cuadrada de y* es y?y el doble producto de estas raices es
2x%y?; luego, este trinomio no es cuadrado perfecto (Baldor, 2014).

Para que sea cuadrado perfecto hay que lograr que el 2° término x2y?
se convierta en 2x2y? lo cual se consigue sumdndole x2y?, pero para que
el frinomio no varie hay que restarle la misma cantidad que se suma,

x%y?y tendremos:
X+ Xy
+ XY %
2y Xy = (x

4

+ 2% + ) — xy?
(factorizando el trinomio cuadrado perfecto) = (x* + y%)? — x%?

Lyt +xy) (6 +y -y
+xy +y?) (€ =xy +y%)

(factorizando la diferencia de cuadrados) = (x

(ordenando) = (x°

(Baldor, 2016)
FACTORIZAR UNA SUMA DE DOS CUADRADOS

En general, una suma de dos cuadrados no tiene descomposicion en
factores racionales, es decir, factores en que no haya raiz, pero hay
sumas de cuadrados que, sumdndoles y restdndoles una misma
cantidad, pueden llevarse al caso anterior y descomponerse. (Baldor,
2016)

Factorizar a* + 4b".
La raiz cuadrada de a* es a% la de 4b° es 2b%. Para que esta expresion sea un trinomio
cuadrado perfecto hace falta que su segundo término sea 2 x a® x 2b* = 4a’bh®. Entonces,
igual que en los casos anteriores, a la expresion a* + 4b* le sumamos y restamos 4a%?y
tendremos:
a* +4b*
+ 4a’h® — 42°h°
a' +4a’h* + 4b* — 4a’h* = (a* + 4a’b* + 4b") — 4a’h*
— (2% + 2b%)° — da%*
2
2

= (@ + 20° + 2ab) (&" + 20° — 2ab)
— (a® + 2ab + 2b%)(a® — 2ab + 2b) R.
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TRINOMIO DE LA FORMA: x2 + bx + ¢

Trinomios de la forma x2 + bx + ¢ son trinomios como

X%+ 5X + B, m?+5m—14,
a’—2a—15, y> -8y +15

Cumplen las condiciones siguientes:
1) El coeficiente del primer término es 1.
2) El primer término es una lefra cualquiera elevada al cuadrado.

3) El segundo término tiene la misma letra que el primero con exponente
1 y su coeficiente es una cantidad cualquiera, positiva o negativa.

4) El tercer término es independiente de la letra que aparece en el 10.y
20. términos y es una cantidad cualquiera, positiva o negativa.

Factorizar x> + 5x + 6.

El trinomio se descompone en dos binomios cuyo primer término es |a raiz cuadrada de
2 5

X°0seax:

X+5%+6  (x )x )

En el primer binomio después de x se pone signo + porque el segundo término del tri-
nomio +5x tiene signo +. En el segundo binomio, después de x, se escribe el signo que
resulta de multiplicar el signo de +5x por el signo de +6 y se tiene que + por + da + 0
sea:

X+5%+6 X+ )x+ )

Ahora, como en estos binomios tenemos signos iguales buscamos dos numeros que
Cuya suma sea 5 y cuyo producto sea 6. ESos numeros son 2 y 3, luego:

X +5+6 =(x+2)(x+3) R.

Factorizar x2 — 7x + 12.
Tendremos: X2 —Tx+12 x- )x- )

En el primer binomio se pone — porque —7x tiene signo —.

En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de —7x por el signo de
+ 12 se tiene que: — por + da —.

Ahora, como en los binomios tenemos signos iguales buscamos dos numeros cuya suma
sea 7 y cuyo producto sea 12. Estos nimeros son 3y 4, luego:

X*-7x+12=(x-3)(x-4) R.
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Factorizar x* — 5x — 14.
Tenemos: xX-5x-14  (x-— )@x+ )

En el primer binomio se pone — porque —5x tiene signo —.

En el segundo binomio se pone + porque multiplicando el signo de —5x por el signo de
—14 se tiene que — por — da +.

Ahora como en los binomios tenemos signos distintos se buscan dos numeros cuya
diferencia sea 5 y cuyo producto sea 14.

Estos nimeros son 7y 2. El mayor 7, se escribe en el primer binomio y se tendra:

xX*-5x-14=(x-7)(x+2) R.
Factorizar x* — 5x* — 50.
El primer término de cada factor binomio serd la raiz cuadrada de x* o sea x*:
x'—5x2-50  (xX*— )(x*+ )
Buscamos dos numeros cuya diferencia (signos distintos en los binomios) sea 5y cuyo
producto sea 50. Esos nameros son 10 y 5. Tendremos:
x'-5x2-50=(x*-10)(x*+5) R.

Factorizar x° + 7x° — 44.
El primer término de cada binomio serd la raiz cuadrada de x° o sea x°.
Aplicando las reglas tendremos:

X+ —44=(+11) x*—4) R.

TRINOMIO DE LA FORMA: ax? + bx + ¢

Son trinomios de esta forma:

2x*+ 11x+5
3a’+ 7a-6
10n’- n-=2
Tm?—23m+6

Se diferencian de los trinomios estudiados en el caso anterior en que el
primer término tiene un coeficiente distinto de 1.
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Factorizar 20x2 + 7x — 6.

Multiplicando el trinomio por 20, tendremos: (20x)? + 7(20x) — 120.

Descomponiendo este trinomio, tenemos: (20x + 15) (20x — 8).

Para cancelar la multiplicacion por 20, tenemos que dividir entre 20, pero como ninguno
de los dos binomios es divisible entre 20, descomponemos el 20 en 5 x 4 y dividiendo el
factor (20x + 15) entre 5 y (20x — 8) entre 4 tendremos:

(20x +15)(20x—8) _ B
N0~ (4x+3)(5x - 2)

Luego: 20x2+7x—6=(4x+3) (5x—2) R.

Bibliografia
Caicedo, S., & Portilla, H. (2020). Fundamento de Matemdticas Generales.
Editorial Universidad de Narino.

Espinoza, E. (2005). Matemdtica Bdsica. Lima.

Instituto de Ciencias Matemdticas - ICM. (2006). FUNDAMENTOS DE
MATEMATICAS - Para Bachillerato. Guayaquil: ICM-ESPOL.

Johnsonbaugh, R. (2005). Matemdticas discretas. México: PEARSON
EDUCACION.

Lopez, M. (2019). Conjuntos, Logica y Funciones. México.

Ramos, M., Baquerizo, G., & Carrién, A. (2017). Fundamentos de Matemdticas
para Bachillerato. ESPOL-FCNM.

Salinas, G. (2011). Algebra Superior. Riobamba: ESPOCH.

Serway, R., & Jetwett, J. (2018). Fisica para ciencias e ingenieria 1 (10 ed.).
México: Cengage Leamning.

Young, H., & Freedman, R. (2018). Fisica universitaria con fisica moderna 1.
México: Pearson Educacion.

31
Recopilacién elaborada por Ing. Alex Toasa. Esta informacién, no es mds que una recopilacion
de diversos libros, todo mérito y reconocimiento a sus respectivos autores




