Sistema de Numeros Reales

INECUACIONES RACIONALES O FRACCIONARIAS

®

Una inecuacién fraccionaria cn una incégmita cs de la forma:

PO s P
Q(x) Q(x)

<0, Qix)=20

donde P(x) y Q(x) son menomios o polinomios diferente de cero.

Para resolver una inecuacion fraccionaria debe tenerse en cuenta que las inecuaciones:

m >0 o0 ﬂﬂ < 0, son equivalentes a las inecuaciones

Q(x) O(x)

P(x).Q(x)>0 6 P(x).Q(x) <0 esdecir: Si Q(x)20= Qz(x)>0. de donde se ticne:

. P(x) P () (2
Si >0 = —————>00(x) = PxX).Q(x)>0
O(x) Q(x)
. P(x) PxQ*(x)
Si — <0 = —————<00(x) = Px).Qx)<0
QO(x) 0(x)
Ejemplo.-  Resolver las inecuaciones siguientes:

(x2 —1)(x+3)}x~2) -
(x=-5)x+7)




Solucién

o (X =1)x+ INx-2) ‘ MSS .
La inccuacion >0, es equivalente a la siguicnte inecuacion.
(x=S¥x+T7)

(x2 = I(x+30x—2)(x—5)Nx+7)>0, para x #-7,5
ahora hallaremos las raices de la ecuacion (x2 —IXx +3x—2)(x=S)(x+7)=0.

Dedonde np=-7, r,=-3, n=-1, r; =1, rg =2, ry =5, que son reales difercntes.
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* g a v + v > I = v +

-7 -3 -1 1 2 3

gy .. P(x - o :
Como la inecuacion es de la forma Q( ; >0, la solucién es la unién de los intervalos
(x

dondc aparecen cl signo (+) es decir: X € <-00-7>U <-3,-1> U <1,2> U <5,+0>

x-2 x+1

x+3 X

La inecuacion dada se expresa en la forma, mayor que cero o menor quc cero, es decir:

J‘—._2-—)‘—H<O = x(x—2)—(x+l)(x+3)<0. de donde:
x+3 X x(x+3)
—6x-3 2x+1
<0 = >0, que es equivalente a:
x(x+3) x(x+3)

(2x + )(x + 3)x > 0, para x # -3,0 ahora encontramos las raices de la ecuacién.

(2x + I)(x +3)x =0, dedonde r, =-3, r2=—1, ry=0

m——_ IO IR
» v + v > v +

3 -12 0 '

Como la inecuacion es de la forma: (2x + EXx + 3)x >0,
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la solucién es la unién de los intervalos donde aparecen el signo (+), es decir:

Xe <-—3,%>U<0.+oo>

Solucién

La inecuacién dada expresaremos en la forma: + - <0

Ex+D+x=Dx=D(x+) =22 x=1)
(x=Dx(x+1)

<0, simplificando

22% —x+1

———— <0, que es equivalente a la inecuacién.
(x=Dx(x+1)

(2x% —x+1)(x—Dx(x+1)< 0. para x #-1,0,1

ahora encontramos las raices de  (2x% — x+ I}{x—-Dx(x+1)=0, de donde sus rafces son:

1+7i 1-/7i

n=-t, rn=0, nn=1, = K=
1 ) + I3 v Iy v 15
4 4

=N 8 _y 2 &
-1 0 1
P(x)

<0, la solucién es la unién de los intervalos

Como la inecuacién es de la forma
Q(x)

dondc aparecen el signo (-), es decir: x € <-e0,-1> U <0, 1>



Sistema de Numeros Reales

INECUACIONES IRRACIONALES.-

Las inecuaciones mrracionales en una incégnita son de la forma:

Fx.JP(0).YP(5).r I[P (x)) >0 6 Fx.JP (). YP(0),... 5P, (x)) <O

donde P, (x), P;(x),..., P,(x) son monomios o polinomios diferentes de cero.

Para que la solucién de la mecuacion sea valida debe resolverse antes la condicién

P(x)20, 1= 23,....,n en las expresiones con una radical par. cuyo conjunto solucién
constituira el universo o dentro del cudl se resuelve la inecuacion dada. Debe observarse

que JP(x), quicre decir, (+\/P(I)) y si se desea la rafz negativa se escribird

expresamente cComo (—J P(x)) ; es decir:
) VP20 . JP(x)20 i) JP(=0 o Px)=0

para resolver las inecuaciones radicales se debe tlener en cuenta las siguientes
propiedades:

@ Dexsy & O‘EJ.;SJ_; @ Ocx<y & 0<J;<J;
(ID O<xecy & OSJ.;c.J;
@ i)  5inesunentero positivo par.

a) VP20 -~ P20 & P20
a;) YP( =0 & Px)=0

a;) YP0<HPOx) = 0<PXR) <QX)



ii)  Sines entero positivo impar.
b) YP020 = P20
b,) YP()<0 o PxI<0
by YPN)sYOx = PXISQX)

Las propicdades b,), b,) indican que ;'/P(x) ticnen el mismo signo que P(x) si n es

impar.

OBSERVACION.- Cuando cn una expresi6n existen k radicales par entonces se

calculan los universos relauvos U, U,....U, para cada radical

y e} universo general serd U =U NU,Nn..nU, .

Daremos algunos ejemplos de ilustracién de cstas propicdades, para después estudiar las
diversas formas de inccuaciones irracionales.

ahora veremos como resolver diversas formas de la inecuacion con radicales aplicando
criterios de acuerdo a cada tipe de inecuacion iracional.

1° Para las inecuaciones nracionales de las formas:

a) J P(x) > Q(x). La solucidn se obtiene asi:

JP(x) >0(x) & (P(x)20 A [Q(0) S0 V (P20 A P(x)> Q> (x)))
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2° Para las inccuaciones irracionales de las formas:
a) J% < Q(x); la solucion se obtiene asi:
PO <Q) & (P20 A (Q0)>0 A P(x)<Q*(x)]
b) JF(,\_) < Q(x); la solucién se obtiene asi:
JP() S0 & P(x)20A Q020 A P(x)< Q% (x)]
3° Para las inecuaciones irracionales de la forma:
a) Jm + Jm >0: La solucion sc obtiene asi:
JPO)+J0(x) >0 = (P(x)20 A Qx)>0) V (P(x)>0 A Q(x)>0)
b JP(x)+JO(x) 2 0; La solucién se obtiene asi:

JP(x) +/0(x) 20 = Px)20 A Q(x)20

4° Para la inecuacién irracional de la forma:

JP(x) + JQ(x) 2 K, K>0; La solucion se obtiene asi:

JPO+JO) 2K = (P20 4 Q(x)20) & P(x) 2 (k- JO(x))?]
5° Para las inecuaciones irracionales de la forma:

\/-P(_x) + JE(T) <0; La solucién se obtiene asi:

JP()+J0(x) S0 = Px)=0 A Q(x)=0
OBSERVACION.-

Consideremos otros casos mas generales.



1° Caso.-  Si n es impar posilivo mayor que uno.

a)

b)

<)

P(x)3Q(x) i s P(x).0(x) >0

R(x) R(x)

P(x) 0 P(x)

—_— (= e AREEALS S
R(:)"JQ(:) R(x)Q(x)

YP0) <o) & P(X)IS Qx)

2° Caso.- Sines par positivo

a)

b)

c)

d)

e)

YP(Q(x)20 & PX) 20 A Qx)20
YP(XQ()SO0 < Px) 20 A Q(x)S0

B8 oo gmso A T80

YO(x)R(x) R(x)

P& <0 o @iysomn 8

—— = < 0
YO()R(x) R(x)

JP) 200 & (P20 A [Q(x)<0V (Q(x) 20 A P(x) 20" (x)]

YP(x) SQ(x) & P(x)20 A [Q(x)20) A P(x)SQ"(x))

OBSERVACION.-  Si n es un numero positivo impar, enfonces:

@ $r@ <o o P @ PPR<yom o Px<Qx

@) Yrx 240 o PxI2QM) @ YPo>Yom o Px>Q

OBSERVACION.-  Si n es un numero positivo par, entonces:

D) PoO<fom = 0sPmsom @) YPG <y0x) = 0 Px)< Qix)



VALOR ABSOLUTO.-

a) DEFINICION.- Al valor absoluto del nimero real x denotaremos por | x |, y se
define por la regla.

x st x20

15k

-x st x<0

Ejemplo.- |7|=7. |-7|=-(1=7

b) PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO.-

@ |]a]>20, Vae R @ |]a|]2a Vae R
@ lal=l-al @ Iabi=]allb]

@ |%|=|—:—:,b¢0 @ |a+b|<|a]+|b]|(desigualdad triangular)

Demostraremos la 6° propiedad,
la+b[=|ta+b)’ | =(a+b)’ =a’ +2ab+ b’
Slal’ +2]allb1+15)*= dal+[bh?

la+b|*s{a]+|6])? entonces .. |a+bl<|a]+[b]
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PROPIEDADES BASICAS PARA RESOLVER ECUACIONES E
INECUACIONES DONDE INTERVIENE VALOR ABSOLUTO.

|la|]=0 & a=0
|lajJ=b < [b20 A (a=b v a=-b)]

J]a]=]b] & a=b v a=-b

OCRONONOC,

Si b> 0, entonces:

i) Jal<b & -b<cach ii) |a|]sb < -bsash

Si a. be R se verifica

®

i) Jalj>b & a>bvac-b ii) |a|]2b & az2b va<-b
@ i) |a|=J¢? ii) |a|’=a?
MAXIMO ENTERO.-

Si x es un niimero real, el maximo entere de x representaremos por [| x|] vy es el mayor

de todo los entere menores © iguales a x, es decir:

[lx|] =méx {[ne Z/x 2n}

Para calcular el mdximo entero de un nimero real x, se observa todos los enteros que se
encuentran a la izquerda de x (o que coinciden con X. en casc que x sea entero) y el

mayor de todos ellos es el maximo entero(| x|), por ejemplo:

} I [l
T T 1

e
-1 0 1 2 x

i
1
3 4 5

De donde [| x|] =2
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Ejemplo.- Hallar [|3.7]]

De donde [|3.7]) =3
Si x se encuentra entre dos enteros consecutivos de la forma:

=
=
-~

Lo Waet Lo
s A 4 A 4 =
n b ¢ n+1

(lxl=n & n<x<n+l, neZ

Entonces:

Ejemplo.- Si [|x]]=5 & 5<x<6

lxf) =5 & -5<x<-4

NOTA.- Como se podri observar siempre se toma €l niimero entero més préximo a la
izquierda.

OBSERVACION.- Por definicién de méximo entero se tiene:
(|x1=n & n<x<n+l.neZ

< x€[nn+l> ne Z

xjl=n & xenn+l1> neZ

Ejemplo.-[|x|]=4 < 4<x<-3 = xe€[4.3>
Ejemplo.-[| x |] = 2.15. es absurdo, puesto que todo méximo entero es un numero entero.



PROPIEDADES DEL MAXIMO ENTERO.-

(@ lixlle Z por definicién @ lxh=x = ez

@ Vxe R, [|x]] <x, por definicién @ Ixl1<x<[|x]]+1. VxeR
(® osx-lixli<l VxeR (® uixhh=0x]. VxeR
@ lx+nfi=(xll+n nez

Enefecto: Sea [|x|]=k, ke Z, entonces k<x<k+1
= k+n<x+n<k+n)+1

= [[x+nll=k+n=[|x|]+n

[[x|}sn e x<n+1l,neZ @ [[xl<n e x<n, ne Z
(Ixl12n & x2n, neZ xeR @) Ixll>n & x2n+1

Vx,yeR. si x<y & [Ix]I<[yll

®0 6

Ux+ylzixl1+0yl

Uxll=m mEsx<m+l
En efecto: Sean =
(lyll=n nSy<n+l

m+nsSx+y<(m+n)+2
entonces [[x+yjll=m+n o m+n+1
poriotanto [[x +y|}2m+n S lx+yfi2fixN+0yh
Si neZ® = [|nx|l2nl|x|]
Enefecto: Sea [|x|]l=m = m<x<m+ ]
= mms<nx<mn+n

= [|nx |12 nm S (ox1zaflx]]
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GE) SixeRy neZ'. entonces ll”—‘"l]=l|:|l
n n

@ Si aybe Z, x € R, entonces se cumple:
i) a<[ix]lsb = a<x<b+1 i) a<[ix]|l<b = a<x<b

i) a<[[x|l<b = a+1<x<b
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INECUACIONES LOGARITMICAS.-

Para el estudio de las inecuaciones logaritimcas es necesario recordar lo siguiente:

En primer lugar la definicion de logantmo es decir:

log, N=x & N=b", N>O A b>0

En segundo lugar las propiedades del logantmo

>

a) log, AB=log, A+log, B b) log, o log, A-log, B
¢ log, A" =nlog, A 4 log, YA =%Iogb A

e} log,1=0 B  Jeg. b=1

g) log, N= %%2——’:

En tercer tugar se observa la grafica y=log, x cuando b>1 y 0<b <. Tambin
dentro del campo de los mimeros reales, solo tiene logaritmo los nimeros reales positivo:

ahora gratificamos la ecuacion y =log, x.

YT ve y = log,x

y = log,x
b>1 O<b<«1
X, X &
1 X




Al observar la grafica se tiene 1os siguientes ¢casos:
1° CASQO.- Cuando la base ¢s b > 1. en la gréfica podemos observar:
i)  Los nimeros mayores que 1 tiche logaritmo positivo.

ii) Los nidmeros entre 0 y 1 uene logaritmo negativo, entonces para cualquier

X;.x; € R se tiene

Sib>1y O0<a; <xy, & log, x; <log, x,
D¢ donde deducimos las relaciones siguientes:

a) Six>0,b>1; NeR = log,1>N & x>b"

b) Six>0,b>1: NeR = log, 1 <N & a<b”

2 CASOQO.- Cuando la base ¢s 0 < b < 1, en ia grafica podemos observar:
i)  Los nimeros mayores que | tiene logaritmo negativo.

i)  Los mimeros entre Oy 1 tiene logaritmo positivo, entonces para cualquier x,;, x, de

R” s¢ tiene:

SiO<b<l y O<x <x, ¢ log,x; >log, x,

de donde deducimos las relaciones siguientes:

Si x>0, 0<b<ly NeR = log, v>N & O<x<b”

Si x>0, 0<b<! y E€eR = log,x<N & x>b"



Sisterna de Numeros Keales

OBSERVACION.- Resumiendo, para la solucién de las inecuaciones logaritmicas se

obticne de la siguiente manera:

l[a>c 1 b>1
log, a>log, c & )

ln<c g O<bh<ld

|a>b' st bl
log, a>c ¢ -

la<b® si 0<b<l



