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Presentacion

Esta obra esta dirigida principalmente a estudiantes de Matematica y
de Computacién. Sin embargo, también es de interés para todas aquellas
personas que encuentran en las matemaéticas el lenguaje universal con
el que se pueden explicar los fendmenos que se presentan en nuestro
entorno y, por supuesto, a todos los que ven en ella una puerta que
los llevard hacia la busqueda del conocimiento orientado al desarrollo
cientifico y tecnoloégico.

Contiene los temas que habitualmente se imparten en un curso de
matemadtica discreta de nivel universitario, como base para una for-
macién académica sélida. Uno de sus objetivos principales es presentar
los contenidos de forma rigurosa y atractiva; para ello, se han escogido di-
versos ejemplos donde se observan los métodos de demostracién usuales
en la matemadtica.

Se ha tratado de que los temas sean asimilados en forma paulatina.
Con ese propésito se han incluido, al final de cada seccién, ejercicios
ilustrativos de los temas expuestos, y de la mayoria de ellos se puede
encontrar la solucién, parcial o completa, en el Apéndice A. Ademds,
los conceptos o definiciones mas importantes se presentan en recuadros
sombreados para recalcar su importancia.

En esta nueva edicion se han incluido algunos teoremas importantes
con sus respectivas demostraciones; para mayor claridad, el final de ellas
se indica con el simbolo [J.
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Asimismo, se presenta una cantidad considerable de ejemplos que
ayudaran al lector a comprender los conceptos que aqui se desarrollan.
Dichos ejemplos son una guia para resolver los ejercicios propuestos; en
la medida de lo posible debe observarse, en cada ejemplo desarrollado,
el método expuesto; se ha intentado que éstos sean lo més explicativos
posible. El final de cada uno se indica con el simbolo H.

El procedimiento expuesto para resolver cada ejemplo o ejercicio no
siempre es unico. Debe intentarse y quiza encuentre uno que sea igual-
mente efectivo y eficiente.

Puede suceder que algunos de los contenidos de esta obra ya sean
dominados por el lector; sin embargo, se quiere fortalecer aquellos que,
por su importancia, se convierten en herramientas esenciales para la
comprensién de los temas en cursos posteriores y para su formacion
académica integral y su desarrollo profesional.

En el capitulo 1 se presenta una introduccién a la logica. Se inicia
con las proposiciones légicas, se enuncian las leyes esenciales de la logica,
las reglas de inferencia, cuantificadores y sus diversas aplicaciones. Se
presenta un resumen de los principales métodos de demostracion que se
utilizan a lo largo del texto y se presenta un interesante aporte sobre
la ensenianza de la demostracién de implicaciones, del profesor M.Sc.
Geovanny Sanabria.

En el capitulo 2 se introduce la teoria de conjuntos. Se inicia con las
operaciones basicas de conjuntos, simplificacién de expresiones y su re-
presentacién mediante diagramas de Venn, ademas de incluir una nueva
seccion dedicada al tema de las familias de conjuntos. En la dltima
seccién de este capitulo se profundiza sobre la demostracién de proposi-
ciones que involucran conjuntos.

En el capitulo 3 se presenta el tema de las relaciones binarias, sus
operaciones bésicas y algunas propiedades que permiten clasificarlas. Se
profundiza en las relaciones de equivalencia y en las de orden, particiones
inducidas, grafos, matriz asociada a una relacién y algunas aplicaciones.
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En el capitulo 4 se introduce el tema de las funciones desde un punto
de vista tedrico y practico, como extensién de una relacion binaria. Se
profundiza en los conceptos de inyectividad y sobreyectividad, en las
operaciones con funciones y las funciones inversas.

En el capitulo 5 se presenta el método de demostracién conocido
como el principio de induccion matemdatica. Se aplica este método
para probar, principalmente, proposiciones cuantificadas que involucran
igualdades, desigualdades y divisibilidad. Por 1ltimo, se aborda el tema
de la recursividad, sobre todo en el campo de las relaciones recurrentes
y la busqueda de su formula explicita, mediante el andlisis hacia atras y
la ecuacién caracteristica; en esta seccion se incluyen algunos ejemplos
interesantes relacionados con el andalisis numérico aplicado a la solucién
de ecuaciones.

En el capitulo 6 se hace una introduccion al tema de las estructuras
algebraicas, con especial interés en grupos y subgrupos.

En el capitulo 7 se hace una breve introduccién al tema de los sistemas
de numeracién con distintos tipos de bases, ademads de las congruencias
numéricas y su utilidad, siempre como herramientas fundamentales en la
programacion de computadoras. Ademads, se muestran algunos teoremas
importantes en la teoria de niimeros, en el contexto de las congruencias,
como son los teoremas de Wilson, Fermat, Fuler y otros.

En el apéndice A se aporta la solucién, parcial o completa, de la
mayoria de los ejercicios de cada una de las secciones.

Como aportes importantes de esta nueva edicion estdn la inclusién
de las secciones 1.7, 2.2, 2.3, 2.6, 3.2, 3.4, 3.5, 4.2, 4.3, 4.5, 4.6,
5.1, 6.3, 6.4, y de una cantidad considerable de ejemplos, ejercicios y
soluciones que sin duda hard mas clara la exposicion de los temas aqui
tratados.

Manuel Murillo






Proélogo

Matemaética discreta, también conocida como matemética finita, es
el estudio de las estructuras matematicas que son fundamentalmente
discretas, en el sentido de que no requieren la nocién de continuidad.

Algunos de los conceptos de la matematica discreta no son nuevos,
pero como disciplina matemaética independiente, es relativamente nueva
y ha tenido un crecimiento vertiginoso en las iltimas décadas, princi-
palmente debido a su conexién con las ciencias de la computacién y su
rapido desarrollo.

Los que introdujeron las nociones bdsicas de la matematica discreta
fueron los hindies. En el siglo VI, ellos ya conocian las férmulas para,
primero, el nimero de permutaciones de un conjunto con n elementos vy,
segundo, para el nimero de subconjuntos, de cardinalidad k&, de un con-
junto de n elementos. La matemética combinatoria tuvo sus origenes en
los trabajos de Pascal y de De Moivre durante el siglo XVII, y siguié su
desarrollo con Jacob Bernoulli y Leonard Euler, principalmente con las
ideas de éste ultimo sobre la teoria de grafos. Por otro lado, los métodos
probabilisticos iniciados por Paul Erdos se han convertido en una potente
herramienta para la combinatoria y la teoria de probabilidad. En reali-
dad, la matematica discreta es una disciplina que unifica diversas areas
de las matematicas (combinatoria, probabilidad, aritmética y grafos, en-
tre otras) y sus conceptos aparecen, con frecuencia, en muchas ramas de
las matematicas y de otras disciplinas.
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La matematica discreta es el ambito de las matematicas que se rela-
ciona mas de cerca con las computadoras, pues en éstas la informacién se
almacena y se manipula en forma discreta (palabras formadas por ceros
y unos), se necesita contar objetos (unidades de memoria, unidades de
tiempo), estudiar relaciones entre conjuntos finitos (bisquedas en bases
de datos) y analizar procesos que incluyan un numero finito de pasos
(algoritmos). Entonces los conceptos y notaciones de la matemética
discreta son tutiles para estudiar y expresar objetos o problemas en al-
goritmos y lenguaje de programacion.

Es posible encontrar aplicaciones en la teoria de la informacién, tra-
tamiento digital de datos, fisica estadistica, biologia molecular, geome-
tria discreta y computacional, criptografia, modelos discretos aplicados
a la industria y ciencias de la computacion. Debido a sus importantes
aplicaciones, el estudio de las estructuras discretas es una de las areas
que esta generando mas desarrollo e interés en las matemaéticas en las
ultimas décadas.

Para mi es un honor poder elaborar el prélogo de esta obra sobre
matematica discreta, escrita por mi colega Manuel Murillo, profesor del
Instituto Tecnolégico de Costa Rica, y publicada por la Editorial Tec-
nolégica de Costa Rica. En la obra, el desarrollo de los temas se presenta
de forma clara, precisa, elegante y con el rigor matemaético necesario.

En cada uno de los capitulos se hace una breve introduccién y, ade-
mas, los distintos conceptos y resultados importantes se ilustran con
numerosos ejemplos resueltos que figuran intercalados entre el desarro-
llo tedrico de cada seccion en cada capitulo, finalizando la secciéon con
una serie de ejercicios propuestos que de seguro ayudard a afianzar los
conocimientos adquiridos con el estudio de la seccion en cuestion.

El apéndice A contiene las demostraciones y soluciones, parciales o
completas, de la mayoria de los ejercicios propuestos en cada una de las
secciones, lo cual, sin duda, serd de gran ayuda para los lectores en el
proceso de ensenanza-aprendizaje.
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Esta nueva edicién conserva las fortalezas de la anterior e incorpora
nuevas caracteristicas y mejorias, proporcionando un equilibrio entre
teoria y préactica. Incluye nuevas secciones, més ejercicios propuestos y
sus soluciones, decenas de ejemplos adicionales y datos actualizados; por
ejemplo, la mencién del hallazgo de los primos de Mersenne nimero 45
y 46, en el 2008 y el niamero 47, en el 2009.

Las secciones incluidas son pertinentes y necesarias: inferencias que
involucran proposiciones cuantificadas (seccién 1.7); conjuntos numé-
ricos (seccién 2.2); diagramas de Venn (seccién 2.3) como una repre-
sentacion figural de relaciones entre conjuntos; familias de conjuntos
(seccidén 2.6); matriz y grafo asociado a una relacién (seccién 3.2); las
relaciones de equivalencia (seccién 3.4) para asociar elementos afines de
un conjunto; las relaciones de orden (seccién 3.5) para ordenar los ele-
mentos de un conjunto; conjuntos equipotentes, numerables y contables
(seccién 4.5); principios de conteo (seccién 4.6) para introducir los con-
ceptos fundamentales del arte de contar, como lo son las permutaciones
y las combinaciones de objetos; los simbolos para sumas y productos
(seccidn 5.1); subgrupos (seccién 6.4) y la ampliacion de los métodos de
demostracién, en la seccién 1.8, con la inclusién de una propuesta del
uso de demostraciones desde la légica matemética, por ser un método
que se adapta a la demostracién desde la légica intuitiva.

En el capitulo 5 (seccién 5.3) se agregaron algunos ejemplos sobre el
uso de la recursividad para determinar los puntos fijos de una funcién,
lo cual representa una buena aplicacién de la matemética discreta al
analisis numérico.

Los ejercicios de légica contextualizados con los habitantes de una
galaxia ficticia denominada Vacilonia atrapan el interés de los lectores.
Las referencias a los problemas abiertos, como la conjetura de Gold-
bach (todo nimero par mayor que dos es la suma de dos nimeros pri-
mos), a conjeturas recién verificadas como la de Poincaré, a aplicaciones
préacticas como la criptografia, arte o ciencia de cifrar y descifrar infor-
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macién utilizando técnicas matemaéticas, las falacias y las paradojas son
algunas de las estrategias metodolégicas utilizadas por el autor.

Los contenidos principales de un curso introductorio a la matemati-
ca discreta son: fundamentos de légica, teoria de conjuntos, relaciones
binarias, funciones, principio de induccién, recursividad y estructuras
algebraicas, entre otros temas que se abordan tangencialmente, como
las congruencias numéricas y los métodos de demostracion, que son ex-
puestos con claridad, rigor, elegancia y de forma agradable.

Estoy seguro de que este libro, especialmente esta reciente edicién,
serd de interés y utilidad para estudiantes de computacién, matematica
e ingenierias, asi como para la comunidad académica en general.

Edison De Faria Campos

Presidente, periodo 2006 — 2008
Asociacion de Matemaética Educativa

Centro de Investigaciones Matematicas y Meta-Matematicas
Escuela de Matematica
Universidad de Costa Rica
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Capitulo 1

Fundamentos de légica

“TWEEDLEDEE (A ALICIA): S€ lo que estds
pensando, pero no es asi de todas formas.
TWEEDLEDUM: Al contrario, si fue asi,
podria ser; y si fuera asi, seria; pero

como no es, no es. La légica es asi”.

Lewis Carroll

Introduccion

Conectivas logicas
Leyes de la logica
Inferencias logicas
Formas normales
Cuantificadores
Inferencias cuantificadas

Métodos de demostracién






En este capitulo se hace una formalizacion de la logica, aquella que
se utiliza todos los dias para razonar, debatir, deducir, comprender e
inferir. Cuando se dice, por ejemplo: “solo las personas mayores de 18
anos pueden votar” y “Héctor tiene 17 anos”, se concluye ldgicamente
que “Héctor no puede votar”; o cuando se dice que la expresion “el hielo
es caliente” es falsa, sin duda se emite un juicio de valor o conclusion
a partir del conocimiento adquirido con anterioridad o a partir de las
diferentes premisas.

Se inicia con la terminologia propia de toda teoria matemdtica, luego
con la particular de la logica formal y simbdlica: conectivas, cuantifi-
cadores, proposiciones, entre otros términos, y se clasifican estas propo-
siciones con base en las tablas de verdad. Luego se ven las leyes de la
logica y las reglas de inferencia, con su respectiva aplicacion. Al final se
definen los cuantificadores y se trabaja con proposiciones cuantificadas.

Para profundizar el tema tratado en este capitulo, es recomendable
consultar las referencias bibliogrdficas [2], [5], [7], [12], [15], [31] y para
el tema de las paradojas, el interesante articulo [30].

1.1 Introduccion

Para algunos, la ldgica es la teoria del pensar, la ciencia de los limites
del pensar justo y razonado; para otros, se puede definir brevemente
como el estudio del razonamiento. En este caso, la légica es la teoria de
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la inferencia, véase [5]. Su estudio es importante porque ayuda a razonar
de forma correcta y, con ello, a no incurrir en las llamadas falacias argu-
mentativas. Las leyes de la deduccion son innatas en los seres humanos,
pero su uso no es obligado y pueden ser ignoradas, incluso, como es el
caso de algunas normas morales, sin darse cuenta de ello. Conocer estas
leyes con mayor profundidad permite su aplicacién.

Algunos de los argumentos légicos mas originales corresponden al
matemadtico y Reverendo Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898), cono-
cido por su seudénimo Lewis Carroll, quien ademas fue légico, dibu-
jante, fotografo y poeta. Catedratico de la Universidad de Cambridge,
en Inglaterra, y autor prolifico, dentro de sus obras destacan Ldgica
Simbdlica, Alicia en el Pais de las Maravillas y Silvia y Bruno. El
mismo explica en su bella obra Ldgica Simbdlica las razones del por qué
es importante el estudio de este tema:

“La logica simbdlica dara a usted claridad de pensamiento, la ha-
bilidad para ver su camino a través de un acertijo, el habito de
arreglar sus ideas en una forma adecuada y clara, y, lo mas valioso,
el poder para detectar falacias y separar las piezas de los argumen-
tos endebles e ilégicos que encontramos continuamente en libros,
periodicos, discursos, y atin sermones, y que facilmente enganan
a aquellos que nunca se han tomado la molestia de dominar este
fascinante arte”. (Véase [24]).

El concepto de logica tiene sus origenes en los estoicos, probablemente
en Zenén de Elea (490-430 a.C.), discipulo de Parménides, aunque la
primera logica sistematica se debe a Aristételes de Estagira (384-322
a.C.), quien, en uno de los escritos referentes a este tema, se ocupa de
las teorias del concepto del juicio, de la conclusion y de la prueba, y es
a partir de él que queda constituida como una disciplina propia.

La llamada [dgica inductiva se caracteriza por el razonamiento de
que, a partir de observaciones especificas, se conduce a conclusiones ge-
nerales y por supuesto que con ella es posible obtener una idea correcta
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de lo que podria ser una buena conclusién, pero no se puede pensar que
algo es verdadero solamente porque ha sido verdadero en cierto niimero
de casos. Otro tipo de razonamiento es el método deductivo, que consiste
en relacionar conocimientos que se suponen verdaderos de manera que
se obtienen nuevos resultados. En este caso, se hard una separacién de la
logica clasica y se utilizaran simbolos matematicos, por lo que se hablara
de la logica simbdlica.

En toda teoria matemdtica se requiere de una terminologia propia o
lenguaje asociado con la notacién respectiva; a continuacion se analizan
los distintos elementos de esta terminologia.

Para iniciar, las definiciones describen y caracterizan los objetos
matematicos por tratar, a los cuales se refieren las proposiciones: nu-
mero, nimero primo o divisibilidad en la Teoria de los Nuimeros; punto,
recta, plano o angulo en Geometria; intervalos o conjunto compacto
en el Andlisis; vector o matriz en Algebra, entre muchos otros. En
diferentes teorias existen objetos matematicos que no se pueden definir,
estos reciben el nombre de términos primitivos.

El axioma es una proposicién cuya validez se acepta sin demostra-
cion. Los axiomas son los fundamentos de todo desarrollo teérico, son
la base sobre la cual se construye una teoria; por ejemplo, son conocidos
los axiomas de Peano, el axioma de especificacion, el axioma de eleccion,
el axioma del extremo superior y los cinco postulados de Euclides, entre
otros. En matematica se procura tener la menor cantidad posible de
axiomas; usualmente se encuentran en las teorias fundamentales, como
es el caso de la teoria de conjuntos. Sin embargo, muchas veces se hacen
desarrollos axiomaéticos de teorias que pueden prescindir de axiomas y
construirse sobre otras teorfas, para simplificar su presentacién.

Como ejemplo considere el de la Geometria Euclideana, expuesta y
desarrollada por Fuclides en su monumental y trascendental obra Los
Elementos (para méas detalles, véase [31], [35] y [36]). Esta obra se
fundamenta en 23 definiciones, y solo para ilustrar algunas a modo de
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ejemplo, el punto lo define como “es lo que no tiene partes’, y una recta
como “es una longitud sin anchura”; él mismo enuncia y propone cinco
postulados:

P-1. Se puede trazar una recta desde un punto a otro cualquiera.
P-2. Se puede extender un segmento continuamente a una recta.
P-3. Se puede describir un circulo con cualquier centro y radio.
P-4. Que todos los angulos rectos son iguales.

P-5. Que si una linea recta corta a otras dos rectas formando con ellas
angulos interiores del mismo lado menores que dos angulos rectos,
las dos lineas rectas, prolongadas indefinidamente, se cortan del
lado por el cual los angulos son menores que dos angulos rectos.

En algunos textos se ha reemplazado el enunciado del quinto postu-
lado por el equivalente Azioma de Playfair, cuyo enunciado es: por un
punto que no pertenece a una recta, existe una unica Tecta paralela a
la primera que contiene al punto. Por otro lado, Euclides utiliza lo que
denomina nociones comunesy enuncia cinco, estas ultimas llamadas por
Proclus, axiomas. El sigue a Aristételes: mientras que las nociones co-
munes se aplican a todas las ciencias, los postulados se aplican solo a
la geometria. Como ejemplo, se mencionan solo dos nociones comunes:

1. El todo es mayor que cualquiera de sus partes.

2. Dos cantidades iguales a una tercera, son iguales entre si.

Al negar el quinto postulado (P-5), se obtienen dos nuevas geometrias,
llamadas geometrias no euclideanas. La negacién de la afirmacién de que
existe una recta paralela se puede dar por medio de la tricotomia clasica,
hay menos de una (ninguna) o hay mds de una (varias). Asi, mante-
niendo los cuatro primeros postulados, pero reemplazando el quinto en
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el caso de que no existan las rectas paralelas, se obtiene la geometria
esférica (de Riemann); en el otro caso, se obtiene la geometria hiperbdlica
(de Bolyai y Lobachevski), en donde por un punto que no esté en una
recta pasan varias paralelas (consulte [31] y [35]). En estas geometrias,
curiosamente, el teorema que afirma que la suma de los dngulos internos
de un triangulo es 180 grados resulta no ser cierto. Los resultados que
se obtienen seran distintos, pues las premisas lo son.

El teorema es una proposicion cuya validez se verifica como conse-
cuencia légica de los axiomas; se debe probar a partir de los axiomas y
definiciones o de otros teoremas ya probados.

A los teoremas que no son relevantes en el desarrollo de una teoria,
se acostumbra denominarlos simplemente proposiciones.

El corolario es un teorema que se deduce facilmente de un teorema
anterior o es un caso particular de un teorema general.

El lema es un teorema necesario para la demostracién de un resul-
tado posterior, pero que se sale del contexto de la teoria que se esta
desarrollando. Es decir, los lemas no son resultados centrales en el de-
sarrollo de una teoria matematica; sin embargo, un lema en una teoria
puede ser un teorema central en otra teoria.

El escolio es un resultado que se obtiene en el desarrollo de una de-
mostracién y que no tiene relacion con la teoria que se estd estudiando.

Una conjetura es una proposiciéon de la que no se puede asegurar
su validez; ejemplo interesante es la conocida conjetura de Goldbach,
propuesta por Christian Goldbach a Leonhard Euler en 1742, en donde
se afirma que todo ntmero entero, par, mayor o igual que 4 se puede
escribir como la suma de dos niimeros primos. Hasta el dia de hoy no
se ha podido demostrar su validez, pero tampoco se ha encontrado un
numero par que no sea la suma de dos primos; solamente se ha podido
comprobar para una gran cantidad de nimeros, por ejemplo, observe
qued=2+4+2, 10=7+4+3, 50=434+7, 100=89+ 11.

Otra conjetura (véase [22]), pues todavia no se ha refutado ni de-
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mostrado su validez, es que hay un nimero infinito de niimeros primos
de Mersenne. La definicién de estos nimeros es sencilla: los numeros
de Mersenne son de la forma M, = 2P — 1 para p primo, en caso de
que M), sea primo, se le llama primo de Mersenne. Curiosamente, sélo
se han encontrado 47 de estos primos; el mayor de ellos es My3112609 =
243112609 _ 1 " que ademés corresponde al mayor primo conocido y es el
nimero 45 de esa lista, consta de 12978 189 digitos y fue descubierto en

agosto del 2008 por Edson Smith, de la UCLA, en Estados Unidos.

En septiembre del 2008, Hans-Michael Elvenich, en Langenfeld, Ale-
mania, encontro el primo de Mersenne nimero 46 dado por Ms7156667 =

237156667 _ 1 de 11185272 digitos, que curiosamente, es menor que el

anterior. Odd Magnar Strindmo, en Noruega, descubri6 a 242643801 _ 1
en abril del 2009, el primo nimero 47, que cuenta con 12 837 064 digitos.

Para mayores detalles, consulte [22] o [26].

Al igual que las dos anteriores, de Goldbach y de Mersenne, existen
muchas otras conjeturas planteadas (véase [26]), unas de ellas seguirdn
esperando, a otras se les prueba su falsedad mientras que a otras su
validez, como es el caso de von Lindemann quien probd, en 1882, que
el nimero 7 es trascendente, o el caso mas reciente de la conjetura de
Poincaré, propuesta en 1904 y considerada uno de los problemas abiertos
mas importantes y dificiles en matemaéticas, que ha sido demostrada
afirmativamente por el matemético ruso Grigori Perelman.

Una paradoja es una proposicién contradictoria en si misma: no
puede ser falsa ni verdadera. La palabra paradoja proviene del griego
mapa (para), que significa contra, y do€a (doxa), que significa opinidn.
Para profundizar sobre este tema, consulte [30].

Ejemplo 1. La frase “estoy mintiendo” es una paradoja en si misma,
pues, si es verdadera, estoy mintiendo y por lo tanto es falsa; por otro
lado, si es falsa, mo estoy mintiendo y por lo tanto es verdadera. FEs
decir, la proposicion no puede ser verdadera ni falsa, pues en cualquier
caso se obtiene una contradiccion. [ |
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La paradoja anterior radica en la estructura misma del lenguaje, por
lo que se dice que es una paradoja semantica; por otro lado, si la
paradoja es debida a la escogencia de los axiomas, se dice que es una
paradoja légica.

Es importante senalar que los griegos fueron los primeros en plantear
distintos tipos de paradojas, muchas de ellas relacionadas con la teoria
de nimeros. Fue precisamente Zendén de Elea quien formuld en el siglo
V a.C. cuatro paradojas: la de la Dicotomia, la de Aquiles, la de la
Flecha y la del Estadio, que en la actualidad son referente obligatorio
en el estudio de este tema.

Ejemplo 2. La idea de la paradoja de la Dicotomia (véase [31]) es la
siguiente: un corredor debe recorrer una distancia d. Para lograrlo debe
recorrer la mitad de esa distancia % y también la mitad de esa mitad,
que es g; luego la siguiente distancia g, % y asi se sigue. La conclusion
es que el corredor debe recorrer un numero infinito de distancias y el
problema es que lo tiene que hacer en un tiempo finito. Por lo tanto,
nunca podrd recorrer esa distancia; entonces, no hay movimiento. FEl
problema es el concepto de infinito, en particular, realizar una division
de manera infinita. En estos tiempos, todo se reduce a calcular la suma
de la serie infinita:

d d d d 1 1 1

2+4+8+16—|—---=d<2+4+8+---) =d-1=d
0, con un argumento geométrico, se puede pensar que % representa la
mitad de un cuadrado de lado 1, i la cuarta parte, % la octava parte y
ast sucesivamente, de forma que %—1— i + % + .-+ es igual al drea de todo
el cuadrado que se sabe es 1. |

A modo de ejemplo, se presenta ademas, la Paradoja de Protdgoras
(480 — 410 a.C.), una de las més antiguas conocidas y que surge de la
argumentacién entre el sofista y maestro de leyes llamado Protagoras y
su estudiante Eualzo (véase [30]).
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Ejemplo 3. Protdagoras acepto como estudiante a Eualzo, quien, aunque
pobre, era talentoso. Protdgoras convino con €l en impartirle ensenanza
sin cobrarle, a condicion de que una vez que el estudiante hubiese comple-
tado sus estudios y ganara el primer litigio en ejercicio de su profesion, le
pagaria a Protdgoras el costo de los estudios. El estudiante acepto esta
condicion. Tras completar sus estudios, Eualzo no emprendid ningin
caso legal. Transcurrido cierto tiempo, Protdgoras busco al estudiante
y reclamd el pago o lo llevaria a los tribunales. He aqui los argumentos
que alegaron uno y otro:

— EUALZO: Estimado maestro Protagoras, jno pagaré!, ya que
en los tribunales solo pueden suceder dos cosas: gano o
pierdo. Si gano, la ley no me obliga a pagarte. Si pierdo, en-
tonces no se habrd cumplido que yo haya ganado mi primer
litigio. Por lo tanto, y de acuerdo con nuestro convenio, no
deberé pagarte.

— PROTAGORAS: Estimado ex-discipulo Eualzo,. .. jpagards!,
ya que si vamos a los tribunales, podrdan suceder solamente
dos cosas: gano yo o ganas tiu. Si gano yo, entonces la ley
te obliga a pagarme. Si ganas ti, habrdas ganado tu primer
litigio. Por lo tanto, y de acuerdo con nuestro convenio,
tendrds que pagarme.

Parece que Protdgoras y Fualzo tienen razén, o mds bien, parece que
ninguno tiene la razon. |

Como dato curioso, Kurt Gédel planted en 1931 que hay proposiciones
que son indecidibles, ya que es imposible demostrar su validez o refutarla
a partir de los axiomas. Aun mas, en 1963, Paul Cohen demostré que
la existencia de un nimero mayor que Xy (la cardinalidad del conjunto
N) y menor que ¢ (la cantidad de elementos de R) era indecidible con
base en los axiomas de la teoria de conjuntos. Incluso se pensd, en algiin
momento, que la conjetura de Fermat era indecidible; sin embargo, ya
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fue demostrada por el britdnico Andrew Wiles en 1995 en definitiva
(porque habia sido anunciada por él mismo el 23 de junio de 1993 y
todavia contenia algunos errores).

Una demostracion de una proposicion es un ensayo estructurado en
donde se verifica y constata de forma irrefutable y convincente que dicha
proposicién es verdadera. Las palabras demostracién y prueba son
sinénimos, el término verificar se utiliza a veces en lugar de probar,
sobre todo cuando la demostracién es esencialmente un calculo.

Para finalizar esta seccién, es interesante la comparacién que hace
Mariano Perero en [28]:

“La matematica, como un sistema puramente formal, se puede
comparar con el ajedrez, los elementos primitivos en ajedrez
son las 32 piezas y el tablero; los axiomas son las descripciones
de los movimientos de las piezas, no son evidentes, no son ni
verdaderos ni falsos, son asi y se aceptan sin discutir, las reglas
del juego constituyen la logica del sistema. Nadie se pregunta
si el ajedrez es verdadero o falso, lo unico importante es saber
si se siguen las reglas”.

Ejercicios (seccién 1.1)

Los siguientes ejercicios pueden ser resueltos utilizando su destreza
mental, ordene bien sus ideas y, en algunos, analice o deseche casos.

1. Habia un hombre viendo un retrato y alguien le pregunté: ;Quién
aparece en el retrato? El contesto: “yo no tengo hermanos ni
hermanas, pero el padre de este hombre es el hijo de mi padre.”
Qué retrato estd viendo? Si el hombre hubiera respondido “yo
no tengo hermanos ni hermanas, pero el hijo de este hombre es el
hijo de mi padre.” ;Qué retrato estd viendo?

2. La oracién “En hesta orasion hay tres errores” tiene tres errores,
jcudles son?
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3. Al visitar una tienda, es posible hallar preciosos muebles, el mas

antiguo de 1825. Deduzca cuando y dénde fue tallado cada uno y
el tipo de madera, si se cuenta con los siguientes datos: la silla es
un cuarto de siglo mds antigua que la cama (que no es francesa);
el mueble de cedro, el més antiguo, tiene un cuarto de siglo més
que el de fresno; la mesa es austriaca y el mueble de roble, suizo
(pero no de 1850).

. A tres prisioneros que se hallaban en cierta carcel, los tres por

lo menos de inteligencia media, el carcelero les dijo que de un
conjunto de tres sombreros blancos y dos rojos, elegiria tres de ellos
y los colocaria sobre sus cabezas. Se prohibia a cada uno de ellos
que viera el color del sombrero que tenia sobre su propia cabeza.
Ademas, estaban colocados en fila, uno detréds del otro, de manera
que el primero no vefa ningiin sombrero, el segundo veia solo el
sombrero del primero y el tercero veia los sombreros de los otros
dos. El carcelero ofrecio la libertad al tercero, si podia decir de qué
color era el sombrero que tenia sobre su propia cabeza. Este dijo
que no podria. Luego, el carcelero ofrecié la libertad al segundo,
a condicién de que dijera cudl era el color del sombrero que tenia
sobre su propia cabeza. Este confesé que no podria decirlo. El
carcelero no se molesté en hacer el ofrecimiento al primero, pero
a pedido de éste, le concedié la misma oportunidad. El primer
prisionero esbozé una amplia sonrisa y dijo: No necesito ver el
sombrero de ninguno de mis companeros, pues, por lo que ellos
han dicho, deduzco claramente que mi sombrero es. ...

. En una fiesta hay 10 ninos, se les pide que formen 5 filas de manera

que se tengan 4 ninos por fila y que todos ellos estén en alguna
fila. ;De qué forma deben distribuirse?

. ;Cémo se pueden formar 4 triangulos iguales (equildteros) con 6

palitos del mismo tamano (sin cortarlos)?
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7. Considere nueve puntos distribuidos de la siguiente manera

Con un trazo que contenga solamente cuatro segmentos de recta
y sin levantar el lapiz, una todos los puntos.

8. Un nino y una nina estan sentados en los escalones afuera de su
escuela. “Yo soy un nino”, dijo quien tiene el pelo negro. “Yo soy
una nina”, dijo quien tiene el pelo rojo. Si al menos uno de ellos
estd mintiendo, jquién tiene el pelo rojo?

9. Manuel fue a consultar a su biblioteca tres tomos de una coleccion
de cuentos, colocados de la manera usual, el primer tomo a la
izquierda; el segundo, al centro; el tercero, a la derecha. Cada tomo
tenia 100 hojas y cuando los abrié se dio cuenta de que una polilla
habia atravesado desde la primera hoja del primer tomo hasta la
ultima hoja del tercero. jCudntas hojas atraveso la polilla?

10. Determine el nimero que hace falta en cada una de las siguientes
series o arreglos de nimeros.

(a) 7T-8-X-13-17

(b) 3— X —31—95—283—851

(c) 17-19-22—16— X — 13 — 32

(d) 2-5-15—18—54— 57— 171 — X

() 60-30—28—X—12—-6-4

0 1[2]3Ta]5]6] 7 ]38
2(31(6[9[36]41]246 | X

11. Determine el sexto término de la siguiente serie

IIAVANG = NS
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Si se asume que el 70% de los hombres son inteligentes, el 70% gua-
pos y el 70% buenos. Como minimo, en un grupo de 100 hombres,
jcuantos de ellos seran a la vez inteligentes, guapos y buenos?

Juan necesita recoger 5 litros de agua de una laguna, pero solo
dispone de dos jarras, una de 7 litros y otra de 4 litros. Describa
el proceder de Juan para lograr su cometido.

Existe un pequeno planeta de una lejana galaxia llamado Vacilo-
nia, sus habitantes, los vacilonios, estan clasificados en dos cate-
gorfas: los sinceros y los mentirosos'. Los sinceros siempre dicen
la verdad y los mentirosos siempre mienten. Un terricola llega a
este planeta y se encuentra con dos vacilonios, A y B. El vacilonio
A dice: “B es sincero o yo soy mentiroso”. ;Qué son A y B?

Suponga que el vacilonio A dice: “yo soy un mentiroso o, en caso
contrario, uno més uno es igual a tres” ;Qué se puede concluir?

Alguien le pregunta al vacilonio A “jes usted sincero?” y él res-
ponde: “si yo soy sincero, entonces me comeré mi sombrero”. Con-
cluya que A debe comerse el sombrero.

Es conocido que a los vacilonios les gusta la pimienta. Hubo un
robo de esta especia y los tres sospechosos fueron A, By C. En
el juicio A dijo que B era inocente y B dijo que C era culpable.
Se sabe que solo hay un culpable y que ningin inocente mintié y
ninguin culpable dijo la verdad, pues como es sabido, los que roban
pimienta nunca dicen la verdad. ;Quién se robo la pimienta?

Tres vacilonios han llegado a la Tierra. Se le pregunta al primero
si es un mentiroso. Este responde a la pregunta. El segundo dice
entonces que el primero negd ser un mentiroso. Finalmente, el

LAlgunos de estos acertijos se deben al gran matemético, légico, filésofo, aje-

drecista y mago profesional Raymond Smullyan (consulte [33]).
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tercero afirma que el primero es realmente un mentiroso. ;Cuantos
de los vacilonios eran mentirosos? ;Qué era el segundo vacilonio?

Nos encontramos a tres vacilonios A, B y C' que han llegado a la
Tierra. Un terricola le pregunta a A “;eres sincero o mentiroso?”;
responde A, pero el terricola no pudo escucharlo y por eso le pre-
gunta a B “jqué ha dicho A?” y B le responde “A ha dicho que
es un mentiroso”. Pero al mismo tiempo C' dice “no le crea a B,
estd mintiendo”. ;Qué son By C7

De nuevo nos encontramos a tres vacilonios A, By C. Pero esta vez
el terricola le pregunta a A “;cudntos sinceros hay entre ustedes?”;
de nuevo responde A, pero el terricola no pudo escucharlo y por
eso le pregunta a B “;qué ha dicho A?” y B le responde “A ha
dicho que hay un sincero entre nosotros”. Pero al mismo tiempo
C dice “no le crea a B, estd mintiendo”. ;Qué son By C?

En esta oportunidad, usted se encuentra en Vacilonia. Se sabe
que en Vacilonia hay hombres y mujeres y que cada uno puede ser
sincero o mentiroso. Usted va a un baile de mascaras y se encuentra
con un par de vacilonios, A y B. Usted no puede determinar el sexo
ni la categoria de cada uno de ellos; sin embargo, A afirma: “ambos
somos mentirosos(as)” y B afirma: “ambos somos mujeres”. ;Qué
son Ay B?

A y B, aburridos de ser sinceros, decidieron cambiar por una
semana. Ahora, A serfa sincero solamente los lunes, martes y
miércoles, y mentiroso el resto de la semana; B seria sincero so-
lamente los jueves, viernes y sabado, mentiroso los otros dias. Se
encuentran un dia de esa semana y A dice: “ayer no dije la verdad”.
B le responde: “ayer yo también menti”. ;Qué dia se encontraron
los vacilonios A y B?

Manuel afirma que “Solo hay tres clases de personas, los que saben
contar y los que no”, jqué se puede concluir?
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Se tienen cuatro mujeres: Alicia, Barbara, Carolina y Diana. Sus
ocupaciones son: abogada, bidloga, costurera y dentista. Cada
una de ellas tiene un automovil cuyas marcas son: Toyota, Fiat,
Mercedes y Subart. No se sabe quién es quién ni cual automévil
tiene, pero se cuenta con la siguiente informacién: la abogada
derroté a Barbara jugando al tenis. Carolina y la costurera van a
nadar con las mujeres que tienen automéviles Mercedes y Subart.
Alicia y la dentista visitaron a la mujer del Subarii, quien no es la
bidloga, pues esta ultima tiene un Toyota. Deduzca la ocupacién
y la marca del vehiculo de cada mujer.

Encuentre el digito asociado con cada letra utilizada en la suma

T R E S
T R E S
+ T R E S
N U E V E

de manera que esta suma sea aritméticamente correcta y a letras
distintas les correspondan digitos distintos. Como es natural en el

sistema decimal, los posibles digitos son 0, 1, 2,..., 8, 9.
S E N D
Analogo al ejercicio anterior, con + M O R E
M O N E Y

Un crimen es cometido por una persona y hay 4 sospechosos: Juan,
Andrés, Pedro y Rafael. Al ser interrogados, cada uno declara:
Andrés: “Pedro es culpable”.
Rafael: “yo no soy culpable”.
Pedro: “Juan es culpable”.
Juan: “Pedro miente cuando dice que yo soy culpable”.
Si se sabe que solo uno dice la verdad, jquién es el culpable?

Suponga que se tienen cuatro interruptores y solo uno de ellos en-
ciende un bombillo que se encuentra en una habitacién cerrada.
Usted puede entrar a la habitacion una tnica vez, pero puede
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conectar o desconectar los interruptores las veces que quiera antes
de ingresar al cuarto. ;Podria usted encontrar la manera de de-
ducir cudl de los cuatro interruptores enciende el bombillo?

La figura siguiente esta formada con 24 fésforos, elimine 4 de ellos
para que queden solamente 5 cuadrados.

Un rey ordend a su orfebre confeccionar 800 monedas de oro de
10 gramos cada una, todas del mismo tamaiio. Este se las entregd
distribuidas en 8 sacos de 100 monedas cada una. Uno de sus fieles
le confirmé que todas las monedas de uno de los sacos pesaban
solamente 9 gramos, pues el orfebre mezcl6 parte del oro con otro
metal. Al enterarse de ello, el rey colocé una bascula y ofrecié como
recompensa uno de los sacos al que lograra descubrir cudl era el
saco con las monedas adulteradas utilizando la menor cantidad de
veces la bascula. Determine cual es la menor cantidad posible de
veces que se puede utilizar la bascula para descubrir el saco de las
monedas falsas.

Este ejercicio de légica fue tomado del libro Harry Potter y la
piedra filosofal de la autora inglesa J. K. Rowling. Inicia cuando
Hermione y Harry, en busca de la piedra filosofal, se encuentran
frente a una mesa que contiene siete botellas de diferente tamano
puestas en fila, en donde la botella mas pequena esté al centro.

—iMiral— Hermione cogi6é un rollo de papel que estaba cerca de
las botellas. Harry miré por encima de sus hombros para leerlo:

El peligro yace ante ti, mientras la seguridad esta detras, dos quere-
mos ayudarte, cualquiera que encuentres, una entre nosotras siete
te dejara adelantarte, otra llevara al que lo beba para atras, dos
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contienen solo vino de ortiga, tres son mortales, esperando escon-
didas en la fila. Elige, a menos que quieras quedarte para siempre;
para ayudarte en tu eleccién, te damos cuatro claves:

1. Por mas astucia que tenga el veneno para ocultarse siempre
encontraras alguno al lado izquierdo del vino de ortiga y no
hay dos venenos consecutivos.

2. Son diferentes las que estan en los extremos, pero si quieres
moverte hacia adelante, ninguna es tu amiga.

3. Como claramente ves, todas tenemos tamanos diferentes: ni
el enano ni el gigante guardan la muerte en su interior.

4. La segunda a la izquierda y la segunda a la derecha son geme-
las una vez que las pruebes, aunque a primera vista sean
diferentes.

Hermione dej6 escapar un gran suspiro y Harry, sorprendido, vio
que sonreia, lo ultimo que habia esperado que hiciera.

—Muy bueno—dijo Hermione—. Esto no es magia... es légica... es
un acertijo. Muchos de los mas grandes magos no han tenido una
gota de légica y se quedarian aqui para siempre...

Puede usted descifrar este acertijo y concluir cudl botella los hara
volver y cudl les permitird seguir adelante.

Dos amigos matematicos hablan de sus familias. Uno le pregunta
al otro que si tiene hijos y qué edades tienen, la respuesta simple
se disfraza de acertijo y el didlogo entre la conversacion fue:

— El producto de las edades de mis tres hijos es, actualmente,
36 y la suma es justamente el niimero de la casa en que tu
vives. ;Aciertas las edades de ellos?

— A decir verdad, todavia no puedo, pues me falta un dato— le
responde luego de algunos minutos.

— Tienes razoén, le contesté. jEl mayor toca piano!

Con esta informacion, puede usted deducir las edades de los hijos.
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Tengo el doble de la edad que tu tenias cuando yo tenia la edad

que tu tienes, y cuando tengas la edad que tengo, nuestras edades

sumaran 63. ;Qué edad tengo?

Discuta y analice las siguientes paradojas:

(a)

Paradoja de Epiménides, el cretense, quien afirmé que todos
los cretenses son mentirosos.

Paradoja de Protagoras. Véase ejemplo 3, pagina 34.

Paradoja del barbero, propuesta por B. Russell, que dice: El
unico barbero de la ciudad dice que afeitard a todos aquellos
que no se afeiten a si mismos. jquién afeitara al barbero?

Paradoja de Aquiles. Segun este argumento, el mas rapido
de los hombres, Aquiles, no podrd alcanzar nunca al mas
lento de los animales, la tortuga, si se da a ésta una ven-
taja inicial en una carrera. Pues, mientras Aquiles recorre
el camino que la tortuga llevaba por la ventaja inicial, ésta
habré recorrido otra porcién, aunque mas pequena. Cuando
Aquiles haya llegado a recorrer esta 1ltima porcién de camino,
la tortuga habra avanzado otra porcién més pequena y asi la
tortuga siempre llevara la ventaja hasta en espacios infinita-
mente pequenos, con lo cual Aquiles nunca podré alcanzarla.

Cervantes, en el capitulo LI de El Quijote, escribié: “Si al-
guno pasare por este puente de una parte a otra, ha de jurar
primero a donde va y a qué va; y si jurare la verdad, déjenle
pasar, y st dijere mentira, muera por ello ahorcado en la horca
que alli se muestra, sin remision alguna”. Sabida esta ley y la
rigurosa condicion de ella, pasaban muchos, que luego en lo
que juraban se echaba de ver que decian la verdad y los jueces
los dejaban pasar libremente. Sucedio, pues, que tomando ju-
ramento a un hombre, jurd y dijo que para el juramento que
hacia, iba a morir en aquella horca que alli estaba y no a otra
cosa. jEste hombre dice verdad o mentira?
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1.2 Conectivas logicas

El lenguaje de la légica formal estd estructurado de manera que no
admite paradojas semanticas. Las teorias matematicas formulan sus
axiomas de tal forma que no conducen a ninguna paradoja. En este
sentido, para esta formalizacién son necesarias algunas definiciones y
principios que permitan levantar esta teoria matematica, sin caer en
paradojas analogas a las que se mencionaron anteriormente.

Se dice que una proposicién (enunciado o cldusula) es una combi-
nacién de simbolos del lenguaje, cuya caracteristica fundamental es que
se le puede asignar un valor de verdad: verdadero o falso, V o F
respectivamente.

Toda proposiciéon debe cumplir con los principios:

1. De identidad: si una proposicion es verdadera,
entonces es siempre verdadera.

2. De no-contradiccion: ninguna proposicién puede
ser falsa y verdadera a la vez.

3. Del tercero excluido: una proposicion es falsa o
es verdadera.

Estos tres principios establecen que toda proposicién debe tener un
y solo un valor de verdad. A partir de las proposiciones simples o lla-
madas atomicas, se obtienen las proposiciones compuestas o moleculares,
mediante la aplicacién de las conectivas logicas: negacién, conjuncion,
disyuncién, disyuncién exclusiva, implicacién y equivalencia.

Seguidamente, para describir el comportamiento de estas conectivas,
se utilizara la tabla de verdad, en donde se indica el valor de verdad
de la proposicion compuesta, para todos los posibles valores de verdad
de las proposiciones atémicas que la componen. Ponga especial atencion
en el lenguaje que se utiliza y las diferentes maneras de referirse a ellas.
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Si P es una proposicion, la negacién de P es la nueva proposicion
=P, que se lee “no es cierto que P” o “no P”

P | -P
Vi F
F V

Ejemplo 4. Si se considera la proposicion verdadera P : 3 > 2, la ne-
gacion es =P : 3 < 2, cuyo valor de verdad es F. |

Ejemplo 5. S§i P es la proposicion “2+ 1 =157, la proposicion - P es
“no es cierto que 2+ 1 =157 o simplemente “2+ 1 # 57. Claramente,
el valor de verdad de P es falso y el de =P es verdadero. |

Si Py @ son dos proposiciones, la conectiva binaria conjuncién
de Py @ es la nueva proposicion P A Q, que se lee “P y Q”. Su
valor de verdad estd dado por la tabla

PIQPAQ
VIV Vv
V| F| F
F|V]| F
F|F| F

Ejemplo 6. Si se consideran las dos proposiciones P : 3 > 2 y @Q :
2+ 2 =3, donde claramente P es verdadera y @ es falsa, se tiene que

la proposicion compuesta P A\ Q es falsa. [ |

La conectiva disyuncion de P y @) es la nueva proposicion PV Q,
que se lee “P o @”. Su valor de verdad esta dado por la tabla

PVQ

o <[ <| T
H <= <O
< <<
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Ejemplo 7. Considere P : 2> = 6 y Q : 2+ 2 = 4 dos proposi-
ctones donde claramente P es falsa y @ es verdadera. Se tiene que la
proposicion compuesta PV Q) es verdadera. |

La conectiva binaria disyuncion exclusiva de P y @ es la nueva
proposicion P V @, que se lee “P o ), pero no ambas”. Su valor
de verdad esta dado por la tabla

Pv@

M| << |~
H| <"1 <O
< <[ M| I<

En la lengua castellana se utiliza la misma letra “o” para las proposi-
ciones que admiten como verdaderas ambas y para las que solo se admite
una verdadera. Se debe hacer la diferencia, por ejemplo, en casos como
la proposiciéon “Mario es hombre o mujer, pero no ambos”. En latin
se utilizaba la palabra aut para la o exclusiva y la palabra vel para la
inclusiva, es decir, para el caso en que se admiten ambos. La inicial de
vel se tomd como el simbolo V (véase [21]).

Si Py @ son dos proposiciones, la implicacion de @ por P es
la nueva proposicién P — @, que se lee “si P entonces )7 o “P
implica ”. Su valor de verdad esta dado por la tabla

V|V A%
V| F F
F |V Vv
F | F A%

Otras formas de leer esta proposicion son “Q si P’ o “P solo si
Q7 o “P es suficiente para Q7 o “Q) es necesario para P”. A la
proposicién P se le llama antecedente y a (), consecuente.
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Ejemplo 8. Considere P: 14+1=3 y Q :5 es impar, dos proposi-
ctones donde evidentemente P es falsa y Q) es verdadera. Se tiene que
la proposicion compuesta P — @ es verdadera. |

La doble implicacién o bicondicional de P y @ es la nueva
proposicién P < @, que se lee “P siy solo si Q”. La proposicién
P < @ es equivalente con (P — Q) A (Q — P) y su valor de
verdad esta dado por la tabla

P|Q| P<—Q
V|V A%
V| F F
F |V F
F | F A%

Otra forma de leer esta proposicion es “P es necesario y suficiente
para Q7.

Ejemplo 9. Si se consideran las proposiciones P : 4 es un nimero
mmpar; @ : 1+ 1=3, es claro que tanto P como Q) son proposiciones
falsas; por lo tanto, se tiene que la proposicion compuesta P «— @) es
verdadera. |

En la aplicacién de las conectivas se puede establecer una prioridad
para evitar el uso excesivo de los paréntesis, y se debe entender en el
orden: =, A, V, —, «<». Por ejemplo, con esta convencion, seria posible
escribir P — Q V R en vez de P — (Q V R), o escribir

PVvQ —>RANS—-TVV

en vez de

[(PVQ) = (RAS)] = (-TVV)

Sin embargo, se tratarda de ser lo mas especifico posible y en algunos
casos se utilizardn los paréntesis, aunque no sean necesarios.
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Ejemplo 10. Sean P y Q las proposiciones
P 31 es un numero primo
Q : el hielo es caliente
Determine el valor de verdad de las proposiciones PN Q, PV Q.

Solucion. El valor de verdad de P es verdadero; el de @Q es falso. La
proposicién P A @ es “31 es un nimero primo y el hielo es caliente” es
F, mientras que PV @ es V. |

Ejemplo 11. Si P y Q corresponden a las proposiciones
P hay vida en la Luna
QR:2+1=3
Determine el valor de verdad de P, Q, PV Q, PNQ, P — Q, P < Q.

Solucion. Claramente, el valor de verdad de P es F y el de Q es V; asi,
la proposicién PV @, que se lee “hay vida en la Luna o 2+ 1 = 3”7, tiene
como valor de verdad V. Andlogamente, el valor de verdad de P A QQ es
F,de P —-QesV,de P+ QesF. |

Ejemplo 12. Considere las proposiciones P, Q y R dadas por
P : el problema tiene solucion
Q:a+b=1
R: n es un nimero primo.

— La proposicion “Una condiciéon necesaria para que el problema
tenga solucion es que a +b = 1 y n sea un niimero primo” se
simboliza como P — (Q A R).

— La proposicion “Sia+b =1 y n es un nimero primo, entonces
el problema tiene solucién” se simboliza como ((Q AN R) — P.

— La proposicion “a+b =1 y sin es un niumero primo entonces el
problema tiene solucion” se simboliza como Q N\ (R — P).
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— La proposicion “Una condicion suficiente para que el problema
tenga solucion es que a + b = 1" se simboliza como ) — P.

— La proposicion “El problema tiene soluciéon si n es un nimero
primo o si a+ b # 17 se simboliza como (RV =Q) — P. [

Ejemplo 13. Simbolice y valide las proposiciones:
S : Si hay elefantes en Marte y el fuego es frio, entonces 2+ 1 =4
T : Hay elefantes en Marte, y si el fuego es frio, entonces 2 4+ 1 = 4.

Solucion. Se toman las proposiciones atémicas

P : hay elefantes en Marte

Q : el fuego es frio

R:241=4.
Claramente, estas tres proposiciones son falsas; asi, la proposicién S se
simboliza como (P A Q) — Ry su valor de verdad es:

(FANF)—> F|=[F—-F]|=V

Se utiliza el simbolo = para representar proposiciones equivalentes, es
decir, que tienen el mismo valor de verdad. La proposicion T se simboliza
como P A (Q — R) y su valor de verdad es

[FA(F - F)=[FAV]|=F

es decir, T es falsa. [ |

Ejemplo 14. Construya la tabla de verdad de la proposicion
(~PAQ) = (-QV P)

Solucion. Para construir la tabla, se parte de las proposiciones atémi-
cas y en cada columna se van formando las proposiciones compuestas,
hasta llegar, en la 1iltima columna, a la proposicién dada.
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PlQ]-P|[-PrAQ| Q| QVP[(-PAQ) — (-QVP)
V| V] F F F v v
V|F| F F % % %
F|V]V v F F F
F|F| V F v % v

Se dice que una proposicién compuesta es una tautologia si es
verdadera para todos los posibles valores de verdad de las proposi-
ciones atémicas que la componen. Para representar una tautologia
se utiliza el simbolo V.

Ejemplo 15. La proposicion PNV —P es una tautologia, pues su valor
de verdad sitempre es verdadero para toda proposicion P. En este caso,
se puede escribir PN =P =Vj. |

Se dice que una proposicién compuesta que es falsa para todos
los posibles valores de verdad de las proposiciones atémicas que la
componen es una contradiccion. Para representarla se utiliza el
simbolo Fy.

Ejemplo 16. La proposicion PA—P es una contradiccion, pues su valor
de verdad siempre es falso para toda proposicion P, independiente de si
P es falsa o verdadera. En este caso, se puede escribir P N —~P = Fy.1

Se dice que una proposicién compuesta serd una contingencia o
eventualidad si no es una tautologia ni una contradiccion.
Ejemplo 17. La proposicion
(<P AQ) — (-QV P)

es una contingencia, pues, como se verifico en el ejemplo 14, no es tau-
tologia mi contradiccion. |
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Sean Py @) dos proposiciones, se dice que:

— P implica (tauto)légicamente a @Q si y solosi P — @
es una tautologia. En este caso se escribe P = Q.

— P es (tauto)légicamente equivalente a @Q si y solo si
P < @ es una tautologia. En este caso se escribe P < Q
oP=Q.

En mateméticas, las tautologias son conocidas como teoremas. Mu-
chas de las proposiciones, resultados o teoremas son implicaciones légicas
o equivalencias légicas. Por ejemplo, en el dlgebra usual de los nameros
reales se tiene la proposicién “Sia # 0, entonces a’ = 17, y en geometria,
“Si un triangulo es equilatero y [ es la longitud de su lado, entonces
124/35

4

decir, son implicaciones légicas y, por lo tanto, son teoremas. El cono-

su area es , ambas son implicaciones que siempre se cumplen, es
cido teorema de Pitagoras afirma que “En un tridngulo rectangulo se
cumple que la suma del cuadrado de los catetos es igual al cuadrado de
la hipotenusa”, pero ademas afirma que “Si a, b y ¢ son las medidas de los
lados de un tridngulo y se cumple que a? 4 b? = ¢?, entonces el tridngulo
es rectangulo”. Este teorema es, basicamente, una equivalencia logica.

Ejemplo 18. Por medio de una tabla de verdad, determine si la propo-
sicion P — @ es ldgicamente equivalente a la proposicion =PV Q.

Solucion. Es necesario determinar si (P — @) «— (=P V Q) es o no
una tautologia. Se construye la tabla de verdad asociada:

P—-Q|-P|-PVQ | (P—Q)— (mPVQ)
\Y% F \%
F F F
A% A% A%
A% A% \%

H| <] <| T
M| <| =] <O
< << <

Como la ultima columna es verdadera en todos los casos, la proposicion
dada es una tautologia y se cumple que (P — Q) <= (=P V Q). [
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Sean P y @ dos proposiciones:
— La reciproca de P — @ es la nueva proposicion ) — P.

— La contrapositiva de la proposicién P — @ es =Q) — —P.

Ejemplo 19. Sea T la proposicion

T: st 1+1=3, entonces 5> 4
La contrapositiva de T es la proposicion “si b < 4, entonces 1 +1 # 37,
mientras que la reciproca de T es la proposicion “si 5 > 4, entonces
1+1 = 3" FEs claro que T y su contrapositiva son verdaderas, en
cambio, su reciproca es falsa. |

Recuerde ahora la formula para a y b niimeros reales, conocida como
la primera formula notable:

(a+b)? = a* + 2ab + V? (1.1)

Lo que esta férmula dice es que para cualquier valor de a y de b se
puede reemplazar la expresién (a + b)? por a? + 2ab + b? o viceversa, y
el resultado no se altera.

El ejemplo 18 no dice que las dos proposiciones sean iguales, sino mas
bien equivalentes, es decir, es una especie de férmula notable en donde
se puede reemplazar la expresion P — @ por =P V Q) o viceversa, y el
valor de verdad no cambia. Para indicar esta equivalencia tautoldgica,
en ocasiones, como ya se menciond, se utiliza el simbolo =.

Como las férmulas son validas via reemplazos, se tiene que
(2> +3)* =2+ 622 +9

es verdadera al sustituir a por 22 y sustituir b por 3 en la férmula (1.1).
De la misma forma,

[(PAQ) = =Rl =[~(PAQ)V~R]
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es verdadera, pues se obtiene de la equivalencia (P — Q) < (=P V Q),
probada en el ejemplo 18 al sustituir la proposicién P por la proposiciéon
(P AQ) y, al mismo tiempo, sustituir @) por —R.

Ejemplo 20. Construya la tabla de verdad para la siguiente proposicion
y clasifiquela.

Solucion. Se procede como en el ejemplo anterior, pero como hay 3
proposiciones atémicas involucradas, se tienen 23 = 8 posibles asigna-
ciones de valores de verdad diferentes, que corresponden a las 8 filas.
Por otro lado, para simplificar la escritura, la tltima columna corre-
sponde a la proposicion dada, etiquetada con *, que se obtiene de la
doble equivalencia entre la quinta y séptima columnas.

PIQ|R|QVR|P—(QVR)|-P|-PAR| *
VIV ]|V A% A% F F F
V|V |F A% \ F F F
VIF |V \% \% F F F
V|F|F F F F F \%
F|V |V \Y% \Y% \Y% A% \Y%
F|V|F A% \% \% F F
F|F |V \% A% A% A% A%
F|F|F F \% \% F F
Con lo cual, la proposiciéon dada es una contingencia. |

Ejercicios (seccién 1.2)

1. Si P, @, R son verdaderas y .S, T son falsas, determine el valor de
verdad de las proposiciones:

(a) [P— (R—T)] < [(=PAS) = (Q— —T)]
(b) [(=TV —=P)—~[T—(RV S]]« [(PAQA-T)—(=Q—=S5)]
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2. Determine, utilizando tablas de verdad, si cada proposicién com-
puesta es tautologia, contradiccién o contingencia.

(a) (P — Q) < (PA-Q)

(b) R [(ﬂP VQ)A(PA-Q)]

() (PVQ)—[Q— (PAQ)]

(d) [(P — Q) — R] «— [(PA—R) — =Q)]

(e) [7(=PAR)VQ] «— [(-PV R)AQ)]

3. Determine una asignacién de valores de verdad para A, B, C', D
y E que verifique que [(4 — (BVC))A(C — (DAE))A=D] no
implica tautolégicamente a A — E.

4. Determine valores de verdad para A, B, C'y D, de manera que
se verifique que [(A — B) A (C — D) A (B V C)] no implica
tautolégicamente a A V D.

5. Utilice tablas de verdad para determinar si la proposicién (P —
Q) V [(-Q — —P) A =R] es tautolégicamente equivalente a la
proposicién =(P A =Q).

6. Si P — @ es falsa, determine el valor de verdad de la proposiciéon
[(PVR)A=Q] — [(-PAS) — (T V P).

=

Si (P — Q) A R es verdadera, determine el valor de verdad de la
proposicién [(—|P VT)V Q} A (—|R — S).

8. Utilice tablas de verdad para comprobar que

(a) [(Q = R)A(-Q — S)] = (RVS)
(b) [-PV(Q — R)] < [~(PAQ)V R]

9. Utilice una tabla de verdad para demostrar que P V @ es equiva-
lente a (P A=Q)V (Q A —P).
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10. Considere las proposiciones P : Héctor estudia; @ : Felipe estudia;

R : Héctor juega futbol; S : Felipe juega fitbol; T': Héctor invita

a Felipe a jugar fatbol.

Simbolice las proposiciones:

Héctor o Felipe estudian, pero Héctor invita a Felipe a jugar
fatbol.

Si Héctor invita a Felipe a jugar futbol, entonces Felipe no
estudia.

Si Héctor y Felipe juegan futbol, entonces ni Héctor ni Felipe
estudian.

Felipe estudia si y solo si no juega futbol.

Una condicion necesaria para que Felipe y Héctor estudien es
que no jueguen futbol.

No es cierto que Héctor invita a Felipe a jugar futbol y Héctor
estudie.

11. Considere las proposiciones P : se nombre presidente; @ : la ma-

yoria vote por él; R : tenga buena salud; S : habrd una crisis de

gobierno.

Simbolice las siguientes proposiciones:

(a)

Una condicién necesaria para que se nombre presidente es que
la mayoria vote por él y tenga buena salud.

La mayoria voto por él y tiene buena salud. Por lo tanto, se
nombré presidente.

No habra crisis si y solo si una condicién suficiente para que
se nombre presidente es que la mayoria vote por él.

Si la mayoria no vota por él o no tiene buena salud, entonces
no se nombra presidente y habra una crisis de gobierno.

O la mayoria vota por él o habrd una crisis de gobierno si y
solo si no se nombra presidente.
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12. Escriba la contrapositiva y la reciproca de las proposiciones:

(a) Sil <4, entonces 5> 8

(b) Sila inundacién destruye mi casa o el fuego destruye mi casa,
entonces la compania de seguros me pagara.

(¢) Sino es cierto que 242 = 4 y 9 es un nimero primo, entonces
242 =>5u 11 es un ntmero par.

(d) Si n no es un cuadrado perfecto, entonces n es un nimero
primo o m es un nimero par, pero no ambos.

13. Defina la conectiva trazo de Sheffer, que se denota por |, como la
anticonjuncion, es decir, la negacién de la conjuncién, por la tabla:

PlQPIQ
V|Vv] F
VIF| Vv
FIV] Vv
FIF| Vv

Determine cudl de las conectivas estudiadas corresponde a P | P,

cudla (P [Q) | (P[Q)ycudla (P|P)](Q]Q)

14. Defina la conectiva flecha de Pierce, que se denota por |, como la
antidisyuncion, es decir, la negacion de la disyuncién, por la tabla:

PlQPlQ
V| V] F
VIF| F
F|V] F
F|F| V

Determine cudl de las conectivas estudiadas corresponde a P | P,

cudla (P Q)| (P Q)ycudla(P|P)|(QlQ).

15. Si P, @, T son verdaderas y R, S son falsas, determine el valor de
verdad de [(PV S) | (R|T)] vV [(=P]S) | (Q — —T)].
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1.3 Leyes de la légica

En el mismo sentido de equivalencia explicado al final de la seccién
anterior, las leyes que se dan en la tabla 1.1 hablan de proposiciones que
seran equivalentes. Estas leyes o equivalencias (tauto)légicas permiten
simplificar expresiones légicas en el sentido tautolégico y sirven para
conjeturar nuevos resultados.

Ademds, permiten demostrar algunos resultados sin construir tablas
de verdad, lo cual es muy tedioso en algunos casos donde la proposiciéon
compuesta involucra a cuatro o mas proposiciones atémicas.

La validez de estas leyes se puede verificar mediante tablas de verdad
(ver ejemplo 18) o por medio de un desarrollo 16gico y la aplicacién de
las leyes dadas en la tabla 1.1 (ver ejemplo 25).

Para simplificar la notacion y el desarrollo de los siguientes ejemplos,
en algunas ocasiones se usaran las claves dadas en esta tabla, asi por
ejemplo, en vez de Implicacion y Disyuncién, se escribe ID; en vez de
Doble Negacion, se escribe DN y asi sucesivamente.

Ejemplo 21. Pruebe que la proposicion P — @ es ldgicamente equiva-
lente a la proposicion —@Q — —P, es decir, que (P — Q) < (-Q — —P).

Solucion. Tome la proposicion P — @ y al aplicar las leyes que se
enuncian en la columna de justificacién, se obtiene la proposicién =) —

- P, ast:
P—qQ Justificaciéon
=-PVvQ ID
=QV-P Conmutatividad
=-(-Q) VP Doble Negacién
=-Q — P ID

Con lo cual, se ha probado la equivalencia légica. |
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Implicacion y P—-Q=-PVvQ
disyuncién (ID)

Contrapositiva P—-Q=-Q— P
Doble negacién (DN) —-—-P=P

De Morgan (DM) “(PVQ)=-PA-Q

—\(P/\Q)Eﬁp\/_\Q

Conmutativa (Con.) PVQ=QVP

PAQ=QAP
Asociativa (Aso.) (PVQ)VR=PV(QVR)
(PANQ)AR=PA(QAR)
Distributiva (Dis.) PV(QANR)=(PVQ)N(PVR)

PA(QVR)=(PAQ)V (PAR)

Idempotencia (Ide.) PAP=P

PVP=P
Neutro (Ne.) PvEy=P
PAVy=P
Inversos (Inv.) Pv-P=V
PAN—-P=F
Dominacién (Dom.) PAFy=F,
PVvVy=W,
Absorcién (Abs.) PVv(PANQ)=P
PAN(PVQ)=P
Exportacién (Exp.) P—-(Q@—R)=(PANQ)—R

Tabla 1.1: Equivalencias 1égicas.
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Como se mencioné anteriormente, la proposicion —() — —P se conoce
como la contrapositiva de P — (). Recuerde que la contrapositiva no
debe confundirse, pues no es equivalente con () — P, que se conoce
como la reciproca de P — Q.

Ejemplo 22. Simplifique la expresion [PV (Q A R)]V (-Q A R)

Solucion. Se toma la expresién y, al aplicar las leyes que se enuncian
en la columna de justificacién, se va simplificando como sigue:

[PV(QAR)V(-QAR) Justificacién
=PV[(QAR)V(-QAR)] Asociatividad
=PV[(QV-Q)AR)] Distributividad
=PV [VhAR] Inversos
=PVR Neutro

Es decir, [PV (Q A R)] V (=Q A R) se simplifica como P V R. [ |

Ejemplo 23. Simplifique la expresion
=[(~QVP)A-[=P A (@A R) A (PV R

Solucion. Como en el ejemplo anterior:

= [(ﬁQ VP)AS[(=PA(QAR)A(PV R)]} Justificacién
= ~(=QV P)V - ﬁ[(ﬁP/\(Q/\R))/\(PvR)]} DM
(QA=P)V[(=PA(QAR)A(PVR) DM, DN
= (QA-P)V[(-PAQ)AR)A(PV R)] Aso.
(QA=P)V[(~PAQ)A(RA(PVR)) Aso.
=(-PAQ)VI[-PAQ)AR] Con. y Abs.
=-PAQ Abs.

Es decir, =[(=QV P)A=[(-PA(QAR))AN(PVR)||=-PAQ. N
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Ejemplo 24. Simplifique la expresion
(PVQ) A-(PAQ)|V[-[@A(RVQ]A(PV-Q)]

Solucion. Siguiendo el mismo procedimiento de los ejemplos anteriores,
la expresion se simplifica como sigue:

[(P VQ)A—(-P A Q)] v [ﬁ [QA RV Q)] APV —Q)} Justificacién

[(PVQ)A(PV-Q)V [ﬂ[Q/\ (RVQ)|] A(PV —Q)} DM, DN

=[(PVQ)A(PV-Q)]V[-QA(PV-Q)] Abs.
=[PV(QA-Q)V-Q Dis., Abs.
=(PV Fy)V-Q Inv.
=PV -Q Ne.

Es decir, la expresion inicial es légicamente equivalente a PV —~Q. B

Como se menciond anteriormente, la validez de las leyes presentadas
en la tabla 1.1 se puede verificar mediante tablas de verdad. En el si-
guiente ejemplo se presenta una prueba con base en un desarrollo l6gico
y la aplicacién de otras leyes.

Ejemplo 25. Pruebe la Ley de Exportacion, es decir demuestre que
[P —(@—R) < [(PNQ)— R]

Solucion. Se debe probar que la proposicién P — (@) — R) es equiva-
lente a (PAQ) — R

P—(Q—R) Justificacién
=-PV(Q— R) D
=-PV(-QVR) ID
=(-PV-Q)VR Aso.
= (PAQ)VR DM
=(PANQ)—R D

Con esto se verifica la ley. |
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Ejercicios (seccién 1.3)

Simplifique las siguientes expresiones:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

PV ~-(-RVP)VR

P < R)AN—(=PVR)

PV =(=QV =S)] V(-Q — S)
(-PVQ)AP| = Q

(P AQ)V=(QV P)| A[(PVR)A(PV ~R)]
S[PAS(T ANR)|A(T — —P)
(=PVQ)A~R] = [(-QAR) v P]

(P AQ)V[-PA~(QAR)V ~(R— P)
[P = (@QAP]V[QAPVQ)
“QV|[FIPAQV (P A-Q)V Q] AP
[(PVQR)A=(RVP)V[(RAQ)V P
S[(=PV Q) A (-QV P)| A (-QV R)
(-PAQ)V [~(QAR)A—P]V (P A-R)

—{(Q\/P)/\—'[(—'P/\ (-Q A R)) A(PVR)}]
=[~[=PV (=QVR)V (S A R)V(Q A P)]

(P — Q) A [[ﬁ(R\/ﬂP) AQV PV (RAP)}

61



62 Capitulo 1. Fundamentos de Iégica
1.4 Inferencias logicas

“Cuando uno ha eliminado el imposible,
lo que permanece, sin embargo improbable,
debe ser la verdad”.

Sherlock Holmes

La inferencia es la relacion entre las premisas y la conclusion de
un argumento o razonamiento. Los silogismos son un tipo especial
de razonamiento: a partir de dos premisas se obtiene una conclusion,
en donde el término medio incluido en las premisas no aparece en la
conclusién; por ejemplo, “Todos los hombres son mortales; Sécrates es
hombre, luego Socrates es mortal” .

Dentro del lenguaje légico, en ocasiones es necesario determinar si un
grupo dado de proposiciones puede garantizar la validez de otra propo-
sicion. Es decir, dadas las proposiciones Py, Ps, ..., P,, que se llamaran
premisas, y una conclusiéon (), se debe decidir si la proposicién

(Pl/\PQ/\"'/\Pn)HQ

es una tautologia, es decir, si se cumple que (P A Po A--- A Pp) = Q.
Si es asi, se dice que el argumento (o el razonamiento) es valido. De
acuerdo con lo estudiado en las secciones anteriores, se sabe que el razo-
namiento no sera valido si la condicional anterior es falsa, y esto ocurre
cuando Py A P, A --- A P, es verdadero y @ es falsa.

Ejemplo 26. Simbolice el siguiente razonamiento y analice si es vdlido
o no: Si Juan participa como jurado, entonces saldra de viaje y debera
comprar un traje nuevo. Pero salié de viaje o compré un traje nuevo.
Por lo tanto, Juan participa como jurado.

Solucion. En primer lugar, a cada proposicién se le asigna una letra:

P : Juan participa como jurado
Q@ : Juan saldré de viaje
R : Juan debera comprar un traje nuevo
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Con ellas, la proposicién “Juan saldra de viaje y deberd comprar un
traje nuevo” se simboliza Q A R, asi “Si Juan participa como jurado,
entonces saldré de viaje y deberd comprar un traje nuevo” se simboliza
P — (QAR); por otro lado, la proposicién “Pero sali6 de viaje o compr6
un traje nuevo” es @ V R. De manera que se cuenta con dos premisas:

P: P—(QAR) Py: QVR

y la conclusién es P. Luego, el argumento se simboliza como

[(P—=(QAR)ANQVR)]—P (1.2)
y se construye la tabla de verdad:
P|Q|R|QAR | P=(QAR) | QVR | [P—(QAR)INQVR) | =
VIV |V A% \% \Y% A% \4
V|V |F F F A% F A%
VIF |V F F \% F \%
VI|F|F F F F F A%
F|V ]|V \Y% \% \% \% F
F|V|F F A% A% \% F
F|F |V F \% A% \% F
F|F|F F \Y% F F \Y%

Al observar la columna *, que corresponde al valor de verdad de la
proposicién (1.2), se concluye que la proposicién no es tautologia; por
lo tanto, el argumento propuesto no es valido. |

El método utilizado de determinar la validez de un argumento por
medio de las tablas de verdad, por lo general, no es eficiente para més de
tres proposiciones atémicas. Sin embargo, la tabla 1.2 enumera algunas
reglas de inferencia, implicaciones tautologicas, que se pueden utilizar
para inferir conclusiones a partir de premisas dadas.

El nombre de la regla Modus ponens en su forma completa en latin es
Modus ponendo ponens, que quiere decir “el método de obtenciéon me-
diante la asercién”. Igualmente, Modus tollens, Modus tollendo tollens,
que quiere decir “el método de negar mediante la negacién” [24].
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Regla de inferencia Premisas | Conclusién
P
Simplificacién (Simp.) PAQ 0
. .. . P
Adjuncién (Adj.) Q PAQ
Adicién (A.dl.> - p PVQ
para cualquier proposicién )
Separacién (Sep.) o P 0
Modus ponens (MP) P—-Q
Contraposiciéon o P—qQ P
Modus tollens (MT) -Q
Pv
Silogismo disyuntivo (SD) P @ Q
P
Silogismo hipotético (SH) —Q P—R
Q—R
PvQ
Dilema constructivo (DC) P—R Rv S
Q—S
RV S
Dilema destructivo (DD) P—R PV -Q
Q—S
P
Ley de casos (LC) ~Q QVR
-P— R

Tabla 1.2: Inferencias légicas.
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Ejemplo 27. Demuestre la proposicion T’ a partir de las proposiciones

(PVQ)— R, (RVS)—T,SVvP,-S.

Solucion. Se trabaja en forma vertical y se indica la regla utilizada

1. (PvQ)—R Premisa
2. (RVS)—T Premisa
3. SVP Premisa
4. =8 Premisa
5 P Silogismo disyuntivo a 3 y 4.
6. PVvVQ Adicién a 5.
7. R Separacién a 1y 6.
8. RVS Adicién a 7.
9. T Separacién a 2 y 8.
Asi, la conclusion T es vélida a partir de las premisas dadas. [ |

Ejemplo 28. Demuestre la proposicion (AN R)V (A A S) a partir de
las proposiciones C — (RV S), A— (BVv(C), B— —-A, =D, AV D.

Solucion. De la misma manera que el ejemplo anterior:

1. C—(RVS) Premisa

2. A—(BVv() Premisa

3. B—-A Premisa

4. =D Premisa

5. AV D Premisa

6. A SD a 4. y 5.
7. BvVC Sep. a2y 6.
8. -B MT a 3y 6.
9. C SD a7y 8.
10. RV S Sep. aly?9.
11. AA(RVS) Adj. a 6y 10.
12. (AANR)V(AAS) Dis. all.

Con esto, la conclusién es vélida a partir de las premisas dadas. [ |
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Ejemplo 29. Considere el siguiente razonamiento y establezca su vali-
dez: Si no compro el boleto del tren o no me gusta el arte moderno,
entonces me quedaré en la ciudad y le obsequiaré flores a mi esposa. Si
me hubiera quedado en la ciudad, habria asistido a la recepcién. Pero
no asisti a la recepcion. Por lo tanto, compré el boleto del tren.

Solucion. En primer lugar, es necesario convertir este razonamiento en
forma simbdlica, asignando a cada proposicién una letra, asi:

P : compro el boleto del tren

@ : me gusta el arte moderno

R: me quedaré en la ciudad

S : le obsequiaré flores a mi esposa
T : asisto a la recepcién

Con lo cual el argumento se puede escribir simbélicamente como:

(=PV-Q)— (RAS)

R—T
=T
~ P
Se utiliza el simbolo .. para escribir la conclusion; este se lee “por lo

tanto”. Para verificar la validez del argumento anterior, observe que

1. (-PV-Q)— (RAS) Premisa

2. R—T Premisa

3. T Premisa

4. -R MT a2y 3.
5. —RV~S Adi. a 4.

6. —(RAS) DM a 5.

7. —(=PV-Q) MT aly 6.
8. PAQ DM y DN a 7.
9. P Simp. a 8.

de donde se comprueba la validez del argumento. |
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Ejemplo 30. Considere el siguiente razonamiento y establezca su vali-
dez: No ocurre que a+b = 7 y b sea positivo. Sib no es positivo, entonces
2a — 3 < 0. Si el problema tiene solucién tinica, entonces 2a — 3 > 0. Si
el problema no tiene solucion tinica, entonces no ocurre que a +b =7 o
b no es positivo. Por lo tanto, se concluye que a +b # 7.

Solucion. En primer lugar, se debe convertir este razonamiento en for-
ma simbdlica, asignando a cada proposicién una letra, asi:

P: a+b="7

Q@ : b es positivo

R: 2a—-3<0

S : el problema tiene solucion unica

Con esto, el argumento se puede escribir simbélicamente como:

~(PAQ)

-Q — R

S — R

-5 — =(PV-Q)
s P

Ll e

Para verificar la validez, observe que:

-PV-Q De Morgan a 1.
-SV-R ID a 3.

-R—Q Contrapositiva a 2.
“(PV-Q)vQ DCa4,6yT.
(-PAQ)VQ@ DMyDNas.

10. @ Absorcion a 9.

11. =P SD a5y 10.

© © N oo

de donde se comprueba la validez del argumento. |
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Ejemplo 31. Este ejemplo se relaciona con el razonamiento que hace
Sherlock Holmes para esclarecer un asesinato en su libro Un estudio en
escarlata [14]. Alli se escribe:

“Y ahora llegamos a la gran pregunta del porqué. El robo no ha sido
el objeto del asesinato, puesto que nada desaparecié. ;Fue por motivos
politicos o por una mujer? Esta es la pregunta con que me enfrento.
Desde el principio me he inclinado hacia esta tultima suposicién. Los
asesinos politicos se complacen demasiado en hacer solo su trabajo y
huir. Este asesinato, por el contrario, habia sido realizado muy delibe-
radamente y quien lo perpetré ha dejado huellas por toda la habitacion,
mostrando que estuvo ahi todo el tiempo”.

Simbolice el argumento empleado y deduzca que el asesinato fue perpe-
trado por causa de una mujer.

Solucion. Utilizando las proposiciones:
P; . fue un robo
P, . algo desaparecié
P; :  fue por motivos politicos
Py . fue por causa de una mujer
P5 : el asesino huy6 inmediatamente

Ps : el asesino dejo huellas por toda la habitacién

Se convierte el argumento a forma simbdlica:
P — P Si fue un robo, hubiera desaparecido algo.

1
2. P No desaparecio nada.
3. =P, —(P3V Py Sino fue un robo, fue algo politico o una mujer.
4. P3— Ps Si hubiera sido algo politico, el asesino
hubiera huido inmediatamente.
5. Py — P5 Si el asesino dejé huellas por toda la habitacién,
no pudo haber huido inmediatamente.

6. Py El asesino dejo huellas por toda la habitacion.
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A partir de estas premisas, se obtienen las siguientes conclusiones:

7. P MT aly 2.
8. P3V Py MPa3yT.
- P5 MP a5y 6.
10. —Ps MT a4 y09.
11. Py SD a 8 y 10.
de donde se comprueba la validez del argumento. |

Ejemplo 32. Demuestre la Ley de Casos, es decir, pruebe que se cumple
la tautologia
[(P—Q)A(=P— R)]| = (QVR)

Solucion. Es claro que se podria efectuar la demostracién compro-
bando, por medio de una tabla de verdad, que la proposiciéon dada es, en
efecto, una implicacion logica, es decir, una tautologia. Sin embargo, se
hard de una forma mas simple, utilizando las reglas de inferencia dadas
en esta seccién y demostrando la validez del argumento:

P—qQ
-P— R
~QVR
para ello:

1. P—-q@Q Premisa
2. "P—Q Premisa
3. PV-P Ley de inversos
4. QVR DCal,2y3.

de donde se comprueba la validez del argumento. Ademéds note que esta
ley de casos es un caso particular del dilema constructivo en donde las
premisas de las implicaciones son Py —P. |
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El siguiente ejemplo determina un sistema formal en donde se definen
términos primitivos, reglas de inferencia propias de este sistema, axiomas
(se asumen validos) y teoremas (que deben probarse). Ponga especial
atencién en las “demostraciones” que se realizan en este ejemplo. Sobre
este interesante juego, puede consultar [11], [12] y [17].

Ejemplo 33. A partir de los simbolos primitivos M, 1, U, se define
una palabra como una combinacion de ellos. Ademds, se definen las
siguientes reglas de deduccion:

Regla 1. Toda palabra se puede triplicar.

Regla 2. Una U se puede reemplazar por 11

Regla 3. St aparece 1111, se puede eliminar.

Regla 4. Después de una M se puede insertar una U.

Regla 5. Si en una palabra aparece IMU, puede quitarse la M.

Se dice que una palabra es admisible si se obtiene al aplicar una o varias
de estas reglas a otra palabra admisible. Si, para empezar, se asume
como admisible (axioma) la palabra MI, pruebe que la palabra MMI es
admisible en este sistema.

Solucion. Se debe partir de la tinica palabra que se sabe es admisible.
Sobre la flecha se indica la regla que se utiliza:

MI 5 MIMIMI -5 MIMUIMI > MIUIMI - MIIIIMI < MMI

Con lo cual, se ha demostrado que MMI es otra palabra admisible. Por
supuesto, a partir de MMI es posible obtener, por ejemplo, MUMI al
aplicar la regla 4. Las palabras que se probaron admisibles se pueden
usar como nuevas premisas (ver ejercicio 8). |
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Ejercicios (seccién 1.4)

1. En cada caso, utilice las reglas de inferencia y las leyes de la légica
para demostrar la proposicion indicada a partir de las premisas
dadas. Justifique cada paso.

Demuestre P a partir de (=P V -Q) — (RAS), R— T, -T.

)

b) Demuestre P A @ a partir de Q — —R, PV R, Q.

(c) Demuestre D a partir de A — (BVv (C), B— C, AV D, -C.

(d) Demuestre U a partir de P — @, Q — (RAS), " RV-TVU,
PAT.

(e) Demuestre RA (P V Q) a partir de PV Q, Q — R, P — T,
=T.

(f) Demuestre =(L A D) a partir de V. — (RV P), R — =V,
L— =P, V.

(g) Demuestre Q V T a partir de P — Q, -R — (S — 1),
RVPVS, =R

(h) Demuestre T' a partir de (PV Q) — (RAS), =(=P V =R),
T — =(PAS).

(i) Demuestre —U a partir de (Q A R) — -P, -Q — S, RV T,
P, U — (=S A=T).

(j) Demuestre P a partir de (-PV Q) — R, R — (SVT),
“SA-U, U — —T.

(k) Demuestre =(T' A =U) a partir de (RV Q) — =T, =Q V R,
PvQ,P— (RAS).

(1) Demuestre una Fy a partir de (SVT)V (T'ANK), =(T N K),
=T, (RVS)— (T NK).

(m) Demuestre ~R — =T a partir de P — (@ — R), PV S,
T—Q, S.
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Demuestre =(T' — A), a partir de E, ~PVQ, E — (BA—Q),
A—(PNC),T.

Demuestre SV =T, a partir de PA=-R, (R — S5) — (P — Q),
(QVT)— (SVR).

Demuestre x = 5 a partirde z > x — x < 7, (:L’ <6Vzx =
3)%z>m,az<6/\z:8,x27\/x:5

Demuestre T'— A a partirde @ — S, =P — Q, P — (RAS),
AV =S,

. En cada caso, utilice las reglas de inferencia y las leyes de la légica

para demostrar las siguientes proposiciones. Justifique cada paso.

(a)
(b)

[(P=Q)A(PV(TAS))A(Q—R)A(-R)| =5

[(PYQ)A(=RV=P)A(S = R)A(TVS) A (R — ~Q)] — T

. En cada uno de los siguientes casos, simbolice las proposiciones

involucradas y demuestre la validez de la conclusién.

(a)

(b)

Si S campeoniza, entonces C' gana o H gana. Si C gana,
entonces S no campeoniza. Si H gana, entonces A no gana.
De hecho, S campeoniza. Por lo tanto, A no gana o L gana.

Si estudio matematica discreta o asisto al dentista, entonces
no podré matricular el curso de danza. Si no matriculo el
curso de danza, entonces no participaré en el festival. Parti-
ciparé en el festival y me opondré a la explotacion petrolera.
Por lo tanto, no ocurre que asista al dentista o no me pueda
matricular en el curso de danza.

Si José gana la carrera, entonces Pedro fue el segundo o
Ramén fue el segundo. Si Pedro fue el segundo, entonces
José no gané la carrera. Si Carlos fue el segundo, entonces
Ramoén no fue el segundo. José gané la carrera. Por lo tanto,
Carlos no fue el segundo.
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(d)

Si estudio computacién, entonces debo matricular un curso de
matematica. No estudio mucho o no tengo tiempo para leer
o necesito vacaciones. Estudio computacién y tengo tiempo
para leer. Si matriculo un curso de matematica, entonces
debo estudiar mucho y no puedo ir al estadio. Por lo tanto,
necesito vacaciones.

Si Luis va al partido de futbol, entonces Laura se ird a nadar.
Si Manuel ve television toda la noche, entonces Carolina se
ird a nadar. Si Laura va a nadar o Carolina va a nadar, Jorge
las acompanara. De hecho, Jorge no las acompanara. En
consecuencia, no ocurre que Luis fue al partido de futbol o
Manuel ve television toda la noche.

O los precios son altos o los salarios son bajos. Si los precios
son altos, entonces hay control de precios. Si los salarios son
bajos, entonces hay control de precios. Sino hay inflacién o la
cosecha de café es buena, entonces no hay control de precios.
Por lo tanto, hay inflacion.

Si no matriculo el curso Matematica discreta, entonces gano
los otros cuatro cursos matriculados. Gano los otros cua-
tro cursos matriculados o cambio de carrera. Si matriculo
Matematica discreta y cambio de carrera, entonces no me
he decidido. No es cierto que gano los otros cuatro cursos
matriculados y no quiero estudiar computacién. No quiero
estudiar computacién. Por lo tanto, no me he decidido.

Si hay secuestros, entonces no hay paz en mi pais. Hay se-
cuestros o la prensa informa de manera insensible, o tengo
lastima por los delincuentes. Si la prensa informa de manera
insensible, entonces no hay paz en mi pais. No tengo lastima
por los delincuentes. Por lo tanto, no hay paz en mi pais.

Si Bill es declarado culpable, entonces su perro no se deprime
0 Moénica se alegra. Si su perro no se deprime, entonces Bill
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no es declarado culpable. El precio del petréleo no baja o
Monica no se alegra. De hecho, Bill es declarado culpable.
Por lo tanto, su perro se deprime y el precio del petréleo no
baja.

(j) Si Leo es un muchacho, entonces Leo es mas joven que Juan.
Si Leo tiene 13 anos, entonces Leo es una muchacha. Si Leo
no tiene 13 anos, entonces Leo tiene, al menos, la edad de
Juan. ;Leo es un muchacho o una muchacha?

(k) Si le pago al sastre, no me quedara dinero. Puedo llevar a
mi novia al baile solo si tengo dinero. Si no la llevo al baile,
ella se enojard conmigo. Pero si no le pago al sastre, no me
entregard el traje. Sin el traje no puedo llevar a mi novia al
baile. Luego, mi novia se enojard conmigo.

4. Verifique que el siguiente argumento no es véalido.

P

PVvQ

Q—(R—S)

T—R
s0S — AT

5. A partir de las tres premisas:
— Los ninos son ilégicos.
— Nadie es despreciado cuando puede domar un cocodrilo.
— Las personas ilogicas son despreciadas.
Obtenga como conclusién valida la proposicion: Los ninos no
pueden domar cocodrilos.

6. Considere el siguiente razonamiento y demuestre que no es valido:
Una condicion necesaria para que se nombre presidente es que la
mayoria vote por él y no tenga mala salud. La mayoria voté por
él. Tiene buena salud. Por lo tanto, se nombro presidente.
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10.

11.

12.

En Vacilonia (véase pagina 38), un dia un vacilonio mentiroso
afirmé lo siguiente: “Si en Vacilonia no llueve y las vacas vuelan,
entonces los vacilonios no son altos o tienen tres ojos’. Ademds,
un vacilonio sincero afirmé que “todos los vacilonios tienen tres
ojos o tiemen cinco ojos’. Con la informacién anterior, determine
si en Vacilonia llueve, si las vacas vuelan, si sus habitantes son
altos y cuantos ojos tienen.

De acuerdo con el sistema definido en el ejemplo 33, demuestre que
son admisibles las palabras MIM, MUIM, MIIIMII, MIU, MUMI,
MMIII, MITIM, MIMUU, MUUIUIMIII. Ademés, demuestre que
no es posible deducir MU.

Sean a y b dos nimeros reales. Demuestre que sia > b y a <b,
entonces se concluye que a = b.

Este ejercicio de lgica fue propuesto por Lewis Carroll (véase [8]).
En él se sugiere una conclusién a partir de cinco premisas, trate
de justificar la conclusién propuesta. Mas adelante, cuando tenga
un mayor conocimiento de la légica proposicional, usted encontrara
una forma de obtener la conclusién de una manera precisa (ejemplo
46 de la seccién 1.6).

Ningin gato que gusta del pescado es indomesticable.

Ningin gato sin cola jugara con un gorila.

Gatos con bigotes siempre gustan del pescado.

Ningun gato tiene cola a menos que tenga bigotes.

Ningun gato domesticable tiene ojos grises.
Conclusion: Los gatos de ojos grises no jugardn con un gorila.

Compruebe que si Juan no cumple la promesa: “el domingo, o no
te regalo un libro o te invito a comer”, entonces cumple la promesa
“el domingo te regalo un libro y no te invito a comer”.

Lea, disfrute y analice el siguiente texto, tomado de [8]:
. Podrias decirme, por favor, cual camino debo seguir para salir de
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aqui? —pregunté Alicia al Minino de Cheshire—.
—Esto depende en gran parte del sitio al que quieras llegar —dijo
el Gato.
—No me importa mucho el sitio. .. —dijo Alicia.
—Entonces tampoco importa mucho el camino que tomes —dijo el
Gato.
— ...siempre que llegue a alguna parte —anadié Alicia.
—ijOh, siempre llegaras a alguna parte —asegur6 el Gato—, si ca-
minas lo suficiente!

A Alicia le parecié que esto no tenia vuelta de hoja y decidid
hacer otra pregunta: ;Qué clase de gente vive por aqui?
—En esta direccién —dijo el Gato, haciendo un gesto con la pata
derecha— vive un Sombrerero. Y en esta direccién —e hizo un
gesto con la otra pata— vive una Liebre de Marzo. Visita al que
quieras: los dos estan locos.
—Pero es que a mi no me gusta tratar a gente loca —protesté Ali-
cia.
—Oh, eso no lo puedes evitar —repuso el Gato—. Aqui todos esta-
mos locos. Yo estoy loco. T estas loca.
—{Coémo sabes que yo estoy loca? —pregunté Alicia.
—Tienes que estarlo —afirmé el Gato— o no habrias venido aqui.
Alicia pens6 que esto no demostraba nada. Sin embargo, continud
con sus preguntas: —;Y cémo sabes que ti estds loco?
—Para empezar —repuso el Gato—, los perros no estdan locos. ;De
acuerdo?
—Supongo que si —concedié Alicia.
—Muy bien. Pues en tal caso —siguié su razonamiento el Gato—,
ya sabes que los perros grufien cuando estan enfadados y mueven
la cola cuando estan contentos. Pues bien, yo gruno cuando estoy
contento y muevo la cola cuando estoy enfadado. Por lo tanto,
estoy loco.
—A eso yo le llamo ronronear, no grunir —dijo Alicia.
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1.5 Formas normales

En esta seccién se definen las formas normales y se exponen, con
base en ejemplos, la manera de determinar la forma normal de una
proposicién, primero por medio de las leyes, luego mediante las tablas
de verdad.

Se dice que una proposicién estd en su forma normal disyuntiva
(FND) si esta escrita como disyunciones de conjunciones; por ejemplo:

(PAQ)V (=P AR) (1.3)
—_—— —

conjuncién conjuncién

disyuncién

Ademids, se dice que una proposicién estd en su forma normal con-
juntiva (FNC) si estd escrita como conjunciones de disyunciones; por
ejemplo, note cémo al aplicar la distributividad en (1.3) se obtiene:

(PV-P)A(PVR)A(QV-P)A(QVR) (1.4)
—_—— —— ——— ~——
disyuncién disyuncién disyuncién disyuncién

conjuncién

Al estar formada por conjunciones de disyunciones, hace que la expresion

(1.4) sea la FNC de (1.3).

Ejemplo 34. Utilice las leyes de la ldgica y determine la forma normal
conjuntiva (FNC) de —=[(=P A =Q) A (-Q — R)] A (-R — P)

Solucion. Se debe escribir la expresion dada como una conjuncién de

disyunciones:
=[(=PA=-Q) A (-Q — R)] A (~R — P) Justificacién
= S[(=PA-Q)A(QVR)]A(RVP) D
= [-(=PA-Q)V~(QVR)]A(RVP) Morgan
= [(PVQ)V(-QA-R)|]A(RVP) Morgan

= [(PVQV-Q)A(PVQV-R)]A(RVP) Distributividad
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Es decir, la proposicion dada se logré reescribir como la conjuncién de
PvQvVv-Q, PvQV-R,yde RV P, donde cada una de estas tres es
una disyuncion. De esta forma, la proposicién

(PVQV-Q)A(PVQV-R)A(RVP)

es la FNC de la proposicion dada. |

La manera de obtener la forma normal completa de una proposicién
por medio de una tabla de verdad es sencilla; para ello debe tener en
cuenta que para la FND, es necesario considerar los casos donde el valor
de verdad resultante sea verdadero y hacer verdaderas las proposiciones
atémicas que la provocan.

Ejemplo 35. Determine la FND de la proposicion (wPAQ)— (Q — P).

Solucion. La tabla de verdad es:

PlQ-P[-PAQ[ Q] QVP[ (-PrQ) — (Q—P)
VI V| F F F vV %
V| F| F F % % %
F|V |V v F F F
F|F |V F v % %

Se tienen tres casos donde el valor de verdad es V, asi:
FND:(PANQ)V(PA-Q)V (-PA-Q)

es la forma normal disyuntiva asociada a la expresion dada. |

Por otro lado, la manera de obtener la FNC por medio de una tabla de
verdad también es sencilla; se deben considerar los casos donde el valor
de verdad resultante es falso y se hacen falsas las proposiciones atémicas
que la provocan.

Ejemplo 36. Determine la FNC de la proposicion (—PVQ)— (—QAP).
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Solucion. Al construir la tabla, se obtiene:

PIQ[-P[-PVQ[-Q[-QAP[ (-PVQ) = (-QAP)
VIV F A\ F F F
V| F F F Vv \% Vv
F |V Vv Vv F F F
F | F Vv Vv Vv F F

Se tienen tres casos donde el valor de verdad es F; estos se utilizan para
escribir que FNC : (=P V =Q) A (PV -Q) A (PV Q). [

Ejemplo 37. Determine las formas normales, conjuntiva y disyuntiva,
de la proposicion [P — (QV R)] < (-P A R).

Solucion. Al construir la tabla, se obtiene:

P|QIR[QVR|[P—=(QVR) | -P| -PAR | =
VIV V] V % F F F
VIVI|F| V % F F F
VIF|[V] V vV F F F
V|IF|F| F F F F v
F|V]|V]| V v v v v
F|V]|F| V vV vV F F
F|F|V]| V % % v v
F|F|F| F vV v F F

Se tienen tres casos donde el valor de verdad es verdadero, estos se
utilizan para escribir que la FND es:

(PA-QA-R)V(=PAQAR)V (-PA-QAR)

Ademis, se tienen cinco casos donde el valor de verdad es falso, los cuales
se utilizan para escribir la FNC, que es:

(=PV=QV-R)A(~PV-QVR)N(~PVQV-R)AN(PV-QVR)\N(PVQVR)
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Ejercicios (seccién 1.5)

1. Use las leyes de la l6gica y determine la forma normal que se indica:
(a) FNCde [([PAQ)V (=PVR)]V(QAR)
(b) FNDde (P—-Q)AR
(¢c) FND de —[=(=PA=Q)V ~(Q — R)] A=(R — P)
(d) FND de =(PV-=Q)A(S—T)
() FNCde (PAQ)VIRA(SVT))

2. Use tablas de verdad y determine la forma normal que se indica:

(a) FNDy FNCde (P—Q)AR

(b) FND de [PV =(=QV =S)] V ~(=Q — =5)

(c) FND y FNC de [(QAR)VP] < [(P—Q)— R]

(d) FNDy FNCde (PA-QAR)V[(P— —Q) < (Q < R)]
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1.6 Cuantificadores

Una proposiciéon abierta o predicado serd una proposicién que
depende de una o mas variables; por ejemplo, se utiliza la expresion
P(n) para indicar que la proposicién P depende de la variable n, donde
n es un elemento arbitrario o individuo. A P(n) se le asigna un valor
de verdad para cada escogencia de los valores posibles de la variable n.

El conjunto de individuos (personas, ideas, simbolos y otros) que
afectan al argumento que se estd considerando se llama universo de
discurso o dominio.

Ejemplo 38. Considere la proposicion abierta definida para n, con n
un numero natural:

P(n): 2n+1 es un numero impar

Para n = 2 se tiene que P(2) es verdadera, ya que “5 es un ndmero
impar” es verdadera; como 7 es un numero impar, se tiene que P(3) es
verdadero; como 21 es impar, P(10) también es verdadera. Un andlisis
mas cuidadoso indica que para cualquier n que se tome en el conjunto de
los numeros naturales, el residuo al dividir 2n 4+ 1 por 2 siempre serd 1,
con lo cual siempre serd impar, es decir, la proposicion serd verdadera
stempre. |

Ejemplo 39. Considere la proposicion abierta
P(n): n* —1 es un nimero par

definida para un ndmero natural n. Para n = 2 se tiene que P(2) es
falsa, ya que “22 —1 es un mimero par” es falsa, pues se sabe que 3
es un numero impar; como 32 —1 = 8 es un numero par, se tiene que
P(3) es verdadero; como 6% — 1 = 35 no es par, P(6) es falso; P(7) es
verdadero. Con base en estos valores de verdad, seria posible conjeturar
que la proposicion serd verdadera sin es un numero impar y serd falsa
st n es par. |
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Ejemplo 40. Considere la proposicion abierta
P(a,b,c): a®> +b* =¢?

donde a, b, ¢ son nimeros naturales. Se tiene, por ejemplo, que P(3,4,5)
es verdadera, ya que “3% + 4% = 527 es una identidad, mientras que

P(5,6,12) es falsa, ya que 5° + 62 =25+ 36 = 61 # 144 = 122, [ |

Las frases “para algin z”, “no todos cumplen”, “algiin n cumple
P(n)”, “ningin x cumple Q(x)”, de alguna manera cuantifican la canti-
dad de elementos que satisfacen o no una proposicién abierta. Para ello,
se definen dos tipos de cuantificadores:

e Cuantificador existencial, que se lee “para algun x” o
“existe al menos un x” o “existe un x tal que”. El simbolo
del cuantificador existencial es 3; asi, la frase “existe un x
tal que P(z)” se simboliza 3z P(x).

e Cuantificador universal, que se lee “para todo z” o “para
cada z”. El simbolo del cuantificador universal es V; asi, la
frase “todo x cumple P(z)” se simboliza Vx P(x).

La proposicién cuantificada JzP(z) serd verdadera si, para algin a
en el universo, P(a) es verdadera. La proposicién cuantificada VaP(x)
sera verdadera si P(a) es verdadera para todos los posibles valores de a
en el universo. Por otro lado, es usual utilizar el simbolo # para denotar
a —d, que en ambos caso se lee “no existe”.

En el caso particular de que U = {ay,aq,...,a,}, es decir, de un
universo discreto finito, es posible escribir:

JzP(z) = P(a1)V P(ag)V---V P(ay)
VeP(x) = P(ai)AP(a2) A--- A P(ay)
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Teorema 1. Se satisfacen las siguientes equivalencias:

Pr P(x) = Va[-P()] (1.5)

[Va: P(z)] = 3Jz[-P(z)] (1.6)

Va [P( Qz)] = VaP(z) AVzQ(x) (1.7)
Jz [P(z)VQ(z)] = JzP(x)VIzQ(x) (1.8)

Demostracion. Se probara la identidad (1.5), las otras cinco se dejan
como ejercicio. Para obtener la negacién de 3z P(z), observe que:

fzP(z) = -[FaP(z)]
= =[P(a1)V P(a2) V-V P(ay,)]
= —|P(a1)/\—\P(a2)/\-~/\—\P(an)
= Vz[-P(x)]
Es decir, se ha probado la identidad (1.5). O

Corolario 1. Se satisfacen las siguientes equivalencias:

dx P(x) = -Va[-P(z)] (1.9)
Vo P(r) = Px[-P(x)] (1.10)
Demostracion. Basta negar las equivalencias (1.5) y (1.6). O

Ejemplo 41. Aplicando la equivalencia (1.10), afirmar que “Todos los
hombres son mortales” es quivalente a decir que “No existen hombres no
mortales”. Por otro lado, al aplicar la equivalencia (1.5), afirmar que
“No existe una persona que mida 20 metros” es quivalente a decir que
“Todas las personas no miden 20 metros”. Por iltimo, es claro que decir
que “Todos los perros ladran y tienen cola” es equivalente a afirmar que
“Todos los perros ladran y todos los perros tienen cola”, como asevera
la equivalencia (1.7). [
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Ejemplo 42. Sin es un nimero natural y “P(n) : n? —1 es un nimero

par” es una proposicion abierta, se tiene que JxP(x) es verdadera, pues
P(3) es verdadera; Yz P(x) es falsa, pues P(2) es falsa. [

En el caso de que el universo U sea un conjunto finito, es decir,
U=1A{ay,ag,...,a,} ysetenga Py, P,..., P, proposiciones abiertas, es
posible elaborar la tabla de asignacién de predicados, en la cual la
entrada ¢-j denota el valor de verdad de Pj(a;):

AR ] B || Pa]
P,(a)

Ejemplo 43. Suponga que se tiene un universo de discurso formado
por tres personas: Ana, Bdrbara y Carmen, representadas por A, B y
C respectivamente. La asignacion de los predicados P(x), Q(z), R(x) y
S(x) estd dada en la siguiente tabla.

P(z) | Q(z) | R(z) | S
F
Vv

A Vv
B F
C Vv Vv F

<=

SIEIEIES

Determine el valor de verdad de las cuatro proposiciones: Vx [P(x)],

Vo [R(z)V S(z)], 3z [-S(z) — R(z)], Fz [(Q(z) A S(z)) <« P(x)].
Solucion. A partir de la tabla dada, se tiene:

o Vx [P(z)]=P(A) N P(B) N PC)=VAVAV=V.
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o V& [R(z)V S(z)] = [R(A) V S(A)] A [R(B) v S(B)] A [R(C) V
S(C)] =[FAVAV]=F.

e dx [—|S () — R(x)] es una proposicién verdadera, pues basta ver
que [-S(C) — R(C)] = [F — F]) =V, es decir, Carmen satisface
la proposicion.

e 3z [(Q(z) A S(z)) < P(z)] es verdadera, pues basta ver que
[(Q(C) A S(C) « P(C)] = [(VAV) « V] =V. Es decir,
Carmen cumple la proposicién. [ |

Ejemplo 44. Suponga que se tiene un universo de discurso formado por
cinco gatos: Mini, Black, Soko, Balin y Terron. Solo los tres primeros
son de pura raza; Mini y Soko comen solo atun, mientras que Black y
Balin solo comen pollo. Terrén come pollo y atin, pero no toma leche
y los otros si. Excepto Black, ninguno tiene collar.

1. Por medio de una tabla, presente la asignacion de los predicados
R(z): = es de raza, CA(z): x come atin, CP(x): x come pollo,
TL(x): x toma leche, TC(x): x tiene collar.

2. Valide las proposiciones 3g [CA(g)ATC(g)], Vx [CP(z)VTL(z)],
Vo [CP(z)] VVz [TL(z)], Yz [CA(z) — R(z)].

3. Simbolice y valide la proposicion: “No todos los gatos comen pollo
0, st son de raza, tienen collar”.

Solucion. En primer lugar, la tabla:

R(z) | CA(x) | CP(z) | TL(x) | TC(x)
Mini \Y% \Y% F Vv F
Black A% F \% \Y% \%
Soko A% A% F A% F
Balin F F A% A% F
Terron F \Y% \% F F
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muestra la asignacién de predicados y a partir de ella se tiene que:

e dg [C’A(g) A TC(g)] es falsa, pues no existe ningin gato que coma
atun y tenga collar simultaneamente.

e Vz [CP(z)VTL(z)] es verdadera, pues cada uno de los gatos come
pollo o toma leche.

e Vz [CP(z)] VVz [TL(z)] es falsa, pues la expresién Vo CP(z) es
falsa, ya que Mini no come pollo; la expresion Va T'L(x) es falsa, ya
que Terrén no toma leche. Asi, Vo CP(x)VVz TL(x) = FVF = F.

o Vx [CA(x) — R(x)} es falsa, pues, como involucra el V, para que
sea verdadera se debe cumplir para todo; sin embargo, para Terrén
se tiene que [C'A(Terrén) — R(Terrén)| = [V — F| = F.

Por ultimo, “No todos los gatos comen pollo o, si son de raza, tienen
collar” se simboliza y reescribe como:

vz [CP(z) V (R(z) — TC())]
= dz - [C’P(:U) V —R(z)V TC(»"U))]
= dz [—\C’P(m) A R(z) A ﬁTC(a?))]

que claramente satisfacen Mini o Soko, con lo cual es verdadera. |

Ejemplo 45. Considere la proposicion “Ningin ser humano que sea in-
teligente luchard contra un elefante” y para x un ser humano, considere
las proposiciones abiertas:

P(xz): x esinteligente

Q(x):  x luchard contra un elefante
Ast, esta proposicion se simboliza como —3x [P(az) /\Q(:p)] , y utilizando
la identidad (1.5) se tiene que:

-3z [P(z) A Q(z)]

Vo —[P(z) A Q(z)]
Va [2P(2) V ~Q(z)]
= Vz[P(z) - ~Q(v)]
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De esta manera, la proposicion dada inicialmente se puede enunciar
también como “Todo ser humano que sea inteligente no luchard contra
un elefante” o en un lenguaje mds cotidiano, “Si un ser humano es in-
teligente, no luchard contra un elefante”. Equivalentemente, utilizando
la contrapositiva

Vi [Q(:c) — —|P(:c)]

que se puede leer como “Si un ser humano lucha contra un elefante, no

es inteligente”. |

Ejemplo 46. Simbolice el argumento planteado en el ejercicio 10 de la
seccion 1.4.

Solucion. Se debe trabajar con cada una de las proposiciones que se
dan. En primer lugar, se harda con la proposicion “Ningin gato que
gusta del pescado es indomesticable”’, para ello considere las proposi-
ciones abiertas:

P(x): x gusta del pescado

Q(x): x es domesticable
Asi, esta primera premisa se simboliza como:

-3z [P(z) A ~Q(z)]
y utilizando la identidad (1.5) se tiene que:

Vo [-P(z)VQ(z)] = Va[P(z) — Q(z)]
= Vz [-Q(z) — —P(z)]

Es decir, la primera premisa “Ningun gato que gusta del pescado es
indomesticable” se puede reescribir como “Los gatos que no pueden ser
domesticados no gustan del pescado”. De la misma manera, la segunda
proposicién “Ningun gato sin cola jugard con un gorila’ se puede rees-
cribir como “Los gatos que mo tienen cola mo jugardn con un gorila’.
Repitiendo este andlisis para las otras tres premisas y reordenando las
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cinco en forma andloga a los silogismos, donde la conclusién de una sea
la premisa de la siguiente, se tiene:
Los gatos con ojos grises no pueden ser domesticados.
Los gatos que no pueden ser domesticados no gustan del pescado.
Los gatos que no gustan del pescado no tienen bigotes.
Los gatos que no tienen bigotes no tienen cola.
Los gatos que no tienen cola no jugaran con un gorila.
De donde se obtiene, aplicando el Silogismo hipotético, la conclusion:
los gatos de ojos grises no jugaran con un gorila. |

En el caso de una proposicién abierta de dos variables P(x,y), se
tienen cuatro tipos de proposiciones cuantificadas:

1. Ve Vy P(x,y) significa que cualquier par de elementos del
universo satisface la proposicion.

2. 3z Vy P(x,y) significa que existe un elemento x tal que
para todos los elementos del universo se satisface la propo-
sicién. El x que existe debe servir para todos los .

3. Vx 3y P(x,y) significa que para cada elemento x existe un
elemento y tal que se satisface la proposicion. Conforme se
cambia el x, se puede cambiar y.

4. Jx Jy P(x,y) significa que existe al menos una pareja de
elementos que satisface la proposicién. Esto no excluye que

= G
Es importante resaltar el hecho de que
Vo Jy P(x,y) # yVz P(z,y)

es decir, ambas proposiciones no son légicamente equivalentes. Para
comprobar esto, observe los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 47. Para x, y numeros reales. La proposicion
Vo Jy [z < y]

es verdadera, pues para cada x siempre es posible encontrar un valor de
y de manera que x < y, es decir, para todo numero siempre hay otro
mayor que €l. Por otro lado, la proposicion

Jy Vo [z < y]

es falsa, pues sugiere que existe un numero y que es mayor que todos los
numeros reales, y se sabe que esta afirmacion es falsa. |

Ejemplo 48. Recuerde que, para el caso de los nimeros reales, el ele-
mento neutro en la multiplicacion es el elemento 1, con lo cual

Jy Vo [z-y = x]

es una proposicion verdadera. Por otro lado, el inverso multiplicativo
de cualquier numero real diferente de O también existe, de esta forma

Vo 3y [z -y =1]

es una proposiciones verdadera si v # 0. [ |

Es decir, el elemento neutro para la multiplicacién en los niimeros reales
existe, se conoce como uno, se denota por 1 y funciona para todos, de
manera que al multiplicarlo por cualquier niimero real no lo altera; mien-
tras que el elemento inverso cambia para cada elemento; por ejemplo, el
. SRT . 3 4 . . 3\—1 4
inverso multiplicativo de § es 3 y se simboliza como (1) =
Ejemplo 49. De nuevo, para el caso de los nimeros reales, el nimero
0 es el elemento absorbente de la multiplicacion, ya que 0 - x = 0 para
todo x en R. Con lo cual, la proposicion

JyVrly -z =1yl



90 Capitulo 1. Fundamentos de Iégica

es verdadera. Ademds, la adicion no tiene elemento absorbente, ya que
no existe un elemento unico y que cumpla y + x =y para todo x en R,
con lo cual, la proposicion

Jy Ve [y +2a =y

es falsa. |

Ejemplo 50. Si se considera el conjunto de los nimeros reales como
universo, la proposicion

Vo Jy 22 + 3y = 1]

1-2z

es verdadera, pues al fijar un valor de x, basta tomar y = ~=5* para
calcular
1-2
2x+3y:2$+3< x>:2x—|—1—23::1
con lo cual es claro que se satisface la condicion. |

Debe observarse que el universo escogido es vital para la validez
o invalidez de una proposicién; para esto, observe que en el ejemplo
anterior, con solo tomar como universo el conjunto 7, la proposicion
Vo Jy [2x + 3y = 1] serfa falsa, pues y = % no necesariamente

pertenece a Z.

Ejemplo 51. Demuestre, por contradiccion, la validez de la proposicion

Vo € N[7z +4<40 V Vy e N(z+y #5)]

Solucion. Asuma, razonando por contradiccién, que la negacion de esta
proposicién es verdadera, es decir, se asume la validez de:

Vo € N[7Tx+4 <40 V Vy e N(z+y #5)]
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Al aplicar el teorema 1, se obtiene:

Jz € N-[Tz+4<40 VVyeN(z+y#5)]
= JzeN[7Tz+4>40 A JyeN(z+y=5)]

Es decir, se ha asumido que existe un ntimero natural x que cumple con
las proposiciones 7z +4 > 40 y 3y € N(x +y = 5). De la primera
se obtiene que x > %, y como x es natural, se debe tener que x > 6.
Como y también es natural, se concluye que = + y > 6, es decir, se ha
demostrado que 5 = x +y > 6, con lo cual 5 > 6, que claramente es una
contradicciéon. Por lo tanto, lo que se asumio es falso; entonces, se ha
probado que la proposicion dada es verdadera. |

Ejercicios (seccién 1.6)

1. Simbolice completamente las siguientes proposiciones, utilizando
predicados, términos, conectivas y cuantificadores:

(a) Para todo a y b numeros reales positivos existe un nimero
entero n tal que na es mayor o igual que b.

(b) Existe un numero natural mayor que 5, de manera que su
triple o su cuadrado sea menor que 30 y mayor que 20.

(c) Existen tres nimeros reales de manera que la suma de los dos
primeros es igual a la suma del tercero mas 4.

(d) Para todo nimero real positivo x existe al menos un nimero
natural n diferente de cero, tal que el inverso multiplicativo
de n es menor que x.

(e) Para todo nimero natural a y para todo nimero natural b, a
y b son primos relativos si y sélo si el maximo comun divisor
de a y b es igual a uno.

(f) Todo numero natural n es divisible por 3 si existe un nimero
natural k, de manera que el producto de 3 y k sea n.



92 Capitulo 1. Fundamentos de Iégica

(g) No existe un nimero real que sea mayor que todos los reales.

(h) Si el entero n es divisible por 2 y el entero m es divisible por
3, entonces el producto de m y n es divisible por 6.

(i) Existe un numero real que al elevarlo al cuadrado dé —1.
(j) No existe un nimero racional tal que su cuadrado sea 2.

(k) Entre dos nimeros racionales existe un nimero irracional.

2. Suponga que se tiene un universo de discurso formado por cinco
personas: Juan, Raquel, Pedro, Rosa y Francis. Solamente las
tres primeras son casadas. Pedro y Raquel tienen casa propia,
mientras que Juan, Rosa y Francis alquilan casa. Solo Pedro y
Rosa tienen automdavil propio. Todos, excepto Pedro, estudian en
la universidad.

(a) Presente la tabla de asignacion de los predicados C(x) : x
es casado, CP(z) : x tiene casa propia, AC(z) : x alquila
casa, AP(x) : x tiene automdvil propio, E(x) : x estudia en
la universidad.

(b) Valide las proposiciones

Jz[C(xz) A CP(z) N AP(z)]

ii. Vz[CP(x)V E(z)]

[CP(x VV:U [E(z)]

iv. [C’(:c) — ( P(z) Vv AC(x ))]

i.
iii.

3. Escriba y simplifique la negacién de las siguientes proposiciones:
(a) (Vn € N)[n? —2n+5> 4]
(b) Bz € R)[z > 2 — 2* <5
(c) (Vz € R)(En e N)[n>z V nz <0]

4. Simbolice, escriba y simplifique la negacién de las proposiciones

siguientes:
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(a) Todos los estudiantes de la universidad estudian medicina y

no practican deporte.
(b) Todos los miembros del club tienen més de 30 anos.

(¢) Algunos de los personajes de la novela saben inglés o francés.

5. Para z entero, considere las siguientes proposiciones abiertas:

Plz):2<xz<10
Q(x) : x es nimero impar
R(z) : x es nimero primo
S(z) : 4o — 1 es divisible por 3
T(x) : x se puede escribir como la suma de dos primos
Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
(a) (3z € N) [P(z) AQ(z) A —R(z)]
(b) (3z € N) [P(z) A R(z) A S(z)]
() (Y2 € N) [P(z) — (Qz) V ~R(x))]
(d) (Y € N) [(P(z) A Q(z) A R(x)) — ~S(x)]
(e) (Vz € N) [(P(z) A =Q(z)) — T(z +2)]

6. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

(a
(b
(c

) QyeZ) (Vo €Z) [ =y+1]

) )

)
(d)

)

)

)

(
(Ve € Z)(Fy € Z) [x =y+1]

(Jy e R)(Vz € R) [22 + 3y = 1]
(Vz € R)(Fy € R) [2z + 3y = 1]

(e) (Vz € Z)3y € Z) [2z+ 3y = 1]

(f) (3z € R)(Vy € R) [zy = 0]

(g) (Vz€]0,+[)(FyeR) [0 <y < z]

7. Considere A ={2,3,4,5,6,7} y las proposiciones abiertas

P(z) : x4+ 1 es un nimero primo

Q(x) : 2° -+ es un ndmero impar
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Determine el valor de verdad de las proposiciones:

(a) VzeN[zeA—-z<9 AdzeN|z¢gAAP(2z)]
(b) JzeA[P2z—1)< Q(z+1)]
(¢)  (VzeN)(Jy eN) [33 €A— (Q(x)V Plx+ y))]
8. Simbolice la proposicion “Ningtin conejo que gusta de la poesia

es indomesticable”; ademads, encuentre una equivalencia donde se

utilice el cuantificador V.
9. Demuestre la validez de las siguientes proposiciones:

(a) Ve €N [z <7 V 2? > 40]
(b) Vo € N [4a < 27 — 2% +1 < 38]

10. Para m un ntimero entero, considere las siguientes definiciones:
D1: n es par si y solo si dk € Z tal que n = 2k.
D2: n es impar si y solo si dk € Z tal que n = 2k + 1.
Demuestre las siguientes proposiciones:

(a) n? es par siy solo si n es par.

(b) n? es impar si y solo si n es impar.

(c) Si n es impar, entonces 3n? 4+ Tn + 5 es impar.

(d) n?+3n+2 es par.

(e) Si m+m es par, entonces n? + m? también es par.

11. Es claro que la afirmaciéon “Todo ejemplo es un contraejemplo”
falsa. ;Cuadl seria un contraejemplo de esta afirmacién?

12. Hay una “regla” que dice: toda regla tiene su excepcion. Si esta
regla fuera verdadera, ella misma tendria una excepcién, ;cudl

seria esta excepcion?, jqué se puede concluir?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Obtenga la negacién y simplifique la siguiente proposicién:

(Ve > 0)(30 > 0)[z <6 — f(z) <€

Demuestre, por contradiccion, el siguiente teorema:

(VerR,)(VyEIR)[6x+9y:101—>x§éZ\/y§éZ}

Si p es un ntimero primo, con p > 2, pruebe que 27 4 p® es impar.

Suponga que se tiene una cantidad de puntos y de rectas que sa-
tisfacen los axiomas:

Al: cada par de rectas tiene un punto en comun.

A2: todo punto estd exactamente sobre dos rectas.

A3: hay exactamente cuatro rectas en el sistema.
Obtenga una representacion geométrica de este sistema de puntos
y rectas.

Demuestre la validez de la proposicién:

(Va,beR)ax+by=0] - (z=0 A y=0)

Determine el valor de verdad de la proposicion:
(Va,beR) [az+by=0— (=0 A y=0)]

y compare con el ejercicio anterior.

Si f(z) = 3z — 2, demuestre la validez de la proposicién:

(Ve>0)(30 > 0)[|lz —2| <0 — [f(z) — 4] < €]
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1.7 Inferencias cuantificadas

Para verificar la validez de argumentos con proposiciones cuantifi-
cadas, a continuacién se presentan tres argumentos bdsicos cuya de-
mostracién se omite. Sin embargo, se puede realizar como ejercicio. El

primero es:
Vo [P(z) — Q(z)] AVz [Q(z) — R(z)] = Va [P(z) — R(z)] (1.11)

Por claridad, en ocasiones se recomienda utilizar la notacién vertical,

que en el caso del argumento (1.11) se reescribe como:

1. Vo [P(x) — Q(:c)]
2. Vzx [Q(l’) — R(w)]
Va [P(z) — R(z)]

Como segundo argumento valido se tiene:

Jz [P(z) — Q(z)] AVz [Q(z) — R(z)] = Jz [P(z) — R(z)] (1.12)

es decir,
1. 3z [P(z) - Q(w)]
2. Vz [Q(m) — R(:c)]
Jz [P(z) — R(z)]

Como tercer argumento valido se tiene:
Vz [P(z) — Q(z)] A3z [Q(z) — R(z)] = 3x [P(z) — R(z)] (1.13)

que, de la misma forma, se reescribe como:

1. Vz [P(z) - Q(w)]
2. dz [Q(m) — R(a:)]
3z [P(z) — R(w)]
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En este momento, es importante aclarar que la proposicién
Jz [P(z) — Q(z)] AJz [Q(z) — R(z)] — Jz [P(z) — R(w)]

no es una tautologia, pues el individuo del universo que satisface la
primer proposicién no necesariamente satisface la segunda, por lo que
no se puede garantizar la existencia de un individuo que satisfaga ambas
y asi aplicar modus ponens para obtener la conclusion. Por lo anterior,

al no ser verdadera, no se puede utilizar como un teorema.

Ejemplo 52. Demuestre la validez del siguiente argumento:

1. 3z [P(z) — Q(x)]
2. 3z [R(z) A S ]

» 3z [P(z) — —|R(:C)]

Solucion. Utilizando los teoremas y las reglas de inferencia ya estudia-
das, se tiene:

1. 3z [P(z) - Q)] Premisa

2. Pz [R(z) A S(2)] Premisa

3. Vz [Q(z) — S(z)] Premisa

4. Vz [=(R(z) AS(z))] Teorema 1(pag. 83) a 2
5. Vz [~R(z)V-S(z)] De Morgan a 4.

6. Vz [S(z) = -R(z)] IDab.

7. Jz [P(z) — S(2)] (1.12) a 1.y 3.

8. Jz [P(z) —» -R(z)] (1.13)a6.y7.

como se queria probar. |
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Ejercicios (seccién 1.7)

1. Demuestre la validez de los siguientes argumentos:

L. M[(@ =S ()]
(a) 2. [ (r) — Q= )]
3. [ (z )—>—\S( )]

Va [P(z) — ~R()]

L Va [-Q(z) — —P()]
2. Vo [Q(x) — () A5 )

3. fz [-P(x) )]
& Vo S(x)
1. #x [P(z) A R(z)]
» S [Q(a) A —R(x)]
3. Vz [S(z) — P(z)]
. Vo [S(ac) — —Q(m)]
1. 3z [P(z) AQ(z)]
(@) 2. Fz [R(z) A Q)]
3. Vz [(P(z) A—R(z)) — T(z)]

2. Para x, y, z variables reales, I', G proposiciones abiertas en una
variable y H, I proposiciones abiertas en dos variables, compruebe
la validez de las siguientes equivalencias:

(a) =3z Vy [:czy V a:—y:2] =Vx dy [a;<y A x—y;«éQ]
(b) 3z H(z,2)— (G(8)— F(3)) = ~G(8) V F(3) VVz[~H(z,2)]
(¢) Vz[3y H(z,y)— Vz I(z,2)] =V [I2-I(z, 2) = Vy—H(z,y)]
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1.8 Métodos de demostracion

“S1 no cambias de direccion,

llegards exactamente donde querias llegar”.

Proverbio chino

A lo largo del texto se utilizan varios tipos de demostraciones for-
males y en esta seccién se describen los principales métodos de demos-
tracion que, en general, serviran para verificar si una proposicién logica
es verdadera y, con ello, determinar la validez de un argumento. Estos
métodos no se inscriben solamente dentro de los temas aqui tratados;
por el contrario, son de gran utilidad en campos como la geometria, el
analisis y la probabilidad, entre otros. Ademaés de esta breve descripcion,
se profundiza sobre algunos aspectos didacticos acerca de la ensenanza
de la demostracién y sobre la demostracion de implicaciones, con espe-
cial interés en tres de los métodos. Para el desarrollo de esta seccion, se

cont6 con la valiosa colaboracion del M.Sc. Geovanny Sanabria Brenes?.

Las demostraciones, consideradas problemas de conclusién conocida,
engendran en el estudiante una nueva concepciéon de mateméatica muy
distinta a la presente en secundaria. En ésta se introducen conceptos des-
conocidos en su mayoria: axiomas, teoremas, definiciones. . .; ademas, se
introduce la préactica de habilidades: conjeturar, realizar un contraejem-
plo, inducir, deducir, justificar y generalizar.

Durante el primer afio de estudio en carreras afines a la de matema-
tica, usualmente se estudia la ensenanza de la demostracién, en donde
se quiere ver a la matematica, en su esencia y estructura, como una
disciplina que se encarga de formular, estructurar y sintetizar mode-
los generales con los cuales se pueden simular, representar y luego re-
solver diversos problemas. El éxito que tenga el estudiante es, sin duda,
proporcional al aprendizaje y desarrollo de estas habilidades. Por lo

2Profesor de la Escuela de Matematica del Instituto Tecnolégico de Costa Rica.
Correo electrénico: gsanabria@itcr.ac.cr
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tanto, es importante educar a los estudiantes en la forma de articular
sus pensamientos para resolver un problema de conclusién conocida, y
una forma de lograrlo es mediante una comprensién adecuada de los
métodos de demostracion.

1. Demostraciéon por tablas de verdad
Se obtiene una tabla de verdad para todos los casos posibles de
asignaciéon de valores de verdad para las proposiciones atémicas
involucradas. La proposicién compuesta dada sera verdadera si en
la tabla se observa que es una tautologia, es decir, a la proposicién
se le asigna un valor verdadero en todos los casos.

2. Demostracién de proposiciones =P
Se debe probar que P es falsa.

3. Demostracion de proposiciones PV Q
Se puede hacer demostrando que una de las dos proposiciones P
o () es verdadera.

4. Demostracién de proposiciones P A QQ
Se debe probar, en forma independiente, que tanto P como () son
verdaderas. Es bésicamente la regla de inferencia conocida como
adjuncion (véase pagina 64).

5. Demostracién de proposiciones H = C
Esto equivale a probar, como ya se ha mencionado, que H — C' es
una tautologia. La mayoria de los teoremas en las distintas teorias
matematicas es de este tipo; por ejemplo, en el algebra usual de los
niimeros reales se tiene que “si a # 0, entonces a” = 17, y en ge-
ometria, “si un tridngulo es equilétero y [ es la longitud de su lado,
124/35
4

y, por lo tanto, son teoremas. Usualmente, los métodos de de-

entonces su area es son resultados que siempre se cumplen

mostracién de implicaciones se estudian por medio de la ensenanza
de teoria de conjuntos con proposiciones como “Si A C B, entonces
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ANB = A", o de la teorfa de ntimeros con teoremas como “Si p es
primo, entonces 2P~! (2P — 1) es un nimero perfecto”. Aunque los
dos resultados anteriores son del tipo condicional, es importante
aclarar que algunas, como la igualdad (a + b)? = a® + 2ab + V?,
es verdadera si a y b son numeros reales, pero sera falsa si, por
ejemplo, a y b son matrices. Asi, la proposicién anterior serd ver-
dadera para algunos objetos matematicos, y sobre ellos se tienen
axiomas, definiciones y otros resultados que pasardn a formar parte
de las hipdtesis aunque no se escriban explicitamente. Se denomi-
na a H como la hipdtesis (proposicién cuyo valor de verdad se
asume) y a C' la conclusién (proposicién cuyo valor de verdad se
desea averiguar). En un proceso de demostraciéon de H = C se
utilizan, ademas de H, otras “hipdtesis” que no son mencionadas,
éstas pueden ser axiomas o teoremas, incluso férmulas vélidas o no-
ciones comunes (véase pagina 30). Se tienen los siguientes métodos
de demostracién de implicaciones:

(a) Prueba directa
En este método se parte de que H es verdadera, y por medio
de las reglas de inferencias, leyes de la logica, axiomas, defini-
ciones, y probablemente otros resultados o teoremas ya proba-
dos, se deduce que C' es verdadero. Un modelo para éste es:

Hipdétesis: H
Hay que mostrar (hgm): C
Se supone H verdadero

1) H es verdadero (hip6tesis)

2) = () es verdadero (Justificacién)

n) = (), es verdadero (Justificacion)
n+1) = C es verdadero (Justificacion)

Es conveniente justificar cada deduccion, indicando entre pa-
réntesis, las reglas, axiomas o teoremas en que se baso.
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(b)

(d)
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Prueba indirecta

Se prueba la contrapositiva (véase pagina 58), es decir, se
prueba la proposicién -C' = —H que, como se sabe, es 16gi-
camente equivalente a H = C.

Prueba por contradiccién

Si se quiere probar la proposicién C, se asume que es falsa (o
equivalentemente —C' es verdadera) y si se logra probar que se
contradice con alguna de las premisas, leyes u otros teoremas
ya probados, se concluye que C' no puede ser falsa y, por el
principio del Tercero Excluido (véase pagina 44), C debe ser
verdadera. Este método sigue el modelo:

Hipdtesis: H (se asume verdadera pero no se usa)
Hay que mostrar (hgm):C
Suponga por contradiccion =C' es verdadero
Utilizando axiomas, definiciones o teoremas, se obtienen
las siguientes deducciones:
—C' es verdadero
= I es verdadero

= I,, es verdadero

= —H es verdadero
Pero H se asume verdadero, por lo que se llega a
una contradiccién (=<). Por lo tanto, lo supuesto (=C)
es falso, es decir, C' es verdadero.

Prueba por reduccion al absurdo

En éste se usa la hipdtesis y la negacion de la conclusion
para obtener un absurdo, es decir, una proposiciéon que es
falsa. Cuando se realiza una prueba utilizando reduccion al
absurdo, se suele seguir el siguiente modelo:
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(f)

Hipétesis: H (se asume verdadera y se usa)
Hay que mostrar (hgm): C
Suponga por contradiccién —C' es verdadero
Entonces =C' A H es verdadero (adjuncién de la hip6tesis)
Utilizando axiomas, definiciones o teoremas, se obtienen
las siguientes deducciones:
—-C' A H es verdadero
= I, es verdadero
= I es verdadero

= I,, es verdadero
= Fy es verdadero (pero Fj es falsa)
(=<).
Note que el supuesto =C' lleva a un absurdo
Por lo tanto, lo supuesto —C' es falso, asi: C es verdadero.

Este método se suele confundir con el de contradicciéon. La
diferencia es que en éste ultimo se utilizan la hipétesis y la
negacién de la conclusién para llegar a un absurdo.

Prueba vacia
Se prueba estableciendo que el valor de verdad de H siempre
es falso.

Prueba trivial
Se prueba estableciendo que el valor de verdad de C' siempre
es verdadero.

6. Demostracién de proposiciones P = (Q = R)

Se puede utilizar la Ley de Exportacién (véase pagina 58), y se

puede probar que la proposiciéon (P A Q) = R es verdadera, es

decir, a partir de las premisas P y @) se prueba la validez de R.

7. Demostraciéon de proposiciones P < Q

Esto equivale a probar, como ya se ha mencionado, que P < @

es una tautologia. En este caso se debe probar P = @, y ademas
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10.

11.
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se debe probar @) = P. Muchos de los resultados en matematicas
son de este tipo; por ejemplo, el conocido Teorema de Pitdgoras
afirma que “En un tridngulo rectangulo se cumple que la suma del
cuadrado de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa”,
pero ademads afirma que “si a, b y ¢ son las medidas de los lados
de un tridngulo y se cumple que a? +b? = ¢?, entonces el tridngulo
es rectangulo”.

. Demostracién de proposiciones 3z [P(x)]

Basta determinar un valor o elemento x del universo relativo para
el cual P(z) es cierta.

. Demostracion de proposiciones Va [P(x)]

Se debe tomar un x arbitrario en el universo, sin asignarle un valor
especifico, y probar que este satisface la proposicién P(zx).

Demostracién de proposiciones Vn € N [P(n)]
En este caso, se puede recurrir al método de Inducciéon matemaética
dado en la seccién 5.2.

Contraejemplos. Un ejemplo donde se muestra que la propo-
sicién no es verdadera, es decir, que es falsa, se conoce como un
contraejemplo de la proposicién.

Ahora se presentan algunos ejemplos en donde se utilizan tres de los

métodos expuestos para la demostracién de implicaciones légicas.

Ejemplo 53. Sea A un conjunto de numeros reales que cumple las

siguientes proposiciones (axiomas):

Axioma l. 3 € A
Azioma 2. z€A=3z+1cA
Azioma 3. z€ANyeA=(x+y €A

Demuestre los siguientes teoremas utilizando el método directo.
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Teorema 1. Si 7 € A, entonces 25 € A.

Demostracion. Hipotesis: 7€ A

hgm: 25 € A

1. 7 € A (Premisa)

2. =3-7T+1=22¢ A (Axioma 2)

3. =22€¢AAN3cA (Adjuncién de axioma 1)

4. =25¢cA (Axioma 3) O

Teorema 2. Si 2 € A, entonces 27 € A.

Demostracion. Hipdtesis: 2 € A

hgqm: 27 € A

1 2¢€ A (Premisa)

2. =3-241=7€A (Axioma 2)

3. =254 (Teorema 1)

4. =25 AN2cA (Adjuncién de 1.)

5., =2Te€ A (Axioma 3) O

Con ello se han probado los dos teoremas propuestos. Note como para
la demostracion del teorema 2 se utilizo el teorema 1. |

Ejemplo 54. Sea A un conjunto de numeros reales que cumple las
siguientes proposiciones (axiomas):

Axioma 1. 5 e A
Azioma 2. z€ANyeA= (z+y €A

Utilice el método de contradiccion para demostrar las proposiciones:

Teorema 1. Si 13 ¢ A, entonces 4 ¢ A.
Demostracion. Hipétesis: 13 ¢ A
hgm: 4 ¢ A

1. 4c A

2. =>4€AN4deA (Idempotencia)
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3. 4+4=8¢c A (Axioma 2)
4. =8c¢ANbBeA (Adjuncién del axioma 1)
5. =>13€ A (Axioma 2)
(=<) Contradice la hipétesis
Por lo tanto, lo supuesto es falso, es decir:
L 4¢A O

Teorema 2. Si (3xz —6) ¢ A, entonces (x ¢ A V —11 ¢ A).
Demostracion. Hipétesis: (3z —6) ¢ A

hgm: (x¢ A Vv —11¢ A)
Suponga por contradiccién que: z € A N —11 € A

1 reAN—-11c A

2. =>2reAN-11€A (Axioma 2)

3. =>3reAN-11€A (Axioma 2:aly 2)

4. = Bzx—-11)e A (Axioma 2)

5. = Brx—-11)e AANbeA  (Adjuncién del axioma 1)
6. = Bx—6)c A (Axioma 2)

(=<«) Contradice la hip6tesis

Por lo tanto, lo supuesto es falso, es decir:
¢ AV —11¢ A O

Ast, se probaron los dos teoremas, que son independientes entre si, pues
para la prueba de cada uno no se utiliza el resultado del otro. |

En el siguiente ejemplo se dardn algunos axiomas y con el método de
reduccion al absurdo se demostraran dos teoremas que, de nuevo, seran
independientes entre si.

Ejemplo 55. Sea B un conjunto de numeros reales que cumple las
siguientes proposiciones (axiomas):

Axioma 1. 3 € B

Arioma 2. v€ B NyeB=xyeB

Azioma 3. 6 ¢ B
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Pruebe los siguientes dos teoremas utilizando la reduccion al absurdo.

Teorema 1. Si 3 € B, entonces % ¢ B.

Demostracion. Hipotesis: g €B

hgm: 2 ¢ B

Suponga por contradiccion que: % eB
1 ieB

2. =1€B A 3eB (Adjuncién de la hipétesis)
3. =4-2€B (Axioma 2)
4. =2€B (
5 (
6

U Ot

Simplificacién en 3)

=2€B A 3€B (Adjuncién del axioma 1)

=6¢B (Axioma 2)
(=<«) (Absurdo: contradice el axioma 3)
Por lo tanto, lo supuesto es falso, es decir, % ¢ B. ]

Teorema 2. Si % € B, entonces V2 z ¢ B.
Demostracion. Hipotesis: % €B

hqgm: V2 ¢ B

Suponga por contradiccién que: v2 z € B

L. V2z€B
2. =+V2z€B A 1eB (Adjuncién de la hipétesis)
3. =V2z-1eB (Axioma 2)
4. =+2¢B (Simplificacién en 3)
5 =+V2-V2¢€B (Axioma 2)
6. =2¢8B (propiedad de radicales a 5)
7. =2e€B AN3€eB (Adjuncién del axioma 1)
8. =6¢B (Axioma 2)
(=<) (Absurdo: contradice el axioma 3)
Por lo tanto, lo supuesto es falso, es decir, 2 = ¢ B. ]

Con ello se han probado los dos teoremas con el método de reduccion al
absurdo. Note cémo ellos son independientes entre si. |
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Ejercicios (seccién 1.8)

Sea A un conjunto de numeros reales que cumple las proposiciones:

Axiomal: 5€ A

Axioma ll: ze€A=3x+2€c A
AxiomaIll: z€AANyeA=(z+y) €A
Axioma IV: 7¢ A

Demuestre los siguientes teoremas utilizando el método indicado.
1.3€¢ A= 16€ A. (Directo)
2.4 A=23c A, (Directo)
3.11e A= (28€¢ A v 31¢ A). (Directo)
4. 3¢ AN11eA=51c A (Directo)
5 teANyecA= Bx+2y+17) € A.  (Directo)
6. e ANycA= (Tx+3y+16) € A.  (Directo)
7.11¢ A=3¢ A.  (Contradiccién)
8.20¢ A= (4¢ AV 12€ A). (Contradiccién)
9. By+z2+7)¢ A= <y ¢ AV g ¢ A). (Contradiccion)
10. By¢ AN (24+10)¢A)=(y¢ AN z¢ A). (Contradiccion)
11. 3¢ A=1¢ A.  (Reduccién al absurdo)
12. 21€e A= —31¢ A. (Reduccién al absurdo)
13.ze6ANyeA=(-3-3v—y)¢ A (Reduccién al absurdo)
14.2¢ A
15. (3z € A) (2® — 172+ 70 = 0)
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Como disciplina matemdtica, la teoria de conjuntos se origina con
los trabajos de Georg Cantor (1845-1918) y George Boole (1815-1864).
Los estudios de Cantor se centran sobre todo en conjuntos infinitos y
numeros transfinitos. Boole, por su parte, se centra en el estudio al-
gebraico y l6gico, enfoque que se sigue en este libro. Ademds, en este
capitulo se hace un desarrollo azxiomdtico de la teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel. Como es usual en cada teoria matemdtica, como se
menciond en el capitulo anterior, este desarrollo se hard a partir de
algunas definiciones y azxiomas mediante los cuales se pueden probar
algunos resultados mds generales.

Para profundizar en el tema tratado en este capitulo, es recomendable
consultar las referencias bibliogrdficas [2], [7], [15], [19] y [20].

2.1 Definiciones y operaciones

Para iniciar esta seccién, se considera la palabra conjunto como un
término primitivo; intuitivamente, un conjunto serd una colecciéon de
objetos, los cuales se llamaran elementos. Por ejemplo, si se toma en
consideracion el conjunto formado por las letras del abecedario, estas
ultimas seran los elementos del conjunto. Se representa con los simbolos
@ o { } al conjunto vacio, que no posee elementos.

Ademas, se utiliza el simbolo € para determinar la relaciéon de
pertenencia de un elemento en un conjunto. Asi, la proposicién a € A
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se lee “a pertenece al conjunto A”. La negacién de la proposicion a € A,

¢

es decir, —(a € A), se representa por a ¢ A y se lee “a no pertenece al

conjunto A”.

Consecuente con lo estudiado en la seccién 1.6, se puede decir que la
proposiciéon Az [z € @], o su equivalencia Va [z ¢ @], son proposiciones
verdaderas; asimismo, las proposiciones 5 € {3,5,6} y 5 ¢ {3,7} son
verdaderas.

Usualmente, se representa a los conjuntos con letras mayusculas; por
ejemplo, A, B, C, D, ...,y a los elementos de los conjuntos, con letras
minusculas: a, b, ¢, d, ...

Por otro lado, dado un conjunto universo U, la forma usual de re-
presentar el conjunto A de los elementos del universo que satisfacen la
proposicién abierta P(x) es:

A={z /| ze€lU N P(z)}
={zeUd | Px)}

En el caso de que el conjunto universo esté claramente definido, se puede
escribir de lamanera A = {z / P(z)}. Esta forma se llama representa-
cién por comprension o por abstraccion; sin mostrar los elementos, se
especifica la naturaleza de ellos y la condicién que deben cumplir para es-
tar en el conjunto. Por el contrario, en la representacion por extension
se escriben todos los elementos del conjunto. Es importante referirse
aqui a Bertrand Russell (1872-1970), filésofo y matematico inglés, Pre-
mio Nobel de Literatura de 1950, quien en 1901 apuntoé el peligro que se
corre al no especificar el conjunto universo claramente, planteando asi
la conocida paradoja de Russell (véase pagina 120 o consulte [12], [17],
21], [31)).

Por dltimo, y antes de presentar algunos ejemplos, se asumira el
conocimiento de algunos conjuntos numéricos basicos, como son N y 7Z,
entre otros. Si desea efectuar un breve repaso y asi lograr una mayor
comprensién de este tema, es recomendable leer primero la seccién 2.2.
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Ejemplo 1. Determine el conjunto B = {:c €7 | 422 - 1= 0}.

Solucion. Dado que la ecuacién 422 — 1 = 0 tiene como soluciones
solamente los valores x = f% y = %, que no pertenecen a 7, se tiene
que la ecuacién no posee solucion en el conjunto de los niimeros enteros,
con lo cual se concluye que B = &. |

Ejemplo 2. El conjunto {x / = € N A 2x+ 1 = T} representa, por
comprension, el conjunto de todos los numeros naturales que satisfacen
la ecuacion lineal 2x +1 =7 y se puede reescribir también como

{reN / 2¢4+1=T7}

Al resolver la ecuacion, se tiene que este conjunto, expresado por ex-
tension, es el conjunto unitario {3}. [ |

Ejemplo 3. Calcule el conjunto C' = {m €Z | 2°—4=0A2x< 1}.

Solucion. Los elementos de C' son las soluciones enteras de la ecuacién
x?2—4 =0, es decir, z = 2y x = —2, pero que satisfagan simultdneamente

la condicién x < 1, con lo cual se obtiene que C' = {—2}. |
Ejemplo 4. Determine el conjunto B = {:1; ER / 2°+1= O}.

Solucién. B = @, pues la ecuacién 22 + 1 = 0 no tiene solucién en el
conjunto de los ntmeros reales. |

Se dice que A es subconjunto de B, A estid contenido en B 6
A estd incluido en B, y se denota por A C B si y solo si todo
elemento de A también es elemento de B, es decir:

ACB <« (Vz)[r € A— x € B]
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Ejemplo 5. Las proposiciones
{423} €1{2,3,4},  {a} S{a,b}, NCZ  ©C{35}
son verdaderas, mientras que las proposiciones

{2,4,6} {42}, RcQ, {ogrc{}

son falsas. |

Se dice que A es igual a B si todos los elementos de A estdan en B
y todos los elementos de B estdn en A, es decir:

A=B<=[ACB AN BCA]

Ejemplo 6. Las siguientes igualdades

{17371}:{37173}7 Q=R-IL, {1,@}2{{ }71}

son proposiciones verdaderas, mientras que las proposiciones

{1,3,4} = {3,4}, Q =17, {2,3} ={2,4}

son falsas. [ |

Se dice que A es subconjunto propio de B y se denota por
ACBsiysolosiACBy A#B.

Ejemplo 7. Las siguientes inclusiones
{2,4} € {2,3,4}, N C Z, o C {o}
son proposiciones verdaderas, mientras que las proposiciones
{1,3,4} C {3,4}, QCQ, {1,3} C {3,1}

son falsas. |
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En teoria de conjuntos, como en cualquier rama de las matematicas,
la notacion es importante, y poder determinar el grado de verdad de
algunas proposiciones depende de que se entienda lo que se escribe. Los
siguientes ejemplos muestran, con base en conjuntos sencillos, el valor
de verdad de algunas proposiciones asociadas con ellos que involucran
los conceptos de inclusion de conjuntos y de pertenencia de elementos.

Ejemplo 8. S5i A = {1,3,{2}} y B = {1,{3},5}, es posible afirmar
que las proposiciones

3€A, {3ycA4, {3teB, {{3}}<B, {1,5}CB, @CB
son verdaderas, mientras que las proposiciones
5¢4, 1CB, {13.5)CB, {2}CA {L2)CA, {2}cC{2}

son falsas. |

Ejemplo 9. Considere el conjunto A = {1,2,{1,2},3}, donde clara-
mente se observa que posee cuatro elementos. Algunas proposiciones,
con su respectivo valor de verdad, son:

2¢€A

{3teAd =
{3}CA =
{1,2} e A =
{3,2} CA =
{{1,2}} cA =
{3,2,{1,2}} c4 =
geA =
JCAN3ZEA =

<A< < < < HL



116 Capitulo 2. Teoria de conjuntos

Ejemplo 10. Para cualquier conjunto A, la proposicion @ C A siempre

es verdadera.

Solucion. Para comprobar esto, es posible razonar por contradiccién,
es decir, si fuera falsa se tendria que @ ¢ A seria verdadera y no se
cumple la definicion de la inclusion. Por lo tanto, existiria un elemento
x que cumplirfa x € @ y que al mismo tiempo = ¢ A, lo cual es una
clara contradiccién, pues @ no tiene elementos; de esta manera, se ha
concluido que la proposicion @ C A no puede ser falsa, por lo que debe
ser verdadera. [ ]

A partir de dos conjuntos, A y B, se definen los conjuntos:
e unién, como AUB={z / € AVzxe B}
e interseccién, como ANB={z /| € ANz € B}
e diferencia, como A—B={x / v € ANz ¢ B}

o diferencia simétrica, como AAB=(A—-B)U(B—-A)

Ejemplo 11. St A = {a,b,c,e}, B = {b,c,d} y C = {a,c,e, f} es
posible calcular los conjuntos:
AUB = {a,b,c,d,e}
ANB = {b,c}
A—-B = {a,e}
B-A = {d}
C—-B = {ae,f}
AANB = {a,e}U{d} ={a,d, e}
(ANB)U(A—-B) = {b,c}U{a,e} ={a,b,c,e}
(AuC)—(BNnC) = {a,bcie, f} —{c}={a,b,e, f}
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Si se tiene un conjunto A y otro conjunto U tal que A C U, se
define el complemento de A con respecto a U como:

A=U-A

Al conjunto U se le llama universo relativo y en ocasiones A se
denota como C%.

Ejemplo 12. Si U ={1,2,3,4,5}, A={2,5} y B ={1,5}, entonces:

A = {1,3,4}
AUB = {1,2,5} ={3,4}
B—A = {1}=1{2,3,4,5}

Ejemplo 13. Si U = {0,2,4,6,8,9}, A = {0,2,8}, B = {2,8,9} y
C ={0,4,8,9}, calcule ANB — (AAC).

Solucion.
ANB—-(AACQ)

— 10,2,87N{2,8,9} — ({0,2,8} A {0,4,8,9})

{28} - ({2ru{4.9})
— {0,4,6,9} — {2,4,9} = {0,6}

Se dice que dos conjuntos A y B son disjuntos si no tienen ele-
mentos en comun, es decir, si AN B = @.

Ejemplo 14. Los conjuntos T y Q son conjuntos disjuntos, pues mno
existe un numero real que sea racional e irracional simultaneamente. W
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Ejemplo 15. Es claro que el conjunto de los niumeros pares y el con-
junto de los numeros impares son disjuntos. Si, por otro lado, se con-
sidera el conjunto de los pares y el conjunto de los multiplos de 5, es
claro que no serdn disjuntos, pues, por ejemplo, el nimero 10 pertenece
a ambos conjuntos. [ |

Ejemplo 16. Los dos conjuntos A— B y B — A son conjuntos dis-
juntos, pues claramente los elementos de A — B estdn en A y no estdn
en B, y los elementos de B — A estdn en B pero no en A, con lo cual
se cumple que ANB = &. [ |

Para el conjunto A, se define el conjunto potencia o conjunto
de partes de A, que se denota P(A), como el conjunto formado
por todos los subconjuntos de A, es decir:

P(A)={S / SCA}

En ocasiones, el conjunto P(A) se denota 24 (véase pagina 145).

Ejemplo 17. Para el conjunto A = {1,2}, calcule P(A).

Solucion. Se debe calcular el conjunto formado por todos los subcon-
juntos de A, en este caso se tiene:

P(A) - {Qv {1}a {2}"4}

Note que son 4 elementos que corresponden a 22. |

Ejemplo 18. Para el conjunto B ={1,2,3}, calcule P(B).

Solucion. Andlogamente, el conjunto de los subconjuntos de B es

P(B) = {2, {1}, {2}, {3}, {1,2}.{1,3}.{2,3}, B}

Note que son 8 elementos que corresponden a 23. |
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Ejemplo 19. Considere los conjuntos A = {1,2} y B = {1,2,3}.
Calcule P(B—A) y P(B)— P(A).

Solucion. Para P(B — A) se realiza primero la diferencia de conjuntos;
asi, es claro que:

P(B - A) = P({3}) = {2, {3}}

Ademis, considerando los calculos efectuados en los dos ejemplos prece-
dentes, se tiene que

P(B) — P(A) = {{3},{1,2},{1,3},{2,3}, B}

Para los conjuntos A y B, se define el producto cartesiano de A
y B como el conjunto

AxB={(a,b) /| a€ AN be B}

A los elementos de este conjunto producto, cuya forma es (a, b), se les
llama pares ordenados, donde a es la primera entrada y b la segunda.
Claro que este concepto se puede extender a tripletas ordenadas (a, b, ¢)
y en general a n-tuplas (z1, 22, ..., 2, ), Utiles para representar vectores
en el espacio o clasificar individuos en andlisis de datos, entre muchas

otras aplicaciones.

Ejemplo 20. Si A ={1,2}, B ={a,b} y C = {5}, entonces C x A =
{(5,1),(5,2)}; ademds, A x B ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)}. [ |

Ejemplo 21. Si U ={1,2,3}, A={1,3} y B ={2}, calcule A x B—
(A x B).
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Solucion. Para el universo de conjunto producto se considera U x U:

AxB—(AxB)

{(1,2),(3,2)} — ({2} x {1,3})

= {(1,1),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,3)}
- {(2,1),(2,3)}

= {(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3)}

|
Ejemplo 22. Si B = {2}, calcule P(B) x P(B) y P(B x B).
Solucion. Es claro que P(B) = {@,{2}}, por lo que
P(B) x P(B) = {(2,9),(2,{2}), {2}, 92), ({2}, {2})}
Ademds, como B x B = {(2,2)}, se obtiene:
P(B x B)={2,{(2,2)}}
[ |

Paradoja de Bertrand Russell. Para comprender esta paradoja, se
consideraran algunos conjuntos y se analizard si ellos son o no subcon-
juntos de ellos mismos. Sea A el conjunto formado por los archivos, A se
puede considerar como un nuevo archivo, y en este caso se cumple que
A € A; por supuesto, también se cumple A C A. De la misma forma, se
debe considerar el conjunto C' formado por todos los conjuntos, C' seria
un nuevo conjunto y, por lo tanto, se perteneceria a si mismo, es decir,
C € C, pues C es un conjunto. Sin embargo, el conjunto S que contiene
una silla no es una silla, de donde lo verdadero seria S ¢ S.

De lo anterior se observa que es posible distinguir solo dos tipos de
conjuntos, los que se pertenecen a si mismos y los que no se pertenecen
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a s{ mismos. Considere el conjunto M formado por todos los conjuntos
X que no se pertenecen a si mismos, es decir:

M={X/ X¢X}
Como M es un nuevo conjunto, necesariamente se debe cumplir que

MeM o M¢M.

Se analizan ambas proposiciones:

e Si M € M, satisface la condicién de estar en M, es decir, M ¢ M.

e Si M ¢ M, se cumple que M no satisface la condicién de estar en
M, es decir, M € M.

Este anélisis dice que en ambos casos se satisfacen las proposiciones
M e M y M ¢ M simultineamente, y esto es, utilizando la ley de
los inversos, claramente una contradiccién. Es decir, se ha encontrado
un conjunto M que no satisface alguna de las proposiciones M € M o
Mg M. Esta se conoce como la paradoja de Russell.

Por supuesto, como se mencioné anteriormente, esta paradoja se evita
definiendo el conjunto universo apropiadamente.

Ejercicios (seccién 2.1)

1. Si A=/{a,b,c}, B={c,d,e}y C={c,e,f, g}, calcule:
(a) Ax (B-0C)
(b) P(A—B)
(¢c) (AAC)NB

2. 8i U ={a,b,c,d,e, f}, A={a,b,e}, B={c,e,f}y C={b,e, f},
calcule [(A—B) U C] n (BAC)U{d}.

3. SiA={9,2,{2}} y B={1,{2}}, determine los conjuntos B x A,
ANB, P(A) y B—A.
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St A={{2},1,{2},{3}} v B = {3,{2}}, calcule

(a) (ANB)—(AAB)
(b) (A= B)x(B-A4)
(¢) P(A— B)

.Si A = {a,b}, B = {b,c,d} y C = {a,d}, donde el conjunto

universo es U = {a,b,c,d, e, f}, calcule:
(a) (AUC)A B
(b) P(ANB)
(c) (CxB)—(AxC)

. Seald ={1,2,...,8,9} el universo, A = {3,4,5} y B ={3,5,8,9}.

Calcule los conjuntos:

(a) P(ANB)

(b B—A

(¢c) (AA B) x (AUB)
Si A= {avbvg}a B = {b7d767g} y ¢ = {a,b,d,f,g}, con U =
{a,b,c,d,e, f,g} como el conjunto universo, calcule:

(a) (AAC)NB-A

(b) P(C—-B)x(ANB)

. Si A ={a}, calcule P(P(A)) y P(A) x P(A).

. Dé un ejemplo de cuatro conjuntos A, B, C'y D, tales que A € B,

BeC,CeDyAeD.

Sean A = {2,3,4}, B={1,3,4} y C = {1,2,4}, con el conjunto
U=1{0,1,2,3,4,5} como universo. Calcule:

(a) C — (AL B)
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(b) P(A) - P(B)

(¢) (ANC) x (BUQ)

11. SiA={1,2}, B={3,5,7},C ={2,4,5,6} y D ={2,5,6}, con
U=1{1,2,3,4,5,6,7} como el conjunto universo, calcule:
(a) (AAB)-BND
(b) P(B - D) x P(B—C)
12. Sean P y () dos proposiciones abiertas definidas por:
P(z) : x es multiplo de 2
Q(z) : z es multiplo de 3
Siu ={1,2,3,...,10}, calcule:
A = {zeU / Px)vQ()}
B = {zecU / Plx)AQ(x)}
C = {vel | Pl)VvQ@)}

13. Si A ={1,2,3}, B={o} y C = {{1},{2,3},{2}}, determine el

valor de verdad de las siguientes proposiciones:
(a) Iz [z € C — x C Al

(b) Vx [z € A — {z} € C].

(c) “Vz [z € B— x=0].

14. SiA={3n—-2 /) neZ}yB={3m+4 / m € Z}, determine
si la expresion A = B es verdadera o no.

15. Si es posible, determine un conjunto S, no vacio, que satisfaga la
proposicion Vz (x € S — x C 5).

16. Si A = {1,2,3,4}, B = {2,3,5,6} y C = {1,2,7,8}, con el con-
junto U ={1,2,...,7,8} como universo:

(a) Calcule P (ANC).
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(b) Calcule (A— B) x {e, f}.

(¢) Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
i. BreB)x?-1€C).
ii. (Vz)[r€e A— (x+1) € B].

17. Para cada una de las siguientes parejas de conjuntos A y B, calcule
los conjuntos AUB, ANB,A—B,B—Ay AAB:

(a) A=[-1,4], B=1[0,2]
(b) A=[1,5], B=0,3]
() A=]-00,2], B=][1,3]
(d) A=[3,400[, B=]1,5]

18. Para cada uno, represente en un sistema cartesiano el conjunto
A x B:
(a) A={-1,0,1}, B=1{2,3}
(b) A=[-1,3), B=[L2|
(¢c) A={-1,3}, B=11,2]
(d) A=[-1,3[, B={1,2}
(e) A=R, B={2}
(f) A=[1,400[, B=]-00,3
19. Considere los conjuntos A = [-1,1], B = [-2,2], C = {-1,0,1}
y D = {-2,-1,0,1,2}. Represente en un sistema cartesiano los
conjuntos siguientes:

(a) {(z,y) e Ax B / y=u}
(b) {(z,y) eCxD / y=ua}
(c) {(z,y) eCxD | y=2x—-1}
(d) {(z,y) e AxB | y=2x—1}
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(e) {(z,y) €eCxD / |z+yl=1}
() {(z,y) eCxD / |z+y|l <1}
(8) {(z,y) €eCx D /[ |z|+ [yl <1}

Si A = [0,1], el intervalo cerrado que contiene todos los nimeros
reales x que satisfacen la condicion 0 < x < 1, determine el valor
de verdad de las proposiciones:

(a) Ire ANTyec Atalquez+y <1

(b) (Vze A)(Fye A) [0 <y < ]

(c) Vee A)Vye A)[Fz€e A /| z+y<z]
Considere los tres conjuntos A = {z € N / —3z+2 = —13},
B =1{2,3,4,5} y C={1,2,3,6},conUd ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
como el conjunto universo. Determine el valor de verdad de las
siguientes proposiciones:

(a) (VreC)(JyeB)[x+1=1y]
(b) Gz e€C)[zreC — (z*+1) € AN B

Si A=1{2,3,4} y B = {3,90}, determine:

(a) dos elementos del conjunto P(B) x P(A)
(b) dos elementos del conjunto P(B x P(A))
(c) dos elementos del conjunto B x P(A x P(B))

Considere el universo formado por las palabras, especificamente
los adjetivos. Es claro que éstos se pueden clasificar en dos tipos:

(a) Las palabras autoldgicas son las que cumplen lo que ellas
significan. Por ejemplo, la palabra esdrijula es una palabra
esdrijula, por lo tanto es autoldgica; la palabra pentasilaba
es autoldgica, ya que la palabra pentasilaba es ella misma
una palabra pentasilaba (tiene cinco silabas); como la palabra
grave es una palabra grave, grave es también autoldgica.
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(b) Las palabras heteroldgicas son las que no son autoldgicas,
es decir, no cumplen lo que ellas significan. Por ejemplo,
tnuisible no es invisible, por lo tanto es heterolégica; larga,
olorosa y caliente son heterolégicas.

;,Cémo clasificaria la palabra heteroldgica?, es decir, la palabra
heterologica jsera autologica o heterolégica?
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2.2 Conjuntos numéricos

Es necesario recordar que el conjunto de los nimeros naturales,
que se denota por N, es:

N=1{0,1,2,3,4,...}
Ademis, el conjunto de los niimeros enteros, que se denota por Z, es:

7={.,-3,-2,-1,01,23, ...}

Un ntmero racional es un nimero que se puede expresar de la
forma 7 con a y b enteros, con b # 0. El conjunto formado por los

nimeros racionales se representa por @Q, simbdlicamente:
a
Q:{E/ a, b€ 7  tal que b;é()}

Se observa que todo nimero natural es, a su vez, un nimero entero,

pero algunos ntimeros enteros no son nimeros naturales. Como § = a,
todos los niimeros enteros son a su vez numeros racionales. Los nimeros
racionales se pueden expresar en notacién fraccionaria y en notacion

decimal.

Ejemplo 23. Considere el numero racional %; al efectuar la division de
3 por 5, se obtiene la expresion decimal finita del racional %, es decir,

3 _
£ =00. |
Ejemplo 24. Determine la fraccion racional equivalente 0,123.

Solucion. Como 0,123 tiene tres digitos decimales, la representacion
racional de éste se obtiene del cociente del nimero 123 entre 1000 (por

tener tres decimales); asi, el nimero 0,123 = %. |

Existen racionales donde la parte decimal de su expresion decimal
tiene infinito nimero de cifras decimales, ya que un grupo de ellas se
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repite indefinidamente. En este caso, el grupo de cifras que se repite se
denomina periodo y se dice que la expresion decimal del nimero res-
pectivo es periddica. Se acostumbra escribir el periodo una vez con una
raya sobre él. El anteperiodo es la sucesion de nimeros que anteceden
al perfodo y que forman parte de los decimales. En general se tiene:

ag .. .ap, bl...bj Cl1...C
—_—— —

anteperiodo perfodo

Ejemplo 25. Es claro que los numeros % y 2,234 son racionales. M

Ejemplo 26. Al efectuar la division de 17 por 18, se obtiene la represen-

tacion decimal 0,944 ..., donde los puntos suspensivos sugieren que el
“4” se repite indefinidamente, y se escribe % =0,94. Otras expresiones
vdlidas son, por eje@lo, % =1,73 = 1,733..., y la igualdad % =
0,1347347... =0, 1347. |

En general, todos los niimeros racionales son periddicos, pues en los
casos en que la representacion decimal es finita, se puede considerar que
el perfodo es 9; por ejemplo, 0,6 = 0,59. Para algunos calculos con-
viene expresar un numero decimal como fraccién; para ello, observe los
siguientes ejemplos donde se ilustra la forma de efectuar la conversion.

Ejemplo 27. Determine la fraccién racional equivalente 0,2.

Solucién. Sea x = 0,2, al multiplicar por 10 se obtiene la igualdad
10z = 2,2. Al restar ambas igualdades, se tiene 9z = 2, por lo que
:L‘:%, es decir O,?z%. [ |

Ejemplo 28. Exprese 2,34123 en su forma racional candnica.

Solucién. Seax = 2,34123, al multiplicar por 100 se obtiene la igualdad

100z = 234,123
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Al multiplicar por 1000, se obtiene la igualdad
100000z = 234123,123

Al restar las ultimas dos igualdades, se tiene 99900x = 233 889, por lo

_ 233889, impli 123 = I7963
que ¥ = S50 finalmente, al simplificar, 2, 34123 = 53555 u

Ejemplo 29. Determine la fraccién racional equivalente con 0,123.

Solucién. Sea x = 0,123, al multiplicar  por 100 se obtiene: 100z =
12, 323. Alrestar estas dos ecuaciones, se tiene 100x—x = 12, 323—0,123.
Como 100z — x = 992 y ademés 12,323 — 0,123 = 12,2, pues al tener
el mismo periodo, éste desaparece, se tiene la igualdad 99z = 12,2. Al
multiplicar la ecuacién por 10, se obtiene 990z = 122. Asi, al despejar

el valor de z, se obtiene x = % = %, es decir, 0,123 = %. [ |

Teorema 1. La representacion racional de ay, . ..ag,b1...bjcr...¢; es

(ak...aobl...bjcl...ci)—(ak...aobl...bj)
(10¢ — 1) - 10

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplo 30. Al utilizar el teorema anterior, se obtiene directamente
que la fraccién racional equivalente a 32,73386 es

3273386 — 3273 3270113
99900 ~ 99900

en donde la cantidad de nueves en el denominador es el tamano del

32,73386 =

periodo y la cantidad de ceros es el tamano del anteperiodo. |

Los nimeros cuya expresién decimal es infinita no periédica se de-
nominan irracionales, y el conjunto formado por ellos se representa
por II. El conjunto que se obtiene al unir los niimeros racionales con
los nimeros irracionales recibe el nombre de conjunto de los niimeros
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reales y se representa por IR. Ademads, es importante notar que @QQ e
I no tienen elementos en comun, por lo cual se dice que son conjuntos
disjuntos; simbolicamente, estas dos afirmaciones se representan por:

QUT = R
QNI = o

Ejemplo 31. Demuestre que /2 € 1.

Solucién. Se procede por contradiccién. Suponga que v/2 € T es falso;
de esta forma, /2 ¢ Ty, por lo tanto, V2 € @, es decir, existen a y
b enteros de manera que /2 = 7, en donde es posible asumir que ya
es una fraccién irreducible con a y b sin factores en comun, es decir,
m.c.d.(a,b) = 1. Al elevar al cuadrado y despejar, se tiene que 2b? = a?
y con ello a? es un ntmero par, y utilizando el resultado del ejercicio 10a
en pagina 94, se cumple que a también es par y por tanto existe k € 7Z
tal que a = 2k. Al sustituir se obtiene que 2b? = (2k)2, y al despejar
se tiene que b = 2k?; asi, b es un ntimero par y, de forma analoga, se
cumple que b también es par. Se ha llegado a una clara contradiccion,
pues se ha probado que tanto a y b tienen a 2 como factor comin; sin
embargo, se escogieron coprimos entre si. Esta contradiccién indica que
lo supuesto, v/2 ¢ I, no puede ser verdadero y, por lo tanto, la negacién
debe serlo, es decir, se ha probado que v/2 € L. |

Ejemplo 32. Ademds de /2, del que se probé su irracionalidad en el
ejemplo anterior, otros numeros irracionales conocidos son todas las
raices no exactas como \/3, V/5 o V/13, también 7, In(2) o cos(2), que
son irracionales trascendentes. [ |

Ejemplo 33. El numero 0,10110111011110... en donde en la parte
decimal aparece un cero luego de un uno, luego de dos unos, luego de
tres unos, y asi sucesivamente, no es periodico; por lo tanto, es posible
concluir que es un numero irracional. |
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Ejemplo 34. Algunas proposiciones y su valor de verdad son:

QCI
{-2,3,10} CQ =
R-Q=I1 =
NNZ=N

3
-,2,-1,C7Z
{577 }_

—2e€Z Nrmel
ZNI=go

Il
<< 3 << <™=

Ejercicios (seccién 2.2)

1. Determine el valor de verdad de las proposiciones:

(a) ICR

(b) 2CQ

(c) Q—T=T

(d) NUQ=R-T

(g) 4eN - 1€Q
(h) NNI# @

. 310071 \/ﬁ

(i { 3 7ﬁ7—3}§2

2. Sin utilizar el teorema 1, determine la forma fraccionaria de los
siguientes nimeros:

(a) 1,52
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3. Demuestre el teorema 1.

1,52

5, 4561

0,346

5, 22681
37,34457

267, 345768923

Capitulo 2. Teoria de conjuntos

4. Utilice la formula dada en el teorema 1 para determinar la repre-

sentacién racional de:

(a)
(b)

56, 23374
2573, 34318
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2.3 Diagramas de Venn

Los conjuntos y el resultado de operaciones entre ellos se pueden re-
presentar de una forma grafica e intuitiva por medio de los diagramas
de Venn. Es importante aclarar que estas representaciones graficas
fueron propuestas por el légico inglés John Venn (1834-1882) —de alli su
nombre— en su obra Symbolic Logic en 1881, aunque con anterioridad ya
habian sido empleadas por Euler y por Leibniz [31]. Esta representacién
permite aclarar conceptos y resultados, ademas de la posibilidad de hacer
conjeturas.

Por lo general, el universo relativo se representa en forma de rectan-
gulo y los conjuntos en forma circular, de manera que se satisfagan las
condiciones deseadas.

En ellos se puede sombrear una regién que represente un conjunto;
por ejemplo, la figura 2.1 representa la expresién AN B, mientras que la
figura 2.2 representa la expresiéon A — B.

u

Figura 2.1: AN B

Para expresiones mas complicadas, se debe tener mucho cuidado en el
orden de las operaciones que se aplican o etiquetar las regiones disjuntas
y proceder como en el siguiente ejemplo.
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Figura 2.2: A— B
Ejemplo 35. Sean A, B y C' conjuntos arbitrarios, con ANBNC # &.
Represente el conjunto [(ANC)—B]U(BNC) en un Diagrama de Venn.

Solucion. Considere las ocho regiones disjuntas del diagrama de Venn
de la figura 2.3. Para estas regiones, se calcula

U

A
avh
NV

c

Figura 2.3: Diagrama general con tres conjuntos.

[(AAC)-B]U(BNC)
= [({2,3,5,6}A{5,6,7,8})—{3,4,6,7}] U ({3,4,6,7} N {5,6,7,8})
= [{2,3,7,8} — {3,4,6,7}] U ({3,4,6,7} N {1,2,3,4})
= {2,8}U{3,4} ={2,3,4,8}
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Con lo cual, la figura 2.4 muestra la zona sombreada que representa a
la expresién [(A A C)— B]U(BnNO). [

u

c

Figura 2.4: [[AAC)—BJU(BNC)

Ejercicios (seccién 2.3)
1. Represente en un Diagrama de Venn el conjunto (A—B)U(BNC).

2. Suponga que todas las X son Y, pero solo algunas Y son Z. De-
termine cudl de los siguientes enunciados es verdadero.
(a) Ninguna X puede ser Z.
(b) Si algo no es una Y, entonces no es una X.
(c) Sialgo es una Z, entonces no es una X.
3. Represente, en un Diagrama de Venn, los conjuntos A, B, C'y

D, de manera que satisfagan la siguiente situacion: AN B = &,
ANC+#@,BCC,DCA, DCC.

4. Represente, en un Diagrama de Venn, los conjuntos A, B, C' y
D, de manera que satisfagan la siguiente situaciéon: A N B # &,
ANC=9,BNnC#2,DCBNC.
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. Si AN BNC # @, represente el conjunto [(A—C)— BJ]U(B—-C)

en un Diagrama de Venn.

. Si ANBNC # @, utilice un Diagrama de Venn para verificar que

la igualdad

(BUC)N(AUB)|-B=[(AAB)N(CUB)]U(ANDB)

es falsa. ;Bajo cudles condiciones se podria tener la igualdad?

. Mediante una representacion en Diagramas de Venn, verifique que

la igualdad [AU (BN C)JU(BNC) = AUC es verdadera.

. Compruebe que si A, B y C son conjuntos que satisfacen las condi-

ciones C C Ay C'N B = @, entonces se cumple que C C B — A.
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2.4 Leyes de conjuntos

La tabla 2.1, dada en la pagina 138, muestra las leyes bésicas de
los conjuntos. Estos resultados, que se asumen como validos y se lla-
man leyes, permiten simplificar expresiones que contengan operaciones
con conjuntos; también se utilizaran para probar proposiciones que in-
volucran la igualdad de dos conjuntos y, ademas, sirven para conjeturar
nuevos resultados.

Existe una clara relaciéon entre las equivalencias légicas, dadas en la
tabla 1.1, pagina 58, y las leyes de conjuntos, tabla 2.1. Bésicamente,
todas las leyes de conjuntos reciben el mismo nombre que las dadas
anteriormente, salvo el caso del doble complemento.

Luego de observar detenidamente el siguiente ejemplo, repase el ejem-
plo 22 dado en la pagina 59 del capitulo 1 y observe cémo se ha modifi-
cado la solucién de éste al contexto y lenguaje de los conjuntos.

Ejemplo 36. Simplifique al mdzimo la expresion
[Au(BNC)U(BNC)

Solucion. Se toma la expresion y, al aplicar las leyes que se enuncian
en la columna de justificacion, se va simplificando del siguiente modo:

[AU(BNC)U(BNC) Justificacién
=AU[(BNC)U(BNC)) Asociatividad
=AU[(BUB)NCO)) Distributividad
=AUUNC] Inversos
=AUC Neutro

con lo cual [AU(BNC)|U(BNC)=AUC. [

Luego de analizar la solucién del siguiente ejemplo, comparela con la
solucién del ejemplo 23 dado en la pagina 59.
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Doble Complemento (DC) A=A

De Morgan (DM) AUB=ANB
ANB=AUB

Conmutativa (Con.) AUB=BUA
ANB=BnNA

Asociativa (Aso.)

(AUB)UC =AU(BUC)
(ANB)NC =AN(BNC)

Distributiva (Dis.)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC) =(ANB)U(ANC)

Idempotencia (Ide.)

ANA=A

AUA=A
Neutro (Ne.) Aug=A4A
AnU=A
Inversos (Inv.) AUA=U
ANA=o
Dominacién (Dom.) AN@ =0
AuvuU=U
Absorcién (Abs.) AU(ANB)=A
AN(AUB)=A4

Tabla 2.1: Leyes de conjuntos.
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Ejemplo 37. Simplifiqgue la expresion

(BUA)N[(AN(BNC))N(AUQ)]

Solucion. Siguiendo el mismo procedimiento del ejemplo anterior:

(BUAN[(AN(BNC))N(AUC)) Justificacién
=(BUA)U[AN(BNC))N(AUC)] DM
= BNAU[AN(BNC)N(AUC) DMyDC
=(BNAU[((ANB)NC)N(AuUC)] DC y Asociatividad
=(BNAU[ANB)N(CN(AUQ))] Asociatividad
=(ANB)U[(ANB)NC] Conmutatividad y Absorcién
=ANB Absorcién

la expresién dada es igual a AN B. |

Observe como en los dos ejemplos anteriores se ha pedido solamente
la simplificaciéon. En el siguiente ejemplo se probara una identidad.

Ejemplo 38. Pruebe que la igualdad
(AUB)N|[(AUB)UB| =B
es verdadera.

Solucion. Tome la expresion del lado izquierdo y pruebe que es igual
al lado derecho:

(A U B) [( U E) U E} Justificacion
= [(AUB)N(AUB)|U[(AUB)NB|  Distributividad
=goUB Inversos y Absorcién
=B Neutro

con lo cual se prueba la igualdad. |
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Capitulo 2. Teoria de conjuntos

Simplifique las siguientes expresiones utilizando las leyes de conjuntos.

Indique la ley que utiliza en cada paso.

1. [(AUuB)NAJUB

2. [Au(BUC)|]U(BNCO)
3. [AuB)uClu(BnC)UA
4. (AnB)U[AN(BNOC)U
5. [Au(BNnA)]uU[BN(AUB)]

(ANC)

6. BU [[(AHB)U(AHE)]UB] nA

7. [(AUB)N(CUA)U[(CNB)UA
8. (AuB)n(BuUuA)n(BuC)

9. (ANnB)U[BNCNAJU(ANC)
10. [(AU(BUC)U(DNC)U(BNA)

11. H(CUA) N

(BUA)] u(CmA)] NANB
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2.5 Cardinalidad

Cuando se habla de conjuntos, es importante conocer acerca de la
cantidad de elementos que lo forman. Algunos de los resultados de esta
seccién son necesarios en campos como la probabilidad.

Se define la cardinalidad de un conjunto A, que se denota
|A|, como el nimero de elementos de éste.

Ejemplo 39. El conjunto vacio no tiene elementos, asi, |&| = 0; el
conjunto {3} tiene solo un elemento, por lo tanto, |{3}| = 1; el conjunto
{*,1,8} tiene tres elementos, asi, |{*,7,$}| = 3. El conjunto {5,5,5}
contiene solo el elemento 5, por lo tanto, |{5,5,5} = 1. [ |

Ejemplo 40. Determine la cardinalidad de A = {@,{ 1 {3}, {V9, 3}}
Solucion. Como @ = { } y ademés {3} = {V/9,3}, los tinicos dos

elementos diferentes de A son @ y {3}, por lo tanto, |[A| = 2. [

Ejemplo 41. Considere la proposicion abierta P(x) : = es un nimero
primo, y el conjunto

A={zxeN / Px) N (b<x<32)}
Determine la cardinalidad de A.

Solucion. El conjunto A estd formado por todos los ntimeros natu-
rales que sean primos y que se cumpla 5 < x < 32; por lo tanto,
A = {7,11,13,17,19,23,29,31} es la representacién por extensién, es
decir, A tiene 8 elementos diferentes, |A| = 8. [ |

Las siguientes formulas seran tutiles para cuando haya que analizar
cardinalidades en problemas que involucran varios conjuntos. Para la
cardinalidad de la unién de dos conjuntos, se cumple:

|JAUB| = |A|+|B|—|ANB| (2.1)
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Ejemplo 42. Suponga que de un grupo de 30 personas, 15 saben inglés,
10 francés y 5 hablan los dos idiomas. ;Cudntas personas no saben
inglés ni francés?

Solucion. Sean A y B los conjuntos formados por las personas que
saben inglés y francés respectivamente, se tiene:

|AUB|=|A|+|B|-|ANB|=15+10—-5=20

de donde se concluye que son 30 — 20 = 10 las personas que no saben
inglés ni francés. |

Para el caso particular en que los conjuntos sean disjuntos, el resul-
tado anterior se conoce como el principio de la regla de la suma:

Principio de la regla de la suma
Si A y B son conjuntos finitos y disjuntos, AN B = &, se
cumple que:

|AU B| = |A] + |B|

Esto equivale a pensar que si se tienen dos eventos independientes F
y F, es decir, que no pueden ocurrir simultdneamente, y si el primer
evento E puede ocurrir de n formas diferentes y el segundo evento F
puede ocurrir de m formas diferentes, entonces el evento F£ o F' puede
ocurrir de n + m formas diferentes.

Ejemplo 43. Suponga que Manuel desea pedir en préstamo un libro de
poesia; en el estante se tienen 5 titulos de un autor y 6 de otro; es claro
que Manuel puede escoger el libro de 5+ 6 = 11 formas diferentes. W

Ejemplo 44. Para A = {a,b,c} y B ={2,3,5,7}, es claro que A y B
son conjuntos disjuntos; como |A| = 3 y |B| = 4, se tiene que |[AU B| =
3+4=T17. |
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Para el caso de la unién de tres conjuntos, se puede demostrar (véase
ejercicio 18) que se satisface:

|JAUBUC| = |A|+|B|+|C|-|ANB|-|ANnC|
—|BNC|+ |[ANBNC| (2.2)

Ejemplo 45. Se realizo una encuesta a 4800 ninos, en la cual se obtuvo
la siguiente informacion: a 2300 les gustan los juegos de accion; a 2000
los juegos de aventuras; a 1250 los juegos de deportes. También se ob-
tuvo que a 550 no les gusto ninguno de estos juegos, pues les gustan los
de estrategias, y 50 ninos no tienen preferencia por ninguno de los jue-
gos mencionados. Ademds, hay 100 ninos a quienes les gustan los tres
juegos; 300 los de aventuras y deportes, y a 800 solamente les gustan de
aventuras. Realice el Diagrama de Venn para esta situacion y encuentre
el numero de personas de cada region disjunta. ;A cudntos ninos les
gustan solo los juegos de accion?, ;a cudntos ninos les gustan solo los
juegos de accion y deportes?, sa cudntos ninos les gustan los juegos de
accion y deportes?, ;a cudntos ninos les gusta solo un juego?

Solucion. De acuerdo con los datos dados, es posible representar tres
conjuntos A, By C formados por los ninos a quienes les gustan los juegos
de accién, aventuras y deportes, respectivamente. Ademds, aparte de
ellos hay dos conjuntos disjuntos formados por los 550 nifios a quienes
les gustan juegos de estrategia, y los 50 ninos a quienes no les gusta
ninguno. Para representar esta situacion, analice primero la frase “a 300
les gustan de aventuras y deportes”, que seria muy diferente a la frase
“a 300 les gustan solamente de aventuras y deportes”; con la primera
estan incluidos los 100 que gustan de los deportes (si les gustan los tres,
légicamente les gustan dos), con la segunda, estos 100 no estan incluidos.
En la figura 2.5 se representa con la variable x la cantidad de nifos a
quienes les gustan juegos de accién y deportes, pero no de aventuras.
Note que la cardinalidad de AU B U C' es 4800 — 550 — 50 = 4200. Con
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4800 A B
2300 2000

Gz

C 1250

Figura 2.5: Representacion de regiones disjuntas.

estos datos y aplicando la férmula (2.2), se puede plantear la ecuacion:
4200 = 2300 + 2000 + 1250 — 300 — 1000 — (x + 100) 4 100

cuya solucion es = 50. Con ello, note que a 2300—900—100—50 = 1250
ninos a quienes les gustan solo los juegos de accién. Andlogamente,
solo a 900 ninos les gustan de deportes. Les gustan solo los juegos
de accion y deportes a 50 ninos. Les gustan los juegos de accion y
deportes a 100 + 50 = 150 ninos. Por tultimo, les gusta solo un juego a
1250 + 800 4 900 + 550 = 3500 ninos. |

El siguiente resultado se conoce como el principio de la regla del
producto, que es equivalente a pensar que si se tienen dos eventos inde-
pendientes E¥' v F', y el evento F puede ocurrir de n formas diferentes y
el evento I’ puede ocurrir de m formas diferentes, entonces las combi-
naciones de F y de F' pueden ocurrir de nm formas diferentes.

Principio de la regla del producto
Si A y B son conjuntos finitos, se cumple que:

|Ax B| = |A] - |B|
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Ejemplo 46. Como en el ejemplo 43, suponga ahora que Manuel desea
pedir dos libros, uno de cada autor; de esta forma, la escogencia la podria
hacer de 5 -6 = 30 formas diferentes. |

Ejemplo 47. En un restaurante se ofrece el plato ejecutivo, donde se
puede escoger entre 2 tipos de refresco, 4 tipos de plato principal, 3 tipos
de ensalada y 4 tipos de postres. La cantidad de posibles combinaciones,
es decir, la cantidad de posibles platos completos diferentes que se ofre-
cen, es de 2-4-3-4=96. [ |

Ejemplo 48. Para A = {a,b,c} y B ={2,3,5,7}, es claro que A y B
son conjuntos disjuntos; como |A| =3 y |B| = 4, se tiene que |AU B| =
344 =7, mientras que |A x B =3-4=12. [

Cardinalidad del conjunto diferencia
Para A y B conjuntos finitos, se satisface la identidad:

[A-B|=]A|-|AnB

Ejemplo 49. Para los conjuntos A = {a,b,c,d,e, f} y B = {b,e,h},
es claro que A contiene 6 elementos y B tiene 3 elementos, por lo que
|A| =6 y |B| = 3; ademds, |AN B| = 2, utilizando el resultado anterior,
|A—B| =|Al—|ANB| =6—2=4. Por otro lado, se puede aplicar
la misma formula para calcular también que |B — Al = |B| — |BNA| =
3—2=1. |

El siguiente resultado se puede demostrar utilizando el Principio de
Induccién, pero se hard posteriormente en el ejercicio 19 de la seccion
5.2 (véase pagina 292).

Cardinalidad del conjunto potencia
Si A es un conjunto finito, se satisface la identidad:

|P(4)] = 214
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Ejemplo 50. Para los conjuntos A = {1,2} y B = {a,b,c}, es claro
que A contiene 2 elementos y B tiene 3 elementos, por lo que |A| =2 y
|B| = 3; utilizando el resultado anterior, |P(A)| = 22 = 4, mientras que
|P(B)| =23 =38. [ |

Ejemplo 51. Si A = {a,{a},b} y B = {2,3,5,7}, determine |A|, |B|,
[P(A)], |A < BJ.

Solucion. Como A tiene tres elementos y B tiene cuatro elementos,
|A| =3, |B| =4, |P(A)|=23=8, |[Ax B|=3-4=12. [ |

Ejemplo 52. Si|A| =4 y |B| =3, determine |P(A) x B|, |P(Ax B)|,
[P(P(A))].

Solucién. Como A tiene 4 elementos, P(A) tiene 24 elementos, asf:
|P(A) x Bl =2 .3 =48
Por otro lado, |A x B| =4 -3, con lo cual:
|P(A x B)| = 2%3 = 212 = 4096
Por tltimo, como se sabe que P(A) tiene 2* = 16 elementos, se tiene
que |P(P(A))| = 22" = 216 = 65536. |
Ejercicios (seccién 2.5)

1. Una biblioteca cuenta con 8 titulos diferentes de poesia, 6 de novela
y 7 de cuento. De cudntas formas se puede hacer la escogencia si
una persona:

(a) Solo desea un libro.

(b) Desea 3 libros.

(c¢) Desea 3 libros, uno de cada tipo.
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2. En una ciudad se distribuyen 10 periédicos diariamente. Si una
persona desea comprar solo 2 periddicos diferentes, ;jde cuantas
maneras puede efectuar dicha compra?

3. En una encuesta aplicada a 135 personas acerca de los medios de
informacién que utilizan para enterarse de las noticias, se obtuvo
la siguiente informacién: 70 utilizan la prensa escrita; 83, la radio;
74, la television; 50, la prensa escrita y la radio; 38, la prensa
escrita y la televisién; 41, la radio y la televisién; por tultimo, 27
personas utilizan la prensa escrita, la radio y la televisién.

(a) ;Cuantas personas utilizan al menos uno de los tres medios
de informacion?

(b) ;Cuéntas personas utilizan exactamente dos de esos tres me-
dios de informacién?

4. Se realiz6 una encuesta de preferencia a 4065 musicos, en la cual se
obtuvo la siguiente informacién: a 2500 les gusta tocar guitarra;
a 2200, tocar la bateria; 1400 prefieren el saxofén. También se
obtuvo que a 50 no les gustd ninguno de estos instrumentos, pues
prefieren el piano, y 15 musicos no tienen preferencia por ninguno
de los instrumentos mencionados. Ademds, hay 300 musicos a
quienes les gusta la guitarra, la bateria y el saxofén; 1000 pre-
fieren solamente la bateria, y 400 prefieren solamente la bateria y
el saxofén.

(a) Realice el Diagrama de Venn para esta situacion y encuentre
el niimero de personas de cada region disjunta.

i, Cuantos musicos prefieren solamente la guitarra?

. Cuantos musicos prefieren solamente el saxofén?

i, Cuantos musicos prefieren la guitarra y el saxofén?

LA cudntos musicos les gusta solo un instrumento?
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5. En un estudio realizado sobre 1200 personas, se obtuvo lo siguiente:

solo 1000 observan deportes, de los cuales, a 420 les gusta el futbol;
a 500 el atletismo y a 550 el ciclismo. A 50 de las personas les
gustan los tres deportes; a 170 les gusta el futbol y el atletismo, y
a 200 les gusta el ciclismo y el atletismo.

(a) Realice el Diagrama de Venn para esta situacion y encuentre
el nimero de personas de cada regién disjunta.

(b) (A cuéntas personas les gusta solamente un deporte?

. De un conjunto de 120 estudiantes de una facultad, 100 eligieron

por lo menos un idioma entre francés, aleman y ruso. De éstos, 65
estudian francés, 45 estudian alemén y 42 estudian ruso. También
se sabe que 8 escogieron los tres idiomas, que 20 estudian francés
y alemdan, y que 15 estudian aleméan y ruso.

(a) Determine el nimero de estudiantes que estudian francés y
ruso.

(b) Determine el nimero correcto de estudiantes en cada una de
las ocho regiones, mediante un Diagrama de Venn.

(c) ;Cudntos estudian exactamente uno de los tres idiomas?

. En un barco viajaban 3000 personas, de las cuales 200 hablaban

inglés, danés e italiano; 2500 hablaban inglés; 600 hablaban danés
y 1000, italiano; 100 personas hablaban solamente italiano y danés,
y 700 hablaban inglés e italiano.

(a) Realice el Diagrama de Venn para esta situacién y encuentre
el nimero de personas de cada regién disjunta.

(b) ;Cuéntos hablan solamente inglés?

(¢) {Cudntos hablan inglés y danés?

(d) ;Cuéntos hablan solamente italiano?
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8.

10.

11.

12.

13.

Si |A| =2y |B| =3, calcule:
(a) |P(A) x P(B)]
(b) [P(A X B)|

Si|A| =3 y |B| =5, calcule:

Sean Ay B conjuntos arbitrarios que cumplen |A| =2, |B|=14
y |AN B| =1, determine las siguientes cardinalidades:

(a) |[P(B— A) x A|
(b) |P((AUB) x (A—B))|
(c) |P(P(A))]

Sean A, By C conjuntos arbitrarios tal que |A| =5, [ANC|=2
y |A x P(B)| = 80. Determine la cardinalidad de los conjuntos:

(a) P(A) x B
(b) (A—C) x P(A) x P(B)

Para los conjuntos A = {0}, B = {2,4} y C = {0,3,4,5}, calcule
la cardinalidad del conjunto (C'— A) x P(BUC).

Sean A, B y C conjuntos arbitrarios que cumplen con: |A| = 5,
|B|=4, |ANB| =2, |P(C)| =64, |C — A|= 2. Determine:

(a) La cardinalidad del conjunto (A — B) x P(C' — A)
(b) La cardinalidad del conjunto P[(ANC) x C]
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14. Sean A, B y C conjuntos arbitrarios tales que BNC = &, |A| =8,
|B| =5, |ANB| =2, |P(C)| =128, |C — A| = 4. Calcule:
(a) La cardinalidad de (A — (BUC)) x P(A—C).
(b) La cardinalidad de P[(ANC) x C].

15. Si A = {w,2} y B = {2,3}, donde el conjunto universo es U =
{2,3,w}, {cudntos elementos tiene el conjunto P(A x B)?

16. Sean A, B y D conjuntos arbitrarios tales que |A| = 3, |B| = 3,
|JANB| =1, |B—D|=2, |D|=4. Calcule la cardinalidad de
P(AND) x (BUD) x P(AUD).

17. Muestre, si es posible, un conjunto A que cumpla:

(a) AC P(A4)

(b) [P(A)] = 64

(c) [P(P(P(A)))] =16
(d) |[P(AUP(A))| =64
(e) [P(AUP(A))] = 32
(f) [P(A) = A[ =15

18. Utilice la férmula (2.1) para demostrar la férmula (2.2).

19. Con base en las férmulas (2.1) y (2.2), conjeture una posible fér-
mula para |[AU BUC U D|.
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2.6 Familias de conjuntos

De forma andloga a como se define la unién e interseccién de dos con-
juntos, se generaliza de forma natural y se define la unién e interseccién
de una coleccién de conjuntos que puede contener, incluso, una cantidad
infinita de ellos, que se llamara familia de conjuntos. En general, una
familia de conjuntos serda un conjunto S de conjuntos A;, con ¢ en una
coleccién de indices 1.

Ejemplo 53. Observe que S = {{0}, {0,5},{2,z,6}, {x,y}} es una fa-
milia finita de conjuntos, donde se puede tomar como conjunto de indices
al ={1,2,3,4} y como elementos de esta familia a A; = {0}, As =
{0,5}, A3 = {2,2,6}, Ay = {z,y}. Con esta notacion, es posible es-
cribir S = {A; }ier- [ |

Un elemento x estard en la unién de una familia si estd en al menos
uno de los conjuntos de ésta, y estara en la interseccién de la familia si
estd incluido en cada uno de los conjuntos de ésta, es decir:

Dada una familia de conjuntos {4;}, definida para una coleccién
de indices I, con [ finito o infinito, se definen los conjuntos:

U
i€l

N4a = {x/ Vk:EI[:ceAk]}

iel

{r / 3kel tal que z € Ay}

Ejemplo 54. Para la familia de conjuntos del ejemplo 53, se tiene que
los elementos que se encuentran en al menos un conjunto de S, forman

4
la union de dicha familia, es decir, UA,; = UAi = {0,5,2,2,6,y};
icl i=1
4
ademds, el conjunto ﬂAi = ﬂ A; = &, pues no existe un elemento
icl i=1
que se encuentre en todos los conjuntos que conforman la familia S. B
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Ejemplo 55. Observe que si se definen los conjuntos A; como los in-

tervalos A; = [—i,1] para todo i € N, se obtiene la familia de conjuntos

S = {A;}; con el conjunto de indices I = N, se tiene que la union de la

familia S es
+00
Ua={J4a. =R
1€IN n=0
y el conjunto

+o00
() A=) A4 ={0}
n=0

1€N

Ejemplo 56. Si se define el conjunto A,, = {0,1,2,
numero natural n, es posible obtener los conjuntos

+oo
U4ai={J4. =N
i€EN n=0
y el conjunto

ﬂ A; = ﬁoAn = {0,1}
n=0

1€EN

...,n+1} para cada

Ejemplo 57. Si se define el conjunto A, = {0,n} para cada nimero

natural n, se obtiene el nuevo conjunto

() P(4) = {2, {0}}

i€N

pues los unicos elementos que pertenecen a todos los conjuntos P(A;)

son &, {0}.
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Ejemplo 58. Si se define el conjunto A, como el intervalo cerrado

[0, %] para cada niamero natural positivo n, es decir, A, = [O, %], se
pueden calcular los conjuntos
“+o0o
U 4= 4. =01
1EIN* n=0
y el conjunto
+0o0o
() A= () An = {0}
S\ n=0
|

Ejercicios (seccién 2.6)

1. Sea A, ={k € Z /| —n < k < n} para todo entero n > 0.

Calcule:
(a) A2 x A
(b) (A7 — A5) U (46N A3)
—+00
© NZ- A
n=0

2. Calcule U Ay ﬂ A; para cada uno de las siguientes familias
IEN* IEN*
de conjuntos A,,:

(@) A, = [;3}

n=[1+(=1)"4]
. [1 + (—1)”74]

n
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1 1
3. Defina el conjunto I,, = [3 - — 44+ — [ para cada natural n, con
n n

+oo +o0
n # 0. Calcule el conjunto A = U I, y el conjunto B = ﬂ 1.

n=1 n=1

4. Para la familia de conjuntos {4, },en, se definen:

L —+o0 —+00
limA, = ﬂ( An+k>
0

n=0 \k=

“+oo /400
limA, = LJ < An+k>

n=0 \k=0

Si A, =[0,n + 1] para n € N, calcule limA4,, y limA4,,.
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2.7 Resultados y demostraciones

En esta seccién se pretende introducir al lector en las demostraciones
de proposiciones légicas que involucran conjuntos. Para ello es funda-
mental tener claras las definiciones dadas anteriormente y, por supuesto,
las leyes de la logica y las reglas de inferencia.

Algunos de los ejercicios propuestos al final de la seccién son, en
realidad, teoremas dentro de la teoria de conjuntos; sin embargo, para
ganar claridad en la exposicién, se ha omitido la formalidad, no asf la
rigurosidad.

Si atn no lo ha hecho, se recomienda repasar la seccién 1.8, en la
pagina 99, donde se exponen algunos de los métodos que se pueden uti-
lizar para demostrar proposiciones que involucran, principalmente, las
implicaciones logicas. Note que, en los siguientes ejemplos, las demostra-
ciones corresponden a tautologias y por lo tanto se utiliza el simbolo =
en vez de —.

Ejemplo 59. Demuestre la validez de la proposicion
(A-B)—-CCA—-(BUCQ)
Solucion. Se debe probar una inclusion, es decir, probar que
Valae (A—B)—C=acA—(BUC)]
cuya prueba es:
ae(A-B)-C aceA—B Na¢C
(aeANagB)Nag¢C
acAN (aeBVacl)
ac€A N —(ae BUQ)
aceANag¢gBUC
acA—(BUC)

2
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Ejemplo 60. Demuestre la validez de la proposicion

A—(BUC)=(A-B)N(A—C)

Solucion. Se debe probar la igualdad de dos conjuntos, es decir, que
A—(BUC)C (A—B)N(A—-C)y ademas, se debe probar que (A —
B)N(A—-C) C A—(BUC); en este caso, se probardn ambas inclusiones

con una sola equivalencia:

a€eA—(BUCQ) a€ANa¢ (BUQ)
acANa¢BANag¢gC
(aeANag¢gB)N(aeANadC)
ac(A—B) Nac(A-C)

ace(A-B)Nn(A-0C)

t oo

Ejemplo 61. Demuestre la validez de la proposicion

ANB=AUB

Solucion. Al igual que en el ejemplo anterior, se debe probar una igual-
dad de dos conjuntos; en este caso, se debe probar que ANB C AUB
y ademds, se debe probar que AUB C AN B.

ae ANB & =(a€e ANDB)

& —(a€e AN a€B)
& a¢AVag¢B
& acAVaceB
& ac€cAUB
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Antes del siguiente ejemplo, recuerde que la proposiciéon A C B
es equivalente a que para todo x se satisface © € A = x € B, lo
cual es equivalente, aplicando la contrapositiva de la implicacién, a la
proposicion z ¢ B = x ¢ A. Simbdlicamente, se escribe como:

ACB<«= (Vo) [r€e A=z € Bl <= (Va) [x ¢ B=x ¢ A
que, iniciando en el siguiente ejemplo, se utilizara con frecuencia.
Ejemplo 62. Pruebe la validez de la proposicion

(ACBANACD)=BNDCA

Solucion. Para probar esta implicaciéon, con A C B A A C D como
hipétesis, se debe probar que BN D C A, es decir, se debe probar que:

Va[aGBﬂDéaEZ]

Para ello considere un elemento arbitrario a y la prueba es:

a€ BND
= a¢ (BND)
= a¢ BV a¢D (porley de De Morgan)
= a¢ AV a¢gA (contrapositiva de la hipdtesis A C B)
= acA (por ley de idempotencia)
al ser a arbitrario, se ha probado para todo a. [ |

Ejemplo 63. Demuestre la validez de la proposicion
CCANB=CN(B-A)=92

Solucion. Se debe probar que, bajo la hipdtesis C' C AN B, se cumple
CN(B—-A) = @. Se efectia la prueba por contradiccién, es decir,
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suponga que C' N (B — A) # &; a partir de esta proposicién, se sigue:

daeCN(B-A)
= (aeC) AN (aeB—-A)
= (a€ ANB) A (aeB A a¢ A) (por hipétesis)
= (@a€ANaeB)AN(aeB AN a¢A)
= acANa¢gA (=<«

La tultima proposicién es una contradiccion, que se obtuvo al suponer
que C'N (B — A) # &, con lo cual esta suposicién es falsa y se concluye
que C' N (B — A) = & es verdadera. [

Ejemplo 64. Sin hacer uso de la demostracion por contradiccion, como
ya se realizo en el ejemplo anterior, y utilizando la Prueba Directa, de-
muestre la validez de la proposicion

CCANB=CN(B-A) =0

Solucion. De nuevo, bajo la hipdtesis C' C A N B, se debe probar la
validez de la proposicién C' N (B — A) = &, su conclusién. Observe que
lo que se debe probar es una igualdad de conjuntos, asi, en virtud de la
definicién, es necesario comprobar ambas inclusiones:

“C” Se debe probar que C'N (B — A) C @, para ello:

reCN(B-A)

= rve€CANzeB-A

= xz€ANB NzeB—-A (Hipdtesis)

= zcANzeEBNzeEBANT¢A

= z€ANTEA (Simplificacion)
= x€(ANA)

=

rEQD (Ley de inversos)
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“D” Es claro que C'N (B — A) D @ (véase ejemplo 10).
con lo cual, se completa la prueba. |

Ejemplo 65. Demuestre la validez de la proposicion
ACB<& P(A) C P(B)
Solucion. Se debe probar una equivalencia; para ello, se probaran am-

bas implicaciones:

“=" Bajo la hipdtesis A C B, se debe probar que P(A) C P(B), es
decir, que VS [S € P(A) = S € P(B)].
Prueba:
SePA) = SCA
= SCB (por hipdtesis)
= SeP(B)

“<” Bajo la hipétesis P(A) C P(B), se debe probar que A C B, es
decir, que Vz [x € A= x € B].

Prueba:
reA = {z}CA
= {z} € P(A)
= {z} € P(B) (por hipdtesis)
= {z}CB
= x€B
con lo cual se ha probado la equivalencia deseada. [ |

Ejemplo 66. Demuestre que la proposicion
(A-B)xC=(AxC)—(BxC(C)

es verdadera.
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Solucion. Para probar esta igualdad entre conjuntos, se deben probar
dos inclusiones: (A—B)xC C (AxC)—(BxC)y (A-B)xCD
(Ax C)— (B x (), que se probaran por separado:

“C” Es necesario probar que
Y(a,c) [(a,c) € (A= B) x C = (a,c) € (Ax C)— (B x C)]
Prueba:

(a,c) e (A= B)x C ac(A—B) NceC
a€ANa¢B)ANcel
acANceC)AN(a¢gBANcel)
a,c) e AxC A (a,c) ¢ BxC

a,c) € (AxC)—(BxC)

A

(
(
(
(

“D” Es necesario probar que
Y(a,c) [(a,c) € (Ax C) = (B xC) = (a,c) € (A— B) x C]
Prueba:

(a,c) e (AxC)—(BxC(C)
(a,c) e AxC A (a,c) ¢ BxC
(

(

= (@aeANceC)AN(a¢gBVc¢gC) (DeMorgan)

= (a€eANceCANa¢gB)V(acANceC AN cgO)
es una contradiccién

= (@€ ANceC Nad¢B) (ley del neutro)

= (a€AANa¢B)NcelC

= a€(A—B) Ncel

= (a,c) e (A-B)xC

lo cual completa la prueba. ]
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Para comprender mejor el paso de la prueba del ejemplo anterior,
en donde se indica la aplicacién de la ley de De Morgan, es importante
recordar que, por esta ley, se tiene que:

(a,c) ¢ BxC = —[(a,c) € BxC]|
= ﬁ[dEB/\CEC]
= a¢BVc¢C

Ejemplo 67. Muestre que la proposicion (A — B)UC C A— (B —C)
no es verdadera.

Solucion. Para probar que esta inclusién no es verdadera, basta con
mostrar conjuntos que no la satisfagan, es decir, encontrar un contrae-
jemplo (véase péagina 104); para ello considere A = {1}, B = {2} y
C = {2}; para estos conjuntos se tiene que (A — B)UC = {1,2} y
A—(B—C)={1}, y es claro que {1,2} Z {1}. [ |

Para finalizar esta seccién, observe con atencién el siguiente ejemplo;
en €l se propone la demostracién de una proposicién condicional y se da
su prueba. Luego se presentan dos pruebas alternativas, la directa y la
indirecta (véase pagina 101), validas y muy instructivas. Es importante
que en cada una de la pruebas identifique el momento en que se utiliza
la hipétesis.

Ejemplo 68. Pruebe que ANB =@ = AC B.

Solucion. Con hipétesis AN B = @, se tiene que

reA=>x2¢B
=2x€B

es decir, se ha probado que A C B. |
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Observe la Prueba Indirecta de ANB =@ = A C B:

A¢B=3zxz€A N z ¢ B]
=dx[r €A A z€ B
= Jz [vr € AN B]
= ANB#yY

Es decir, se prob6 A ¢ B = AN B # &, con lo cual la contrapositiva
de esta proposicién, AN B = @ = A C B, es verdadera.

Ahora, observe la Prueba Directa de ANB =@ = AC B:

ANB =92 = fz[r € AN B]
= Vz[zr ¢ AN B]
= Vz[zr € AN B]
= Vz[r € AU B]
= Vr[r € AVx € B
= Vr[r ¢ A=z € B]
= Vz[zr € A=z € B|
= ACB

Ejercicios (seccién 2.7)

1. Sean A, B, C'y D conjuntos arbitrarios. Demuestre la validez de
las siguientes inclusiones:
(a) A—-(BUC)C(A-B)UC
(b) P(A)UP(B)C P(AUB)
c) AxBCAxB
)
)
)

(
(d

(
(f
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(g) (AxB)U(CxD)C(AUC)x (BUD)
(h) ANBCAAB
(i) P(A-B)C[P(A)—-PB)u{s}

2. Sean A, B, C'y D conjuntos arbitrarios. Demuestre la validez de
las siguientes igualdades:

r) AAB=(AUB)—-(ANB)
A-(BUC)=(A-B)n C

P(A)NP(B)=P(ANB)

S

(a) AN(B-A) =92
(b) A-(BNC)=(A-B)U(A-0)
(c) AN(B-C)=(ANB)—-(ANC)
(d) (A-B)—-C=A—-(BUC)
() AUB=ANB
(f) Au(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
(g An(AuB)=A
h) AnA=02
(i) Ang=0
() Ax(B-C)=(AxB)—(AxC)
k) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)
1) (AnNnB)U(AnB)=A
(m) (A—C)—(B-C)=(A-B)-C
(n) (AnC)—-B=(A-B)n(C—-DB)
(o) Ax(BNC)=(AxB)U(AxC)
(p) Ax(B-C)=(AxB)U(AxCQO)
(@ ANB)xC=(AxC)Nn(BxC)
)
)
)

o~ o~ o~

t
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3. Sean A, B, C'y D conjuntos arbitrarios. Demuestre la validez de
las siguientes proposiciones:

(a) ACB=A-B=g

(by A-B=9=ACB
)

c) ACB=ANB=0

(
(

d) ANB#o=(A#9ANB#0Q2)

) A—-B=B—-A=A=2B

(f) (ACCANBCD)=(AxB)C(CxD)
g (DCA-B N ECANB)=DNE=g

(8)

(h) ACB=ANB=2

(i) (ACBANAUB#BNC)=BZC
6 BCC=AxBCAxC

(k) ANB=ANC=(BAC)NA=g
1) A#9=(AxBCAxC=BCCQO)
(m) (ANBCD ABND=g@)=ACD

—~

o) (CCAANCNB=0)=CCB-A
AUB=AUC= (BAC)CA
P(A) C B= {A} € P(B)

[Be P(A) A BeE P(P(A))]=B=0o

AUB=AAC=ANC=9

)

—~

q

r

)
)
)
)
)
n AUBCCND=CCANB
)
)
)
)
)

o~ o~

S

4. Sean A, B, C'y D conjuntos arbitrarios. Demuestre la validez de
las siguientes proposiciones:
(a) ACB&< AUB=B
() ACBoANB-B
(¢c) ACB< ANB=A
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(ACDANBCD)< AUBCD

)

)

)
(g) AUB#0< (A4£2 V B+#09)
(h) ANB=9< ACB

) AC{AleA=0

) PA)={o}eoA=0

) AxXxB=0& (A=0 V B=0)

) AAB=AAC&B=C

5. Muestre, con un contraejemplo, que las siguientes proposiciones
son falsas:

(a) (A#A9 ANB#2)=ANB#+Y

(b) (A-—B)UCCA—(BUC)

(©) A—(BNC)C(A—B)n(A-C)

d) B=AUC=A=B-C

) ANBCANB

(f) P(AUB)C P(A)UP(B)
(AUC)N(BUC)C AUB

)
)
)
)
)
)
(2)
(hy (A—B#@ NB-C#0)=A-C#0
i) AxBCAxB
(j) AuB=AUC=B=C
)
)
)
)
)

(k) ANB=ANC=B=C
() A—BCB-A
(m) (ANBCDABND#@)=ACD

AUB=AAC= (ANnC=2 N C=B)
P(A— B) C P(A) — P(B)

n

—_—

(o)
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. Se dice que una coleccién de conjuntos Ay, As,..., A, es mutua-

mente excluyente si para todo i # j se cumple que A; N A; = @,
es decir, si la interseccién de cualesquiera dos conjuntos distintos
de esta coleccion es vacia.

Demuestre que los tres conjuntos AN B, A— B, B — A son

mutuamente excluyentes.

. Demuestre que si colocan 100 bolas en 9 cajas, alguna de estas

cajas contiene al menos 12 bolas.
(Sugerencia: proceda por contradiccion).

. Se dice que una coleccién de conjuntos Aji, Ao,..., A, es una

particion de A si esta familia satisface:

(a) A; # @, para todo i.
(b) Aj, Ag,..., A, son mutuamente excluyentes.
(C) AiUAU---UA, = A
Busque tres particiones distintas del conjunto A = {1,2,3,4,5,6}.

Ademsds, determine la particion de A con la mayor cantidad de
elementos posible y la particién de A con la menor cantidad.

. Sea B un conjunto arbitrario y {4;};e;r una familia arbitraria de

conjuntos. Pruebe que:

(a) BN (UA1»> = J(Bn4)

el el

(b) BU <ﬂAi> =) (BUA)
el el

(¢) B- (ﬂ&) -JB-4)
el el

@ Ja=N4

el el
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Relaciones binarias

“Las matemdticas comparan los mds
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analogias secretas que los unen”.

Joseph Fourier (1768-1830)
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En este capitulo se introduce el tema de las relaciones binarias: defi-
niciones bdsicas, operaciones entre ellas, relaciones de orden y de equi-
valencia, particiones asociadas a una relacion, matriz asociada a una
relacion, grafos dirigidos y algunas aplicaciones.

Para profundizar el tema tratado en este capitulo, es recomendable
consultar las referencias bibliogrdficas (2], [7], [15] y [20].

3.1 Definiciones y operaciones

Dados dos conjuntos A y B, una relacién R de A en B es el
triplete (G, A, B) con G C A x B, donde A se llama el conjunto
emisor o conjunto de partida, B se llama el conjunto recep-
tor o conjunto de llegada y el conjunto G se llama el grafico
de la relaciéon. Para a € Ay b € B, se dice que a se relaciona
con b si y solo si (a,b) € G, en cuyo caso se escribe aRb.

Ejemplo 1. Considere los conjuntos A = {3,5,6} y B = {4,7}, y la
relacion R de A en B, definida por aRb si y solo sia =b—1. Determine
el grdfico de R.

Solucion. FEn el gréfico se deben incluir todos los pares ordenados (a, b)
que pertenezcan a A x B, para los cuales la proposicion a = b — 1
sea verdadera. Por ejemplo, el par ordenado (3,7) no satisface dicha
condicién, pues 3 # 7 — 1, mientras que los que si la cumplen son los
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pares (3,4) y (6,7); de esta forma, al evaluar los 6 pares ordenados
posibles de A x B, se obtiene que

Gr={(3,4).(6,7)}

es el grafico de la relacion. [ |

Se dice que una relacién R esté definida sobre A si el emisor y el
receptor son el mismo conjunto A, es decir, si R = (G, A, A).

Ejemplo 2. Sobre el conjunto A = {1,2,3,4}, considere la relacion R
dada por aRb si y solo si [a=b+1 V 2a =10b]. Calcule el grdafico de R.

Solucion. En el grafico se deben incluir todos los pares ordenados (a, b)
para los que la proposicion a = b+ 1 V 2a = b sea verdadera. Por
ejemplo, los pares ordenados (3,2) y (4, 3) satisfacen a = b+ 1 y el par
ordenado (1, 2) satisface la condicién 2a = b; asi, al evaluar los 16 pares
ordenados de A x A, se obtiene que

Gr ={(1,2),(2,1),(2,4),(3,2),(4,3)}

es el grafico de la relacion. |

Para la relaciéon R de A en B, el conjunto definido por
Dr={a€ A/ Jbe B tal que aRb}

se llama dominio de R, y el conjunto definido por
R[A]={beB / Jac A tal que aRb}

se llama ambito o rango de R.

Ejemplo 3. El dominio de la relacion definida en el ejemplo anterior

es Dr ={1,2,3,4} y el rango es R[A] = {1,2,3,4}. [
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Ejemplo 4. Sean A = {a,b, f,h} y B = {c, h,k}; considere la relacion
R de A en B cuyo grdfico es Gr = {(b,c), (b,k), (h,c), (h,k)}. Deter-
mine el dominio y el rango de R.

Solucion. En el dominio se deben incluir todos los elementos de A que
se relacionan con algin elemento de B; asi, en el dominio solamente
deben incluirse b y h, por lo que D = {b, h}. Anélogamente, se obtiene
que el rango es R[A] = {c, k}. [

Ejemplo 5. Sobre el conjunto A = {2,3,5,6}, considere la relacion R
definida por aRb si y solo si a < b. Determine el grdfico, dominio vy
rango de R.

Solucion. De la misma manera que en el ejemplo anterior, en el grafico
se deben incluir todos los pares ordenados (a,b) que pertenecen al con-
junto A x A, para los cuales la proposicién a < b sea verdadera; asi,
se obtiene G = {(2,3),(2,5),(2,6),(3,5),(3,6),(5,6)}. Con ello, el
dominio es Dg = {2,3,5} y el rango es R[A] = {3,5,6}. [

SiR=(G,A,B)y S = (H,A,B) son dos relaciones de A en B,
se definen las relaciones:
e unibn de Ry S como RUS = (GUH, A, B).

e interseccién de Ry S como RNS = (GNH, A, B).

diferencia de Ry S como R — S = (G — H, A, B).

inversa de R como R~! = (G~!, B, A), donde

G ={(,a) / (a,b) € G}

e complemento de R como R = (G, A, B), donde

G={(a;b) / (a,b) ¢ G}
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Ejemplo 6. Sobre A = {1,2,3}, considere las relaciones R y S. El
grdafico de R es Gr = {(1,2),(1,3),(2,3),(3,2),(3,3)}; el grifico de S
es Gs = {(1,2),(2,2),(3,3)}. Determine el grdfico de las relaciones
RUS,RNS, R y R.

Solucion. En el grafico de R U S estaran los pares ordenados que per-
tenecen a cualquiera de los gréaficos de R o de S:

GRrus = {(L 2)a (1> 3)7 (2a 2)7 (27 3)7 (37 2)7 (37 3)}

En el gréfico de la interseccién estan los que pertenecen simultdneamente
a los gréficos de R y S:

GRrns = {(L 2)7 (37 3)}

En el grafico de R~! solamente se intercambian los componentes de los
pares ordenados de los elementos de R:

Gr-1=1{(2,1),(3,1),(3,2),(2,3),(3,3) }

Por 1ltimo, para calcular Gz es necesario recordar que el complemento
se toma sobre el universo; en este ejemplo es A X A, con lo cual

Gﬁ = {(17 1),(2,1),(2,2), (3, 1)}

que coincide con (A x A) — Gg. [

Si R = (G,A,B) y S = (H,B,C), se define la relacién com-
puestade Ry 8 como SoR = (H oG, A, C), donde

HoG=/{(a,c) / 3be B tal que aRb A bSc}

Ejemplo 7. Sobre A = {1,2,3,4} se definen las relaciones R y S,
donde el grdfico de R es Gr = {(1,2),(2,3),(2,4),(3,2),(4,1),(4,4)}
yeldeS es Gs = {(2,4),(3,2),(4,3)}. Determine el grdfico de S o R.
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Solucion. Para calcular el grafico de SoR, se buscan todos los caminos
posibles de la siguiente forma: se toma (1, 2), el primer elemento de G,
y como su segunda componente es 2, se busca en Gs los que tienen como
primera componente el mismo 2, asi:

1R2 A 284 = (1,4) € Gsor

Para el segundo elemento (2, 3) de Gg, como su segunda componente es
3, se busca en Gg los que tienen como primera componente el 3:

2R3 A 382 = (2,2) € Gsor

Se procede de la misma manera para los otros cuatro elementos de Gr y
se obtiene que como 2R4 A 483, entonces (2,3) € Gsor. Como 3R2 A
254, entonces (3,4) € Gsor ¥, por ultimo, como 4R4 A 483, entonces
(4,3) € Gsor; por lo tanto, Gsor = {(1,4),(2,2),(2,3),(3,4),(4,3)}.1

Antes de continuar, es importante aclarar que como las relaciones
han sido definidas como tripletes ordenados, dos relaciones son iguales
si y solo si tienen el mismo conjunto emisor, el mismo conjunto receptor
y el mismo grafico. En ocasiones, dos relaciones tienen el mismo grafico,
pero los conjuntos emisores o receptores son diferentes; por lo tanto, las
dos relaciones son diferentes.

Ejemplo 8. A partir de los conjuntos A = {1,2,3,4}, B = {z,y,z}
y C = {5,6,7}, considere la relacion R de A en B cuyo grdfico es
Ggr = {(l,x), (1L,y),(2,2),(3,y), (4, z)}, y la relacion S de B en C' con
grdfico Gg = {(:17, 6), (y,5), (z, 5)} Determine el grdfico de Gsor .

Solucion. Note que SoR es una relacién de A en C, es decir, su grafico
es subconjunto de A x C; para encontrar este grafico, se deben hallar
todos los pares ordenados (a,c) de manera que para algin elemento b
de B se tenga como verdadera la proposicion aRb A bSc; por ejemplo,
el par ordenado (1,6) cumple con que 1Rz A 286, por lo cual se
debe incluir en el grafico; siguiendo con las evaluaciones, se obtiene que

Gsor = {(1,6),(1,5),(2,5),(3,5),(4,5)}. [ |
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Ejercicios (seccién 3.1)

1. Sobre el conjunto A = {2,3,5,6} se define una relacién R, de
manera que el par ordenado (a,b) pertenece al grafico de R si y
solo si ab es un nimero par. Calcule el grafico de R y de R.

2. Sobre A = {1,2,3,4,5,6} se define una relacion R con grafico
Gr = {(a,b) / (a—b)? < 4}. Calcule el grafico de R y de R™!.

3. Sobre A = {1,2,4,8}, defina la relacién S por aSb si y solo si
[ab=8 V a+ b= 5]. Determine el gréifico de Sy el de S~ 1.

4. Considere las relaciones R y S definidas sobre el conjunto A =
{1,2,3,4,5}, donde R estd definida por aRb < (a — b)?2 € A, y el
grafico de S es Gg = {(i,7) / i—j > 1}, es decir, el par ordenado
(i,7) pertenece al grafico de S siy solosi i —j > 1.

(a) Calcule los graficos de R, de S, de RUS y de RNS.
(b) Calcule el grafico de (R — S)~ L.
(c) Calcule el grafico de (SoR) — (RoS).

5. Sea A = {1,2,3,4}, sean R y S relaciones sobre A, definidas por
aRb& a+be Ay poraSbsb=a+ 1.

(a) Determine el dominio y el rango de R, S y de S~ 1.
(b) Determine los graficos de R, de S, de RU S, de SN'R, de
S—R,yde S -R.

6. Considere las relaciones R y S definidas sobre el conjunto A =
{a,b,c}, donde G = {(a, a), (a,c), (b,a), (b,b), (c, c)} es el grafico
de R y el grafico de S es Gg = {(a,a), (a,b), (b,b), (e, a)}.

(a) Determine las gréficos de R, de RUS,de RNS,yde R —S.
(b) Determine los graficos Gz_g-1, y Gzs-
(c) SiR? =RoRoR, calcule Ggs.
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3.2 Matrices y grafos asociados

En esta seccién se definen las matrices booleanas que resultan tutiles
para guardar la informacion de los elementos del grafico de una relacion
binaria; ademads, se hace una breve introduccién al tema de los grafos,
que se utilizan aqui para representar los graficos de las relaciones.

Una matriz M de tamano m por n es un arreglo rectangular de
mmn numeros ordenados en m filas (horizontales) y n columnas
(verticales). Esta matriz se denota por M = (my;), donde m;;
es la entrada i-j de la matriz; en ocasiones se escribird M [, j]
para denotar la entrada -5 de la matriz M.

1 3 -2
0 5 2
2 x 3, donde, por ejemplo, mi11 =1, mo3z =2, myz = —2. [ |

Ejemplo 9. La matriz M = ( ) es una matriz de tamano

Una matriz de 1 x n se llamarda matriz fila y una de m x 1 se
llamara matriz columna.

Ejemplo 10. La matriz (1 2 -3 —6 ) es una matriz fila de 1 x4 y

1
la matriz 2 es una matriz columna de 3 X< 1. [ |

-3

Se define como la matriz identidad de tamano n x n a la matriz

1 sii=j
In = (5ij)7 con 61']' = 0 Si 2 7& ]
10 1 00
Ejemplo 11. Las matrices Is = ( 0 1 ), Is=1 0 1 0 | sonlas
0 0 1

matrices identidad de 2 X 2 y 3 X 3, respectivamente. |
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No es el interés de esta obra profundizar en el tema general de las
matrices, solamente interesa desarrollarlo en el caso particular de las
matrices booleanas, donde sus entradas pueden ser solamente 0 o 1, ya
que, como se vera mas adelante, serdan tutiles para representar los graficos
de las relaciones definidas sobre conjuntos finitos.

Se define la matriz nula o matriz cero, de tamano n por m, como
la matriz cuyas entradas son 0 y se denota 0,x,,. Ademads, se
define la matriz unidad o matriz uno, de tamano n por m, como

la matriz cuyas entradas son 1 y se denota 1, ,-

Ejemplo 12. La matriz nula de 2 por 3 es 0gx3 = ( 8 8 8 ) |
11

Ejemplo 13. La matriz unidad de 3 por 2 es 1gyo = 1 1 [ |
11

Si A = (ai;) y B = (bij) son dos matrices booleanas de m x n, se
define la disyuncion de A y B como la nueva matriz AV B = D,

donde las entradas son:

D[Z ,]_ 1 Siaij:1\/bij:1
il = 0 siaij=0/\b2-j=0

Ademas, se define la conjuncién de A y B como la nueva matriz
AN B = C, donde las entradas son:

1 siag;=1A b =1
C. 1 ) iJ
[27'7] { 0 si Qjj =0V bij =0

11
1 1 |, matrices
10

o O O
—_ = O

1 1 0 1
Ejemplo 14. SiA=( 0 1 0 1 | yB=
0 01 0
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de 3 x 4, se obtienen las nuevas matrices

1 1 11 00 0 1
AvB=1]1 01 1 1 AANB=1 01 0 1
0110 00 1 0

ambas de tamano 3 x 4. [ |

Ademas de estas dos operaciones con matrices booleanas, se define
la matriz traspuesta de M como la matriz cuyas columnas son
las filas de M y las filas son las columnas de M; esta nueva matriz
se denota por MT. Simbélicamente, si M = (mij;) se tiene que
MT = (mﬂ)

1 1

Ejemplo 15. Para la matriz M = ( 0 ? ) de 2 x 3, su traspuesta

1 0
eslamatrizMT(l 0)de3><2. [ ]
0 1

Si A={ay,...,an}y B={b1,...,by} son conjuntos finitos, toda
relacion R de A en B se puede representar por medio de una
matriz asociada que se denota por Mx. La entrada i-j es 0
si el par ordenado (a;,b;) no pertenece al grafico de R, es decir,
si a;Rbj, y es 1 si el par ordenado (a;,b;) si pertenece al grafico
de R, es decir, es 1 si a;Rb;. Se representard por Mg[i, j]| a la
entrada i-j de la matriz My, asi:

. 0 sia;Rb;
M. = Y
R[%]] { 1 si aﬂ%bj

Ejemplo 16. Si se define la relacion R de A en B, con A = {3,4} vy
B ={z,y,z}, con grifico Gr = {(3,:10), (3,2),(4,y), (4, z)}, entonces la
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matriz asociada a esta relacion es la matriz de 2 x 3:

101
M:
R (o 11)

Mientras que la matriz

10
Ms=1 0 0
0 1

esta asociada a la relacion S, de B en A, con Gs = {(x, 3), (z, 4)} |

Ejemplo 17. Sean A = {—1,3,2} y B = {x,z,w,t}, y la relacion R
de A en B, de manera que la matriz de esta relacion estd definida por
Mgli,jl=1% (i=j VvV j—i=2)

Calcule Mr y Ggr.

Solucion. Por la forma de definir la matriz, se observa que ella tendra
un 1 solamente en las entradas Mg[1, 1], Mg[2,2], Mr[3,3], pues alli se
cumple que i = j, y en las entradas Mg|[1,3]|, Mz[2,4], pues se cumple
que j — i = 2. Por lo tanto,

1
Mr=10
0

o = O

1
0
1

o = O

y asi, al analizar los conjuntos A y B, se obtiene que el grafico de esta
relacion es el conjunto Gr = {(—1,), (=1,w), (3,2),(3,¢),(2,w)}. W

Es sencillo verificar que para relaciones definidas sobre conjuntos fini-
tos, las matrices de unién e interseccién de dos relaciones, asi como la
matriz de la relacion inversa, se obtienen mediante

Mrus = MgrV Ms
Mpns = Mpr AN Ms
Mg = Mph (3-3)
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Ejemplo 18. Si A ={a,b} y B ={c,d, e}, y se definen dos relaciones
R y S de A en B, donde Gr = {(a,c),(a,e),(b,d),(b,e)} es el grdfico
deRyeldeS es Gs = {(a,c), (a,d), (b, e)}, calcule Mz, Mg, Mr,s,
Mpns y Mp-1.

Solucion. De los graficos dados, se tiene que:

101 110
M: M:
R<011> 3<001>

y al calcular la disyuncién y la conjuncién de estas matrices, se obtiene:

111 100
MRU3_<011> MR”‘S_<001>

10
Por ultimo, Mzp-1 =] 0 1 |. |
11

Ejemplo 19. Para la relacion definida en el ejemplo 2, determine la
matriz de la relacion R; ademds, calcule el grdafico de R o R, la matriz
Mpor, su dominio y su rango.

Solucion. Del ejemplo 2, Gr = {(1,2), (2,1),(2,4),(3,2), (4, 3)}, asi,
la matriz de R es:

1
0

Mo —
R 1

o O = O
_ o O O
o O = O

0

Para calcular el grafico de RoR, se buscan todos los caminos posibles de
la siguiente forma: se toma el primer elemento (1,2), y como su segunda
componente es 2, se buscan los que tienen como primera componente el

mismo 2, asi:

1R2 AN 2R1 = (1,1) € Gror
1R2 N 2R4 = (1,4) € Gror
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Para el segundo elemento (2, 1), como su segundo componente es 1, se
buscan los que tienen como primera componente el mismo 1, asi:

2R1 A 1R2 = (2,2) € Gror

Para el tercer elemento (2,4), como su segunda componente es 4, se
buscan los que tienen como primera componente 4, asi:

2R4 A AR3 = (2,3) € Gror

Anélogamente, como 3R2 A 2RI, entonces (3,1) € Gror. Como
3R2 A 2RA4, entonces (3,4) € Gror ¥, por ultimo, como 4R3 A 3R2,
entonces (4,2) € Gror; por lo tanto:

GRor = {(17 1)7 (17 4)7 (2a 2)7 (27 3)a (3> 1)7 (37 4)7 (47 2)}
La matriz de R o R es:

1 0 01
0110
Mpor =
PR 10001
0100
Para finalizar, el dominio es Dror = A y el rango es R[A] = A. [

Otra operacién importante entre matrices booleanas es la multipli-
cacién; para definirla, considere las matrices A = (a;;) de m x n y
B = (b;j) de n x p. La multiplicacién booleana de A y B es la nueva
matriz de m x p que se denota por A® B, de manera que A® BJi, j] =1,
si existe un 1 en la misma posicién en la fila ¢ de A y en la columna j
de B, y A® BJi,j|] = 0 si no hay coincidencia. Para comprender esta

0
0
1

1 0
y B es la matriz de 3 X 2 dada por B = ( 00 ), calcule la nueva
0 1

operacion, observe el siguiente ejemplo:

1 1
Ejemplo 20. Si A es la matriz de 3 x 3 dada por A = ( 0 1
1 0
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matriz que se obtiene de la multiplicacion de A y B. Para iniciar, se
debe comparar, para buscar coincidencias de unos, la primera fila de
A con cada una de las columnas de B, es decir, comparar (1 1 0 )

1
con ( 0 | y se observa que coinciden en la primera entrada; luego, se

0
0
compara (1 1 0 ) con | 0 | yse observa que no hay coincidencias.
1

Por lo tanto, la primera fila de A© B es (1 0 ). Ahora se compara la
sequnda fila de A con cada una de las columnas de B y se observa que
no hay coincidencias de unos; por lo tanto, la sequnda fila de A ® B es
(0 0). Andlogamente, se compara la tercera fila de A con cada una
de las columnas de B y se observa la coincidencia en ambos casos; por

lo tanto:
1 1 0 10 10
Ao®B=1 01 0 || 0 0 |=]100
1 01 0 1 11
que corresponde a una matriz de 3 X 2. |

Conociendo las matrices de dos relaciones, se puede determinar la
matriz de la composiciéon por medio de la multiplicacion booleana de
sus matrices:

Msor = Mr © Ms (3.4)

Ejemplo 21. En el ejemplo 19 se calcula, por medio de la definicion, la
matriz de R o R; ahora se puede utilizar el resultado (3.4) para obtener:

0100 0100 10 01
Mpor — 1 0 01 N 1 0 01 _ 0110
01 00 0100 1 001
0 010 0010 0100

Observe que se obtuvo el mismo resultado que en el ejemplo 19. |
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Anteriormente, se vio que las diferentes relaciones de A en B se
pueden representar por medio de su criterio, su grafico o su matriz
asociada. En el caso particular de relaciones definidas de A en A, es
decir, sobre A, se pueden representar por medio de un grafo dirigido
o digrafo. Este grafo estard formado por los elementos de A, que se
llamarédn vértices o nodos, y un conjunto de flechas o aristas, de
manera que hay una flecha del vértice a al vértice b si (a,b) € Gr. En
el caso especial de las flechas de a en a, se llamaran lazos.

Ejemplo 22. Para la relacion R definida sobre A = {1,2,3,4} de ma-
nera que su grdafico es

GR = {(17 1)7 (17 2)7 (27 3)7 (37 2)7 (3, 3)7 (47 3)}

el grafo asociado a R esta dado en la figura 3.1. En él se observa que
en los nodos 1 y 3 hay lazos y ademds, se tienen cuatro flechas. |

Figura 3.1: Grafo con 4 nodos, 4 flechas y 2 lazos.

Ejemplo 23. Para la relacion R definida sobre A = {a,b,c,d,e, [},
con grdfico Gr = {(b, ¢), (b,d), (c,a),(c,c),(d,c),(d,d),(de),(f, f)}, se
tiene que el grafo asociado a R estd dado en la figura 3.2. En €l se
observa que se tienen cinco flechas, y lazos en los nodos ¢, d y f. M



3.2. Matrices y grafos asociados 183

Figura 3.2: Grafo con 6 nodos, 5 flechas y 3 lazos.

Ejercicios (seccién 3.2)

1.

Considere las relaciones R y S definidas sobre el conjunto A =
{a,b,c}, donde G = {(a, a), (a,c), (b,a), (b,b), (c, c)} es el grafico
de R y el grafico de S es Gs = {(a,a), (a,b), (b,b), (c, a)}.

(a) Calcule las matrices Mz, Mgrus, Mrns, Mr_s

(b) Determine los grafos de R —S~! y de RUS.

. Considere las relaciones R y S definidas sobre el conjunto A =

{1,2,3,4,5}, donde R esta definida por
aRb < (a—b)?e A
y el gréfico de S es Gg ={(i,j) / i—j>1}

(a) Determine la matriz de R, de S, de RUS y de SoR.
(b) Calcule el grafo de R, de Sy de RUS.

Para A = {1,4,7}, sea R una relacién sobre A, definida por

aRb < ab < 16
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0 1
y sea S otra relacién sobre A, cuya matrizes M = | 0 0
11

S = O

(a) Determine la matriz, el grafico y el grafo asociados a R.
(b)

(c) Determine la matriz de S~! o R.

(d) Determine el grafico asociado a (S71oR) — R.

Determine la matriz, el grafico y el grafo asociados a S.

. Considere la relacién R definida sobre A = {a, b, ¢, d, e}, de manera

que la matriz asociada a R es

110 0 0
01 010
Mr=10 01 01
01 010
111 0 0

y la relacién S definida de A en el conjunto B = {1, 3,5, 7}, cuyo
gréafico es Gs = {(a,3), (a,7),(b,1),(c,5),(c,7), (e, 1), (e, 7)}

(a) Determine las matrices Mg, Mror, Msor.-

(b) Determine los grificos G(sor)-1, Gsos—1-

(c) Determine el grafo asociado a la relaciéon S=! o S.

. Sea A = {f#,a,2,0} y sea R una relacién sobre A, cuya matriz

asociada satisface
Mgli,jl=1& (2i=jV j=1Vi=4)

Determine la matriz Mg, el grafico G y el grafico de R — R~!

. Sea A = {0,1,3,4} y sea R una relacién sobre A, cuya matriz

asociada esta definida por

1 si 3=il=1Vi=j
0 en cualquier otro caso

MR[iaj] = {
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y sea S otra relacién sobre A, definida por
aSb=a—-be A

(a) Determine las matrices de R y de S, y el grafico de RoS™1.

(b) Determine la matriz asociada a (R N S)~L.

7. Sea A ={0,2,4,6}, sea R una relacién sobre A, cuya matriz aso-
ciada esta definida por

. 1 sii=4V j=3Vi=j
MR[Zaj] = .
0 en cualquier otro caso
y sea S otra relacion sobre A, definida por

aSb<a+be A

(a) Determine el grafico y la matriz asociadaa R, a Sy a SoR ™!

(b) Determine la matriz asociada y el grafo de (RUS) — (RNS)

8. Sea A = {1,3,5,6} y sea R una relacién sobre A, cuya matriz
asociada estd definida por

Mgr =

= o O O
o O O =
O O = O
O = O O

(a) Determine el menor nimero natural n tal que Mgn = I4.

(b) Calcule Mp2006.

9. Sea A = {1,3,5,6,9} y sea R una relacién sobre A, cuyo gréfico
asociado es Gr = {(1,3),(3,5), (5,6),(6,9),(9,1)}

(a) Determine el menor natural n, conn > 1, tal que Mgn = Mg.

(b) Calcule MR10001.
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10. Sea A = {a,b,c,d} y sean R, S, T relaciones sobre A, tales que

Mgli, j] = 1 osili—1=1Vi=j>
Rl = 0 en cualquier otro caso

Msli, j] 0 si Mgli,j—1]=1paraj#1
i,J] = :
st J 1 en cualquier otro caso

Moli, j] 0 si Mr[i+1,j] =0 parai+#4
7 =
TihJ 1 en cualquier otro caso

(a) Determine las matrices de R, de S,de 7 yde SUT.
(b) Construya el grafo asociadoa R,a S,a 7T ya SUT.
(c) Determine el grafico de R™}, de SUT7 yde R 1oSUT.
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3.3 Propiedades de las relaciones

En esta seccién se definen algunas propiedades de las relaciones con
la finalidad, como se verd en las siguientes secciones, de clasificarlas en
relaciones de equivalencia o en relaciones de orden. Las relaciones del
primer tipo permitiran asociar los elementos afines de los conjuntos y
asi particionarlos en subconjuntos, de manera que éstos sean disjuntos.
Las relaciones del segundo tipo permitiran ordenar, en algin sentido,
los elementos del conjunto donde se define la relacion.

Si R es una relacion definida sobre A, se dice que la relacién R es:

e Reflexiva si y solo si Va € A [aRal, es decir, R es reflexiva si
aRa para todo a € A.

e Simétrica si y solo si Va,b € A [aRb = bRal, es decir, R es
simétrica si cuando aRb también bRa.

e Transitiva si y solo si Va,b,c € A [aRb N bRc = aRc, es
decir, R es transitiva si cuando aRb y bRc se concluye que aRc.

e Antisimétrica si y solo si Va,b € A [aRb A bRa = a =], es
decir, R es antisimétrica si para aRb, con a # b, no se cumple
que bRa.

e Total siy solo si Va,b € A [aRb V bRal, es decir, R es total si
para cualquier par de elementos a y b de A, se cumple que aRb
o bRa.

Ejemplo 24. Sea A = {1,2,3,4} y sea R una relacion definida sobre
A, cuyo grifico G es

G={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1),(3,3),(4,4),(4,1)}

Determine si R es reflexiva, simétrica, transitiva, antisimétrica o total.
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Solucion. En primer lugar, se observa que si es reflexiva, pues 1R1,
2R2, 3R3 y 4R4. No es simétrica, pues se tiene que 4R1 pero 1R4, es
decir, 4R1 = 1R4 es falsa. No es transitiva, ya que 4R1 y 1R3, pero
4R 3, es decir, 4R1 A 1IR3 = 4R3 es falsa. No es antisimétrica, ya que
1R2 y 2R1, pero 1 # 2. Por tdltimo, no es total, ya que 2R4 y 4R2,
esto ultimo es equivalente a decir que 2R4 V 4R2 es falsa. |

Es importante aclarar que los conceptos de simetria y antisimetria no
son opuestos, es decir, se pueden obtener relaciones que sean simétricas
y antisimétricas al mismo tiempo (vea ejercicio 5 de la seccién 3.3).

Ejemplo 25. Sea E un conjunto no vacio y sea R una relacion definida
sobre P(E) que satisface

ARB <= (AUB = A)

Analice cudles propiedades cumple R.

Solucion. Es claro que si es reflexiva, pues AU A = A, y asi se cumple
que ARA para todo A € P(E). Ademas, recuerde que en el capitulo 2
se demostro que AUB = A es equivalente a la proposicién B C A, con la
cual se verifica que la relacion si es transitiva y no es simétrica. Por otro
lado, como se sabe que A C B A B C A implica que A = B, se concluye
que la relacién si es antisimétrica. Por dltimo, la relacion no es total,
pues es facil verificar que para el conjunto de tres elementos E = {1,2, 3}
se verifica que {1,2} U {2,3} # {1,2}, y ademas {2,3} U {1, 2} # {2, 3},
con lo cual no se cumple la definicién de total. [ |

Ejemplo 26. Sobre Z se define la relacion R, por:
aRb <= (3k € Z tal que b—a = 3k)

Analice cudles propiedades satisface la relacion R.
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Solucion. Se analizard si R es reflexiva, simétrica, transitiva, anti-
simétrica o total.

e Si es reflexiva, pues para k = 0 se tiene que a —a =0=3-0, y
esto verifica que aRa para todo a en 7.

e Si es simétrica, pues si aRb, 3k € Z tal que b —a = 3k, y al
multiplicar ésta por —1 se obtiene a —b = 3-(—k). Como —k € Z,
esto ha probado que bRa.

e Se prueba que si es transitiva:

aRb AN bRc

(Fki€Z /| b—a=3ki1) N (Fka€Z | c¢—b=3ka)
b—a+c—b=3ki + 3k

c—a=3(k1 + k2) = 3ks

= aRec

R

Puesto que k3 € Z, se ha probado que aRb N bRc = aRe.

e No es antisimétrica, pues se cumple que, por ejemplo, 2R5 y
también se cumple que 5R2, y con ello no satisface la definicion.

e No es total, pues se cumple que, por ejemplo, 2R3 y también se
cumple que 3R2, y con ello no satisface la definicién.

Si R = (G, A, A) es una relacién definida sobre A, se define
la diagonal de A como el conjunto

D ={(z,z) | x€ A}

Ejemplo 27. St R = (G, A, A) es una relacion definida sobre A, de-
muestre que R es antisimétrica si y solo si GN G~ C D.
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Solucion. Es necesario probar ambas direcciones:

“=7" Sea (a,b) € GNG™' = (a,b) € G A (a,b) € G = aRb A
aR~'b = aRb A bRa y esto implica que a = b, pues por hipétesis,
R es antisimétrica. Con esto se ha probado que (a,b) € GNG~! =
a = b, es decir, (a,b) € D.

“<” Sean a y b tales que aRbAbRa, asi aRbAbDRa = aRbAaR~'b =
(a,b) € G A(a,b) € G = (a,b) € GNG~! y como por hipétesis
se tiene que G N G~! C D, se conluye que (a,b) € D, esto implica
que a = b. Se ha probado que aRb A bRa = a = b; por lo tanto,
se ha probado que R es antisimétrica. |

Ejemplo 28. Pruebe que si R y R~ son reflexivas, entonces R UR ™
es reflexiva.

Solucion. A partir de la hipétesis se sabe que aRa y aR~'a, para todo
a € A, pues R y R™! son reflexivas. Por la regla de inferencia de la
adicién, se tiene que aRa V aR ™ 'a, y de ahi se implica que aRUR 'a,
con lo cual R U R les reflexiva. |

Ejemplo 29. Sean R y S dos relaciones definidas sobre un conjunto A,
con A no vacio. Si R es transitiva y se cumple que a(RUS)b y bR,
entonces demuestre que a [R U (R o S)]c.

Solucion. Aplicando las definiciones y la hipdtesis de que R es transi-
tiva, se obtiene:

a(RUS)b A bRc = (aRb V aSb) N bRe
= (aRb A bRc) V (aSb A bRe)
= aRc V a(RoS)c
= a[RU(RoS)|c
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Para finalizar esta seccion, se define la propiedad < para matrices
booleanas, que serd tutil para verificar las propiedades que satisfacen las
relaciones definidas sobre un conjunto finito A (véase teorema 2).

Si A y B son matrices booleanas de tamano m x n, se dice que
A es menor o igual que B si y solo si a;; < b;j, para todo
1<i<m,1<j<n,y sesimboliza como A < B.

1 0 0 1 01
Ejemplo 30. 57 A = 1 10 y B = 1 1 0 |, es claro
010 1 1 1
que se cumple A < B, es decir, A < B es verdadera, pues al comparar
entrada por entrada se satisface que a;; < byj. |
Ejemplo 31. S5i A = ( Lol ) y B = L , es claro
0 0 1 010

que A < B no se cumple, es decir, la proposicion A < B es falsa; ast,
se tiene que A £ B, pues al comparar entrada por entrada se observa
que A[2,3] =1 £ 0= B[2,3]. [ ]

Teorema 1. St R y S son relaciones definidas de A en B, entonces
Mr < Ms <= Gr C Gs

Demostracion. Ejercicio. O

Teorema 2. Si R es una relacion definida sobre un conjunto finito A,
donde A contiene n elementos, entonces se cumple:

1. R es reflexiva si y solo si I, < Mg
2. R es simétrica si y solo st Mg = M%

3. R es transitiva si y solo si Mror < Mg
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4. R es antisimétrica si y solo si M A M% <I,

5. R es total si y solo st M V M% = 1,xn

Demostracion. Se prueba solamente la parte 3., el resto esta enunciado
en el ejercicio 19. Asi, como por hipétesis A es finito y tiene n elementos,
es posible suponer que A = {aj,az,...,an}.

“=" Suponiendo que R es transitiva, se debe probar que Mror < Mg,
es decir, que la entrada ¢ de la matriz Mzo.r es menor o igual que
la entrada ¢5 de la matriz Mp.

Prueba: Si Mgror[i,j] = 0 no hay nada que probar, pues la de-
sigualdad se satisface.

Si Mrorli,j| = 1, entonces existe k de manera que Mg[i, k] =1y
Mgk, j] = 1; por lo tanto, a;Ray, y arRaj, por lo que a;Ra; por
hipétesis, pues se asume que R es transitiva. De donde se concluye
que Mgli,j] =1.

“<” Asumiendo que Mgror < Mp como hipdtesis, se debe probar que
R es transitiva.
Prueba: suponga que a;Ray y arpRaj, esto implica que Mg[i, k] =
1y Mglk,j] =1, es decir, se tiene que Mror|i,j] = 1, pero como
Mpror < Mp vy se sabe que el lado izquierdo es 1, se concluye que
Mg[i, j] = 1, por lo que se concluye que a;Ra;.

O

Ejemplo 32. Sobre un conjunto A = {a,b,c} se define una relacion

110
R, de manera que Mg = | 0 1 1 |. Utilice el teorema anterior y
010

analice las propiedades que satisface la relacion R.
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Solucion. En primer lugar, se observa que Is £ Mpg; por lo tanto, R

1 00
no es reflexiva. Como M% = 1 1 1 |, esclaro que Mg # M}g,
0 10
por lo que R no es simétrica. Al calcular, se obtiene que Mgr.r =
1 11
0 1 1 |, por lo que Mror £ Mg y consecuentemente R no es
011
100
transitiva. Se tiene que Mg AML =1 0 1 1 £ I3, por lo que R
010
1 1 0
no es antisimétrica y, finalmente, Mg V ML = 1 11 % 13x3,
0 1 0
por lo que R no es total. [ |

Ejercicios (seccién 3.3)

1. Sea A ={1,2,3,4} y las relaciones R, Ra, R3, R4y Rs, definidas
sobre A, cuyos graficos respectivos son:

(a) G1={(1,1),(4,4)}

(b) G2 ={(1,1),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3), (4,4)}

(c) Gz ={(1,1),(2,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,2)}

(d) Ga={(1,1),(1,2),(2,3),(1,3), (4,4)}

(e) G5 ={(1,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3), (3,4), (4,2),
(4,3),(4,4)}

Para cada una de estas relaciones, establezca si son reflexivas, si-
métricas, transitivas, antisimétricas o totales.

2. SiA=1{1,2,3,4,5} y R una relacién definida en A, cuyo grafico es
{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1),(2,3),(3,3).(4,4),(3,2),(1, 4) },
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determine si R es una relacién reflexiva, simétrica, transitiva, an-
tisimétrica o total.

. Dé un ejemplo de una relacién que sea simétrica y reflexiva pero

no transitiva, y un ejemplo de una relacion que sea transitiva y
reflexiva pero no simétrica.

. Para cada una de las siguientes relaciones, definidas sobre 7, deter-

mine si R es reflexiva, simétrica, transitiva, antisimétrica o total.

(a) aRb <= a—b<10.
(b) aRb<= (a>0 A b>0) V (a<0 A b<0).

. Determine una relacién sobre A = {1, 2,3} que sea reflexiva, simé-

trica y antisimétrica.

. Utilice el teorema 2 para analizar las propiedades que cumple la

relacion R si su matriz asociada es:

1 01
(a) | 1 10

0 1 1

1 0110

01001
(b)y [ 1 01 1 0

1 0110

01001

Analice cudles propiedades cumple la relacién R, definida en N
por:

aRb<—=a—-be N

. Analice cuédles propiedades cumple la relacién R, definida en R

por:

aRb<=a—-beZ
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Si A =1{1,2,3}. Se define una relaciéon R sobre P(A) como
MRN < [[MNN=2)V(M=N)]|
Analice cuéles propiedades cumple la relacién R, calcule su gréfico.

Sea F un conjunto no vacio. Para cada una de las siguientes rela-
ciones, definidas sobre P(F), analice cudles propiedades cumple:
(a) ARB <= (ANB=2)
(b) ARB <= (ANB=A)
(¢c) ARB <= (A— B # 9)
Sea R una relacion definida sobre A, A # &, demuestre:
(a) Si R es simétrica, entonces R~! es simétrica.
(b) Si R es antisimétrica, entonces R~! es antisimétrica.

)
)
(c) Si R es reflexiva, entonces RN R~ es reflexiva.
(d) Si R es transitiva, entonces RN R~ es transitiva.
)

(e) Si R es antisimétrica, entonces R NR~! es antisimétrica.

Sea R una relacion definida sobre A, A # @. Muestre, con un
contraejemplo, que las siguientes proposiciones son falsas.
(a) Ry R! son transitivas, entonces R U R ™! es transitiva.
(b) RUR™! es transitiva, entonces R y R~! son transitivas.

(c) R es antisimétrica, entonces R UR ™! es antisimétrica.

Sean R y S relaciones definidas sobre un conjunto A, con A no
vacio. Demuestre que si R es antisimétrica, entonces R~ NS es
antisimétrica.

Sean R y S dos relaciones transitivas definidas sobre un conjunto
A, con A no vacio. Demuestre que si a(RNS)b A b(R o S)a,
entonces a(R o 8)b.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Sean R y S dos relaciones definidas sobre un conjunto A, con A no

vacio. Si se sabe que R es transitiva y S es simétrica, demuestre
que si a(RNS)b A bRe, entonces b(R o S)e.

Sea R una relacién definida sobre A y se dice que R es irreflexiva
si para toda a € A, se cumple aRa.

(a) Dé un ejemplo de una relacién, sobre A = {a,b,c}, que no
sea reflexiva y no sea irreflexiva.
(b) Dé un ejemplo de una relacién, sobre determinado conjunto

A, que sea reflexiva e irreflexiva.

Sea R una relacion definida sobre A y se dice que R es asimétrica
si Va,b € A, se cumple aRb = bRa.

(a) Dé un ejemplo de una relacién, sobre A = {a,b,c}, que no
sea simétrica, no sea antisimétrica y no sea asimétrica.
(b) Sies posible, dé un ejemplo de una relacién que sea simétrica,

antisimétrica y asimétrica.

Sean R y S dos relaciones definidas sobre un conjunto A, con
A no vacio. Demuestre que si R y S son simétricas, entonces
RoS=(SoR)™L

Suponga que R es una relaciéon definida sobre un conjunto finito
A de n elementos. Demuestre que:

(
(

a) R es reflexiva si y solo si [, < Mg

)

b) R es simétrica si y solo si Mg = M%

(c) R es antisimétrica si y solo si Mg A ML < I,
)

(d) R es total siy solo si Mp V M% = 1,xn
Sean R y S relaciones definidas de A en B, demuestre que:

(a) (R =R
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b)) RUS) =R 1tus!
(c) (RNS)t=RInS!
(d) (R-8)1=R"1-8"!

197

21. Para las relaciones R = (G, A,B), S = (H,B,C)y T = (F,B,C),

demuestre que:

(a) (SoR) =R 1os!
(b) (SUT)oR=(SoR)U(T oR)
(¢) (SNT)oRC(SoR)N(T oR)

22. Sean R = (G, A,B) y S = (H, A, B), demuestre que:
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3.4 Relaciones de equivalencia

De acuerdo con las propiedades que satisface o no determinada rela-
cién, se puede clasificar de diferentes formas. En esta seccién se definen
los conceptos basicos sobre las relaciones de equivalencia que, como se
vera, permitiran asociar o agrupar los elementos afines de los conjuntos y
asi particionarlos en subconjuntos de tal manera que éstos sean disjuntos.

Si R es una relacién sobre el conjunto A, se dice que la relacién R
es de equivalencia si y solo si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplo 33. Si se considera la definicion de hermanos como las per-
sonas que tienen el mismo padre y la misma madre, y se define la
relacion R sobre un conjunto de personas A, como aRb si y solo si
a es hermano de b. Con base en la definicion dada, aRa es verdadera,
ya que a y a tienen el mismo padre y la misma madre; asi, esta relacion
es reflexiva, ademds, es facil corroborar que es simétrica y transitiva;
por lo tanto, es de equivalencia sobre este conjunto de personas. |

Si R = (G, A, A) es una relacién de equivalencia sobre el conjunto
A, entonces la clase de equivalencia de a, que se denota por t.z,

es el conjunto
a={bc A/ aRb}

En otras palabras, la clase de equivalencia de un elemento esta
formada por todos los elementos que se relacionan con él. Ademas,
el conjunto formado por todas las clases de equivalencia se llama
el conjunto cociente y se denota por A/R, es decir:

A/R:{ZL / aeA}

En ocasiones, la clase de equivalencia de a se representa por medio
de los simbolos @ o [a].
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Ejemplo 34. En el ejemplo 33 se analizo la relacion “hermano de”

se comprobdé que es una relacion de equivalencia; por lo tanto, se puede
hablar de clases de equivalencia. En este caso, la clase de equivalencia
de cualquier persona estaria formada por ella y sus hermanos, si los
tuviera. |

Ejemplo 35. Sea A = {a,c,d, f} y sea R una relacion definida sobre
A, donde su grdfico es {(a,a), (a,d),(c,c),(d,a),(d,d),(f, f)} St se
sabe que R es una relacion de equivalencia sobre A, determine todas las
clases de equivalencia 1y el conjunto cociente de la relacién R sobre A.

Solucion. Los elementos que se relacionan con a son a y d, con lo cual
o 7’ . .

a= {a,d}; el inico elemento que se relaciona con ¢ es ¢, con lo cual
L]

c={c}; de la misma manera, el 1inico elemento que se relaciona con f
es f, asi f {f}. Ademais, dado que los conjuntos d y a contienen los

mismos elementos, es claro que d:a. Por 1ultimo, el conjunto cociente

es A/R:{a,e,f}. [ |
Ejemplo 36. Sobre 7 se define la relacion R por:
aRb <= (3k € Z tal que b—a = 3k)

En el ejemplo 26, pdgina 188, se demostro que esta relacion es reflexiva,
simétrica y transitiva; por lo tanto, R es una relacion de equivalencia.
Por otro lado, la clase de equivalencia de 2 es 9= {beZ | 2Rb}, es
decir, es el conjunto de los enteros b para los cuales b—2 es un maultiplo
de 3, asi:

5= {.. ~1,2,5,8,...}

De la misma manera se obtiene que

Se
I

{...,—6,-3,0,3,6,...}
{...,=5,-2,1,4,7,...}

—e
I
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Por ultimo, para determinar el conjunto cociente, se deben calcular to-
das las clases de equivalencia posibles, pero es mecesario observar que
cualquier otra clase de equivalencia es una de las tres anteriores, pues,

por ejemplo, Z.’,:—.Gz(.), de donde se obtiene que 7Z,/R = {(.), i,é} |

Como se mencioné anteriormente, las relaciones de equivalencia par-
ticionan los conjuntos en conjuntos disjuntos, donde estos son las clases
de equivalencia que forman el conjunto cociente. Antes de continuar, es
necesario repasar el concepto de particion dado en el ejercicio 8 de la
seccion 2.7.

Si A es un conjunto y K es una familia de subconjuntos
no vacios de A, se dice que K es una particion de A
si se cumple que todo elemento de A pertenece a uno
y solo uno de los conjuntos de la familia K.

Esta definicion establece que una coleccién de subconjuntos no vacios
de A es una particién de A si y solo si la unién de todos estos es A y la
interseccién de cualesquiera dos de estos conjuntos es vacia.

Ejemplo 37. Para el conjunto A = {1,2,3,4} se verifica que la fa-
milia K1 = {{1,3,4},{2}} es una particion de A, pues satisface to-
das las condiciones de la definicion dada, mientras que la familia Ko =
{{1, 2,3}, {3, 4}} no es una particion de A, pues el elemento 3 pertenece
a dos elementos distintos de K. |

Ejemplo 38. Si A ={1,2,3}, determine las posibles particiones de A.
Solucidn. Existen cinco: K; = {{1},{2},{3}}; K2 = {{1,2},{3}};
Ks = {{1,3},{2}}; Ku = {{2,3},{1}}; K5 = {{1,2,3}}. [ ]

Ejemplo 39. En el ejemplo 36 se demostro que el conjunto cociente en

la relacion modulo 3 es Z./R = {(.), i,é}; como (.), i, é SO0M M0 Vacios,

mutuamente excluyentes y su union da como resultado el conjunto 7, la
e o o

familia {0, 1, 2} es una particion de 7. [ |
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Ejemplo 40. Si A = {a,b,c,d, e}, determine el grifico de la relacion
de equivalencia asociada a la particion P = {{a,c},{e},{b,d}} de A.

Solucion. Los conjuntos {a, c}, {e}, {b,d} deben ser las clases de equi-
valencia de la relaciéon inducida; por lo tanto, los elementos de cada uno
de estos conjuntos se deben relacionar solamente con los de ese conjunto,
asi, G = {(a,a),(c,¢), (a,c), (c,a), (e,e), (b,b), (d,d), (b,d),(d,b)} es el
grafico asociado a la relacién. [ |

Ejemplo 41. Suponga que una universidad tiene 5 anos de fundada y
los estudiantes pueden optar por 6 diferentes carreras. Sobre el conjunto
U formado por los estudiantes de esta universidad se definen dos rela-
ciones R y S de la siguiente manera: en primer lugar, aRb si y solo si
a y b ingresaron el mismo ano a la universidad; en sequndo lugar, aSb
sty solo si a estudia la misma carrera que b. Se verifica facilmente que
ambas relaciones son de equivalencia; por lo tanto, cada una de ellas
determina una particion. De esta forma, es claro que R particiona a
U en 5 clases de equivalencia, donde cada una estd formada por todos
los estudiantes que entraron el mismo ano. Mientras, S particiona a U
en 6 clases de equivalencia, donde cada una estd formada por todos los
estudiantes que entraron en una determinada carrera. Por otro lado,
R NS particionard a U en 30 clases de equivalencia, donde cada una
estd formada por todos los estudiantes que entraron en el mismo ano y
estudian la misma carrera. |

Ejercicios (seccién 3.4)

1. Sea A ={a,b,c,d,e, f} y sea R una relacién definida sobre A, con
Gr = {(a,a),(a,b),(b,a),(b,b),(c,e).(d,d),(c,c).(e,c),(e,e),(f. )}
su grafico. Si se sabe que R es una relacion de equivalencia sobre
A, determine la clase de equivalencia a y determine el conjunto
cociente de la relacién R sobre A.
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. Determine todas las posibles matrices asociadas a una relacién de

equivalencia sobre un conjunto de cuatro elementos, de manera
que la mitad de sus entradas sean unos y la otra mitad sean ceros.

. Defina la relacién R sobre N* = {1,2,3,...}, por:

aRb<= (Fk €7 tal que b=a-k)

Determine si R es de equivalencia.

. Sea A un conjunto, sobre P(A) se define la relacién R de manera

que MRN siy solo si |[M| = |N|, es decir, M se relaciona con
N si y solo si tienen la misma cardinalidad. Pruebe que R es de
equivalencia.

. Si A={a,b,c,d} ylarelacion R estd definida como en el ejercicio

4, calcule & y {b,c}.

. Sobre 7 se define la relacion R, por:

aRb<= (Fk € Z tal que b—a = 5k)

(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.
(b) Calcule la clase de equivalencia > y el conjunto cociente Z/R.

Sobre R* se define la relacion R, por aRb < ab > 0:

(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.

(b) Determine el conjunto cociente R*/R.

. Sobre N x N se define la relacion R de la siguiente manera:

(a,)R(c,d) <= [a+d=0b+ (]

(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.

(b) Determine las clases de equivalencia de (1,1) y de (3,4).



3.4. Relaciones de equivalencia 203

9. Sobre 7Z se define la relacién R de la siguiente manera:
aRb<=Ja=bV a+b=10]

(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.

(b) Represente su grafico en un sistema de coordenadas.

(c) Determine la 3 y el conjunto cociente Z/R.
10. En N* x N* se define la relacion R de la siguiente manera:
(a,b)R(c,d) <= [ad = bc]

(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.

(b) Determine las clases de equivalencia de (2,2) y de (7,4).
11. Sobre Z x 7Z se define la relaciéon R de la siguiente manera:
(a,b)R(c,d) <= [3(a — c) =2(b—d)]

(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.

(b) Determine las clases de equivalencia de (0, —1) y de (4,9).

12. Sobre Z* x Z* se define una relacién R de la siguiente manera:
Y(a,b), (c,d) € Z* x Z*[(a,b)R(c,d) <= ac>0 A bd>0]

(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.
(b) Determine la clase de equivalencia de (—3,5).
(¢) Determine Z* x Z*/R.
13. Verifique que P = {{1,4},{3,5},{2},{6}} es una particién del

conjunto A = {1,2,3,4,5,6} y determine el grafico de la relacién
inducida sobre A.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Verifique que P = {{1,3,5,6},{2,4}} es una particiéon del con-
junto A = {1,2,3,4,5,6} y determine la matriz y el grafo asocia-
dos a la relacién inducida sobre A.

Determine si K = {[n,n+1[ / n € Z} es una particién de R.
Determine si K = {[n,n+2[ / n € Z} es una particién de R.

Sea A el conjunto {1,2,3,4,5,6}. Sobre A se definen las relaciones
de equivalencia R, S, donde sus graficos son:

(a) Gr = {(1,1),(5,1),(1,5),(5,5),(2,2),(2,3),(2,4),(3,2)
(3,3),(3,4),(4,2),(4,3),(4,4),(6,6) }

(b) Gs ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(4,5), (5,4), (5,5), (6,6) }
Determine la particiéon de A inducida por cada una de ellas.

En una academia de lenguas, Juan, Ana, Mario, Pedro, Inés y
Maria estudian francés y Marco, Cindy, Emily, Tomas, Carlos,
Manuel, Felipe y Héctor estudian inglés. Sobre el conjunto U for-
mado por los estudiantes de esta academia se definen dos relaciones
R y &, de manera que aRb si y solo si a y b estudian el mismo
idioma y aSb si y solo si a y b son del mismo sexo. Verifique
que ambas relaciones son de equivalencia. Ademads, determine el
conjunto cociente determinado por la relacién R N S.

Sea E un conjunto y H C E. Sobre P(E) se define R por:
ARB<+<= ANH=BNH

(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.

(b) Si E = {a,b,c} y H = {b}, determine todas las clases de
equivalencia y escriba el conjunto cociente en este caso.

(c) En general, ;cudles son las clases de equivalencia?
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20. Sobre @ se define la relacion R de la siguiente manera:

TRy <= |Jh € Z tal que J::y+g

(a) Demuestre que R es una relaciéon de equivalencia.
L] L[]

b) Calcule las clases de equivalencia 2 y 1 y determine dos ele-
352

mentos de cada una de ellas.

21. Un numero n se llama organizado si existe una particiéon A; del
conjunto A ={1,2,3,...,n} de manera que el menor elemento de
cada A; corresponde a la cardinalidad de A;. Verifique que 11 y
21 son numeros organizados.

22. Una relacién R sobre A se llama circular si cumple la condicidn:
aRb N bRc = cRa

Demuestre que R es una relaciéon de equivalencia si y solo si es
reflexiva y circular.

23. Si R es una relacion definida sobre A que satisface
aRb N ¢Rb= aRc
y ademas cumple la condicién
(Va € A)(Fb € A) [aRDb)

demuestre que R es una relaciéon de equivalencia.
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3.5 Relaciones de orden

En esta seccién se definen los conceptos basicos sobre las relaciones
de orden y, lo que es muy importante, se plantea cémo este tipo de
relaciones permite ordenar, en algin sentido, los elementos del conjunto
donde ésta se define.

Si R = (G, E, E) es una relacién sobre el conjunto E, se
dice que la relacion R es

e Un pre-orden si y solo si es reflexiva y transitiva.

e De orden (parcial) si y solo si es reflexiva, anti-
simétrica y transitiva.

e De orden total si y solo si es de orden y es total.

Ejemplo 42. En el ejemplo 33 se definié la relacion R sobre un de-
terminado conjunto de personas, de manera que aRb si y solo si a es
hermano de b y se demostro que ésta es de equivalencia sobre dicho
conjunto de personas. Sin embargo, esta relacion no es antisimétrica,
ya que si a es hermano de b y logicamente b es hermano de a, no se
puede concluir que a = b; como no es antisimétrica, no es de orden par-
cial, por lo que tampoco serd de orden total. Por ltimo, note que no
es total, pues no se puede garantizar, necesariamente, que dos personas
arbitrarias del conjunto sean hermanos. |

Si lo que se quiere es ordenar un grupo de personas, se puede pensar
en la edad, la estatura o el salario mensual, entre otros valores numéricos,
y el concepto del primero y el ultimo, en este orden que se considere,
depende de cémo se defina la relacién: una persona puede ser la primera
en el grupo si se ordena por salario, pero podria ser la ultima si se
ordena por estatura, e incluso ni el primero ni el ultimo si se ordena
por la edad, solo por imaginar una situacion. Pero si lo que se quiere es
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ordenar conjuntos en vez de personas, una manera de hacerlo es pensar
en la inclusién de conjuntos, como se vera en el ejemplo 45.

Ejemplo 43. Sea E = {a,b,c,d,e, f,g} y R una relacion definida sobre
E, cuyo grdfico es:

Gr = {(a, a)? (av b)’ (av C)’ (av d)v (a7 6)7 (aa f)v (bv b)’ <b7 d)v (b7 6)7
(b, f), (c,¢), (c,d), (c.e), (d, d), (d.e), (e,e), (f, f): (9,9): (9, f) }

Se puede verificar facilmente que R es una relacion de orden. FEste
gridfico se puede representar mediante el organigrama

en donde, por claridad, se omiten los lazos en cada vértice. Ademdas,
x estd en un niwel inferior que y para cuando rRy; por ejemplo, en
este organigrama se tiene que aRd y se verifica para cada uno de los
elementos de su grafico. FEs claro que la relacion de orden no es total
pues, por ejemplo, bRg y también gRb. |

Si R es una relaciéon de orden sobre E, se dice que E esta
R—ordenado y se denota por (E,R).

Ejemplo 44. Sobre R la relacion < es una relacion de orden total
(véase ejercicio 1), por lo que es posible decir que R estd ordenado por

la relacion <. [ |
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Ejemplo 45. Sobre P(E) la relacion C es de orden (véase ejercicio 6),
por lo que es posible decir que P(E) estd ordenado por la relacion C. 1

Sea (E,R) un conjunto ordenado. Sea A C E, con A # & y sea
x € A. Se dice que x es:

e un elemento minimal de A sii Vy € A [yRx = y = z].
e un primer elemento de A sii xRy, Yy € A.
e un elemento maximal de A sii Vy € A xRy = = = y].

e un dltimo elemento de A sii yRx, Vy € A.

Es decir, un elemento minimal es tal que no tiene predecesores, mien-
tras que un primer elemento precede a todos. Por otro lado, un elemento
maximal es tal que no tiene sucesores y el ultimo elemento les sucede a
todos los demas. Es claro que todo primer elemento sera minimal, pero
no a la inversa; ademas, todo 1ltimo elemento serda maximal, pero no
necesariamente a la inversa.

Ejemplo 46. En la misma situacion del ejemplo 43, donde se tiene
E ={a,b,c,d,e, f,g}, observe que:

e a y g son minimales de E, pero E no tiene primer elemento.
e c y [ son elementos maximales de E, pero no hay ultimo elemento.
Si ahora se considera A = {a,b,c,d} subconjunto de E, se tiene que:

e ¢l elemento a es primer elemento de A.

o ¢l elemento d seria un ultimo elemento de A.
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Ejemplo 47. Sea E = {a,b,c,d,e, f} y R una relacion definida sobre
E, cuyo organigrama, con las mismas convenciones que se explicaron en

la pdagina 207, es:

A partir de €l es posible determinar que su grdfico es:

Gr = {(a,a),(a,e),(a,d),(a,f),(a,b),(d, f),(d,e), (d,b),(e,b),
(¢,d), (c,e), (¢, ), (¢,0), (f,b), (b,b), (c,c), (d, d), (e, e), (f, )}

Se puede verificar facilmente que R es una relacion de orden. Es claro

que la relacion de orden no es total, pues a Re y también ¢ Ra. Ademds,

a y ¢ son los elementos minimales, no hay primer elemento, b es el unico
mazximal y, ademds, es el ultimo elemento. |

Ejemplo 48. Para E = {a,b,c,d, e, f} y la misma situacion del ejemplo
47, si se considera A = {b,c,d, e, f}, el elemento ¢ es primer elemento

de A, mientras que b seria un ultimo elemento de A. [ |

Ejemplo 49. Defina la relacion R sobre Z*, por
aRb <— (Hk €7 tal que a= bk)

Analice cudles propiedades cumple la relacion R y determine si R es

una relacion de equivalencia, de orden o de orden total.



210 Capitulo 3. Relaciones binarias

Solucion. A partir de las definiciones dadas, se procede a analizar:

e Es reflexiva, pues para k = 1 se tiene que a = a', y esto verifica
que aRa para todo a en Z

e No es simétrica pues, por ejemplo, con k = 2 se tiene que 9 = 32
y asi 9R3, pero 3R9, pues no existe un entero k que satisfaga
3 = 9%; note que el posible valor es k = %, pero % ¢ 7.

e Se prueba que si es transitiva:

aRb N bRc
= k1 e€Z talque a=0b" A Tko € Z tal que b=
= a=()k

= aqa=c"2h

y como ks - k1 € 7Z, se ha probado que aRe.
e Se prueba que si es antisimétrica:

aRb A bRa = Bk €Z /| a=b") A Bko€Z | b=a")

= a=(a)k

= a=ad"2"

= ko-k1=1

= (ka=k1=1)V (kg =k =-1)

= (a=b) V (a=b=1)V (a=b=-1)

= a=1b
con lo cual R es antisimétrica.
e Es claro que no es total, pues, por ejemplo, 5R4 v 4R5.

De lo anterior se concluye que R no es de equivalencia, si es de orden
parcial y no es de orden total. En el ejercicio 5 debera analizar los
elementos minimales y maximales de este conjunto ordenado. |
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Ejercicios (seccién 3.5)
1. Sobre R se define una relacién < de la siguiente manera:
Va,be Rja<b<=b—a >0

(a) Demuestre que < es una relacién de orden total.

(b) Analice los elementos maximales, minimales, primer y tltimo
elementos para el conjunto A = | — 1, 5].

2. Dé un ejemplo de una relacién sobre E = {1,2,3} que sea total y
de equivalencia.

3. Sea £ ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} y R una relacién definida sobre E,
cuyo grafico es

(a) Verifique que R es una relacién de orden.
(b) Represente mediante un organigrama.

(c) Si existen, determine los elementos maximales, minimales,
primero y ultimo elemento.

4. Defina la relacién R sobre N* = {1,2,3,...}, por
aRb<= (Fk €Z talque b=ua-k)
Determine si R es de orden o de orden total.

5. Analice los elementos maximales, minimales, primer y tltimo ele-
mentos para el conjunto ordenado del ejemplo 49.
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6. Sea E un conjunto no vacio. En P(FE) se define una relacién R de

la siguiente manera:
VA,B€ P(E)[ARB <= A C B]

Demuestre que R es una relacién de orden. Ademas, determine si
R es una relacion de orden total.

7. Sea £ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} vy R una relacién definida sobre

FE, cuyo organigrama es:

(a) Determine su grafico y verifique que R es una relacién de

orden.

(b) Si existen, determine los elementos maximales, minimales,

primero y iltimo elemento.

8. Para la relacién R del ejercicio anterior, tomando E = {a,b, c},
realice el organigrama y analice la existencia o no de los elementos
maximales, minimales, primer y tltimo elementos de P(FE).

9. Si R es una relacién de orden sobre E, demuestre que R~! es
también una relacién de orden sobre E.
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“Detrds de las paredes,
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de los que estd hecho el universo”.
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Funciones lineal y cuadratica
Operaciones con funciones
Funciones inversas
Equipotencia

Principios de conteo






En este capitulo se analiza el tema de las funciones vistas como rela-
ciones binarias. Ademds de sus definiciones, operaciones, grdficos, in-
versas, composicion, funciones especiales y propiedades.

La principal intencion no es hacer una exposicion detallada sobre
el tema de funciones reales de variable real, por supuesto que algunos
conceptos bdsicos sobre funciones lineales y cuadrdticas son abordados
de manera superficial, asi como algunos ejemplos de dominios mdrimos
(seccion 4.3). De esta forma, el interés se centrard fundamentalmente
en funciones definidas sobre conjuntos discretos, conjuntos producto o

potencia, entre otros, principalmente finitos.

Para repasar o profundizar en el tema tratado en este capitulo, se
recomienda consultar las referencias bibliogrdficas [2], [15], [20] y [25].

4.1 Conceptos y definiciones

En el capitulo anterior se definieron las relaciones, las funciones seran
un caso particular de ellas, es decir, las funciones son relaciones entre dos
conjuntos, en donde el conjunto emisor debe ser el dominio y, ademas,
los elementos del conjunto de salida deben tener una sola imagen. Esto
es natural, ya que en el entorno es importante relacionar, por ejemplo,
a cada persona con un tnico peso, edad, nimero de seguro social, carné
universitario, entre otros, donde las variables relacionadas son personas
con datos discretos y no continuos.
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Otros ejemplos de funciones pueden ser la que asocia a cada provincia
o estado de un pais, su poblacién en nimero de personas, su extension
en kilémetros cuadrados, su tasa de mortalidad, el gasto anual en salud,
entre otras.

Sean A y B conjuntos no vacios. Una funcién f de A en B es
una relacién de A en B tal que:

e D; = A, es decir, el dominio es el conjunto emisor.

e Si(a,b)y (a,c) pertenecen al grafico de f, entonces b = ¢, es
decir, cada elemento de A se relaciona con un tunico elemento

de B.

Una funcién f de A en B, consecuente con la notacién de relaciones,

se puede representar como f = (G, A, B). Sin embargo, es usual repre-

sentarla como f: A +—— B ocomo A NEN B. Al conjunto de llegada
B se le llama codominio.

Si (a,b) pertenece al gréfico de f, se dice que b es la imagen de a
por f y se escribe b = f(a). Andlogamente, se dice que a es una
preimagen de b por f.

En general, se dice que una funcién f: A — B es de variable en A con
valores en B. Si la funcién es f: R — R, se dice que es una funcion real
de variable real; como ejemplo de estas funciones, es necesario recordar
la funcién lineal y la cuadratica, entre otras. Como ya se menciond
anteriormente, el principal interés no es profundizar en ellas.

Ejemplo 1. Si f: R — R con f(z) = 2? + 1, se tiene que f(1) = 2,
es decir, 2 es la imagen de 1 por la funcion f. Ademds, f(3) =10, con

lo cual, 3 es una preimagen de 10 por la funcion f. |

Ejemplo 2. Si f:{0,2,3,5} — {1,2,3,4,5,6} con f(x) =z + 1, se
tiene que f(0) = 1, es decir, 1 es la imagen de 0 por la funcion f.



4.1. Conceptos y definiciones 217

Ademas, f(2) =3, f(3) =4, f(5) =6, con lo cual el grdfico de f es

Gr=1{(0,1),(2,3),(3,4),(5,6) }

Algunos elementos, como el 5 del conjunto receptor, no tienen preima-
gen; sin embargo, todos los elementos del conjunto de salida tienen una
y solo una tmagen, con lo cual f st es una funcion. |

Sea f una funcién de A en B, si existe un elemento k € B, tal
que Vx € A, se tiene que f(x) = k, entonces se dice que f es la
funcién constante de valor k.

Ejemplo 3. Si f:{0,2,3,5} — {1,2,3,4,5,6}, la funcién constante
de valor 3 tiene como grdfico a Gy = {(0,3), (2,3),(3,3), (5,3)}. [ |

Ejemplo 4. Sea E = {a,b}, si f: P(E) — P(FE), la funcidn constante
de valor @ tiene a

Gy = {(@,@), ({a},2), ({0}, 2), (E, @)}

como su grafico. |

La funcién de A en A denotada por id, tal que id(x) = z, Vo € A,
se llama funcién identidad de A.

Ejemplo 5. Si f:{0,2,3,5} — {0,2,3,5}, la funcion identidad sobre
este conjunto tiene como grdfico a Gy = {(0,0),(2,2),(3,3),(5,5)}. ®
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Sea f una funcién de A en B. Sea F C Ay F C B, entonces, el
conjunto definido por:

fl[A]={b€eB / Jac A talque b= f(a)}
se llama ambito o imagen de f. El conjunto definido por:
f(E)y={beB / JacE talque b= f(a)}

se llama la imagen directa de E por f. Por tltimo, el conjunto
definido por:

fYF) = {acA/ FbeF talque b= f(a)}
se llama la imagen inversa de F' por f.
Ejemplo 6. Sea A = {1,2,3,7}; defina la funcion f: A — N cuyo

criterio es f(n) = 3n — 2. Calcule el dmbito de f, el grdfico de f y la
imagen inversa de {1,2,6,7}.

Solucion. Para calcular el ambito de f, se evalia la funcién en los
cuatro elementos del dominio: f(1) =1, f(2) =4, f(3) =7, f(7) =19,
con lo cual el ambito es f(A) = {1,4,7,19} y el grifico de f es Gy =
{(1,1),(2,4),(3,7),(7,19)}. Por tltimo, f~1({1,2,6,7}) ={1,3}. M

Ejemplo 7. Sea A =1{1,2,3,5,12}, defina la funcion
f: P(A) - N

de manera que f(@) =0 y f(X) es el minimo elemento de X cuando
X # @. Calcule la imagen directa de B = {{2,5},{2,3,12},{3,5}} y
la imagen inversa de C' = {3,10}.

Solucion. Como f({2,5}) =2, f({2,3,12}) = 2 y ademds f({3,5}) =
3, se tiene que la imagen directa de B es f(B) = {2,3}. Por ultimo, para
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calcular f~1(C) se deben encontrar todos los subconjuntos de P(A) que
tengan como elemento minimo al 3 o al 10; de esta manera, la imagen

inversa de C' es f~1(C) = {{3},{3,5},{3,12},{3,5,12} }. [ |

Asi como las funciones lineales, cuadraticas y constantes, en el campo
de las matematicas existe gran cantidad de funciones especificas. Para
el desarrollo del tema, a continuacién se definiran algunas de ellas.

La funcién factorial de n, f: N — N denotada por f(n) = n!,
esta definida por

nl=n-(n—-1)-(n—2)----3-2-1
y ademds se define 0! = 1.

Es importante mencionar que la definiciéon anterior estda dada en forma
explicita; ademads, un aspecto muy ttil para algunas simplificaciones es
que se puede definir de forma recursiva por medio de la igualdad:

nl=n-(n-1)! (4.1)

Ejemplo 8. Algunos valores de la funcion factorial son 3! =3-2-1 =6,
5l=5-4.-3-2-1=120. |

Ejemplo 9. La fraccion gg—gi se simplifica de la siguiente manera:

300! 300 - 299 - 298!

5031 — 5031 =300 - 299 = 89700

La funcién f: R — 7Z definida por f(x) = n donde n es el entero
que satisface n < x < n + 1 se llama funcién parte entera o la
funcion piso, es decir, la funcién piso de x corresponde al entero
més grande que sea menor o igual a x. Se denota por [x].
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Ejemplo 10. Algunos valores de la funcion piso son |5| =5, |7,2| =
7y |7 =3. [ |

De forma andloga se define la funcién techo, que se denota por
[x], como el entero més pequeno que sea mayor o igual a .

Ejemplo 11. Algunos valores de la funcion techo son [5] =5, {\/5] =
3y [7,2] =S8. n

El siguiente resultado es muy interesante y relativo al campo de la
teoria de los nimeros; relaciona dos de las funciones que se han definido
y para su demostraciéon puede consultar [26].

Si Ep(m) denota el exponente del primo p en la factorizacion
prima de m, entonces

n n n
o = (2] 4 3]
! pl  Lp? Pk
donde la suma es finita, pues es claro que, a partir de algin s, la
potencia p® serd mayor que n y los términos sucesivos seran cero.

Ejemplo 12. Como la factorizacion prima de 486 es 2-3°, se tiene que
E5(486) = 1; ademds, F3(486) = 5. [

Ejemplo 13. Determine el exponente del factor 3 en la factorizacion

prima del niumero 85!

Solucion. Se sabe que el exponente corresponde a E3(85!) = L%J +
[T+ (3] + 5] =28+9+43+1=41 m

Ejemplo 14. Pruebe que los iltimos 20 digitos de 85! son iguales a 0.
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Solucion. Para ver el nimero de ceros al final de 85!, basta ver cudntas
veces es divisible por 10, pero como 10 = 2 - 5, se calcula:

85 85 85 85 85 85
| = - - —_ _ _ _
ra) = 5]+ [3) 5]+ [5) + [)+ [5i

= 42421 +104+5+24+1=281

85 85
E5(85!) = | — — | =174+3=20
o = |3+ 3] -
con lo cual los ultimos 20 digitos son ceros. |

Sea E un conjunto y A C E. La funcién X ,: E — {0,1} definida
por:
1 size A

XA(m):{ 0 sizg A

se llama funcidén caracteristica de A.

Ejemplo 15. Si F ={1,2,3,4,5}, algunos valores de la funcion X (2,5}
son Xo5(1) =0y Xyo5(2) = 1. El grdfico de esta funcién es el
conjunto Gy, .. = {(1,0),(2,1),(3,0),(4,0),(5,1)} [ |

Se ha visto que si f es una funcién de A en B, entonces a cada
elemento a A le corresponde uno y solo un elemento b € B; sin embargo,
si b € B, puede haber varios elementos a € A (o quizds ninguno), tal
que b = f(a). Con base en estas consideraciones, se hace la siguiente
clasificacién de las funciones:

Si f es una funcién de A en B, se dice que f es inyectiva o uno
a uno (abreviado, se escribe 1-1) si y solo si para todo a y b en A
se cumple a # b = f(a) # f(b). Es decir, elementos diferentes de
A poseen imédgenes diferentes en B.

La definicién anterior establece que una funcién es inyectiva si cada ele-
mento de B tiene, a lo sumo, una preimagen.
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Una forma alternativa para probar que f es una funcion inyectiva es
aplicar la contrapositiva a la expresién a # b = f(a) # f(b) y, con ello,
es equivalente probar que f es inyectiva si y solo si para todo a y b en
A se cumple

fla)=f(b)=a=0 (4.2)

Si f es una funcién de A en B, se dice que f es sobreyectiva si
y solo si f(A) = B. Es decir, f es sobreyectiva si el d&mbito y el
codominio de f son iguales.

La definicién anterior establece que una funcion es sobreyectiva si cada
elemento de B tiene al menos una preimagen.

Ademads, una forma alternativa para probar que f es una funcién
sobreyectiva es probar que se cumple la proposicion:

Vbe BIac Alb= f(a)] (4.3)

Si f es una funcién de A en B, se dice que f es biyectiva si y
solo si es inyectiva y sobreyectiva.

La definicién anterior establece que una funcién es biyectiva si cada
elemento de B tiene exactamente una preimagen.

Ejemplo 16. Sea A ={-1,0,1,2} y considere la funcion f: AxA — 7
definida por f((a,b)) = |a — b|. Calcule el rango de f y determine si f
es sobreyectiva. Calcule la imagen del conjunto {(1,2),(2,—1),(2,1)}.
Calcule la imagen inversa del conjunto {2} y determine si f es inyectiva.

Solucion. El dominio estd formado por los 16 elementos de A x A;
ademas, después de hacer algunas evaluaciones, se obtiene que el rango
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de fes {0,1,2,3}, y como el codominio es Z, la funcién no es sobreyec-
tiva. Como f((1,2)) = [1 -2 =1, f((2,-1)) = [2—-(=1)| =3y
f((2,1)) = |2 — 1| = 1, se tiene que:

f({(1’2)7 (2,-1),(2, 1)}) ={1,3}

Por 1ltimo, el conjunto f~!({2}) representa el conjunto de todas las
preimagenes de 2; con ello se tiene que:

fﬁl({2}) = {(07 2)7 (270)7 (_L 1)7 (17 _1)}
Como el 2 tiene varias preimagenes, f no es inyectiva. |
Ejemplo 17. Sean A = {1,2,3} y B = {a,b,c}, y f una funcion de

A en B, cuyo grifico es Gy = {(1,a),(2,a),(3,b)}. El grdfico de la
relacion inversa f~' es

Gy ={(a,1),(a,2),(b,3)}

y es claro que f~' no es funcion de B en A, pues el elemento a del
conjunto de salida se relaciona con dos elementos diferentes del conjunto
de llegada. |

Ejemplo 18. Considere la funcion f: R — R cuyo criterio es f(x) =
5x — 4. Pruebe que [ es biyectiva.

Solucion. Primero, utilice (4.2) para probar que f es inyectiva

fla)=f(b) = ba—4=5b—14
= ba =5b
= a=b

En segundo lugar, utilice el resultado (4.3) para demostrar que f es
sobreyectiva: sea b € B, es necesario demostrar que existe un elemento
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a en R tal que b = f(a). Se tiene que:

b= f(a) & b=5b5a—14
< b+4=5a
a_b—|—4

5

Como este valor de a estd definido para cualquier valor real de b, se

concluye que HT‘* es la preimagen de b; por lo tanto, f es sobreyectiva.ll

Ejemplo 19. Considere la funcion f: R—{4} — R—{5}, cuyo criterio

S5 — 2
es f(x)= * 1 Pruebe que es biyectiva.
x J—
Solucién. Primero, utilice el resultado (4.2) para demostrar que f es
inyectiva
5 —2 5b—2
= b =
flay=10) = 2=2=2
= (ba—2)(b—4)=(5b—2)(a—4)
= 5ab—20a — 2b+ 8 = bab — 20b — 2a + 8
= —18a=—18b
= a=1b

En segundo lugar, utilice el resultado (4.3) para probar que f es so-
breyectiva: sea b € R — {5}, es necesario demostrar que existe un ele-
mento a en R — {4} tal que b = f(a). Se tiene que:

b=fla) b:5a“__42
& ab—4b=5a—2
< alb—5)=4b—-2

o oot

b—5

con lo cual se obtiene la preimagen de b para todo b # 5. |
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Ejemplo 20. Si f: E — F es una funcion que satisface que VA, B €
P(E), se cumple que:

f(ANB) = f(A)N f(B)
Pruebe que f es inyectiva.

Solucion. Sean a, b € Dy tal que f(a) = f(b), entonces f({a}) =
f({b}) = {c} por ser f funcién, por lo que

f{apn{b}) = f({a}) N F({b}) = {c} # &

es decir, f({a} N{b}) # @, por lo tanto {a} N {b} # @, y se concluye
que a = b. [ |

Sea f una funcion real de variable real, se dice que f es:

1. una funcién par si satisface que f(—z) = f(x) para todo x
en su dominio.

2. una funcién impar si cumple que f(—z) = —f(x) para todo

z en su dominio.

3 —2x

Ejemplo 21. Verifique que la funcion f(z) = oTis ©s par.

Solucion. Se calcula

—z)% — 2(—x —r3+22 2 -2
J(=) = E—.ﬂ?; + 4((—36)g T —+4:c5 T o tdn /(@)

Es decir, se ha probado que f(—x) = f(z), y segtn la definicién, corre-
sponde a una funcién par. [ |
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Ejercicios (seccién 4.1)

1. Sea A = {1,2,3} y las relaciones R1, Ra, R3, y R4, definidas sobre
A, cuyos graficos respectivos son:

(a) G1={(1,1),(2,3)}

(b) G2 ={(1,2),(2,3),(2,2),(3,3)}
(c) Gs={(2,1),(3,1),(1,3)}

(d) Ga=1{(3,1),(2,2),(1,3),(3,3)}

Para cada una de estas relaciones, determine si son funciones.

2. Sea A = {1,2,3,4,5} y sea R una relacién definida en A, cuya
grafica H viene dada por H = {(1,1),(2,3),(4,2),(5,4),(3,5)}.
Justifique si R es una funcién biyectiva.

3. Determine todas las funciones biyectivas sobre A = {1, 2, 3}.

4. Determine todas las funciones sobreyectivas de A = {1,2,3} en
B ={1,2}.

5. 8i |[A] =4 y |B| = 6, ;cudntas funciones existen de A en B?,
Jcuantas funciones inyectivas existen de A en B?

6. Sea A = {a,b,c} y considere la funcién f: P(A) — {0,1,2,3,4}
definida por f(B) = |B|.

(a) Determine f({a,c}) y f({{a},{a, b},{b}})
(b) Determine f~'({2,4})

(¢) Determine si f es inyectiva o sobreyectiva.

7. Para A =1{0,1,2,3,4,5,6} y la funcién f: A — A definida por:

f(a):{ a—3 sia>4

a+3 sia<4
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(a) Determine si f es inyectiva y si f es sobreyectiva.

(b) Calcule f({0,3,6})
(c) Calcule f_l({O}) uft (f({G}))
8. Sea A=1{1,2,3}, B=1{1,2,3,4} y f: Ax A — B definida por

1 sia<b
f((a,b)) =< 3 sia>b
4 sia=b

(a) Determine si f es inyectiva y si f es sobreyectiva.

(b) Determine ffl({Z}), ffl({?)})
9. Sea A={2,3,5} y B=1{1,2,3,4}, considere la funcién

fi Ax B —{1,2,3,4,5,6}

definida por

2a sia<b

f((a,b)) =4 b sia>b

a+b sia=b
(a) Determine si f es inyectiva y si f es sobreyectiva.
(b) Caleule £1({1,3,5}), £(£~1({5)). /(1 ({4.5})
(c) SiC={(a,b)e Ax B / a+b=6}, calcule f}(f(C))
(d) Caleule f((f(3,2), f((f(3,2),£(3,2)))))

10. Sea A ={3,4,5,6} y B ={1,2,3}, considere la funcién

f: Ax B —[1,6]

definida por f((a,b)) = %

(a) Determine si f es inyectiva.

(b) Determine la cardinalidad del 4&mbito de f.
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(c¢) Determine si f es sobreyectiva.

(d) Calcule f(C),dondeC = {(a,b) € AxB tal que a+b=6}

(e) Calcule f~1({2,3})
11. Pruebe que los tltimos diez digitos del nimero 45! son iguales a 0.
12. Calcule el valor de las siguientes expresiones:

(a) T'+6!

100! — 99!

b I

(b) 98!

()

100! - 101!
(5-6-7----98-99-100)2

13. Calcule el exponente del 2 en la factorizacion prima de 75!.

14. Se dice que p es un punto fijo de la funcion f si satisface que
f(p) = p. Determine los puntos fijos de las siguientes funciones:

3
x’ —3r+4
b —
(b) fla) = =2
; _ .2 7 .,
15. Verifique que g(x) = = o + T, ©suna funcién par.
, 1 L
16. Verifique que g(x) = 2z + PP es una funcién impar.

17. Si los dominios de las funciones estan definidos adecuadamente,
pruebe que:

(a) Si f es impar, entonces f(0) = 0.
(

b) El producto de dos funciones impares es una funcién par.

(
d

(e) Si fy gson impares, entonces go f es impary f+g es impar.

)
)
c¢) El producto de una funcién par y una impar es impar.
) Si f es impar y g par, entonces go f es par y f o g es impar.
)
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18. Encuentre una funcién que sea, a la vez, par e impar.

19. Encuentre una funcién que no sea par y que no sea impar.

20. Considere la funcién f: R — R definida por

r+1 stz <2
f(m)_{ 3 siz>2

(a) Represente el grafico de f en el sistema cartesiano y calcule
las imagenes de 1, 2, 3 y las preimagenes de 1, 2, 3.

(b)

()

(d) Calcule f([0,4]), es decir, la imagen directa de [0, 4].
()

21. Considere la funcién f = (G,R—{—1},R) definida por:

Determine el dominio, el codominio y el &ambito de f.

Determine si f es inyectiva y si es sobreyectiva.

Calcule f=1([0,4]), es decir, la imagen inversa de [0, 4].

2c4+1 six<-—1
flz) = 3 si—-l<z<1
—x+2 siz>1

(a) Represente el grafico de f en el sistema cartesiano y calcule
las imagenes de —2, 0, 3 y las preimagenes de —2 y de 1.
(b) Encuentre el dominio, el codominio y el &mbito de f.

(¢) Determine si es inyectiva y si es sobreyectiva.

22. Considere la funcién f(x) definida por:

—2?2 -2 43 siz<0
flx) = 3 si0<z<2
r+1 six>2

(a) Calcule f ([%, 1 D, es decir, la imagen directa de [%, 1 [
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(b) Calcule f~*([0,3[), es decir, la imagen inversa de [0, 3].
(c) Calcule las imagenes de —2, 1, 3 y las preimégenes de —5 y

3.

23. Sean A y B subconjuntos de F
(a) Determine X5 y Xp-
(b) Pruebe que X4(z) =1 — X 4(x) para todo = € E.
(c) Pruebe que X 4~p(%) = X4(x) - X g(x) para todo xz € E.
)

(d) Pruebe que X 4 5(®) = X 4(x)+Xpg(x) =X 4(x) - Xpg(x) para
todo z € E.

(e) Pruebe que X 4_g(z) = X 4(x) — X 4np(z) paratodo z € E.

(f) Encuentre una férmula para X 4. 5(2).

24. Sean A y B conjuntos no vacios; suponga que f es una funcién de
Aen Bysean D C A, E C A. Demuestre que:

(a) fF(DUE)C f(D)U f(E).

(b) F(DNE)C f(D)Nf(E).

(c) Si f es inyectiva, entonces f(DNE) = f(D)N f(F).
(d) f(D) = f(E) € f(D - E).

(e) Si f es inyectiva, pruebe que f(D) — f(E) = f(D — E).
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4.2 Funciones lineal y cuadratica

La funcién lineal permite, a partir de la imagen de dos elementos del
dominio, encontrar el criterio que define la funcion.

Sea D C R, se dice que la funcién f: D —— R es una funcién
lineal si existen m, b € R tal que:

f(x)=mz+b

El valor de m se llama pendiente. Si los pares ordenados (z1,y1)
y (22, y2) pertenecen al gafico de la funcién lineal, su pendiente es:

P2y
ro — 1

m

Ejemplo 22. Si una funcion lineal satisface que f(7) =9 y f(13) = 33,
determine el criterio general f(x) para cualquier z € R.

Solucion. Se tiene que m = % = 4. Al reemplazar el par orde-

nado (7,9) en la férmula b = f(x) — mx, se obtiene:
b=9—4.-7=-19

Por lo tanto, f(z) = 4z — 19. [ |

Ejemplo 23. La siguiente tabla indica dos valores, el de congelacion y

de ebullicion normal del agua en las escalas de temperatura Fahrenheit
(F) y Celsius (C).

’ Agua H C ‘ F ‘
congelacion 0 32
ebullicion 100 | 212

Con estos datos, exprese F' como una funcion lineal de C'.
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Solucion. Suponiendo que F y C estan relacionadas linealmente, se
toman dos valores para I’y C respectivamente en la tabla; por ejemplo,
Fy =32y Fy, =212, Cy =0y Co = 100, los cuales corresponden a los
valores de C para los F' escogidos. De esta manera:

o _ B-HR
ey
212 —
100—0 100

Con ello se puede afirmar que F(C) = 1,8C + b. Note que el valor de b
se puede determinar sustituyendo los valores correspondientes:

b=Fy, —mCy=212—-1,8-100 = 32

Por lo tanto,

F(C) =1,8C + 32

es la funcién que expresa a F' en funcion de C. |

Sea f: R —— R una funcién, se dice que f es una funcién
cuadratica si existen constantes a,b y c € R con a #0 y

f(z) = az® + bz +c

La grafica de una funcién cuadratica es una curva llamada parabola,
cuya forma es como la grafica dada en la figura 4.1.

El eje de simetria de la gréfica de una funcién cuadratica lo repre-
—b.
2a°
cuadraticas, pues cualquier punto de la grafica a la derecha de esta recta

senta la recta x = ésta es importante cuando se grafican funciones

tiene un punto simétrico a la izquierda. Por eso solo basta con tomar
—b —b
valores de x > 52 o x < 5.
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Eje de

A
|
|
|
: simetria
|
|
|
|
|
|

(327 (32))

Figura 4.1: Parabola.

El vértice (V') de la pardbola estard en el punto de coordenadas
—b —b
v - (2(3))
_ (=
 \ 2 4a
donde A = b? — 4ac se conoce como discriminante.

Ejemplo 24. Determine el vértice y las intersecciones con los ejes de

coordenadas de la grdfica de la funcion f(z) = 2?> —x — 2.

Solucion. Se tiene a =1, b= —1y ¢ = —2. En este caso, 5—5 = % y
A b? — 4ac
4a da
_ (=12 —4(1)(=2)
4-3
_ 3
4

2 71)
interseca al eje y en el punto (0, —2) y los puntos de interseccién con el

Entonces, el vértice estd en el punto (1, —3). Ademds, se sabe que
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eje x se encuentran al resolver la ecuacién cuadrética 22 — x — 2 = 0.
Asi, los puntos de interseccién con el eje = son (—1,0) y (2,0). [

Ejemplo 25. Grafique f(x) = x> — 5z — 6.

Solucion. En este ejemplo, a =1, b= —5y ¢ = —6. Se nota que a > 0,
por lo que es concava hacia arriba. El eje de simetria estd dado por la
ecuacién x = % Es creciente en [%, —I—OO[ y decreciente en ]—oo, g] Las
intersecciones con el eje = se encuentran al resolver la ecuacion f(x) = 0,

es decir:
2 =5z —6=0
cuyas soluciones son:
r=60x=—1.
Interseca al eje y en y = f(0) = —6. El vértice, que en este ejemplo

es un punto minimo, tiene coordenadas (g—f, %) = (g, _749). De esta

forma, los puntos encontrados son:

-1] o0 2,56
yll o] -6]-12,25]0

Se colocan estos puntos en un sistema de coordenadas y se traza la
parabola (véase figura 4.2). [

Ejemplo 26. En forma andloga, considere la funcion g: R — R defi-

nida por:
2 -1 si x<-—1
glx)y=< 2x—1 si —-1<zx<3
2 st x >3

Se tiene que g(2) = 3, es decir, 3 es la imagen de 2 por g; a su vez,
2 es una preimagen de 3 por g. Ademds, g(4) = 2, es decir, 2 es la
mmagen de 4 y, a su vez, 4 es una preimagen de 2. Andlogamente, se
tiene g(—2) = 3. [
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N§

|
w

| |
© o
|

—12 {
$:§

Figura 4.2: Gréfica de f(z) = 2% — 5z — 6.

Ejemplo 27. Determine la funcion cuadrdtica con vértice en (—1,4) y
que pasa por (2, —5).

Solucién. Se busca f(x) = ax? + bz + c con a # 0. Dado que (—1,4)

-b —A
es el vértice y las coordenadas de este siempre son <2; 4>, se debe
a’ 4da
tener:
—b
- 9
2a
—A  —(b* —4ac)

= 4
4a 4a

De la primera ecuacién se encuentra que b = 2a, y al sustituir esto en la
segunda ecuacion se tiene que:

—((2a)? — 4ac)

=4
4a

Note que el discriminante (2a)? — 4ac = 4a® — 4ac = 4a(a — ¢). Con

—4a(a—c)
4a

obteniendo de esta que ¢ = 4 + a. Asi, hasta este momento, f(z) =
az? + 2ax + 4 + a. Por tltimo, como f(2) = —5, se tiene:

esto, la fracciéon anterior es: = 4 y se simplifica en: —a + ¢ = 4,

f@ =a-22+2a-2+4+a=4a+4a+4+a=-5
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que es equivalente a 9a = —9, o bien, a = —1. Por lo tanto, f(z) =
—x? — 22+ 3. |

Ejercicios (seccién 4.2)

1.

Determine la funcién lineal f, de manera que f(2) = —5 y que
f(=1)=6.
. Sea la funcién f: R — R, cuyo criterio es f(z) = —% + 3. Calcule

f([2,5]) y caleule f~1([2,5]).

. En la entrada a la ciudad de Cartago hay un parque con una

escultura en forma de arco parabdlico concavo hacia abajo. Sobre
el suelo, la distancia entre los extremos es de 12 m; la altura del
monumento a 1 m de uno de los extremos es de 1,5 m. ;Cuél es
la altura maxima de este monumento?

. Determine la funcién cuadratica tal que f(3) = 0, f(=5) =0y

f(=1)=12.

Determine la funcién cuadratica cuyo grafico tiene vértice en el
punto (3,—9) y pasa por el punto (—2,0).

. Determine la ecuacién de la recta que es perpendicular a la recta

con ecuacion 3x + 2y = 5, y pasa por el vértice de la pardbola
y =32 -5z +1.

Determine el criterio de la funcién cuadrética cuya grafica tiene
como vértice a (3,15) y pasa por el punto (—1,—17).

. Calcule la distancia del punto (2,3) a la mediatriz del segmento

que une a los puntos de interseccion de las graficas de las funciones
fygconf(z)=a?+z+1yg(r)=—22+5.
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4.3 Operaciones con funciones

En esta seccion se definen las operaciones basicas con funciones. La
composicion serd la que permitira definir las funciones inversas; ademas,
se desarrollaran algunos ejemplos soble el concepto del dominio maximo
y su respectivo cdlculo. De la misma manera en que se definié la com-
posicién de relaciones como un caso particular de ellas, se definira la
composicion de las funciones.

Dadas dos funciones f: A — By g: B — C, se define la
composicion de las funciones f y g como la nueva funcién
go f: A — C, que cumple:

(g0 f)(@) =g(f(z))
Ejemplo 28. Sea f: R — R cuyo criterio es f(z) = 5z —4. Determine
el criterio (f o f)(x).
Solucién. Basta calcular:
(fo £)(@) = F(f()) = f(52 — 4) = 5(52 — 4) — 4 = 250 — 24

Asi, el criterio es (f o f)(z) = 25z — 24. [ |

Ejemplo 29. Para las funciones f, g, con criterio f(x) = 3x — 4,
g(x) = 2x + 5, calcule el criterio de las funciones fog, go f, es decir,

calcule (fog)(x) y (go f)(x).

Solucion. Se debe tener en cuenta cudl es la funcién que se evalia
primero, asf:
(fog)z) = flg(x))=fRz+5)=32x+5)-4=0r+11
(gof)@) = g(f(x)) =9@Bx—4) =232 —-4)+5=0r-3
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Ejemplo 30. Sea f(z) = 5 — TLL' Pruebe que (f o fo f)(x) = =.

Ademds, determine el dominio de f y el dominio de fo fo f.

Solucion. Es claro que el dominio de f es R — {4}; se calcula ahora:

FUf(f@) = f(f (5—1«1—4»

X
xr—4
— 5 _
=)
4o — 21
=y
1
=9 4x—21
o
(=) -
_ 5 xr—5
a dr — 21 — 4z + 20
= 54+x—5
=

Por ultimo, para el dominio de f o f o f se deben excluir los valores que
indefinen los pasos del cédlculo anterior. Asi, el dominio de fo fo f es

R — {4,5}. u

Ejemplo 31. Considere las funciones g definida por g(x) = —x+5 y f

20 +1 six>2
f(z) = :
—3r—1 six <2

definida por:

Determine el criterio de (f o g)(x).

Solucion. Para evaluar f(g(x)) se deben determinar los valores de z
para los que g(z) > 2y cudles cumplen con g(z) < 2, pues dependiendo
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de este dato se puede aplicar f. Asi, —z +5 > 2 para z < 3 y, en

este caso, f(g(z)) = f(—x +5) =2(—x +5) +1 = —2x + 11. Por otro

lado, —x +5 < 2 para > 3, en cuyo caso, f(g(z)) = f(—z +5) =

—3(—z+5)—1 = 3x — 16 y finalmente, el criterio de la composicién es:
—2r+11 six <3

(fog)z) = { : u

3r—16 six >3

En el caso particular de las funciones reales de variable real, se puede
multiplicar por un escalar sumar, restar, multiplicar o dividir. Para
ello se utilizan las propiedades de las expresiones algebraicas que las
constituyen, es decir, la definicién de las cinco operaciones bésicas de
funciones es:

Dadas dos funciones, f: A— Dy g: B— C,con A, B, C, D
subconjuntos de R, se define:

(cf)x) = cf(z)
(f +9)(z) f(z) +g(x)
(f = 9)(z) f(@) —g(=)
(f-9)@) = [f(=) g(x)
= & siempre que g(x
()(m) = @ pre que g(z) # 0

En la definicién anterior de las udltimas cuatro operaciones basicas
con funciones, el dominio de la funcién resultante es la interseccién de
los dominios de cada funcién involucrada, es decir, AN B. En la division
de funciones, de esta interseccién de los dominios se deben eliminar los
valores que anulan a la funcién g, para asi evitar la indefinicién de la
fraccion.

Ejemplo 32. Considere las funciones f(x) = 2z + 1, g(x) = x — 1.
Determine el criterio de las funciones f+g, f—g, g, 5’ fog,gof.
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Solucion. El criterio de la funcién suma de f y g es:
(f+9)(r)=QR2e+1)+(x—1) =3

El criterio de la resta es (f —g)(x) = 2z +1) — (x — 1) =z — 2; el del
producto es:

(f-9)@)=Qc+)(z-1)=222—2z—-1
El criterio del cociente es (5) = 2ff11; el criterio de la composicion
de fy ges:
(fog)z)=2(x—-1)+1=22x—-1
Por tltimo, (go f)(z) = 2z +1) — 1 = 2z. [ |
Ejemplo 33. Determine el dominio mdzimo de f(x) = 2.

Solucion. Al ser una fraccién racional, se deben eliminar del conjunto
de los ntmeros reales solamente los valores donde el denominador se
anula, es decir, solamente x = 5. Asi, el dominio maximo de f es
R — {5}. |

Ejemplo 34. Determine el dominio mdzximo de f(x)=+/x —5.

Solucion. Al ser un radical de indice par, se deben eliminar del conjunto
de los numeros reales todos los valores donde el radicando es negativo,
es decir, el dominio debe incluir solamente los valores de x que satisfacen

que x > 5. Asi, el dominio maximo de f es el intervalo [5, +o0]. [ |
Ejemplo 35. Determine el dominio mdximo de f(x) = %

Solucion. Se debe resolver la inecuacién:

4o 413
(x+5)(2—2) —
Los valores que anulan los tres factores son z = —%, T=-5yzx=2,

ordenados de menor a mayor. Se observa que —5 < —% < 2.
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] — o0, =5 ]_57_1473[ ]_%72[ ]2, +oo]
signo de 4x + 13 — — + 4
signo de z + 5 — + + n
signo de 2 — x + + 4 _
signo resultante + H — + H _

En este caso, se deben escoger los intervalos donde el signo resultante

es positivo; como la inecuaciéon permite que sea cero, se incluye el —,

13

mientras que los extremos —5 y 2 no se deben incluir, pues originan una

divisién por cero (esto se indica en la tabla con doble linea vertical). Asi,

se obtiene que la solucién de la inecuacion, es decir, el dominio maximo
iy 13
de la funcién f, es D = ]—o0, —5[U [—13,2]. [

Ejercicios (seccién 4.3)

1.

Considere las funciones f(z) =3z +2 y g(z) = 1 — 2z. Calcule
los criterios (f o g)(z), (go f)(x) y (gog)(@).

Encuentre las funciones lineales f tales que (f o f)(z) = 4x + 1.

Encuentre las funciones lineales f tales que (fofof)(z) = —8x+5.

. Sea f(z) = 7+ g=. Pruebe que (fo fo f)(z) = z. Ademss,

determine el dominio de f y el dominio de fo fo f.

Considere la funcién f: R — R con criterio f(z) = 8z% — 5.
Ademas, sea g: R — R otra funcién que cumple (f o g)(z) =
35 — 8z. Determine el criterio g(z).

Sea f una funcién de R en R, que satisface f(x+1) = 22 — 3z +2.
Determine el criterio de f(z).

Sea f: R — R una funcién biyectiva. Ademds, sea g: R — R una
funcién tal que g(z) = 2f(z) + 3. Pruebe que g es biyectiva.
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8. Considere las funciones reales de variable real f, g, h, 7, con crite-
rios f(z) = z, g(z) = 2+ 3, h(z) =4 — z, i(x) = /x. Calcule
los siguientes criterios de las respectivas funciones y su dominio:

(@) [folh-9)()
(b) (;})u>
(© (fog—ioh)()

9. Para cada caso, determine dos funciones f y g, diferentes de la
funcién identidad, de manera que se cumpla que h(z) = (fog)(x):

(a)  h(x) = (2 +3)*, y que g no sea una funcién lineal.
(b)  h(z) =4z + 422 +1

(¢) hz)=V22+4z+5+z+5

) h@)= 23 _9pia

o224 2

10. Calcule el dominio maximo de las funciones reales de variable real:

@) S0 = g +VE
b) fz)=Vd—z+Vz -1

- rz+1
© IO =\VGer26-2

(d) f($)=m+ 9 _ g2

11. Considere la funcion f definida por:

f(ac):{ 20 —3 six>2

—r+2 sizx<?2

y la funcién ¢ definida por g(z) = 22 + 2 +2. Determine el criterio

de (f + g)(z) y el criterio de (f o g)(x).
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12. Considere la funcion f definida por:

f(:c):{ 2¢+1 six <1

1—2x siz>1

y la funcién ¢ definida por:

() = —r+2 six<3
g n r—5 six >3

Determine el criterio de (f + g)(x) y el criterio de (f o g)(x).

13. Sea f: R — {%} — R una funcién con criterio f(z) = 2m5_1 y

g R—R- {%} otra funcién. Si g es inyectiva, pruebe que f o g

es inyectiva.

14. Sean A, B y C conjuntos no vacios; suponga que f y g son fun-
ciones tales que f: A— B y g: B— C. Pruebe que si f y g son
biyectivas, entonces g o f es biyectiva.

15. Sean A, B y C' conjuntos no vacios, y las funciones f: A — B,
f'"A—B,g:B—C,y ¢:B — C. Pruebe que:
(a) Sigo f esinyectiva, entonces f inyectiva.
(b) Sigo f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

C

(
d

)
)
) Sigo f esinyectivay f sobreyectiva, entonces g es inyectiva.
) Sigof essobreyectivay g es 1—1, entonces f es sobreyectiva.
(e) Si g esinyectivay go f =go f’, entonces f = f.
(f)

f) Si f es sobreyectivay go f = ¢’ o f, entonces g = ¢'.
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4.4 Funciones inversas

En el capitulo 3 se observé que a toda relacion R se le puede definir
su relacién inversa R~!, ambas seran relaciones; sin embargo, para el
caso de una funcién f vista como relacién, su inversa como relacion
no necesariamente serd una funciéon. La condicién para que esto sea
verdadero se indica en la siguiente definicién.

Si f es una funcién de A en B, se dice que f es invertible o
que f tiene funcién inversa si y solo si su relacién inversa
f~! también es funcién. Ademas, esto sucederd si y solo si
f es biyectiva.

Ejemplo 36. Como la funcion identidad de un conjunto sobre si mismo
es una biyeccion, se tiene que esta funcion es invertible. |

Ejemplo 37. Sea f: R — R cuyo criterio es f(x) = bx — 4. Pruebe
que f es invertible. Ademds, determine el criterio de f~'(z) y calcule

(f ' o ).

Solucion. En el ejemplo 18 se probd que f es biyectiva; por lo tanto, es
invertible. Por otro lado, para encontrar el criterio de f~!(x), se despeja
x del criterio de f:

y=f(z) & y=5z—-4

& y+4=5ix
y+4_$
==

de donde f~1(z) = 4. Por tltimo,

(fof@) = (f@)=f6a—4)="—F——="T=u

de donde (f~!o f)(z) = . [ |
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Ejemplo 38. Si f(z) =2x—2 y g(x) = 2x+1, calcule (go fo f)~!(x).

Solucion. En primer lugar, se calcula (go fo f)(z):

(g0 f o)) =g(f(f()) =g(f(2x - 2))
=g(2(22 - 2) - 2)
=g(dx —6) =2(42 —6) + 1
=8z — 11

11
por lo que (gofof)fl(x):x; : |

Ejemplo 39. Considere f: R — {2} — B con B C R, cuyo criterio

es f(x) = % Determine el conjunto B de manera que f sea biyec-

tiva; pruebe que es biyectiva. Ademds, determine el criterio de f~!(x)
y caleule (f~'o f)(x).

Solucion. Primero se utiliza el resultado (4.2) para probar que f es

inyectiva:
3a+1 3b+1
fla)=f0) = S0 =T
= Ba+1)(b—2)=Bb+1)(a—2)
= 3ab—6a+b—2=3ab—6b+a—2
= —Ta=-T7b
= a=1b

En segundo lugar, se aplica el resultado (4.3) para probar que f es
sobreyectiva. Sea b € B, es necesario demostrar que existe un elemento
a en R — {2} tal que b = f(a). Asi:

3a+1
b= b=
fla) & b="""

S o ab—20=3a+1

< alb—-3)=2b+1
241

R
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Con lo anterior se obtiene la preimagen de b, siempre que se escoja
B = R — {3}, para evitar la divisién por cero. Por otro lado, para
encontrar el criterio de f~!(z), se despeja z del criterio de f:

3r+1
&S ry—2y=3r+1
& z(y—3)=2y+1
2
y—3
1 20 + 1 . 1
De donde ™ (z) = 3 Por ultimo, hay que calcular (f~" o f)(z):
_ 1 (3z+1
1 _ 1
Fe) = 1 (E5)

3z+1
2 (—%2 ) 1
3z+1
r—2 3
6x4+24x—2
r—2
3x+1-32+6
r—2

T,
T

El resultado era de esperar, pues la composicién de una funcién con su
inversa es la funcién identidad. |

Ejemplo 40. Sea f: D — Ay tal que f(x) = 322 —x—2. Determine el
dominio mdzrimo D para que f sea una funcion estrictamente creciente
y determine 1.

Solucion. Para determinar la funcion inversa de f se necesita que la
funcién sea biyectiva. Este ejemplo enfatiza la necesidad de buscar un
dominio y codominio adecuados. Se sabe que el ambito de una funcion
cuadratica con a > 0 es Ay = [%;—Foo[. En el caso del ejemplo,
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Ap = [—%; +oo[. Ademés, f es estrictamente creciente si x € [%; +oo[,
de manera que, al tomar este intervalo como el dominio, se tiene la
biyectividad. Recuerde que para calcular la inversa se escribe f(z) =y
y se expresa x en funcién de y. Se hard uso de la férmula general para
ecuaciones cuadraticas a fin de despejar el valor de x en la ecuacion
322 —x — 2 = y; si se pasa a restar el valor de y se tiene:

322 —2 4 (-2 —19y) =0

Y usando la féormula general con a =3, b= —1y ¢ = —2 —y, se obtiene:
1=/ B2y
2-3
Es decir, z = L2+ 12y V265+12y 0 x = I=v2tly V2§’+12y. Como se sabe que x > %
pues z € D, entonces la tnica expresién que determina valores mayores
que % es g = HV25+1%y VQg’sz. Por lo tanto:
1 1++25+ 122
) =
Recuerde siempre que f~1: A r—D. [ |

Note que, si en el ejemplo anterior se pide un dominio en donde la
funcién sea decreciente, el proceso de calculo es similar, pero en este
caso la funcién tendria dominio | — oo, %] y la funcién inversa cambia de

) = L \/26? 12z

por lo que la férmula de f~! no se puede calcular sin saber el dominio

criterio por:

en que se desea definir.

Si f: A — A es una funcién biyectiva, se dice que f es una per-
mutacién del conjunto A.
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El conjunto formado por todas las funciones biyectivas sobre un conjunto
finito (véase pagina 262), es muy importante, como se indicard en el
capitulo 6, para la clasificacién de diversas estructuras algebraicas.

Ejemplo 41. En el ejemplo 18 se demostro que la funcion f de R en
R, cuyo criterio es f(x) = bx—4, es una funcion biyectiva; por lo tanto,
f es una permutacion de R. |

Si p es una permutacién sobre el conjunto finito {a1, as,...,a,}, es
posible representarla por medio del arreglo:

< ai as ... ap >

flar)  flaz) ... flan)

En la primera fila se ubican los elementos de A y en la segunda las
imégenes de ellos.

Ejemplo 42. Sobre A = {1,2,3,4}, considere las permutaciones:
(1 2 3 4 (1 2 3 4
Pr=\s 14 2 P2=\3 2 41
Calcule p1 o ps.

Solucion. En primer lugar, es claro que p; ops: A — A. Asi, se evalia
p1 o po en cada elemento de A; por ejemplo:

p1op2(l) = pi(p2(1)) = p1(3)

4
p1opa(2) = pi1(p2(2)) =p1(2) =1

De la misma forma, p; op2(3) =2 y pjopa(4) =3, y se puede escribir

1 2 3 4 m
ue o = .
q pP1op2 1 2 3
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Ejemplo 43. Sobre A ={1,2,3,4,5,6}, considere las permutaciones:
(123456 /123456
PP=\s5 31245 PP=4351 26

Calcule p1ops ¥y pgl.

Solucion. En primer lugar, recuerde que para evaluar una composicién
de funciones, primero se aplica la funcién escrita a la derecha y luego la
de la izquierda. Asi, para calcular p; o po, primero se aplica ps y luego
p1 a cada elemento de A:

182,429 922, 3P 322, 5L, 4
42,125 5 522,97, 3 6 22 6 +25 6

1 2 3 4 5 6
21 45 3 6

123456
-1
_ n
P2 <452136>

Por lo tanto, se tiene que p; o py = ( ) Por dltimo,

Ejercicios (seccién 4.4)

1. Para la funcién f: R — R, cuyo criterio es f(z) = 3z — 5:

(a) Pruebe que f es biyectiva.

(b) Determine f~!(x). Ademds, compruebe que (f~tof)(z) = z.
2. Si f(x) = =3z + 1, calcule (fo fo f)~!(x).
3.Si f(x) =3x—1y g(z) = -2z +4, calcule (fogo f)"!(z).
4. Considere las funciones G y H, definidas sobre sus respectivos

x
dominios reales, con criterios G(z) = H(z) = 3z — 4.

x+4’
Calcule (H_1 oGoH)(x)y (HOG_I)(x)-
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10.

11.

12.

13.

14.

Capitulo 4. Funciones

Considere las dos funciones f y g, definidas sobre sus respectivos

dominios de nimeros reales, con g(z) = ;f5, f(z) =z — 1.
Verifique que (g7 o fog)(z) = =4.

. Sea f: R — R biyectiva, si (2,3) € Gy y ademds f~! <%) =2,

calcule el valor de k.

Dé un ejemplo de una funcién que sea inyectiva y no invertible.

. Dé un ejemplo de una funcién que sea sobreyectiva y no invertible.

. Sea f: R—{2} - R—{3} definida por f(z) = 323,

(a) Pruebe que f es una funcién biyectiva.

(b) Calcule f~!(x) y compruebe que (f o f~1)(z) = x.

Sea f: R—{32} — R—{}} definida por f(z) = 32T,

(a) Si se sabe que f es biyectiva, calcule el criterio de f~1.
(b) Compruebe que f~1(x) = (f o f)(x).
Sea f: R—{3} — R definida por f(x) = % Pruebe que f es

inyectiva pero no es sobreyectiva.

Si f(x) = 2?4+ 42 + 1, especifique el dominio y codominio de f de
manera que sea invertible; ademds, determine el criterio de f~!(z).

Considere la funcién f: R —] — 0o, 0[U[3, +o00[ definida por:

2c4+1 six>1
f(x)_{ t—1 siz<l1

Encuentre el criterio de f~!(z).

Considere la funcion f: R — R definida por:

1—22 siz<0
f(x)—{ z+1 siz>0
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15.

16.

17.

18.

19.

Encuentre el criterio de f~!(z), grafique f(z) y f~!(x) en un
mismo sistema cartesiano. Ademads, encuentre dénde se interse-

can fy f~L

Sea f: [1,+oo[— [2, +0o0] definida por f(z) = 2?41

xT

(a) Pruebe que f es una funcién biyectiva.

(b) Determine el criterio de su inversa f~!(z).

Considere la funcién f: [1, +oo[—]1, 3] definida por f(z) = 2242

2
(a) Pruebe que f es una funcién biyectiva.

(b) Determine f~!(x).

Considere la funcién f: | — oo, —1] —]1, 3| definida por f(z) =
%. Si se sabe que f es biyectiva, calcule el criterio f~!(x);
ademads, compruebe que (f o ffl) (z) = x.

Sobre A ={1,2,3,4,5}, considere las permutaciones:

/12345 /12345
Pr=\92 3 5 1 4 P2=\ 4125 3

Calcule paopa, props y p2_1~

Sea f una funcién definida sofre E. Para s € E se define la érbita
de s relativa a f, que se denota por O(s) como el conjunto:

O(s) ={f'(s) / jeN}

Es decir, es el conjunto formado por las aplicaciones sucesivas de
la funcién f al elemento fijo s. Calcule las érbitas de todos los
elementos de A = {1,2,...,8,9}. Para la biyeccién dada por:

f_<123456789>

2146739 835
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20. Sea f: R — R una funcién biyectiva. Si se define f,(x) = f(ax)
para todo a # 0, pruebe que f,: R — R es una funcién biyectiva.
Ademds, pruebe que f; ' (z) = 1f7!(z).

21. Sean A y B conjuntos no vacios, suponga que f es una funcién de
Aen Bysean D C A, ' C B. Demuestre que:

(a) D C fH(f(D)).

(b) Si f es inyectiva, entonces D = f~1(f(D)).
(c) fF(fTHE) CE.

(d) Si f es sobreyectiva, entonces E = f(f~1(E)).
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4.5 Equipotencia

Para finalizar el capitulo, en esta seccién se introduce la nocion de
los conjuntos finitos e infinitos, contables y numerables, asi como el
concepto de equipotencia y algunos resultados y teoremas importantes
relacionados con este tema.

Se dice que un conjunto A es finito si y solo si para algin n € N
existe una biyeccién con el conjunto N,, = {1,2,3,...,n}. De
acuerdo con lo estudiado en la seccién 2.5, se tiene que | A [=ny
por supuesto | @ |= 0, con lo cual el vacio es finito. Si un conjunto
no es finito, se dice que es infinito.

Ejemplo 44. Es claro que el conjunto A = {-=3,0,5} es finito, pues
se puede definir una funcion biyectiva f de A en N3 por medio de la
correspondencia f(—3) =1, f(0) =2, f(5) =3. [

Se dice que el conjunto A es numerable si y solo si existe una
biyeccion con N. Ademas, se dice que el conjunto A es contable
si y solo si es finito o numerable.

Es decir, A es contable si existe una funcién biyectiva de él con algun
subconjunto de IN. Para conjuntos contables, pueden suceder dos situa-
ciones: que sea finito o que sea infinito; asi, numerable es equivalente a
contable infinito. Ademads, no todos los conjuntos infinitos son contables,
como se explicard en préximos ejemplos.

Teorema 1. 7Z es numerable, es decir, contable infinito.

Demostracion. Para verificar esta proposicién, basta encontrar una
funcién biyectiva entre Z y IN. Para ello, considere la funcién f que
aplica linealmente los niimeros mayores o iguales que cero a los nimeros
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pares y aplica los niimeros negativos a los impares. Es decir, el criterio
de la funcién f: Z — N descrita es:

f(n):{2n sin>0

—2n—1 sin<0

Faltaria probar que f es biyectiva, lo cual es sencillo y se deja como
ejercicio (véase ejercicio 9). Por lo tanto, Z es numerable. O

Teorema 2. Si B es finito y A C B, entonces A es finito.

Teorema 3. Si A y B son finitos, entonces AU B es finito. Ademds,
si|]A|l=m y | B|=mn, entonces | AUB |<m+n.

Teorema 4. Si A y B son contables, entonces AU B es contable.

La demostracién de los teoremas 2, 3 y 4 es sencilla y se deja como
ejercicio al lector.

Se dice que dos conjuntos A y B son equipotentes y se escribe
A = B si y solo si existe una funcién biyectiva de A en B.

Ejemplo 45. Es claro que el conjunto A = {2,—3,4} es equipotente con
B = {1,2,3}, pues se puede definir una funcion biyectiva f de A en B
por medio de f(2) = 1, f(=3) = 2, f(4) = 3. De esta forma se ha
verificado que {2,—3,4} ~ {1,2,3} . [ |

Ejemplo 46. Pruebe que el intervalo [1,2] es equipotente con [1,6].

Solucion. Para probarlo, se debe encontrar una biyeccién entre estos
conjuntos; para ello, considere la funcién lineal f(x) tal que f(1) =1y
f(2) =6. Asi, f:[1,2] — [1,6] tal que f(x) = 5z — 4 es biyectiva (ver
ejemplo 18) y, por lo tanto, son equipotentes. [ |
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La definicién de conjunto finito, dada al inicio de esta seccion, fue
propuesta por Bolzano. Equivalente a ella, se puede establecer que un
conjunto A es finito si el inico subconjunto de A equipotente con él es
A mismo. Es decir, A es finito si satisface la proposicién:

(SCAANS~A)=S=A

Un conjunto A es infinito si y solo si A no es finito, es decir, un
conjunto A es infinito si existe un subconjunto propio de A que sea
equipotente con A.

Ejemplo 47. Observe como a partir del ejemplo 46 se prueba que el
intervalo cerrado [1,6] es un conjunto infinito, pues alli se probd que es
equipotente con [1,2], o sea, es equipotente con un subconjunto propio

de él. |

Teorema 5. La relacion de equipotencia =~ definida sobre P(E) para E
un conjunto dado es una relacion de equivalencia.

Demostracion. En primer lugar, ~ es reflexiva, ya que la funcién iden-
tidad es biyectiva de A en A y se cumple que A ~ A. Para la simetria,
se supone que A =~ B, es decir, 3f: A — B con [ biyectiva. Se sabe que
! serd biyectiva y se cumple que 3f~': B — A, con lo cual B ~ A.
Por tdltimo, si A ~ By B ~ C, entonces 4f: A — By dg: B — C
biyectivas y se sabe que go f: A — C también serd biyectiva, con lo
cual A =~ C'y la relacién ~ es transitiva. O

En la demostracion del teorema 1 se ha construido una funcién biyec-
tiva entre los conjuntos Z y N, es decir, se ha definido una biyeccién
entre ellos y se probé que Z = N. Con esto se muestra que ambos
conjuntos tienen la misma cantidad de elementos.

Para demostrar el resultado —poco intuitivo— de que @Q es numerable,
es decir, Q = N, y con ello que Q) y N son equipotentes, para evidenciar
asi que tienen la misma cantidad de elementos, véase el interesante ar-
ticulo [9].
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Se dice que A es de menor o igual potencia que B y se es-
cribe A <X B siy solo si existe una funcién inyectiva de A en B.
Ademss, A es de menor potencia que B y se escribe A < B si
ysolosi A< B AN A#%B.

En el siguiente teorema se afirma y demuestra que el conjunto R (de
los nimeros reales) no es equipotente con N (el conjunto de los natu-
rales), es decir, R también es un conjunto infinito, pero de cardinalidad
mayor que la de N. A este tipo de conjuntos, infinitos y no equipotentes
con N, se les denomina no numerables.

El interesante argumento dado en la siguiente demostracién es origi-
nal del gran matemético alemén, Georg Cantor.

Teorema 6. N < R.

Demostracion. Es claro que N < R, pues la funciéon identidad seria
inyectiva. Para probar que cualquier funcién f: N — R no puede ser
sobreyectiva, se construye un numero real z de manera que no tenga
preimagen por f. Considere x = 0,aja2a3...a,..., donde a, denota el
n-ésimo decimal y estd dado por el criterio:

o - 0 siel n-ésimo decimal de f(n) es diferente de cero
" 1 si el n-ésimo decimal de f(n) es igual a cero

Es fécil justificar ahora que x no tiene preimagen por f, ya que si 3k € N

tal que f(k) =z, se tiene que ay =0 =ar =1y ap # 0= a; =0, que
en cualquier caso es una contradiccién. ]

Teorema 7. (De Cantor) Dado A un conjunto, entonces A < P(A).

Demostracion. Sea A un conjunto, es claro que la funcién I: A — P(A)
con I(a) = {a} es inyectiva. Para demostrar que A % P(A), se probard
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que toda funcién f: A — P(A) no es sobreyectiva. Para ello, considere
el conjunto:

C={zred/ x¢fr)} (4.4)

Claramente, C' € P(A), pues C C A. Para probar que el conjunto C
no tiene preimagen por f, suponga, por contradiccién, que a es una
preimagen de C, con lo cual se cumple que f(a) = C. Comoa € Ay
C C A, analice los tinicos dos casos posibles:

— a€C=a¢ fla)=a¢C (=<«
— a¢C=ac fla)=acl (=<«

En ambos casos se obtiene una contradiccion, con lo cual f no es so-
breyectiva. O

Ejemplo 48. Para el conjunto A = {1,2,3,4} defina la funcion f de A
en P(A), es decir, f: A — P(A), por medio de la siguiente asignacion:
f(1) = {1,3}, f(2) = {1,4}, f(3) = {2}, f(4) = {2,4}. Encuentre
el conjunto C construido en la demostracion del teorema de Cantor y
confirme que éste no tiene preimagen por f.

Solucion. Se tiene que C ={x € A / x ¢ f(x)}, segin se definié en
(4.4). Verifique si los elementos de A cumplen o no la condicién para
pertenecer a C. Primero 1 ¢ C, pues 1 € {1,3} = f(1); 2 € C, pues
2 ¢ {1,4} = f(2); 3 € C, pues 3 ¢ {2} = f(3),y4 ¢ C, pues 4 €
{2,4} = f(4), para finalmente escribir C' = {2,3}, que evidentemente
no tiene preimagen por f. |

La cardinalidad de IR es conocida como el continuo y se denota me-
diante c¢. El continuo ¢ coincide con la cardinalidad del conjunto de
partes o conjunto potencia de N, es decir:

e = IR| = |P(N)| = 2 = 2%
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Teorema 8. (De Schréder-Bernstein) Si se cumple que A < B y
B < A, entonces A~ B.

Demostracion. Véase [21]. O

La definicién de conjunto infinito no garantiza la existencia de un
conjunto infinito; sin embargo, dicha existencia se axiomatiza por medio
del conocido axioma de infinitud, por medio del cual se asume la
existencia de un conjunto infinito, denotado mediante Z.

Sobre el conjunto F formado por todos los conjuntos finitos subcon-
juntos de Z, es decir:

F={SCZ | S es finito}

se define la relacién de equivalencia (ver ejercicio 4 de seccién 3.3), de
manera que MRN siy solosi M =~ N, es decir, dos elementos de F se
relacionan si tienen la misma cardinalidad. El conjunto cociente F/~
se conoce como el conjunto de los ntimeros naturales, es decir:

[ ]
Asi, se llama cero al conjunto &, denotado como el niimero natural

[ ]
0. Se denomina uno al conjunto {@}, denotado como el nimero natural
1, es decir, el namero natural 1 representa a la clase de equivalencia de
todos los conjuntos que tienen un elemento. Se denomina dos al con-
L]

junto {@, {@}}, denotado como el niimero natural 2, es decir, el nimero
natural 2 representa a la clase de equivalencia de todos los conjuntos
que tienen dos elementos. De la misma manera, se definen los nimeros
naturales 3, 4, ...

El principal interés no es profundizar en la construccién de los ntime-
ros naturales; sin embargo, para ello puede consultar en [2], [9], [21].
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Ejercicios (seccién 4.5)

1.

10.

11.

Pruebe que el conjunto de los niimeros enteros positivos multiplos
de 5 es equipotente con el conjunto de los niimeros pares positivos.

Demuestre que el intervalo semiabierto |2, 5] es equipotente con el
intervalo semiabierto [3,4].

Demuestre que el intervalo abierto ]0, 1] es equipotente con RR.

. Demuestre que el intervalo abierto |0, 4] es infinito.

Demuestre que el conjunto de los enteros miiltiplos de 3 es un
conjunto infinito.

Demuestre el teorema 2.
Demuestre el teorema 3.
Demuestre el teorema 4.

Pruebe que la funcién definida en el teorema 1 (pagina 253), es
biyectiva.

Para el conjunto A = {1,2,3,4,5} y la funcién f: A — P(A)
dada por f(1) = {2,3,5}, f(2) = {1,2,4}, f(3) = {1,2}, f(4) =
{1,4}, f(5) = {1}, encuentre el conjunto C' construido en la de-
mostracién del teorema de Cantor y confirme que este conjunto no
tiene preimagen por f.

Sea E = {a,b,c,d} un conjunto dado y considere la relacién de
equipotencia ~ definida sobre P(E). Calcule P(FE)/ ~.
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4.6 Principios de conteo

“Dios no juega a los dados”.

Albert Einstein

Como ya se ha mencionado, una permutacién de un conjunto es una
funcién biyectiva sobre este conjunto, es decir, dado un orden en una
colocacién de n objetos, una permutacion seria una nueva ordenacién de
ellos. A continuacién, se extendera el concepto y se deberd pensar en
que en la nueva colocacién de objetos no se considera la totalidad de los
n objetos, sino mas bien a r de ellos, con 7 < n. Asi, se habla de una
permutacién de n objetos tomados de 7 en 7 sin repeticién, y se denotara
con P(n,r). Para comprender esto, analice el siguiente ejemplo.

Ejemplo 49. Considere las cuatro letras a, b, ¢, d. De esta manera,
las permutaciones abdc, adcb son algunas permutaciones de estas cuatro
letras tomadas todas a la vez. Las permutaciones bda, abc o cda son
algunas de las permutaciones tomadas de tres en tres, y da, bc o cd son
algunas de las permutaciones tomadas de dos en dos. |

En el ejemplo anterior se mostraron algunas de las permutaciones
posibles; sin embargo, es importante conocer el niimero exacto de per-
mutaciones de r en r que se pueden formar. Para ello, considere las
mismas cuatro letras y piense que forma permutaciones de tres en tres.
Asi, es claro que la primera letra se puede escoger de 4 formas distintas,
la segunda letra se puede escoger de 3 formas distintas, pues al haber
escogido la primera letra, ya no se puede escoger de nuevo. Por ultimo,
la tercera letra se puede escoger de 2 formas distintas. Por lo tanto, se
tienen en total 4 - 3 - 2 = 24 permutaciones posibles.

El comentario anterior se puede generalizar para el nimero de per-
mutaciones de n objetos tomados de r en r sin repeticiéon, de manera
que se cumple:

Pn,r)=n-(n—1)-(n—2)---(n—r+1)
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Al amplificar la expresiéon multiplicindola por (n — r)!, se obtiene:

n-(n—1)-n—-2)---(n—r+1)-(n—r)!

P(n,r) = =)

n!

Finalmente, resulta valida y 1til la férmula para el niimero de permuta-
ciones de n objetos tomados de r en r sin repeticién:

n!

P(n,r) = O

(4.5)
Ademéds, es claro que para r = n se tiene P(n,n) = n!, pues se sabe que
0= 1.

Ejemplo 50. Considere las cuatro letras a, b, ¢, d. De esta manera,

scudntas permutaciones de estas 4 letras tomadas de tres en tres existen?

Solucion. Basta calcular:

P(4,3) = (4%!3)! =24

Asi, existen 24 posibles maneras de ordenar estas 4 letras. |

Ejemplo 51. ;Cudntas palabras de tres letras se pueden formar uti-
lizando, sin repeticion, las letras de la palabra UNIVERSO?

Solucion. Basta observar que esta palabra tiene 8 letras distintas, con

(8§7’3)! =8-7-6 = 336, y se concluye que son

336 las posibles palabras. [ |

lo cual se calcula P(8,3) =

Ejemplo 52. Si se tiene un conjunto A con cuatro elementos, ;cudntas
funciones biyectivas sobre A existen?

Solucion. En este caso, se debe considerar n = r = 4, con lo cual se
tienen P(4,4) = 4! = 24 funciones biyectivas. [
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Como se mencioné al inicio de esta seccién, en una permutacion de
un conjunto de n objetos es importante el orden en la colocacién de
ellos. Por el contrario, si el orden no se considera importante y se piensa
en conjuntos y no en arreglos ordenados, una combinacion de n objetos
tomados de r en r es cualquier seleccién de r objetos, sin repeticién, y
se denotard con C(n,r). Note que, en este caso, las 6 permutaciones
de las letras a, b, c son: abc, ach, bac, beca, cab, cba y como conjunto se
representan como la unica combinacién {a, b, c}.

Extendiendo el comentario anterior, y dado que cualquier combi-
nacién de n objetos tomados de r en r determina la existencia de r!
permutaciones de los objetos de la combinacion, se concluye que:

P(n,r)=r!C(n,r)

Al despejar, se obtiene la 1util férmula:

n!

C(n,r) = (4.6)

(n—r)!rl
Ejemplo 53. De un grupo de 7 personas se debe formar un comité de 3
personas. ;De cudntas maneras distintas se puede formar este comité?

Solucion. Es claro que el orden en el comité que se forme no es impor-

tante; por lo tanto, se calcula C(7,3) = (7%'),3,

pueden formar 35 comités diferentes. |

= 35. Por lo que se

Sean A y B conjuntos arbitrarios, se define B“ como el conjunto
de todas las funciones de A en B; se define Z(A, B) como el
conjunto de todas las funciones inyectivas de A en B. Por ultimo,
el conjunto B(A, B) formado por todas las funciones biyectivas
de A en B, es decir:

BA = {f:A— B/ f esfuncién}
I(A,B) = {f: A— B / f esfuncién inyectiva}
B(A,B) = {f:A— B / f esfuncién biyectiva}
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Teorema 9. Para A y B conjuntos finitos tales que |A| =p y |B| =n,

se cumple:
B4 = |B|A =np
0 st m<p
B =4 a0t
m-pt =P
0 sin#p
B(A.B)| = { C
n! st n=p
Demostracion. Véase [15] o [21]. O

Ejemplo 54. Determine cudntas son las funciones inyectivas distintas
que se tienen de un conjunto A de 4 elementos, en un conjunto B de 6
elementos.

Solucion. Como |B| > |A|, al aplicar el teorema anterior se calcula
|Z(A,B)| = (627!4)! = 360, con lo cual se tienen 360 posibles funciones
inyectivas de A en B. |

Ejercicios (seccién 4.6)

1. En un pueblo se desea poner una placa metélica a las avenidas, de
manera que conste de dos vocales, seguidas de tres digitos. Cada
digito puede ser del 0 al 9.

(a) ;Cuéntas placas diferentes se pueden confeccionar?
(b) Si no es posible repetir vocales ni nimeros, ;cudntas serian?
2. De un grupo de 15 personas, con 8 mujeres y 7 hombres, se debe

formar un comité de 6 personas, con 3 hombres y 3 mujeres. ;De
cuantas maneras distintas se puede formar este comité?

3. Determine el niimero de maneras en que 11 juguetes se pueden
repartir entre 4 ninos A, B, C, D, de manera que reciban 4, 3, 2,
2 regalos respectivamente.
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,Cuantas palabras se pueden formar utilizando todas las letras de
la palabra CARRETERA?

. Un grupo de 10 personas esta conformado por 6 mujeres y 4 hom-

bres. Determine el niimero de posibles comités si:

(a) Se deben elegir 4 personas.
(b) Se deben elegir 4 personas, dos hombres y dos mujeres.

(c) Se deben elegir 4 personas, cada una con un cargo especifico
(presidente, secretario, tesorero, vocal).

Un anuncio de un restaurante de comidas rapidas indica que un
cliente puede ordenar su hamburguesa con alguno (o ninguno, o
todos) de los siguientes ingredientes: mostaza, mayonesa, lechuga,
tomate, cebolla, pepinillo, queso, jamén. ;Cudntas hamburguesas
diferentes se pueden hacer?

Se deben formar 4 comités de nueve personas, de un grupo de 36
personas. Determine el niimero de posibles comités que se pueden
formar.

. Las placas de identificaciéon de un producto empiezan con dos vo-

cales, seguidas por dos ntimeros tomados del 0 al 9. Determine el
numero de posibles placas si:
(a) El primer digito que les sigue a las vocales no puede ser par.

(b) La primera letra no puede ser una F y los nimeros no se
pueden repetir.

(¢) Tanto las vocales como los niimeros son iguales.

. Dado un grupo de 9 estudiantes, determine:

(a) El nimero de posibilidades que tienen para realizar tres exé-
menes si cada uno debe ser realizado por tres estudiantes.
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(b) De cuéntas maneras distintas se puede dividir para formar
tres equipos de 3 estudiantes.

10. Verifique que para r y n naturales con » < n se cumple:
(a) C(”v T) = C(”v n— T)
(by C(n—-1,r—=1)+C(n—1,r)=C(n,r)

11. Para A, B, C'y D conjuntos finitos tales que |A| = 3, |B| = 4,
|C| =5y |D|=3, calcule:

(a)  [A7]

(b) |Z(D, )|

()  [Z(A,B(D, A))]|
(d) ‘CI(A,B))|

12. Para A, B, C conjuntos finitos tales que |A| =5, |B| =3, |C| =4
y |D| =2 calcule:

(a) |B*x AY|

(b)  [Z(B,A)]

(c) IB(A,4))]

(d) ‘CI(B,C))|

() [P (BY)x P (DY)
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como juntas sus dos antecesoras
iEra la quinta una gran signoral”.
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En este capitulo se introduce la notacion ¥ para la suma y 11 para
el producto; ademds, se introduce el método de demostracion conocido
como induccion matemdtica, el cual tiene multiples aplicaciones, tanto
en el campo de la computacion como en geometria, probabilidad, teoria
de numeros, entre otros.

Por dltimo, se introducen los conceptos bdsicos de recursividad y las
relaciones definidas por recurrencia; a partir de una sucesion definida
por recurrencia, se determinard, en algunos casos, la formula explicita
para esta relacion utilizando la ecuacion caracteristica asociada.

Para profundizar en el tema tratado en este capitulo, es recomendable
consultar las referencias bibliogrdficas [1], [2], [6], [7], [15] v [21].

5.1 Notacién X y II

En esta seccion se introduce la notacién sigma para representar la
adicién de términos en donde se sigue un comportamiento definido. Asi,
esta 1til notacion para la suma, donde se utilizard la letra griega X, se
define como:

n
D ti=amtamp+-+an (5.1)
=m
Donde m y n son numeros enteros tales que m < n. El simbolo i es el
indice de la suma; m es el limite inferior del indice y n es el limite

superior del indice.
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8
Ejemplo 1. Calcule el valor exacto de la suma 2(22 +3).
i=3
Solucion. Es claro que el primer sumando se calcula al evaluar en i = 3
y corresponde al valor 2-3+ 3 = 9. Al evaluar en i = 4, se obtiene el
valor 11, y siguiendo el proceso para los seis sumandos, se tiene que:
8
(2043)=9+11+13+154+17+19=84
i=3

En el caso particular en que m = 1 en la identidad (5.1), la n-
ésima suma parcial, corresponde a la suma de los primeros n
términos de la sucesién a,, y se escribe:

n
Y ai=ar+ay+-+ay

=1

5

Ejemplo 2. El valor exacto de la suma Ziz, que representa la suma
i=1

de los primeros cinco cuadrados, corresponde a 1+ 4+ 9+ 16 + 25, es

5
decir, Y i* = 55. u
=1

10
Ejemplo 3. Calcule el valor exacto de la suma Z .
i=4
Solucion. El primer sumando que se debe calcular al evaluar en ¢ = 4
corresponde al valor 5. Al evaluar en ¢ = 5, se obtiene el valor 5, y
siguiendo el proceso para los siete sumandos, se obtiene:
10

D> 5=5+5+5+5+5+5+5=35
=4
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100
Ejemplo 4. Calcule el valor exacto de la suma Z 1.

i=1

Solucion. Por supuesto, es posible efectuar los calculos que se indican;
sin embargo, si se toma en cuenta que la adicién es conmutativa y se
denota con S la suma que se pide, es claro que:

S=1+24+3+4+---4+99+ 100 (5.2)
Ademis, al reescribir en orden descendente:
S=100+994+98+---+3+2+1 (5.3)

Al sumar término a término las igualdades (5.2) y (5.3), se obtiene la
nueva igualdad:

25 =101+ 101 4101 + ---+ 101 + 101 + 101 (5.4)

100 veces 101

Al despejar S de la igualdad 2S5 = 10100, se obtiene que S = 5050, es
decir, 1 +24+3+44--- 4+ 99 4 100 = 5050. |

Propiedades de la suma:

=1
n n

3 Z U CZ a;
i=1 i=1
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En ocasiones, la cantidad de sumandos que se tienen dificulta la parte
aritmética, pero utilizando las propiedades anteriores y algunas sumas
conocidas, se puede simplificar significativamente el calculo.

100
Ejemplo 5. Calcule el valor exacto de la suma Z (3i = 5).

i=1

Solucion. De nuevo, es posible efectuar los calculos que se indican; sin
embargo, se utilizara el resultado que obtenido en el ejemplo 4 y las
propiedades de la suma:

100 100 100
> (Bi-5)=3) i—Y 5=3-5050—5-100 = 14650
i=1 i=1 i=1
|
Andlogo a la notacién de suma, donde se utiliza X, se introduce
una notacion para el producto, donde se utiliza la letra griega II:
n
Hai:al.aa.ag...an
=1
Esta notacion es util para representar un producto de términos
que sigue un comportamiento definido.
5
Ejemplo 6. El valor exacto que corresponde a la expresion H(3z —2)
i=1
es el producto 1-4-7-10-13 = 3640 |

37
Ejemplo 7. Calcule el valor exacto de Z 1—[(31'2 —1).
j=1 i=1
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Solucion. Se debe calcular cada uno de los tres sumandos:

1 2 3
(3% —i) = J[i*—i)+ [ —d)+[][6i®-1)
=1 =1 =1

= +2-1042-10-24 =502

3 7

=1 i=1

La notacion sigma se puede generalizar considerando una
proposicién abierta P(n) y definiendo Z ay, como la suma
P(n)
de todos los a,, para los n que satisfacen P(n). De la misma
manera, H an, como el producto de todos los a, para los
P(n)
n que satisfacen P(n). Si no existen valores que satisfacen
la proposicién, se define Z a, =0y H an = 1.
P(n) P(n)

Ejemplo 8. Calcule el valor de Z (n? —1).
2<n<b

Solucion. Se procede a realizar la suma de los términos 32 — 1 = 8,
42 — 1 =15, 52 — 1 = 24, pues los valores enteros de n que satisfacen la
proposicién 2 < n < 5 son solamente 3, 4 y 5, con lo cual:

> (nP-1)=8+15+24=47

2<n<b

Ejemplo 9. Para calcular el valor exacto de Z n, observe que los

n|12
n>3

unicos valores enteros den, tales quen > 3, que satisfacen la proposicion
n|12, es decir, que sean divisores de 12, son solamente 3, 4, 6 y 12, con
locualZn:3+4+6+12:25. [ |

n|12
n>3
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Ejemplo 10. Es claro que los divisores positivos de 20 son 1, 2, 4, 5,
10, 20, por lo que para cada uno de ellos en la suma siguiente se debe
sumar la expresion d?, de esta manera, se obtiene Zdz =124+22 4

djas
d>0
4% + 52 + 102 + 20% = 546. ]

Ejemplo 11. Para calcular el valor exacto de H n, observe que los

n|15
n>3
unicos valores enteros de n, tales que n > 3, que satisfacen la proposicion

n|15, es decir, que sean divisores de 15, son solamente 5 y 15, con lo
cual [ n=5-15=75. |

n|15
n>3

Ejemplo 12. Como no existe un entero que satisface la proposicion
n? < 0, se tiene que Z n® = 0. Ademds, se tiene que H nd=1.1
n2<0 n?<0

Ejercicios (seccién 5.1)

1. Utilice la notacién X o II para representar:

1,1
(@) 1+5+3+- +56+57

—3) (4=3)( —i)-~(101 100)
—8)+(3—27)+ (4 —64) + - + (10 — 1000)
FA)(14+449)(1+4+9416) - (1+4+9+16+---+121)

2. Determine el valor exacto de:
6

(a) > (2% —3i+2)

i=1
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(3" —27)

=
H-Mm
w

(3i? — 44)

—.

s
Il
—

()

=~
ov ]
—

1 n
3. Sise define T = — in, pruebe que:
n

i=1

n n

E (z; —T)% = E x? — nz?
i=1 i=1

4. Paran un nimero natural, considere las proposiciones Py () dadas
por P(n) : n divide a 54, Q(n) : n divide a 24. Calcule los valores

exactos de:
(@) J[ @2n-3)
P(n)
n>10
(b) > (n+2)

P(n)
Qn)
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5.2 Induccion matematica

Se asumira sin demostracién el siguiente principio, que establece la
existencia del menor elemento. Este serd de gran utilidad en para justi-
ficar la representacién de un ntumero en diferentes bases.

Principio de buen ordenamiento.

Todo subconjunto del conjunto de los nimeros naturales
tiene un primer elemento, también llamado elemento
minimo.

En algunas ocasiones, es necesario demostrar que una proposicién
abierta P(n) es valida para todos los nimeros naturales (o para algun
subconjunto infinito de N); para ello, se debe probar que la proposicién
dada es verdadera para cada uno de los elementos de N. Claro que,
como el conjunto de los nimeros naturales es infinito, tal afirmacién no

siempre es facil de probar.

Con esa finalidad, se utilizarda un método de demostraciéon que se
enuncia a continuacién. Observe cémo se fundamenta en la regla de
inferencia modus ponens [P A\ (P = Q)] = @, dada en el capitulo 1.

El método de induccién matematica se utiliza para
demostrar que una proposicién de la forma (Vn € N) [P(n)]
es verdadera. Para esto, basta demostrar que

1. P(0) es verdadera.

2. Si P(n) es verdadera, entonces P(n+1) es verdadera.

Es decir, se prueba la validez de la proposicién abierta en n = 0, se
asume la validez de la proposicion para n. A esta hipdtesis se le conoce
como hipétesis de induccién (H.I.) y se demuestra que la proposicién
es valida para n + 1, este ultimo se conoce como el paso inductivo. Por
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otro lado, se debe aclarar que, en algunas ocasiones, el primer valor
donde la proposicién es valida no es n = 0, sino més bien otro valor ny,
en cuyo caso se prueba que P(ng) es verdadera.

Bésicamente, el método de induccién matematica se utilizard para
demostrar tres tipos de proposiciones cuantificadas, relacionadas con
igualdades, desigualdades y divisibilidad; sin embargo, como se men-
cioné anteriormente, éste se utiliza en muchos campos de la matematica.

Ejemplo 13. Pruebe que, para n € N, la suma de todos los nimeros
impares menores que 2n es igual a n>.

Solucion. El enunciado afirma la validez para n > 1 de la igualdad:
14+34+5+-+(2n—1) =n? (5.5)
Para su demostracion se aplica el método de inducciéon matematicas:

e Para n =1 es valido, pues el inico niimero impar menor que 2 - 1
es 1, y claramente es igual a 12.

e Se asume que la proposicion es valida para n, es decir, se asume
como Hipétesis de Induccién (H.I.) la expresién (5.5).

e Es necesario probar que la proposicién es valida para n + 1, es
decir, se debe probar que:

14345+--4+2n—1+2n+1)=(n+1)>
Lo anterior se prueba de esta manera:
143+5+-+@2n—1)+2n+1) = n24@n+1)
= (n+1)>

Asi, la proposicién es valida para n + 1.

Con lo cual es valida para todo n > 1. [ |
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Por supuesto, con la notacién sigma estudiada en la seccion anterior,

el resultado que se probé en el ejemplo 13, es decir, la igualdad (5.5), se
puede reescribir como la férmula:

n

> (2i—1)=n’ (5.6)

i=1
Ejemplo 14. Utilizando la identidad (5.6) para n = 100, se puede ve-

100
rificar y asegqurar que Z(Zz —1) = 10000, es decir, la suma 143+ 5+

i=1
<-4+ 197 4+ 199 de los primeros 100 nimeros impares es 10000. |

Ejemplo 15. Para calcular el valor exacto de la suma de los nimeros
impares

41 +43 + 45+ --- + 105 + 107

se obtiene el valor total de la suma para n = 54, pues 2 - 54 — 1 = 107,

y se le resta la suma para n = 20, pues 2-20 — 1 = 39. De esta forma,
la suma es:

41 + 43+ 45+ --- 4+ 105 + 107 = 542 — 20% = 2516

Ejemplo 16. La formula del ejercicio propuesto 1g establece una equi-
valencia para la suma de los n primeros cubos 13423433+ - .4+n3, la cual
es vdlida para todo n > 1. Utilizando esta identidad, se puede calcular el
valor exacto de la suma de los primeros n cubos de una manera rapida
y eficiente. En el caso de n = 50:

50
Zig _ 502(50 + 1)2

=1625625
4

i=1
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Ejemplo 17. Pruebe que para n > 1 es vdlida la formula:

n(n+1)2n+7)
6

1-342-44+3-54+---+n-(n+2)=
Solucion. Se aplica el método de induccion:

e Para n =1 es valido, pues el lado izquierdo da 1-3 = 3 y el lado

derecho % = 3; se da la igualdad en este caso.

e Se asume que la proposicion es valida para n, es decir, se asume
como Hipétesis de Induccién (H.I.) la igualdad:

nn+1)2n+7)
6

1-3+2-443-54+---4+n-(n+2)= (5.7)

e Se debe probar que la proposicién es valida para n + 1, es decir,
que:

(n+1)(n+2)(2n+9)
6

134244 -+n-(n+2)+(n+1)-(n+3) =
Esto se prueba como sigue:

1-342-44+---4+n-(n+2)+(n+1)-(n+3)
1. nn+1)2n+7)

= 5 +(n+1)-(n+3)

n(n+1)2n+7)+6(n+1)- (n+3)
(n+1)[n(2n +7) 6+ 6(n + 3)]

(n +1)(2n? +67n + 61 + 18)

(n+ 1)(n—g2)6(2n+9)

~

Asi, la proposiciéon es valida para n + 1

Con lo cual es valida para todo n € N. |
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Ejemplo 18. Utilizando la identidad que se probd en el ejemplo ante-

50
50(50 +1)(2-50+7
rior, se puede afirmar que Zz(z—l—?) = (50+ )é +7) = 45475,
i=1
es decir, 1-34+2-4+3-5+---4+50-52=45475. [ |

Ejemplo 19. Calcule el valor exacto de la suma

151153 4+ 152 - 154 4+ 153 - 1554 - - - + 201 - 203

Solucion. Para este cédlculo se utiliza nuevamente la formula que se
probé en el ejemplo 17. Se debe observar que la suma no estd completa,
por lo que es necesario restar los primeros términos 1-3+2-4+- - -+150-152
al resultado. Asf:

151-153 + 152 - 154 4+ 153 - 155 + - - - + 201 - 203
201-202-409 150 - 151 - 307

6 6
= 1608778

Para a y b enteros, se dice que a divide a b si existe k € 7Z tal
que b = ak; en este caso, se escribe a|b. Ademds, esto dice que b
es divisible por a o que a es un factor de b. Si a no divide a
b, se escribe a t b.

Ejemplo 20. Es claro que 7|42, pues con k = 6 se tiene 42 = 7 - 6.
Ademds, 5118, pues no existe k entero de manera que 18 =5 - k. |

Ejemplo 21. Pruebe que 3"t 4+ 4.23" es divisible por 7, Vn € N.

Solucion. Se procede por induccién:

e Para n =0 es valido, pues 3+4 =17,y 7 es divisible por 7.
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e Se asume que la proposicién es valida para n, es decir, que existe
k € 7 tal que 32" +4.23" = 7k.

e Se prueba que la proposicion es valida para n + 1:

321+l | 4. 93(n+l) 3243 4 4 93 . 930
_ 32.32n+1 4 g9 . o3n
LI 9 (7k —4-23") 4 92 23"

= 9-Tk—36-23"+92-23"

9Tk +56-23" = 7(9% +8-23")

~

Como 9k+8-23" es un nimero entero, se prueba que es un multiplo
de 7 y asi la proposicion es valida para n + 1. |

Ejemplo 22. Pruebe que n® —4n + 6 es divisible por 3, Vn > 1.

Solucion. Al aplicar el método de induccion, la proposicién es valida
paran =1, pues 1 —4+6 = 3, y 3 es divisible por 3.

e Se asume que la proposicién es valida para n, es decir, que existe
k € 7 tal que n® — 4n + 6 = 3k.

e Se prueba que la proposicién es valida para n + 1:

P+ 32 +3n+1—4n—4+6
= nP—4n+6+3n°+3n—-3
- 3k+3(n*+n—1)

= 3(k+n*+n—1)=3k

(n+1)3—4(n+1)+6

~

Con k' = (k+n?+n — 1) € Z se prueba que es un miiltiplo de 3,
y asi la proposicién es valida para n + 1. |

Ejemplo 23. Pruebe que 4"~ 4+ 15n — 16 es divisible por 9 para todo
n €N conn > 1.
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Solucion. Se procede por induccién:
e Paran =1 es valido, pues 1 + 15 — 16 = 0, y 0 es divisible por 9.

e Se asume que la proposicién es valida para n, es decir, que existe
k € 7 tal que 471 +15n—16 = 9k, es decir, 4”1 = 9k — 15n+ 16.

e Se prueba que la proposicion es valida para n + 1:

AT 15 4+1) =16 = 4.4 '+ 15n+ 15— 16
L 4(9k — 150+ 16) + 150 — 1
36k — 60n + 64 + 15n — 1

= 9(4k—5n+7)

Como 4k —5n+7 es un nimero entero, se prueba que es un multiplo
de 9 y asi la proposicion es valida para n + 1.

Con lo cual se ha demostrado la proposicién. |

En los dos ejemplos siguientes, ponga mucha atencién en la prueba y
el hecho de que la relaciéon “menor que” es transitiva, es decir, si a < b
y b < ¢, entonces a < c. Este resultado se utilizard en ambos ejemplos
para probar el paso inductivo a n + 1.

Ejemplo 24. Pruebe que la validez, para todo n > 1, de la desigualdad:

LI I
273 n=2

Solucion.  Se utiliza el método de induccidén:
e Para n =1 es valido, pues 1 < % + 1 es verdadera.

e Se asume que la proposicién es valida para n, es decir, se toma
como Hipétesis de Induccién (H.I.) la validez de:

11 1 _n
I oot —< =41 :
otz ot o<oH (5.8)



5.2. Induccion mateméatica 283

e Se debe probar que la proposicion es valida para n + 1, es decir:

11 11 +1
T4ttt <t (5.9)

2 3 n n+1— 2

Para lograrlo, se prueban primero las proposiciones:

VI SVEE SOOI SR S RN SR T
2 3 n n+l — 2 n+1 ’
n 1 n+1
—+1 < 1 5.11
2+ +n+1 - 2 + ( )

La proposicién (5.10) se obtiene inmediatamente de la hipétesis de
induccién (5.8). Por otro lado, se prueba (5.11):

n 1 n—+1
—+1 <
2+ +n—|—1_ 2

n(n+1) +2 ntl

2n+1) — 2
n®+n+2<(n+1)>
n*+n+2<n*+2n+1
1<n

+1

1111

Al ser una doble equivalencia, y como 1 < n es verdadera, se tiene
por verdadera (5.11). Utilizando la transitividad, en las desigual-
dades (5.10) y (5.11) se obtiene (5.9). Con lo cual se completa la
prueba. |

Ejemplo 25. Pruebe que para n > 1 se cumple la desigualdad:

1 1 1
T S i R R Y (S

(5.12)

Solucion. Demostrar la desigualdad (5.12) es equivalente a demostrar

la desigualdad:

(5.13)
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que serfa equivalente, pasando a restar, a la desigualdad:

1 1 5 1
4. <
n-+ 2 2n+1 -6 n+1

(5.14)
Se procede por induccion:

_ (1 1 1 _55
e Paran =1 es vélido, pues 117 + 133 = g < § es verdadera.

e Se asume que la proposicién es valida para n, es decir, se toma
como Hipétesis de Induccién (H.I.) la validez de la expresién (5.14).

e Se debe probar que la proposicion es valida para n + 1, es decir:

1 1 1 _5
D+l maD+2 T mr)r(mr D+ "6

Que seria equivalente a demostrar:

1 n 1 P 1 <5 (5.15)
n+2 n+3 2n+3 ~ 6 ’
Primero, note que:
! + ! + e+ !
n+2 n+3 2n 4+ 3
= ! + 1 + e+ ! + ! + !
- n+2 n+3 2n+1 2n+2 2n+3
se utiliza H.I., Sgsigualdad (5.14)
(524) 5 1 n 1 L 1
= 6 n+l1 2n+2 2n+3
Con lo cual se tiene que:
1 1 1 5 1 1 1
- 4. <—— 5.16
n+2+n—i—3+ +2n—i—3_6 n+1+2n+2+2n+3( )
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Por otro lado:

5 1 L 1 L 1 <5
6 n+1 2n+2 2n+3 76
-1 n 1 n 1 <0
n+1 2(n+1) 2n+3 "~
—4n—6+2n+3+2n+2<0
2(n+1)(2n+3) -
—= -1<0
Lo cual es cierto; asi, se ha probado que:
5) 1 1 1 5

°_ < = 5.17
6 n+1+2n+2+2n+3_6 ( )

Utilizando la transitividad en la desigualdades (5.16) y (5.17), se
obtiene (5.14). Con lo cual se completa la prueba. [

Ejemplo 26. Determine una formula para la siguiente suma:
3+10+17+--- 4+ (Tn—4)

Solucion. Es claro que la suma es:

n+1) ~n(Tn—1)
Z?z 4_722724_7 —dn=

Asi, la férmula buscada es 3+ 10+ 17+ -+ + (Tn — 4) = "(7271). [ |

Se denota S, a la suma de los n primeros nimeros elevados
a la potencia p, es decir:

n
Sp:ZZ‘P:1P+2p+3P+...+nI’
=1

En el ejercicio 1a), usted debe probar la validez de la férmula para
Sy; en el ejercicio 1f), la de la férmula para Ss, y en el ejercicio 1g), la
de S3. Por su importancia, se resumen en el siguiente cuadro:
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n
So=> l=141+14--+1=n
=1
n(n+1)

n
Si=) i=1+2+3+ - +n=——

i=1
n(n+1)(2n+ 1)
6

n

Sy =) ?=17+22+3"+ ... +n’ =
=1

n?(n+1)?

n
S3=) *=13+2+43%+... 40 = 1

i=1

En general, se puede obtener la suma S, si se conocen las anteriores
S1, S2, 83, ..., Sp—1. El procedimiento se da en el siguiente ejemplo, y
con base en él, usted deberd determinar la férmula para Sy.

Ejemplo 27. Como se menciond anteriormente, en este ejemplo se
dard un procedimiento para deducir la formula So (ver ejercicio 1f),
conociendo la suma S1. Para tal propdésito, en la conocida formula

(n+1)%=n*+3n*+3n+1

Al sustituir n por n — 1; n porn —2, ..., hasta n = 1 se obtiene:
(n+1)3 = nd+3n2+3n+1
n® = (n—-1243mn-12+3n-1)+1
n—17° = n-2%+3n-22*+3(n—-2)+1
28 = 1¥43.1°+3-1+1

Al sumar todas estas igualdades, se obtiene la ecuacion:

n n
(n+1P4+n*+ 422 =n4.. 42241343 *+3) i+n
i=1 i=1
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Al cancelar los términos homogéneos, se tiene:

(n+1)>=1+3S8+35 +n

n(n+1)

Al despejar Sy y sustituir la férmula Sy = ==, el resultado es:
3 3
352 = (n+1)° — §n(n+1) —(n+1)
n(n+1)(2n+1)
2
Finalmente, se obtiene So = w. |

Ejemplo 28. De forma andloga, para determinar Ss, se puede verificar:
(n+1)* =1+4834 652 +45; +n

Al despejar Ss y sustituir las formulas conocidas de S1 y de Sa, se ob-

2 2
tiene la formula Sg = %. [ |

Ejercicios (seccién 5.2)

1. Utilice el método de induccién para probar la validez de siguientes
igualdades para todon >0 o n > 1, segiin corresponda:

1
(a) 1+2+3+~-+n:7”‘(”;>
1
(b) 2+5+8+~-+(3n_1):%
() 3+ 114---+(@8n—5)=4n’>—n
(d) 1-242-443-8+---+n-2" =2+ (n—1)2""
(e) 1+9+25+...+(2n_1)2:n(zn—l)(Qn—Fl)

3
n(n+1)(2n+1)

(f) P+22+3° 4+ +n’ = :
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2 12
(g) 13+23+33+---+n3:n(n4+)
(h) 12 +33+5%+-- -+ (2n—1)> =n?(2n* - 1)
(i)1+§+§+ Lol 23
2 4 8 on 2n
G) 142422 4. 420 =2l
n—1 n an—H_ :
k) 14a+---+a"" " +a" = ysia#1
2 2 2 1
) 2+ 2 T
Wgtgt T 3n
(m) Lo 1 n
m —_— — .. =
1-3 3-5 (2n—1)(2n+1) 2n+1
m) ¥+254+3%+- 40 =(1+2+3+-+n)?
12 22 2 1
(0) —=+ o=t + - G
1-3 3-5 (2n—1)2n+1)  2(2n+1)
P19 2o 3.2 nn+ 12" (n+1)2n
(@ S —iy= "0
=2
= 1
r =vn—1
()gs/i—1+\ﬁ
n
(s) > i(i) = (n+1)!—1
=1
- 1 n
t pu—
();(42'—3)(42'4—1) dn+1
n
1 n+1
1—— | =
(u)g< z?) m

2. Utilice el método de induccién matematica para demostrar que las

siguientes proposiciones son verdaderas para todo n > 1:

(a) n* + 2n3 4+ n? es divisible por 4
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n3 + 11n es divisible por 6

n’

)
)
) — n es divisible por 7
) 32nHL 4 2n+2 g divisible por 7
) 3?7 — 1 es divisible por 8
g) 3"+ 7" — 2 es divisible por 8
) 4™ + 15n — 1 es divisible por 9
) 10" + 3 - 472 4 5 es divisible por 9
) 32" 4 2675 g divisible por 11
) 10%"*1 4 1 es divisible por 11
)
)

42n+1 4 3742 o9 divisible por 13

3. Utilice el método de inducciéon matematica para demostrar la va-
lidez de las siguientes desigualdades:

(a) 2" <nl, paran >4

2n + 1)2
(b)1+2+3+-~~+n§(n;—), paran > 1
1 1 1 1
(c)§+1+§+---+2—n<n-ln(2), paran > 1
3
d) 12+22 4.+ n—l2<1<12+22+---+n2,paran22
3
4
o) B2+ (n-18<" <1342 4. 403 paran>2
4
1 1 1 13
£ e — > > 2
O i taget o paanz

1 1
h n<—+—+—+4+---+—<mnyn, paran>1
(h) vn < VRV = <nVn, p
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2
1
(i) 1-2+2-3+3‘4+~-+(n—1)n<n(n;_), para n > 2
N (2n)!

. Observe y compruebe las siguientes igualdades:

1 =1
1-4 = —(1+2)
1—4+9 = 1+2+3

1-44+9-16 = —(1+2+3+4)

A partir de ellas, determine la férmula respectiva y pruébela con
el método de induccién matematica.

. Observe y compruebe las siguientes igualdades:

S—— — | —
Il
= W= N =

A partir de ellas, determine la férmula respectiva y pruébela con
el método de induccién matematica.

. Encuentre una férmula para la suma de los primeros n numeros

positivos que sean multiplos de 2. Pruébela por induccién.
(Sugerencia: observe que2 =1-2,24+4=2-3 y 24446 =3-4).

Encuentre una férmula para la suma de los primeros n multiplos
positivos de 3 y pruébela con el método de induccién matematica.
(Sugerencia: observe que 3=13-1-2,3+6=3-2-3).
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1

i(i+1)
lizando el método de induccién matemaética.

n
8. Encuentre una férmula para la suma Z y pruébela uti-
i=1

9. Determine una férmula para las sumas (repase el ejemplo 26):

(a) 1-242-343:44+---+(n—1)n
(b) 2+4+T7+12+--- 4 (5n—3)
(¢c) 1:64+2-7T+3-84---+n(n+5H)

10. Calcule el valor exacto de las siguientes sumas:

12+ 22432 4+ ... + 10000
! + ! +- L
1-3 ' 3.5 1023

a)
)
) 1-242-3+43-4+---+930
)
)

(
(b
(c
(d) 13423433 4... 112167
( A
o) T4t f
7B
1

f T S
® it T T s
(g) 10-13+11-14+12-15+4---+ 1258

730

11. Un cuadrado mdgico de orden n es una distribucién de los ntimeros
1,2, 3,...,n% en forma de cuadrado, donde al sumar los elementos
de cada fila, de cada columna y de cada diagonal, se obtiene el
mismo resultado, conocida como la suma magica.

(a) Compruebe que los cuadrados siguientes son magicos.

1
179713 63| 2|13
3 5 (10 ] 11| 8
9 |16 | 7|12
8]116 4 15|14 ] 1

(b) Pruebe que la suma maégica S, en el caso general de un cua-

(e 241
drado mégico de orden n, es S = %
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Capitulo 5. Induccién y recursividad

En cada caso, determine el criterio de a; si se sabe que:

(a) Zal_n + 3n

(b) > ai=
i=1

n3 + 2n
3

Determine una férmula para Sy (repase los ejemplos 27 y 28, en la
pagina 286).

Si a y b son nimeros enteros, pruebe que a™ — b" es divisible por
a — b para todo n € N.

2 2 2
Considere los cuadrados C,, definidoscomoC; =1,Cy =2 1 2,
2 2 2
3 3 3 3 3
3 2 2 2 3
Cs3=3 2 1 2 3 y asisucesivamente, donde a C,, se le agrega
3 2 2 2 3
3 3 3 3 3

un borde con el siguiente nimero para obtener C,4;. Si se denota
como S, la suma de todos los niimeros presentes en C,,, determine
la férmula exacta de S,,.

Pruebe que si n € N, con n > 8, entonces existen k € N y c€ N
tales que n = 5k + 3c.

Utilice el método de inducciéon para probar que la desigualdad:
(I+2)">14nx
es valida paran > 2, x > —1 y = #0.

Determine el residuo R(x) que se obtiene al dividir el polinomio
Px)=1+z+ 2%+ -+ 2'% por el polinomio 2> — x — 2.

Pruebe que si el conjunto A tiene n elementos, su conjunto poten-
cia P(A) tiene 2™ elementos.
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5.3 Recursividad

En general, una sucesion es simplemente una lista de objetos dis-
puestos en orden: el primer elemento, el segundo elemento, y asi suce-
sivamente; por ejemplo, la sucesion: a, ab, abb, aabb, aabbb, ..., donde
los puntos suspensivos se leen y asi sucesivamente, define una coleccion
de tiras o arreglos de las letras a y b, en la cual se puede conjeturar que
su sexto término seria aaabbb y el séptimo aaabbbb, continuando de la
misma forma. En esta seccion, lo principal es el caso de las sucesiones
numéricas, definidas como funciones con dominio N, es decir:

ffN — R
noe o f(n)

En donde los tnicos posibles valores para n son nimeros naturales, por
comodidad se denota a la imagen de n por f como a,, es decir, f(n) =
a,. Considere, por ejemplo, la sucesién 1, 4, 9, 16, ... induce a pensar
en una serie numérica en donde el n-ésimo elemento es n? y los puntos
significan que la sucesién continta infinitamente; asi, el sexto término de
esta sucesiéon es 36, el décimo término es 100, entre otros. La definicion
de esta sucesion es:

N — R

noe o fn)=n’

2

Simplemente se puede escribir como a,, = n°, con lo cual se obtiene una

férmula explicita para su comportamiento.

En otras ocasiones, las sucesiones estan definidas de forma recur-
siva, esto es, a,, depende de algunos de los términos anteriores. Es decir,
si dependiera de los dos anteriores, para calcular por ejemplo el término
a1p, es necesario calcular los términos ag y ag y, para ello, se deben
calcular los términos a7 y ag y asi sucesivamente hasta llegar a los dos
datos iniciales conocidos.
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Ejemplo 29. La sucesion F,, = F,,_1 + F,,_o con condiciones iniciales
Fy =1y Fy = 1 es claramente recursiva, pues el n-ésimo término
depende de los dos anteriores, de manera que se define el término n-
ésimo como la suma de los dos términos anteriores y se cumple que
Flzl, F2:1,F3:2, F4:3,F5:5, F6:8,F7:13,.... Esta
sucesion se conoce como la sucesion de Fibonacci. [ |

Lo anterior podria llevar algin trabajo si, por ejemplo, se quisiera
calcular el valor de Fygy. Lo ideal seria encontrar una férmula explicita
que permita, de una manera mas rapida, determinar cualquier término
de la sucesion sin necesidad de conocer los términos anteriores. Para
esto, se dan algunas definiciones bésicas sobre la clasificacion de las
sucesiones recursivas; luego, y bajo ciertas condiciones, se veran algunos
ejemplos de cémo obtener la formula explicita a partir de la recursiva,
y viceversa.

Se dice que una relacién por recurrencia es:

1. De orden k si permite expresar a, en funcién de los k
términos anteriores, es decir, a, = f(an—1,0n—2,...,an_f)-

2. Lineal homogénea de orden k con coeficientes constantes
si permite expresarse por medio de la ecuacion

Apan + Aran—1 + A2ano+ -+ Agap_ =0
donde los A; son constantes.

3. Lineal no homogénea de orden k con coeficientes cons-
tantes si permite expresarse por medio de la ecuacion

Aoan + Aran—1 + A2an_o+ -+ Agan_i = f(n)

donde los A; son constantes.
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Ejemplo 30. La sucesion definida por recurrencia por a, = 2a,_1 + 1
es lineal mo homogénea, y su orden es 1. |

Ejemplo 31. La sucesion definida por by, = 3b,_1 — by—a +n? es lineal
no homogénea de orden 2. |

Ejemplo 32. La sucesion definida por ¢, = ¢p—1 + 4¢n—3 es lineal ho-
mogénea de orden 3. |

Ejemplo 33. La sucesion definida por U, = 3n?Uy,_o — Up_4 + 3 es de
orden 4, no lineal y no homogénea. [ |

Para la relacion
Aoan + Aran—1+ Azap o+ -+ Agap_r =0

dada por recurrencia, lineal, homogénea de orden k, con coefi-
cientes constantes la ecuacion de grado k:

Apr® + Az + Aoz 24+ Az + A =0

se llamara ecuaciéon caracteristica asociada a a,,.

Ejemplo 34. La ecuacion caracteristica asociada a la sucesion definida

por recurrencia Uy, = 3U,_1 — U, _3, de orden 3, es x® = 3z — 1. |

Ejemplo 35. La sucesion dada por recurrencia a, = an_3 — 4a,_5,
de orden 5, tiene como ecuacion caracteristica a x° = x> — 4. |

Ejemplo 36. La sucesion dada por recurrencia Upio = 4Up—1 —
3U,_2, de orden 4, tiene como ecuacion caracteristica a z* =4z —3. A

En el caso de que el orden sea 2, la ecuacion caracteristica se puede

2

escribir como z© — r1x — 79 = 0; en este caso, el siguiente resultado da
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la forma general de la férmula explicita en el caso de que las soluciones
sean numeros reales. Esta férmula dependera de la naturaleza de sus
soluciones, es decir, soluciones diferentes o una unica solucién. Se omite

el caso en que las soluciones sean complejas.

Si a, = ria,—1 + r2a5,_2, lineal homogénea de orden 2 con
coeficientes constantes, entonces:

1. Si su ecuacién caracteristica es z2

—riz—19 = 0, tiene
dos soluciones distintas s; y so; la féormula explicita es
de la forma:

an=A-s7+B-sy

2

2. Si su ecuacién caracteristica es z° —rix —r9 = 0, tiene

solo una solucién s; entonces, la férmula explicita es
de la forma:

anp=A-s5"+ B-ns"

donde A y B se determinan por las dos condiciones iniciales.

Ejemplo 37. Determine una formula explicita para la sucesion definida

POT TECUTTENCIA POT Ay = 2Ap—1 + 3An—2 con a; =3 y az = 21.

Solucién. La ecuacién caracteristica x2 —2z—3 = 0 tiene dos soluciones
distintas s1 = —1 y s9 = 3; asi, la férmula explicita es de la forma:

an=A-(-1)"+B-3" (5.18)

Para determinar las constantes A y B, se utilizan las dos condiciones
iniciales: con a; = 3 se evalia (5.18) en n = 1 y se obtiene la ecuacién
a1 = A-(=1)' + B - 3! = 3; andlogamente, con ag = 21 y evaluando en
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n = 2, se plantea la ecuaciéon az = A - (—1)2 + B - 32 = 21, es decir, se
debe resolver el sistema

—-A+3B = 3
A+9B = 21

cuyas soluciones son A =3 y B = 2, con lo cual, la férmula explicita es
ap=3-(—1)"+2-3". |

Ejemplo 38. Determine una formula explicita para la sucesion definida
por recurrencia por a, = 6a,—1 — 9an,—2 con a1 =0 y azy = —9.

Solucion. La ecuacién caracteristica es 2 —6x 49 = 0, tiene solamente
la solucién s = 3; asi, la férmula explicita es de la forma:

an=A-3"+B-n-3"
Para determinar las constantes A y B, se utilizan las dos condiciones
iniciales: con a; = 0 se plantea la ecuacién a; = A-3'+B-1-31 =0

y con ag = —9 se plantea la ecuacién as = A - 324+ B-2-32=-9, es
decir, se debe resolver el sistema

3A4+3B = 0
9A+4+18B = -9
cuyas soluciones son A =1y B = —1, con lo cual, a,, =3" —n3". N

El método utilizado en los ejemplos anteriores se puede extender, de
forma natural, a los ordenes superiores, como se ilustra en los siguientes
ejemplos. Recuerde que todo polinomio de grado mayor o igual a tres
se puede factorizar como un producto de factores lineales y factores
cuadraticos; como se menciond anteriormente, se trabaja solamente el
caso en que las soluciones de la ecuacién caracteristica sean reales.

Ejemplo 39. Determine una formula explicita para la sucesion definida
POT TECUTTENCLA POT Gy = 20p—1 + DCp—2 —6an_3 con ag = —1, a; = 10
Yy ag = —2.
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Solucién. La ecuacién caracteristica es x° — 222 — 5z +6 = 0; tiene tres
soluciones distintas: s1 = 1, so = —2 y s3 = 3. Asi, la féormula explicita
es de la forma:

anp=A-1"+B-(=2)"+C-3"

Para determinar A, B y C, se utilizan las tres condiciones iniciales dadas:
Con ag = —1 se plantea la ecuacién ag = A-1°+ B - (-2)°+C-3° = —1.
Con a1 = 10 se plantea la ecuaciéon a; = A-1' + B (=2)! +C - 3! = 10.
Con ay = —2 se plantea la ecuacion as = A1+ B-(—2)2+C-3% = —2.
Es decir, se resuelve el sistema

A+B+C = -1

A-2B+3C = 10

A+4B+9C = -2
Su soluciénes A =1, B= -3y C = 1; por lo tanto, la férmula explicita
esap =1-—3-(=2)" 4 3™ [

Ejemplo 40. Determine una formula explicita para la sucesion definida
POT TECUTTENCILA POT Gy = Ap—1 + Gp—2 — Gp—3 con ag = 6, a; = 1 y
as = 12. Ademdas, utilice ambas formulas para calcular el valor de as.

3 =224+ 2 —1. Al igualar a

Solucion. La ecuacién caracteristica es x
cero y factorizar, se obtiene la ecuacién (z —1)?(z+1) = 0, la cual tiene
tres soluciones: s1 = 1, so = 1y s3 = —1. Asi, la férmula explicita es
de la forma:

ap,=A-1"4+B-n-1"4+C-(-1)"

Para determinar A, By C, se utilizan las tres condiciones iniciales dadas:
Para n = 0, con ag = 6, se plantea la ecuacién A + C = 6; paran = 1,
con a; = 1, se plantea la ecuacion A + B — C = 1; por 1ltimo, para
n = 2, con as = 12, se obtiene la ecuacién A+ 2B + C' = 12, es decir, se
resuelve el sistema

A+C
A+B-C
A+2B+C = 12

Il
— o
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Su solucién es A =2, B =3y C = 4. Asi, se concluye que la férmula
explicita es a,, = 2+3n+4-(—1)". Para calcular el valor de a5 utilizando
la formula recursiva, se tiene que ag =6, a1 =1, a0 =12, a3 =12+ 1 —
6=7a4=7T+12—1=18 y as = 18+ 7 — 12 = 13. Utilizando la
férmula explicita, se obtiene a5 =2 + 15 — 4 = 13. |

Ejemplo 41. Determine la férmula por recurrencia para la relacion by,
definida explicitamente por b, =2-3" +2+mn, paran > 0.

Solucion. Se observa que by, =2-3"4+2+n=2-3"4+2-(1)"+n(1)".
Asi, las soluciones de la ecuacién caracteristica asociada a la ecuacion
por recurrencia son s1 = 3, so = 1 y s3 = 1, y la ecuacion caracteristica
es (r —3)(z —1)2 = 0. Al desarrollar el lado izquierdo de esta ecuacion,
se obtiene 2% — 522 + 72 — 3 = 0, al despejar el término de mayor
exponente, se tiene 2 = 512 — 7z + 3, con lo cual se determina la
relacién por recurrencia b, = 5b,_1 — 7b,_o + 3b,_3. Para completar,
basta encontrar los valores de las condiciones iniciales, para lo cual se
evaltan =0,n=1yn=2enb, = 2-3"+2+n, y se obtiene que by = 4,
b1 =9, by = 22. Por lo que, finalmente, la relacién por recurrencia es
b, = 5b,_1 — Tby,—o + 3b,,_3, paran >3, con by =4, b1 =9, bo =22. A

Los préximos dos ejemplos se consideran sucesiones que no son ho-
mogéneas; por lo tanto, para ellas no es posible utilizar el procedimiento
estudiado en los ejemplos anteriores, por lo que se debe proceder de
forma diferente.

Ejemplo 42. Determine una formula explicita para la sucesion definida
POT TECUTTENCIA POT Ay = Gp—1 + D cON a1 = 3.

Solucion. Proceda con un analisis hacia atrds y observe que:
ap = ap-1+95=ap_1+1-5
= (an72+5)+5:an72+2‘5
= ((ap—3+5)+5) +5=an-3+3-5
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Con lo cual se puede conjeturar que a, = 3+ (n — 1) - 5. Ahora, se
procede a probar esta conjetura, para lo cual se utiliza el método de
induccién:
e Paran =1 es vélido, pues a1 =3+ (1 —-1)-5=3+0=3.
e Se asume que la proposicién es valida para n, es decir, se toma
como Hipdétesis de Induccién (H.I.) que a,, =3 + (n— 1) - 5.
e Se debe probar que la proposicion es valida para n + 1, es decir:
apy1 =3+n-5
Esto se prueba como sigue:

anty1 = ap+>
34 (n-1)-5+5
34n-5-5+5

= 3+n-5

~

Asi, la proposicion es valida para n + 1.

con lo cual, la férmula explicita a,, = 3+ (n —1) -5 paran > 1y la
recursiva a,, = a,_1 + 5 con a; = 3 definen la misma sucesion. [ |

Ejemplo 43. Determine una formula explicita para la sucesion definida

POT TECUTTENCLA POT Qp, = 2ap—1 + 1 con a; = 3.

Solucion. Proceda con un andlisis hacia adelante y observe el siguiente

comportamiento:
ay = 3
as = 2@14‘1:2‘3-}-1
a3 = 2a9+1=2(2-3+1)+1=22-3+2+1
a; = 2a3+1=2(2%-34+2+1)+1=23-3+2242+1
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Con lo cual se puede conjeturar que:
ap = 2" L3 4on2ponTd 4024941

Utilizando el resultado dado en el ejercicio 1j de la seccién 5.2, la férmula
se puede reescribir como:

a, = 3-2"71ypon-l_
= 4.2t
27L+1 -1

Ahora, se debe probar esta conjetura.

e Para n =1 es valido, pues a; = 2°> — 1 = 3.

e Se asume que la proposicién es valida para n, es decir, la Hipotesis
de Induccién (H.I) es a, = 2"+ — 1.

e Se debe probar que la proposicion es valida para n + 1, es decir:

anp1 = 2" 1
esto se prueba como sigue:
An+1 = Qan +1
gt 1y 41
—_ 2TL+2 -1

Asi, la proposicién es valida para n + 1.

Con lo cual, la férmula explicita a, = 2"T' — 1 para n > 1 y por recu-

rrencia a, = 2a,_1 + 1 con a; = 3 definen la misma sucesion. [ |
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Para finalizar esta seccion, se presentan algunas aplicaciones de la re-
cursividad al andlisis numérico, principalmente para aproximar las solu-

ciones de una ecuacion.

Una manera de determinar el punto fijo p de una funcién f, es decir,
el punto p que satisface la igualdad f(p) = p (véase péagina 228), es
utilizando la férmula recursiva dada por:

Pnt1 = f(pn)

donde el valor inicial py se escoge adecuadamente. La sucesién pg, p1,
Pa,...se ird aproximando al valor de p.

Ejemplo 44. Aprozime, utilizando el algoritmo del punto fijo, la solu-
cion de la ecuacion x> + x — 5 = 0, de manera que tenga al menos 5
decimales exactos.

Solucion. Al despejar y reescribir la ecuacién 22 4+z—5 = 0 en la forma
x = f(x), se obtiene que 2° = 5 — x, es decir, x = /5 — z; por lo tanto,
la solucién buscada es el punto fijo de la funcién f(z) = /5 —z. Al
tomar, por ejemplo, pg = 1 como aproximacién inicial, se obtiene:

p = f(1)~1,58740105197
p2 = f(p1) ~ 1,50554965674
ps = f(p2)~ 1,51749158397
p1 = f(ps)~ 1,51576098691
ps = f(psa) ~ 1,51601202599
ps = f(ps)~ 151597561561
pr = f(ps) ~ 1,51598089663
ps = Fflpr)~ 1,51598013067

Note que las aproximaciones iteradas se van estabilizando, de mane-
ra que el valor py tiene 4 decimales exactos y pg ya tiene 6 decimales

exactos. [ |
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Por supuesto que la forma de despejar la ecuacion para reescribirla de
la forma x = f(x) no es tinica. En la ecuacién x3 +z —5 = 0 del ejemplo
anterior, se pudo haber iniciado con x(z? + 1) = 5 para finalmente

obtener x = xZLH y, por lo tanto, se hubiera tenido que aproximar el

5
241"

Una férmula recursiva, conocida en el analisis niimerico que se utiliza

punto fijo de la funcién f(z) =

para obtener una aprorimacion racional de la raiz k-ésima de un nimero

A, es decir, de VA, viene dada por:

iy = % <(/<; ~1)an + ,ffl) (5.19)

an

donde el valor inicial ag se escoge convenientemente.

Ejemplo 45. Utilice la formula anterior, utilizando 3 iteraciones, para
aprozimar el valor de \/7.

Solucion. La férmula (5.19) para k=2 y A =7 es:

1 7
Apy1 = 5 <6Ln + an> (520)

en donde es posible escoger ag = 2, y asi se obtiene:

L Lf,, Ty _u
“aT g 2) " 1
_1fu 7 233
oo\ TR
1 (233 7 108497
S AT ~ 2.64575204
“3 2(88+2§§’) 11008 2

Note que el valor encontrado al utilizar la formula coincide con el valor
exacto en los primeros 5 decimales. Por supuesto, se puede iniciar con
un valor diferente de ag = 2. [ |
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Ejercicios (seccién 5.3)
1. Determine el valor de a4 para cada una de las sucesiones siguientes:

n=2ap_ 1+ an_o sin>3,a =3, a=—2.

S

n :n2an,1 sin>2 a=1.

an:a%_l—{—?m sin>2,a =2

—~ o~
(SN

S N N N
S

S

n=0p_1— Qpn—2+ an_3 sin>3,ay=4,a, =7, ay =6.
2. Determine la férmula explicita de las relaciones de orden 2:

a) ap =5a,_1+6a,—2 sin>2 ay=2,a =—1.

(a)

(b) an =an—1+6an_2 sin>2 a9=1,a =—2.
(¢) an =3an—1—2apn_2 sin>3,a1 =5, ax = 3.
(d)
(e)

3. Determine la formula explicita de las relaciones de orden 3:

a, = 6a,_1 — 9an 2 sin>2,a90=1,a, =3.

Ay = 2an1+ ang sin>3,a =3, a2 =5.

(a) by =—bp_1+bp_o+by_3 sin>3by=0>5b=-2by=T.
(b) by = —bp—1 + 8bp—o + 12b,—3 sin > 3, by = 3, by = —2,
by =46.

(¢) Uy, =3Up—2+2U,_3 sin>3,Uy=5,U =3, Uz = 16.

(d) e¢p =—3cn—1—3cn—2—Cn—3 sin>3,co=2,c; =—4,cy=38.
(€) an =2an_1+an—92—2an-3 sin>3,ap=2,a; =9,ay =11.
(f) an =ap-1+an—2—an-3 sin>3,a0=06,a; =1, ay =12.
(g) bp = 6by_1 — 12bp_o + 8bp_g sin > 4, by = 0, by = —44,

bs = —240.
4. Determine la féormula explicita de las relaciones de orden 4:

(a) ap = bap—1—6an_o—4a,_3+8an_4 sin>4,ay=2,a; =1,
az = 13, ag = 55.
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(b) an = —8ap—1 — 22ap—9 — 24a,_3 — 9ap—g sin >4, ay =4,
ap = —6, ao = 4, az = 22.

5. Determine la férmula por recurrencia para las siguientes relaciones
dadas en su forma explicita:

(a) U, =2(—3)" —5n(-3)" paran > 1.

(b) an, =5+ (=2)" paran > 0.

(c) Up=(-2)"—3(2)"+3" paran>1.

(d) a, = —2"+3n2" +n?2" +5+n paran > 0.

6. Considere a,, = 5a,_1 — 6a,_2, sin > 2, con ag = —1, a; = 0.

(a) Utilice esta férmula para encontrar el valor de a4 y ar.

(b) Determine la férmula explicita para esta relacién y utilicela
para encontrar el valor de a4 y a7.

7. Para la siguiente sucesién: 0, 1, 1 3 Z, g, ié, ..., cada uno de los

numeros que aparecen, salvo los dos primeros, es el promedio de los

dos términos anteriores. Encuentre su criterio en forma recursiva

y su férmula explicita.

8. Considere la sucesién de Fibonacci F,, = F,,_1 + F;,,_2 para todo
n>3,con F1 =1 y F; =1 como condiciones iniciales.

(a) Utilice esta férmula para encontrar el valor de Fy y de F5.

(b) Calcule su férmula explicita y verifique que es:

1+v5) (1-v5)"
2 2
(¢) Utilice la férmula explicita para comprobar que F3 = 2 y que
Fy,=3.

1
V5

F, =
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Clasifique en ntimeros pares o impares los nimeros de Fibonacci
Fs5, Fig 'y Fazn.

7 n
Sea F;, la sucesién de Fibonacci, pruebe, que F),, < <4> , Vn > 1.

Sea I}, la sucesién de Fibonacci, pruebe utilizando el método de
n

induccién, que Z F,? =F, - Fo1.
k=1

Determine la férmula explicita y pruébela por induccion para la

sucesion definida por recurrencia por a,, = 3a,—1 + 1 con a3 = 5.

Utilice la férmula (5.19) con 4 iteraciones para obtener una apro-
ximacién de /5, para ello utilice ag = 1. Luego, compare con el
valor que se obtiene utilizando la calculadora.

Utilice el método del punto fijo (repase el ejemplo 44, pagina 302)
para obtener una aproximacion de la solucion de la ecuacién

2’ +22° —8=0
que cuente con 5 decimales exactos.

Una férmula recursiva, conocida en el andlisis numérico como el
método de la secante, que se utiliza para obtener una aproxi-
macién racional de la solucién de la ecuacién f(x) = 0, es:

I = T ) — Flana

donde los valores iniciales xg, x1 se escogen convenientemente.

] (T — Tp—1) (5.21)

Utilice la férmula (5.21) con 4 iteraciones para obtener una apro-
ximacién de las soluciones de las ecuaciones:

(a) 23+ —5=0.
(b) x5+ 223 =38.
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Estructuras algebraicas

“He descubierto cosas tan maravillosas
que me dejaron atonito. . .
de la nada he creado un extrano universo”.

Janos Bolyai

Estructuras algebraicas
Grupos

Otros grupos
Subgrupos

Homomorfismos de grupos






En este capitulo se introducen los conceptos de operacion interna,
estructura algebraica, subgrupos, grupos, homomorfismo de grupos, entre
otros. Como se trata de un topico muy amplio, se realizard solamente
una breve introduccion.

Para profundizar en el tema tratado en este capitulo, es recomendable
consultar las referencia bibliogrdficas [13], [15], [16], [20] y [32].

6.1 Estructuras algebraicas

Sea £ un conjunto no vacio, una funciéon f
f:EXE—E

Se llama ley de composicién interna (operacién) sobre £ sobre
€. Ademsds, la imagen f(a,b) se llama el operado de a y b.

Es usual representar las operaciones internas con algunos simbolos es-
peciales, en vez de letras, como *, A, 1, entre otros.

Note que, por definicién, si * es una ley de composicién interna sobre

&, entonces es cerrada sobre &£, es decir, se cumple que:

Va,be E[axb e E]

Si * es una ley de composicién interna sobre &, se dice que (&, )
posee una estructura algebraica.
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Ejemplo 1. La operacion usual de adicion sobre R que se representa
con + es la funcion:

+: RxR— R

De manera que +(a,b) = a+0b, donde a+0b es la suma de a yb. De
la misma forma, multiplicacion se representa con xX. Ambas son leyes
de composicion interna definidas sobre R. [ |

Ejemplo 2. La funcion x : N x N+—— N, definida como
axb=a®+b?

es una ley de composicion interna sobre N. Algunos ejemplos de apli-
cacion son 2x5 =29 y (2%2)*3=8%3 =T73. [

Ejemplo 3. La sustraccion de dos nimeros a y b, definida como a — b,
no es una ley de composicion interna sobre N, ya que, por ejemplo, 2
y 4 pertenecen a N, sin embargo, 2 —4 = —2 y —2 ¢ N. Note que si
puede ser una ley de composicion interna si se define sobre Z. |

Si * es una ley de composicion interna sobre &, se dice que *:

— Es asociativa si Va,b,c € £ se cumple:

(axb)xc=ax(bxc)

Posee elemento neutro si de € £ Va € & tal que:

a*xe=e*xa=a

Tiene elementos inversos si Va € £ db € £ tal que:
axb=bxa=c¢e
en cuyo caso se escribe a=! = b.

— Es conmutativa si Va,b € £ [a*xb=bx*al.
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Es importante observar que si el elemento neutro existe, éste serd tinico;
por el contrario, los elementos inversos cambian para cada elemento.

Ejemplo 4. Considere en G = R — {0} la operacion * definida por
axb=a’-b

Analice cudles propiedades se satisfacen en (G, x*).

Solucion. En primer lugar, claramente es cerrada, pues si a y b son
niimeros reales diferentes de cero, a x b = a?>-b € R — {0}. No es
asociativa pues, por ejemplo, (2% 2)* 3 = 8 %« 3 = 192, mientras que
2% (2%3) = 2% 12 = 48. No tiene neutro pues, si e fuera el neutro,
axe=a<a’-e=a<a-e=1,conloquee= % y dependeria de
cada valor de a, lo cual no puede ser, ya que el neutro debe servir para
todos los elementos. Al no tener neutro, no hay inversos. Tampoco es
conmutativa pues, por ejemplo, 2 * 3 = 12, mientras que 3x2 =18. W

En el caso de que & sea un conjunto finito, es decir, £ = {a1, a9, ..., an},
la operacién * se puede representar en una tabla, donde la entrada i-j
denota al elemento a; * a;:

L« Jai]as| ... ] a5 ... ]an]

Ejemplo 5. En el conjunto € = {1,2,5} se define la operacion * para
todoa yb en & por axb =k, donde k es el resto de la division de a® por
3. Construya la tabla para esta ley y analice si tiene elemento neutro,
st es conmutativa y si es asociativa.
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Solucion. La tabla es:

1
2
)

[\

= = =

Se observa que no tiene neutro por la derecha ni por la izquierda; asi, no
tiene neutro. La estructura no es asociativa pues, por ejemplo, (2x1)x2 =
1#2=2x%(1%2). No es conmutativa, yaque 2x1=2#41=1x2. B

Si * es una ley de composicion interna sobre &, se dice que un
elemento h es absorbente por la izquierda si A *a = h, y lo es por
la derecha si ax h = h para todo a € £. Se dice que es el elemento
absorbente si lo es por la derecha y por la izquierda.

Ejemplo 6. La estructura (R,+) no tiene elemento absorbente, mien-
tras que 0 es el absorbente en (R,-). (Véase ejemplo 49 de pdgina 89 ).

Ejemplo 7. En la estructura algebraica del ejemplo 5, se observa que 1
es elemento absorbente por la izquierda, no posee elemento absorbente
por la derecha. [ |

Dada una estructura algebraica (&,x), se dice que a es un ele-
mento idempotente si a * a = a.

Ejemplo 8. La estructura algebraica (R, *), con axb = a+3b—1, tiene
como elemento idempotente al L, pues resolver a x a = a equivale a la
ecuacton a + 3a — 1 = a, cuya solucion es precisamente a = % |
Dada una estructura algebraica (&, *) que posee elemento neutro
e, se dice que a es un elemento involutivo si a x a = e.
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Ejemplo 9. Para la estructura algebraica (R,-) con a - b el producto
habitual de los nimeros reales. Si existen, determine los elementos invo-
lutivos e idempotentes.

Solucion. Es claro que el elemento neutro es e = 1; de esta forma,
para encontrar los elementos involutivos se debe resolver a - a = 1, que

2

equivale a la ecuaciéon a® = 1, cuyas soluciones a = —1 y a = 1. Para

encontrar los elementos idempotentes se debe resolver a - a = a, que

2 _a =0, cuyas soluciones son a =0y a = 1.1

equivale a la ecuacién a
Dada una estructura algebraica (&,x*) tal que a € &, se dice que
a es un elemento central si conmuta con todos los elementos
de &€, es decir, a es central si Vb € £,a % b = b*a. El conjunto
formado por todos los elementos centrales se llama el centro de
€ y se denota por C(€).

Ejemplo 10. En el conjunto €& = {0,2,4,6,8} se define una ley de com-
posicion interna * por medio de la tabla:

[+ 0]2]4]

wlo|n|o|lo]
vl o|lelx|o
oo o]k
IR ENIE=1 N
olo|o|lolo|o
o] oo x|l oo

Determine el neutro, los elementos absorbentes, involutivos, idempo-
tentes y los centrales de (€, %) y el centro de £.

Solucion. En primer lugar, note que en 6 es el absorbente, ya que
VYa € £ se cumple que a x 6 = 6 x a = 6. El elemento neutro es el 4; de
esta forma, se concluye que los involutivos son 4 y 8, pues 4x4 =4y
8 % 8 = 4. Los idempotentes son 4 y 6, pues 4x4 =4y 6 %6 = 6, los
elementos centrales son 0, 4 y 6; asi, C(€) = {0,4,6}. |
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Ejemplo 11. Considere la operacion L definida sobre R* dada por:
a L b=>bab

Pruebe que esta ley de composicion interna es asociativa, conmutativa,
posee elemento neutro y todos los elementos tienen inverso.

Solucion. Es asociativa, pues:

(a L b) L c=(5ab) L ¢ =5(5ab)c = 25abc
Y claramente es igual a:

al (blc)=al (5bc)=>ba(bbc) = 25abc

Para determinar el elemento neutro e, se debe cumplir a L e = a, es

decir, se debe resolver la ecuacién 5ae = a, dado que el universo es R*;

es claro que a # 0 y se puede cancelar de la ecuacion, con lo cual e = % es

el neutro. Para determinar el inverso de a, se debe analizar a | b = %, es
1 1. 1_ 1

decir, 5ab = ¢, de donde se obtiene que b = 5=; de este modo, a™* = 5.

Por ltimo, es conmutativa, pues a 1. b = 5ab = 5ba =b L a. |

Ejemplo 12. Sea S = {a,b}. Sobre P(S), el conjunto potencia de S,

P(S) = {@’ {a},{b},S}

Se define la diferencia simétrica /A como su ley de composicion interna
que, como se indicd en la seccion 2.1, es:

AANB=(A-B)U(B-A)
Para obtener la tabla de operacion, es necesario operar cada elemento de

P(S) con cada elemento de P(S); por ejemplo, se opera & A{a} = {a},
{a} A{b} =5 y S A{a} ={b}. Asi se obtiene la siguiente tabla:
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ENERRCIROIER
o | @ [{a] {b}]| S
fa} || {fa} | @ | S | {b}
for [ {or | S | @ |{a}
S S [{) ]| {a} | @

Es claro que es conmutativa y que @ es el elemento neutro; ademds,
cada elemento es su propio inverso; por ejemplo, {b}~1 = {b}, pues

(b} A {0} = 2. n

Ejemplo 13. Analice las propiedades que satisface la operacion * defi-
nida sobre N por:
axb=a+b

Solucion. FEsta operacion no es asociativa pues, por ejemplo, (2%2)*3 =
6 x 3 = 15, mientras que 2 % (2% 3) = 2 11 = 123. Tampoco es
conmutativa pues, por ejemplo, 2% 3 = 11 mientras que 3x2 = 7. Como
no es conmutativa, se debe analizar por la derecha y por la izquierda
para determinar el neutro e: por la derecha se debe resolver a * e = a,
es decir, a 4+ > = a, de donde e = 0 es neutro derecho; por otro lado,
para encontrar el neutro por la izquierda e*xa = a, es decir, es necesario
resolver e +a® = a. Dado que la solucién serfa e = a —a? y no pertenece
a N, no tiene neutro a la izquierda. Al no tener elemento neutro, no
tiene inversos. [ |

Ejemplo 14. Considere la siguiente operacion interna % con criterio

r+y
1 -2y

Txy =

definida siempre que xy # 1, para evitar la division por cero. Demuestre
que la ley x es asociativa, conmutativa, posee elemento neutro e inversos.

Solucion. Calculando, se obtiene que:

Tty
+z _
(x*y)*zzx—i_y xy= 1o _rThytz-aye
1—ay 1—(%)2 l—2y—22—-yz

(6.1)
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De la misma forma:

x4 4= _
T (y*z) =% vtz _ lyz _ THYFE IR (6.2)
1—yz 1_x<1yjyzz) 1—ay — 2z —yz

Con lo cual, de (6.1) y (6.2) se cumple que z * (y * z) = x * (y * 2), es
decir, la operacion x es asociativa. Ademés:

Tty

TRy =

y se verifica que * es conmutativa. Por ultimo, al despejar la ecuacién
x*y = x, se obtiene que 0 es el elemento neutro, y al despejar la ecuacion
x *y = 0, se obtiene que el inverso de x es —=. |

Ejemplo 15. Sobre Z se define (ver ejemplo 36 de la seccion 3.3) la
relacion R por:

aRb< [3k € Z tal que a— b= 3k]

Construya una tabla de operacion para el conjunto cociente Z./R para la
operacion &, suma de clases, dada por:
°

a® l.)z(a+b)

FEs decir, la suma de dos clases es la clase de la suma. FEstudie las
propiedades de la estructura algebraica.

Solucion. El conjunto cociente Z/R estd formado por tres elementos:
6 es el conjunto de niimeros multiplos de 3; i es el conjunto de ntimeros
de la forma 3k + 1, y é es el conjunto de nimeros de la forma 3k + 2,
con k € Z. A partir de la definicién de @, se tiene, por ejemplo, que
0® i:(O J.r l)zi y también 1 éz(l J.r 2):5’,:(.). De la misma forma se
calculan los demés resultados, y con ellos se obtiene la tabla:
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Oe
— e
DO @

el —e Oe|| D
Nel—e Oe
SeDe —e
—elOeoe

Asi, el neutro en Z/R es (.); el inverso de 6 es (.), es decir, ((.))71 :6; el

inverso de 1 es 2, es decir, (1)_1 =2 vy, analogamente, (2)_1 =1. Por
ultimo, esta operacion es asociativa y conmutativa. [ |
Ejercicios (seccién 6.1)

1. Determine si el conjunto R* con la operacion a xb=a+ b+ 2 es
una estructura algebraica.

2. En el conjunto £ = {0, 1,5} se define la operacién  por la tabla:

al| = O
Ul = O

]
-

| ot =

Determine si tiene elemento neutro, absorbente, si es conmutativa
o asociativa.

3. En el conjunto £ = {0, 1,5, 7} se define * por la tabla:

[+ Jof1[5]7]

| Ut = | D] *
U= | OOl O
||| O
= O O Ot
=l A B el | I |

Determine si tiene elemento neutro, absorbente, si es conmutativa
o asociativa.
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4. Determine los elementos idempotentes y los elementos involutivos
de cada una de las siguientes estructuras algebraicas:

(a) (R,+)
(b) (R*,*), con a*b=5ab
(c) (R,*) con a*b = ab+ 3b>

5. En el conjunto € = {a, b, c,d, e, f} se define * por la tabla:

|

QT ||| O
QIS Q[ |O
Q| L || ||| &

QIO |d|IO|®

Si tiene, determine los elementos: neutro, absorbente, involutivos
e idempotentes.

6. En el conjunto & = {a,b,c,d} se define una ley de composicién
interna * por medio de la tabla:

[+ ]a]

O || o
QLI |O| || X

QIS

c
b
d
b

SRS ) i

Determine los elementos centrales de (£, *) y el centro de €.

7. Sobre el conjunto de los nimeros reales no negativos, es decir, el
intervalo [0, +oo], se define la operacién a * b = va? + b2. Pruebe
que ([0, 4+o0], ) es una estructura algebraica asociativa, conmuta-

tiva y con elemento neutro.
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8.

10.

11.

12.

13.
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En N = {1,2,3,...} se define a*xb = min{a, b}, es decir, el minimo
de a y b. Pruebe que (N, ) es una estructura algebraica asociativa.
Determine si existe elemento neutro y elemento absorbente.

En el conjunto & = {1,2,3,4,5,6} se define la operacién ®, donde
a ® b es el residuo de la divisién de a - b por 7. Construya la tabla
de la operacién, determine si tiene elemento neutro, absorbente,
idempotente, involutivo y si la estructura es conmutativa. Ademas,
determine el elemento inverso de cada elemento de £.

Sobre R se define la operacion L como alb = ab+ ka + kb + 42,
donde k£ es una constante. Determine k& de manera que L sea
asociativa.

En el conjunto € = {1,2,4,5} se define la operacién *, de manera
que axb =k, donde k es el residuo de la divisién entera de a® por
6. Construya la tabla de la operacién, determine si tiene elemento
neutro, absorbente, idempotente, involutivo y si la estructura es
conmutativa o asociativa.

Considere el conjunto de nimeros enteros no negativos menores
que 10, es decir, D1g = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, y sobre él defina
la operacién * de manera que = *xy = d si y solo si d es el digito
final de la representacién decimal del nimero x + y + zy (por
ejemplo: 4 %3 = 19, pues 4 + 3+ 4 -3 = 19). Construya la
tabla de la operacién y determine si la operacién tiene elemento
neutro, absorbente, idempotente, involutivo y si la estructura es
conmutativa o asociativa.

Sea S = {a,b,c}. Sobre el conjunto potencia de S defina la ley de
composicién interna /A. Obtenga la tabla de operacion, el elemento
neutro y el inverso de cada elemento.
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6.2 Grupos

Si G es un conjunto no vacio y * es una operacion interna definida
sobre G, se dice que (G, *) es:

e Un semigrupo si * es asociativa.
e Un monoide si es un semigrupo con elemento neutro.

e Un grupo si es un monoide que cumple la propiedad de los
inversos, es decir, (G, x) es un grupo si * es cerrada, asocia-
tiva, posee elemento neutro y cada elemento tiene inverso.

e Un grupo abeliano o grupo conmutativo si es un grupo
y se cumple la conmutatividad. En el caso de que no sea
grupo, se dird que la estructura algebraica es conmutativa.

Ejemplo 16. (R,-) es un monoide donde el neutro es 1. Observe que
el 0 no tiene inverso multiplicativo; por lo tanto, la operacion no cumple
con la propiedad de los inversos. |

. * : _ -1 _ 1
Ejemplo 17. (R*,-) es un grupo abeliano cone=1 y a= = ;. [ |

Ejemplo 18. A partir del ejemplo 12, se tiene que la estructura alge-
braica (P(S),A) es un grupo abeliano con @ como elemento neutro y
A=Y = A para todo A € P(S). [ |

Ejemplo 19. Considere la operacion @& definida sobre R dada por:
a®b=a+b+2

Pruebe que (R, ®) es un grupo abeliano.

Solucion. Es cerrada, pues si a y bson reales, entonces a+b+2 también
lo es. Es asociativa, pues:

(adb)dc=(a+b+2)Bc=(a+b+2)+c+2=a+b+c+4



6.2. Grupos 321

y claramente es igual a:
Db@c)=ad(b+c+2)=a+(b+c+2)+2=a+b+c+4

Para determinar el elemento neutro e, se debe cumplir a & e = a, es
decir, a + e + 2 = a, con lo cual e = —2 es el neutro. Para determinar
el inverso de a, se debe analizar a & b = —2, es decir, a + b+ 2 = —2,
de donde se obtiene que b = —a — 4; de este modo, a~! = —a — 4. Por
ultimo, es conmutativa, puesa®b=a+b+2=b0+a+2=0PHa. N

Ejemplo 20. Considere la operacion 1 definida sobre R* x R por:
(a,b)L(c,d) = (4ac,b+d + 3)

Pruebe que (R* x R, L) es un grupo abeliano.

Solucion. Es claro que L es una operacién cerrada, ya que sia # 0y
¢ # 0, se tiene que 4ac # 0, ysib € Ry d € R, se tiene que b+d+3 € R.
Par ver que es asociativa, basta ver que:

[(a,0) L(c,d)]L(e, f) = (a,b) L[(c,d) L(e, )]

< [(4ac,b+d+ 3)|L(e, f) = (a,b) L[(4dce,d + f + 3)]

< (4-4ace,b+d+3+ f+3) = (dadce,b+d+ f+3+3)
< (16ace,b+d+ f + 6) = (16ace,b+d+ f + 6)

Posee elemento neutro si V(a,b) € R* x R se cumple que existe e €
R* x R tal que (a,b) Le = (a,b), se encuentra e de la siguiente manera:

(a,b)L(c,d) = (a, D)
& (4ac,b+d+3) = (a,b)
< dac=a N b+d+3=0b

1
=- AN d=-3
= C 1
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Por lo tanto, el neutro existe y es e = (%, —3). Para probar que satisface
la propiedad de los inversos, es necesario encontrar el inverso de (a,b):

(a,b)L(c,d) = <i,—3>

1
& (4ac,b+d+3) = <4,—3>

1
& 4ac:1 AN b+d+3=-3

& c=— N d=-6-0

Por lo tanto, existe el inverso y (a,b)! = (16%, —6 — b). Falta verificar

que se satisface la conmutatividad, para ello:
(a,b)L(c,d) = (4ac,b+d+3) = (4ca,d+ b+ 3) = (¢,d)L(a,b)

De esta manera, se sabe que (R* x R, L) es un grupo abeliano. |

En este contexto, se utiliza la misma idea de la notacién de exponentes
enteros para numeros reales, con la finalidad de simbolizar la aplicacion
de la operacion * varias veces.

0

Si (G, %) es un monoide, se tiene que a® = e, y si n es un nimero

natural con n > 1:

a® = axa™!

= a*xa*xa*x---*q

~~

N veces Q4

Si ademéds cumple con la propiedad de los inversos, los exponentes
negativos se definen como:

a "= (ail)n
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Ejemplo 21. Para el conjunto 7Z, se tiene que (Z,+) es un grupo abe-
liano donde el neutro es 0 y el inverso de a es —a. Como ejemplo de
algunas potencias en este grupo, se tiene que 3> =34+3 =6, 471 = —4

572= (571 = (=5)? = (=5) + (=5) = —10

Ademds, 1 =1+14+1+1+1=5. |

Teorema 1. Si (G, x) es un grupo, en general se tiene que:
(axb)™ = b lxa? (6.3)
(aH™t = a

Demostracion. Se debe probar dos condiciones, en primer lugar, es
claro que:

(axb)x (b xa™l) = ax(bxb ) xa?
= axexa!
= axa!
= e
andlogamente se prueba (b= * a=!) * (a * b) = e, con lo cual se prueba
(6.3). De la misma manera, como

@

= (ail)fl * e
= (a_l)_l x (a7 xa)
= <(a71)71 *a*1> *a
= exa
= a
se completa la demostracién de (6.4). O

Note que si el grupo es abeliano, si se puede escribir (a*b)™! = a1 xb71;
en caso contrario, se debe respetar el orden inverso dado en (6.3).
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Ejemplo 22. Sea (G,*) un grupo. Pruebe que si Ya € G se cumple

a=a"", entonces (G, *) es un grupo abeliano.

Solucion. Dados a, b en G, se debe probar que a *b = b * a. Por hi-
pétesis, a = ™' y b = b~!; ademés, como G es cerrado, a xb € G y se
cumple a * b = (a * b)~!. Finalmente, utilizando (6.3) se tiene que:

axb = (axb)™!

= b lxg!
= bxa
Es decir, la operacion es conmutativa. |

Teorema 2. (Ley de cancelacién) Si (G,*) es un grupo, entonces
Ya,b,ceG se cumple que
axb=axc = b=c (6.5)
bxa=cxa = b=c (6.6)
Demostracién. Como a € G, existe a~!, por lo que para la cancelacién
por la izquierda (6.5) basta ver que
axb=axc = alx(axb)=alx(axc)
= (atxa)xb=(a"txa)xc
= exb=exc

= b=c
Para la cancelacién por la derecha se procede de forma andloga. ]

Ejemplo 23. Para G = {a,b,c,d} y la ley de composicion x definida
por la siguiente tabla, se sabe que (G,*) es un grupo. Complete la tabla:
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Solucion. Se comprobard que a * b = b descartando las tres opciones
posibles a x b = a; axb = ¢; a*xb = d. Suponga que a *xb = a, de la
tabla se sabe que a * a = a, de donde a x b = a * a, por lo que al aplicar
la ley de cancelacion se tiene que b = a, lo cual es una contradiccion.
Anélogamente, si a*b = ¢, como d*b = ¢, se concluye que a = d, por lo
que no es posible. Finalmente si a * b = d, como a * d = d, se concluye
que b = d, por lo que no es posible. Con un razonamiento analogo,
finalmente se completa la tabla como:

(< llafb]c[d]
alla|bl|lc|d
bllblal|d]|ec
clleld|albd
di|ld|c|b]|a

Si el grupo es finito, su orden se denota por o(G) y corresponde
a la cardinalidad como conjunto.

Ejemplo 24. A partir del ejemplo 12, se tiene que (P(S),A) es un
grupo abeliano de orden 4, es decir, o(P(S)) = 4. Ademds, en este
grupo se cumple, por ejemplo, que S* = @, {a}=3 = {a}. [ |

Ejemplo 25. A partir del ejemplo 15, se tiene que (7R, D) es un grupo

abeliano con e :(.); el inverso de (.) es (.); el inverso de i es 5, y el inverso

de 2 es 1. El orden de este grupo es 3 y se escribe o(Z/R) = 3. [
Paran € N con n > 2, y la relacion R definida sobre Z por

aRb@(EIkEZ tal que a—b:nk)

se define al conjunto Z, = Z/R, es decir, Zj, es el conjunto de
clases residuales médulo n.
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Sobre estos conjuntos Z, se definen las operaciones usuales de suma
@ y multiplicacién ® de clases. En el ejemplo 15 se trabajé con n = 3,
y en los ejemplos 26 y 27 se trabajara con n = 5.

Los resultados enunciados a continuacion son centrales y muy impor-
tantes en la teoria de grupos, en la biisqueda de subgrupos de un grupo
finito y en la clasificacion de los grupos. Sus demostraciones se omiten;
sin embargo, se pueden encontrar en [13].

e Para todo n > 2, (Z,,®) es grupo abeliano y o(Zj) = n.

e (7Z},®) es grupo abeliano si y solo si n es un nimero primo.
Ademéds, o(Z)) =n — 1.

Ejemplo 26. En el conjunto Zs se define la operacion & para todo a Y

. . °
b en 7 por a® b=(a +b). Construya la tabla para esta ley, determine
el elemento neutro y el inverso de cada uno de los cinco elementos de

este grupo.

Solucion. Para construir la tabla de operacién, se deben calcular los
25 posibles resultados, es decir, los residuos de la divisiéon por 5 de cada

suma; por ejemplo, Zl S3) 5)):(4 + 3)2%25. Asi, la tabla completa es:

BN
Ofo11]2[3]4
11]2]3]4]0
50203/4/0]1
303]4]0]1]2
1040123

°
A partir de ahi es posible notar que ( es elemento neutro; el inverso de
0 es 0; el inverso de 1 es 4, ademas, (2)_1 =3, (3)_1 =2y (4)_1 =1. Se
puede verificar facilmente que es cerrada, asociativa y conmutativa. W
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Ejemplo 27. En el conjunto 7 se define la operacion © para todo a Y

b en Zg por a® b=(a-b). Construya la tabla para esta ley, determine
el elemento neutro y el inverso de cada uno de los cuatro elementos de

este grupo.

Solucion. Para construir la tabla de operacién, se deben calcular los 16
posibles resultados, al igual que los residuos de la divisién por 5 de cada

producto; por ejemplo, :; ® 5:(3 . 3)25:;1. Asi, la tabla completa es:

EIHEIEIE
111234
502413
3031043
11321

[] [ ] o °

Asi, se nota que 1 es elemento neutro; el inverso de 1 es 1, el inverso de 2
° e, _ L] e, _ L]

es 3, andlogamente (3) =9 y (4) ' =4 Se puede verificar facilmente

que es cerrada, asociativa y conmutativa. |

Ejemplo 28. Sea G un grupo. Pruebe que si Va, b € G se cumple
(ab)? = a®b?, entonces G es un grupo abeliano.

Solucion. Es necesario probar que ab = ba para todo a, b en G. Por
hipétesis, (ab)? = a?b?, es decir, abab = aabb, y por ser grupo existen
a~' y b~!; multiplicando la anterior igualdad por a~! a la izquierda y
por b~! a la derecha, se obtiene que:

a"Y(abab)b™! = a~(aabb)b~!
Luego, al aplicar la asociatividad, se tiene que:
(e ra)ba(bb™t) = (e a)ab(bb™1)

Finalmente, al usar la propiedad de los inversos y el neutro, se obtiene
que ab = ba, es decir, la operacién es conmutativa. |
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Ejercicios (seccién 6.2)

1. Sea G = {—1,1}, compruebe que (G, -) es grupo abeliano, pero
(G, +) ni siquiera es una estructura algebraica.

2. Pruebe que (R,*) con a*xb = a+ b — 4 es un grupo abeliano.
Ademas, calcule el valor exacto de:

1\ 274
335 [Tx (2%~
e (ed) |
3. Pruebe que (R*, %) con a*b = 4ab es un grupo abeliano. Ademas,
calcule el valor exacto de:

1\ 274
3 T (2%
o) |
4. En el conjunto R x R* se define la operacién ® como:

(a,b) ® (¢,d) = (a+ ¢ —4,2bd)

(a) Pruebe que (R x R*,®) es grupo abeliano.

(b) Calcule el valor exacto de:

(0, ;) ® (1,—1)1]2

5. En el conjunto R x R* se define la operaciéon ® como:

2,-1)°%®

(a,b) ® (c,d) = (a+ ¢+ 3,2bd)

Si se sabe que (R x R*, ®) es un grupo, calcule:

1 2 5 -1 —1
[ e
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6. Construya la tabla de operacién para el grupo (Zz7, ®), determine
el elemento neutro y los inversos de cada elemento del grupo.

7. Considere el grupo (Z%,®).

Construya su tabla de operacién.

Determine el neutro y los inversos de cada elemento.

)
)

(¢) Calcule los valores exactos de (5’))4, (5) o y (i) i
)

8. Considere el grupo (Zj;, ®).

(a) Construya su tabla de operacién.
(b) Determine el neutro y los inversos de cada elemento.

(¢) Calcule el valor exacto de:

§o@] om0

9. Sobre el conjunto de los nimeros reales R, se define la operacién
interna a * b = va3 + b3. Pruebe que (R, %) es un grupo abeliano.

-4
©

10. Para cada uno de los siguientes conjuntos, donde se define una
operacion interna, analice las propiedades que cumple e indique
qué tipo de estructura es.

(a) x)conaxb=a+b—>5
(b) (Z,*) con axb= 5ab
)
)

(c

(2,
(7
(Z,*) conaxb=a+0b+ ab
(@) (

R —{-1},%) cona*xb=a+b+ab
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(e) (Z,*) con a*b=a®—b?

(f) (R,*) con axb=a+2ab+4

(g) (Z x Z,*) con (a,b) % (¢,d) = (a + ¢, b+ d)

(h) (Z x Z,*) con (a,b) * (c,d) = (ad + bc, bd)

(i) (R x R*,®) con (a,b) ® (¢,d) = (a + ¢+ 3,4bd)

(G) (R—{-1} xR,®) con (a,b) ® (c,d) = (a+c+ac,b+d+2)

11. Si (G, %) es un grupo tal que para todo = € G se cumple que 22 = e,

demuestre que GG es abeliano.

12. Si (G, %) es un grupo, pruebe que G es abeliano si y solo si Va, b € G,
se cumple (axb)" P =a "t bl

13. Si P(F) denota el conjunto de partes de E, con E # &. Sobre
este conjunto se definen diferentes operaciones internas, analice
las propiedades que cumple e indique qué tipo de estructura es.

(a) (P(E),*) con AxB=AUB
(b) (P(E),*) con Ax B=ANDB
(c) (P(E),*x)con AxB=A—-B

14. Complete la siguiente tabla de manera que (G, %) sea un grupo.

[xllelafblec[d][f]
alblcl|d]|f
d

e e

a | a f

bl blela

c| e a
di| d]|f

Flf]e a

15. Considere el conjunto A formado por los polinomios de la forma
axr + b con a, b € 7, con la suma de polinomios usual como la
operacién interna, es decir, (ax+b)+ (cz+d) = (a+c)z+ (b+d).
Pruebe que (A, +) es un grupo abeliano.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sea G el conjunto formado por todos los niimeros reales de la forma
a+bv/2, con a y b nimeros racionales, dotado de la multiplicacién
usual como operacién; ademas, a y b no son cero simultaneamente.
Pruebe que (G, ) es un grupo abeliano.

Sea A un conjunto cualquiera, y sea G el conjunto formado por
todas las funciones biyectivas de A en A. Demuestre que (G, 0) es
un grupo no conmutativo.

Sobre el conjunto de funciones G = {f1, fo, f3, fa}, donde el do-
minio de todas ellas es R* y sus respectivos criterios vienen da-
dos por fi(z) =z, fo(z) = —x, f3(z) = 3, fa(z) = 5} por
ultimo, considere la composicién de funciones como operacién in-
terna. Compruebe que (G, o) es un grupo.

Sobre el conjunto de funciones G = {f1, fa2, fs, f4, f5, f¢}, donde el
dominio de todas ellas es R—{0, 1} y sus criterios vienen dados por
file) ==, fo(x) =3, fle)=1-x, filx) =5, fs(z) =27,
fe(r) = %4, con la composicién de funciones como operacion
interna. Construya la tabla de operacion, determine el neutro y el
inverso de cada elemento.

Si (G, *) es un grupo finito de orden par mayor o igual a 2, de-

muestre que existe a, con a # e tal que a = at.

Pruebe que cualquier grupo finito de orden menor o igual a 4 es
abeliano.
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6.3 Otros grupos

En la seccion anterior se desarrolld, de manera general, el concepto de
la estructura algebraica que se conoce como grupo; sin embargo, existen
muchos grupos que, por su importancia o alguna propiedad particular,
reciben un nombre especial y la mayoria tiene gran aplicacion. Sobre
ellos tratard esta breve seccion.

Sea G un grupo y un elemento x € G. Se dice que G es un
grupo ciclico generado por z si para cada elemento y € G existe
un n € 7 tal que y = x™.

Teorema 3. Si G es ciclico, entonces es grupo abeliano; ademds, si G

es generado por x, entonces también es generado por su inverso x L.

Demostracion. Se probard, en primer lugar, que si G es ciclico entonces
es abeliano: sean y y z € G, como G ciclico generado por x, entonces
existen n y m e Z tal que y = 2" y z = 2™, de donde:

yz = ™ = :En-l-m — :Em—l—n m,.n

Con lo cual, es abeliano. Por otro lado, si G es generado por x, dado
y € G, existe n € Z tal que y = 2", es decir, y = (z7!)™", y como
—n € 7Z, G es generado por x 1. ]

Ejemplo 29. El grupo (Z%,®) es un grupo ciclico generado por 5, ya
L] 1 ° ° 2 ° L] 3 [ ) ° 4 ° )
que (2) =2, (2) =4, (2) =3, (2) =1, es decir, cada elemento
de 73 es alguna potencia de 5 Note que, de acuerdo con el ejemplo
anterior, también é (el inverso de 5) es un generador, pues fdcilmente
L[] L[]

se comprueba que (é)l zi;), (3)2 2:1, (3)3 zé, (§)4 zi, es decir, cada

o
elemento de Z es también una potencia de 3. [
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Para el conjunto X = {1,...,n} se define el grupo simétrico
S, como el conjunto de todas las funciones biyectivas de X en X,
dotado con la composicién de funciones como operacion interna.

Ejemplo 30. Calcule el orden del grupo S,. (Compare con el teorema
9, pdgina 263)

Solucion. Observe que para asignar la imagen al primer elemento se
tienen n posibilidades; fijando una de éstas, para asignar la imagen del
segundo elemento se tienen n — 1 posibilidades; asi, al ir fijando las
imagenes para hacer la funcién biyectiva, el niimero de funciones que se
obtiene es n!, y con ello o(S,) = nl. [

Si p es un nimero primo y G un grupo, se dice que G es un p-
grupo si su orden es una potencia de p.

Ejemplo 31. Pruebe que el grupo simétrico S, no es un p-grupo para
todo n > 3.

Solucion. Para el grupo simétrico S,, (véase pagina 333), se sabe que
0(S,) = n! y es claro que nunca serd igual a p* para todo k € N, n > 3
y p primo; por lo tanto, S, no es un p-grupo. |

Ejemplo 32. Como el orden del grupo (7%, ®) es 4, y 4 =22 se tiene
que (ZE,®) es un 2-grupo. |

Ejemplo 33. Como el orden del grupo (Z3,,®) es 10, y 10 no se puede
escribir como una potencia de un nidmero primo, se tiene que (77, ®)
no es un p-grupo. |

Ejemplo 34. Como el orden del grupo (Zi;,®) es 16, y 16 = 24, se
tiene que (Zi;,©®) es un 2-grupo. [ |
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Como se menciond en la seccién anterior, una condicién necesaria
para que (Z),®) sea grupo es que p sea primo, como se ha trabajado
en el ejemplo 37 con p = 5. Asi, en el caso de que p no sea primo, no se

obtiene la deseada estructura de grupo. Por ejemplo, en el conjunto Zg
(] [ ] L] [ ]
se tiene que 2 ® 3=6=0 y no es una operacién cerrada, por lo que no

es grupo; sin embargo, al considerar el subconjunto de 7} formado por
las clases residuales que son relativamente primos con n, se obtiene un

grupo abeliano.

La estructura algebraica (U,,®), donde el conjunto U, estd
definido por

Uy = {C.L € Zy, |/ mcd.(a,n)= 1}

es un grupo abeliano.

Ejemplo 35. El conjunto Ug = {i,é,é,%} es un grupo de orden 4. M

En general, el orden de este grupo viene dado por la funcién de Euler
y se cumple que

Una forma sencilla de calcular el valor de esta funcién para n es con

a2

base en la factorizacién en factores primos de n, n = pi* - p5% - - - p**; de

esta forma, se tiene que:

o =n(=5) (=5) = (=3)

Ejemplo 36. Para determinar el o(Usg) se observa que la factorizacion
en factores primos de 56 es 23 - 7. Asi, (56) =56 (1—3) (1— 1) =24
y con ello o(Usg) = 24. [ ]
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Ejercicios (seccién 6.3)

1.

2.

Verifique que (Z%,®) es un grupo ciclico.

Para el grupo (Z%, ®), encuentre un valor § € N tal que para todo
a € 7% se tiene que a” = e.

Calcule el conjunto Ug y compruebe que es un grupo ciclico. Ade-
mas, determine todos sus generadores.

. Calcule el conjunto Uy y compruebe que para todos sus elementos

se cumple que a* = e.

Determine el grupo Uy y construya su tabla de operacion.
Determine el orden de los grupos Uss, Urg, Usgo-

Suponga que se tiene un rectangulo R no cuadrado en el plano
XY con centro O, con vértices A, B, C'y D, y los siguientes
movimientos de R, llamadas las simetrias de R:

r, la rotacién de 180° alrededor de O, es decir, r(R) = CDAB.
h, la reflexién en el eje horizontal, es decir, h(R) = DCBA.

v, la reflexién en el eje vertical, es decir, v(R) = BADC.

e, ningin movimiento del todo, es decir, ¢(R) = R.

Complete la tabla de operacién para el conjunto K = {r, h,v,e} y
la, composicién de funciones.

(o r]n]v]e]

ol |3
=

Determine el elemento neutro y los inversos de cada elemento del
grupo (K, o0); este grupo se llama Grupo de Klein.
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6.4 Subgrupos

Algunos conjuntos con estructura de grupo poseen subconjuntos que
también tienen esta misma estructura. A continuacién, se definirdn y
luego se enunciaran los teoremas que permiten simplificar su busqueda.

Si (G, *) esun grupoy H C G con H # &, H se llamara subgrupo
de G, y se denota por H < G si y solo si (H,*) es un grupo. Es
decir, un subgrupo de un grupo es un subconjunto no vacio del
grupo que sea grupo con la operacion restringida a sus elementos.

Teorema 4. (De Lagrange) El orden del subgrupo es un divisor del
orden del grupo.

Demostracion. Se omite, puede consultar [13]. O

Teorema 5. Sea (G, *) un grupo con H C G, H # &, entonces:
H<G < Va,beH [axb' €H|
Demostracion. Es necesario demostrar la equivalencia.

“=” Sean a, b € H. Como H es subgrupo, se tiene que Ib~! € H;
ademds, por la cerradura, se tiene que a * b~ € H.

“«<=" Se debe probar que H < G. Para iniciar, en el caso de que b = a,

1

por hipdtesis se tiene que a x a™ = e € H, con lo que H posee

elemento neutro. Ademas, para e € H, a € H, por hipétesis se

L= a=! € H, con lo que todo elemento de H posee

tiene que exa™
inverso en H. Es claro que la asociatividad se cumple. Por ultimo,
se cumple la cerradura, ya que para a, b € H se ha probado que

b= € H, y por hipétesis a * (b‘l)_1 =axbecH.

Con lo cual, se ha demostrado este resultado. ]
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Teorema 6. Sea (G,*) un grupo finito, con H C G, H # &, entonces:
H<G < Va,beH [a*xbe H]

Demostracion. Se omite, puede consultar [13]. O

El teorema 4 ayuda a determinar la cantidad de elementos que debe
tener un subgrupo, en caso de que el grupo tenga orden finito. Sin
embargo, son los teoremas 5 y 6 los que dan la condicion necesaria y su-
ficiente si se quiere demostrar o verificar que un subconjunto de un grupo
es 0 no un subgrupo de él, pues es suficiente comprobar que se cumple la
condicién de cerradura planteada en ellos. Sin duda, esta condicién es
mas sencilla en el caso de los grupos finitos, ya que solamente bastaria
verificar la cerradura bajo la operacién, segin el teorema 6. Ademas, al
ser una equivalencia en ambos teoremas, en el caso de que no se cumpla
la condicién de cerradura planteada, se concluye que el subconjunto no
es subgrupo.

Ejemplo 37. Determine todos los subgrupos de (Z%,®).

Solucion. En el ejemplo 27 se encontraron los inversos de cada elemento
de 7Z5; ademds, se sabe que el orden de 7 es 4. Utilizando el teorema
de Lagrange, se tiene que el orden del subgrupo puede ser 1, 2 o 4, los
divisores de 4, pero no de orden 3. Asi, se obtiene que de orden 1 se
tiene el subgrupo {i}, de orden 2 esta el subgrupo {i, 4.1}, de orden 4
el subgrupo Z;. |

Ejemplo 38. Determine todos los subgrupos del grupo (Zs,®).

Solucion. Dado que el orden de Zg es 8, y aplicando el teorema de
Lagrange, se concluye que los tnicos posibles 6rdenes de los subgrupos
son 1, 2, 4 0 8. Asi, luego de determinar los inversos de cada uno de los

ocho elementos del grupo, se tiene que el subgrupo de orden 1 es {(.)},

de orden 2 es {(.), ZL}, de orden 4 es {6, 5,41, 6}7 de orden 8 es Zsg. |
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Ejemplo 39. En el ejemplo 20 (pdgina 321), se probé que (R* x R, L)
es un grupo abeliano, donde la operacion interna L es definida por:

(a,b)L(c,d) = (4ac,b+d + 3)

Pruebe que H = {(z,—3) / = € R*} es subgrupo de R* x R, es decir,
H<R* xR.

Solucion. Es claro que H es no vacio y ademas, H C R* x R. Para
probar lo que se pide, es decir, que H < R* x R, se utilizara el teorema
5; para ello, dados dos elementos (x,—3) y (y,—3) € H, se tiene que

(y,—3)~L = (ﬁ, —6 + 3) = (ﬁ, —3), con lo cual:

1
3L (=, -3
(@-3)1 (45,3)
4x
= (=—,-3-3+3
<16y * >
xX
= (= -3
<4y’ )

que claramente pertenece a H, pues su segunda entrada es —3; ademas,

(z,-3)L(y,—3)7"

como x # 0y y # 0, % # 0. Es decir, se satisface la condicién de
cerradura planteada en ese teorema; asi, se concluye que H es subgrupo
de R* x R. |

Ejemplo 40. Determine todos los subgrupos de (P(S),/\), donde S =
{a,b} y A\ es la diferencia simétrica.

Solucion. Para un mejor entendimiento, es importante que repase los
ejemplos 12, 18 y 24. Como o(P(S)) = 4, es decir, el orden de P(S) es
4, utilizando el teorema de Lagrange, se sabe que el orden del subgrupo
puede ser 1, 2 o 4, los divisores de 4. Asi, se obtiene que de orden 1 se
tiene el subgrupo {@}; de orden 2, los subgrupos {&,{a}} y {2, {b}};
de orden 4, el subgrupo P(S5). [ |
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Ejemplo 41. Encuentre los subgrupos de (Ss,0).

Solucion. Del ejemplo 30 se tiene que o(S3) = 3! = 6, estos seis ele-

(123 /123 /1
pP1 = 1 92 3 P2 = 1 9 p3 = 9
/(123 /123 /1
PA=19 31 P5=1 3 1 2 P6 =1\ 3

Asi, por ejemplo, para calcular ps o ps y ps o pg se hace:

(23N (1 23\ _(123)_
P2oPs =11 3 9 312) \213)°
(123N (1 23\ _(123)_
paops=1\ o9 3 1 32 1) \132) P2

Al efectuar todas las composiciones posibles, se construye la tabla de

mentos de S3 son las permutaciones:

_ N W N

N DN =N
_ W
N————

operacion para este grupo:

’ ° Hm\m\pz\pﬂps\pe\
P1 || P1 | P2 | P3| P4|P5 | DP6
P2 || P2 |P1|P5|DP6 | P3| P4
P3 || P3| P4 | P1|P2|DP6 | P>
P4 || P4 | P3| P6 | D5 | P1| D2
P5 || P5 | P6 | P2 | P1 | P4 | P3
Pe6 || P6 | P5 | P4 | P3 | P2 | P1

De aqui, e = p1, p;' = p1, py" = p2. p3' = p3, pi' = p5, p5 ' = pua,
p6_1 = pg. Como o(S3) = 6, utilizando el teorema de Lagrange, se
sabe que los posibles subgrupos podran tener orden 1, 2, 3 y 6. Asi,
observando lo anterior, se tiene que el subgrupo de orden 1 es {p;}; los
tres subgrupos de orden 2 son {p1,p2}, {p1,p3} v {p1,ps}; de orden 3
es {p1,p4,ps} y de orden 6 es Ss. [ |
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Teorema 7. Todo subgrupo de un p-grupo es un p-grupo.

Demostracion. Sea H subgrupo de G, y como G es un p-grupo, se tiene
que o(G) = p®. Por el Teorema de Lagrange se sabe que o(H) divide
a o(G) = p*; asi, o(H) = p® para algin o/ < a, y esto dice que H es
P-grupo. [

Ejemplo 42. Como se mostré en el ejemplo 35, Ug = {i,é,g,%} es
un grupo de orden 4 con la multiplicacion mddulo 8 como operacion
interna. Ademds, es subconjunto del conjunto Zg, cuya cardinalidad es
7. Observe que no se contradice el teorema de Lagrange, pues éste es
vdlido solo para subgrupos de un grupo y Ug si es grupo, pero 73 no lo
€es, ya que 8 mo es primo. |

Ejercicios (seccién 6.4)

1. Determine todos los subgrupos de (Z%, ®). Utilice el ejercicio 7 de
la seccién 6.2.

2. Determine todos los subgrupos de (Zg, ®).

3. Determine todos los subgrupos de (Z3;,®).

4. Determine todos los subgrupos de (Z12, ®).

5. Determine todos los subgrupos de orden 4 de (Zj,, ®).
6. Determine todos los subgrupos de (Ug, ®).

7. Determine todos los subgrupos de (Uis, ®).

8. Determine todos los subgrupos de (P(S),A), donde S = {a,b,c}
v A es la diferencia simétrica.

9. Si M5 = {5k / k € Z}, pruebe que (Ms,+) < (%,+), es decir,
que el conjunto formado por los miultiplos del 5 es un subgrupo de
los enteros con la adicion como operacién interna.
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10.

11.

12.

13.

14.

Sea A = {a,b,c,m,n,o0}. Si se sabe que (A,*) es un grupo y la
tabla de operacion estd dada por:

[ *[afblc[m[n]o]
a b|lcl|lal|ln|o|lm
b cla|blo|mi|n
c a|l bl c| m|n]|o
min|o|m|al|b]|c
n o|lm|n|b|c|a
ollm|n|ol|c|al6b

(a) Determine el neutro de A y el inverso de cada elemento.

(b) Determine si Wy = {c} y Wy = {m, ¢, 0} son subgrupos de A.

(c) Encuentre todos los subgrupos de A.
)

(d) Calcule el resultado de (m ™0 « 04)2 * (b nfl)*1

En el ejemplo 20 se prob6 que (R* x R, L) es un grupo abeliano,
donde la operacién interna | es definida por:

(a,b)L(e,d) = (4dac,b+d + 3)

Pruebe que H = {(i,x) /] x€ IR} es subgrupo de R* x R, es
decir, H < R* x R. (Puede repasar el ejemplo 39).

SiW = {a+b/2 / a,bc Z}. Pruebe que (W,+) < (R,+), es
decir, que el conjunto formado por los nimeros de la forma a+bv/2
con a y b enteros es un subgrupo de los reales con la adicién como

operacién interna.

Segun lo probado en el ejercicio 3, propuesto en la pégina 328, se
sabe que (R*, %) con a*b = 4ab es un grupo abeliano. Pruebe que
H =] — 00, 0[ es subgrupo de R*, es decir, H < R*.

Segun lo probado en el ejercicio 4, propuesto en la pégina 328, se
sabe que (R x R*,®) es grupo, con ® definida por:

(a,b) ® (¢,d) = (a+ ¢ —4,2bd)
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15.

16.

17.

18.

19.
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Pruebe que H = {(4,z) / = € R*} es subgrupo de R x R*, es
decir, H < R* x R.

Se sabe que (Zs3,®) y (Z%,®) son grupos; considere el conjunto
G = Z3 x Z%, cuya ley de composicién * se define como:

(a,b) % (c,d) = (a®c,b® d)

Encuentre el neutro, el inverso de cada elemento, concluya que G
es grupo abeliano. Ademads, calcule todos sus subgrupos.

Si (G, *) es un grupo, pruebe que el centro de G es un subgrupo de
G (véase pagina 313), es decir, pruebe que C(G) < G.

Sobre el conjunto de funciones G = {f1, fo, f3, fa, f5, f6}, donde
fi=z, fo=1 fs=1-2 fi=1i=, =51 fo="5 vyl
composicién de funciones como operacién interna (véase ejercicio
19 de la seccién 6.2 y su respectiva solucién). Determine todos los
subgrupos de (G, o).

Calcule todos los subgrupos del grupo de Klein (véase pagina 335).

Dado (G, %), un grupo, y H, un subgrupo de G. Defina para a y
b € G la relacién R sobre el grupo G por:

aRb < axbteH

Pruebe que la relaciéon R es de equivalencia sobre G.
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6.5 Homomorfismos de grupos

En ocasiones, las relaciones biyectivas entre dos conjuntos permiten
resolver un problema en uno de los conjuntos, y una vez que se re-
suelve este, se utiliza la biyeccion para devolverse al conjunto inicial.
Los cambios de variables en la solucién de ecuaciones o de integrales; la
transformada de Laplace en la soluciéon de ecuaciones diferenciales; en
las bases de espacios vectoriales y sus transformaciones son algunas de
las aplicaciones de estos principios.

Si (G, %)y (F, L) son dos grupos, se dice que una aplicacién
f: G — F es un homomorfismo de grupos si para todo
a y ben G se satisface que:

flaxb) = f(a)Lf(b)
Si, ademas de ser homomorfismo,

e f es sobreyectiva, entonces f es un epimorfismo.

e f es inyectiva, entonces f es un monomorfismo.

f es biyectiva, entonces f es un isomorfismo.

G = F, entonces f es un endomorfismo.

G = Fy f biyectiva, entonces f es un automorfismo.

Ejemplo 43. Como ya se sabe que (R™,-) y (R, +) son grupos, y la
funcion f: RY — R dada por f(x) =Inz cumple

fla-b)=In(a-b) =Ina+1Inb= f(a)+ f(b)

se concluye que f es un homomorfismo de grupos. Ademds, se sabe que
In es una funcion biyectiva de R* en R; por lo tanto, se concluye que
f es un isomorfismo de grupos. |
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Teorema 8. Sean (G,-) y (F,*) dos grupos. Si f: G — F es un homo-
morfismo de grupos, si e es el elemento neutro de G y ademds €' es el
elemento neutro de 'H, entonces se cumple que:

f@™) = [f@)]™

Demostracion. Para demostrar (6.7), basta observar que:

fle)=fle-e) = fle) x f(e)

por lo que f(e) = ¢’. Para demostrar (6.8), basta ver que:
¢ =fle)=flz-a") = fla)* f(z)

Para concluir que f(x) y f(z~!) son inversos entre si, pues al operarse
se obtiene el elemento neutro, con lo cual se concluye que f(z7!) =

[f (@)~ O

Para un homomorfismo de grupos f: G — F se define el
nucleo de f como el conjunto:

Ny = f"'({e'})

donde €' es el elemento neutro de F. Es decir, el niticleo
de un homomorfismo estd formado por los elementos cuya
imagen es el neutro. Ademads, se define la imagen de f
como Im(f) = f(G), es decir, el ambito de f.

Teorema 9. Sean (G,-) y (F,*) dos grupos, ademds, sea e el elemento
neutro de G y €' el elemento neutro de F. Si f: G — F es un homo-
morfismo de grupos, entonces Ny = {e} si y solo si f es inyectiva.

Demostracion. Es necesario probar la equivalencia; para ello, se pro-
cede de la manera usual, demostrando ambas implicaciones:
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“=” Como hipétesis, se tiene que Ny = {e}, se debe probar que f es
una funcién inyectiva; para ello se utiliza el resultado (4.2):

Prueba:
fl@=f®) = fla)«[fO)) " =¢
= fla)xfb~ ") =¢
= fla-bH)=¢
= a-b'eNy={e}
= a-bl=e
= a=b

Con lo cual, f es inyectiva.

“<” Como hipédtesis, se tiene que f es una funcién inyectiva, se debe
probar que Ny = {e}. A partir del resultado (6.7) se cumple que
{e} € Ny. Para la inclusiéon Ny C {e}, si @ € Ny, se tiene que
f(z) = €, y aplicando el resultado (6.7), se tiene f(z) = f(e).
Asi, utilizando la hipdtesis de que f es inyectiva, x = e, se ha
demostrado la otra inclusién y con ello la igualdad Ny = {e}.

Con lo cual, se ha demostrado este resultado. ]

Ejemplo 44. Sea (G,-) un grupo abeliano. Demuestre que la funcion
h: G — G definida por h(z) = z~! es un automorfismo.

Solucién. Como G es abeliano, se tiene que y~'-z~' =271y~ 1. Asf,
h(z-y)=(z-y) ' =yt -zt =271yt = h(z) h(y); con esto, h es
un homomorfismo. Ademas, es claro que h es sobreyectiva ya que todo
elemento y € G tiene por preimagen a y~! pues, h(y~!) = (y~H ! = y;
por otro lado, se tiene que h(z) = e < 27! = e & 2 = e, con lo cual
Ny, = {e}. Asi, es inyectiva en virtud del teorema 9; de esta forma, se
ha probado que h es biyectiva y, finalmente, h es un automorfismo. W
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Ejemplo 45. Sea (H, -) un grupo y sea a un elemento fijo en H. De-

1

muestre que ¢: H — H definida por p(x) = a™ " -x-a es un automorfismo

de grupos.

Solucion. Primero se demuestra que es un homomorfismo:

px-y) = atzy-a

= a_l.:[;.e.y.a

= ail.x.a.afl.y.a
(a_1~x-a)-(a_1-y'a)
= o) »(y)

L.2.a = e. Se multiplica a la

derecha por a™! y a la izquierda por a, se obtiene que z = a-e-a" ' = e,

Sea x € N, entonces ¢(z) = e, es decir, a~

con lo que N, = {e} y, por lo tanto, ¢ es inyectiva. Para verificar que
© es sobreyectiva, considere y € H. Se tiene que:

pla-y-a)=a'(a-y-al)a=y

! es preimagen de y. Se ha probado que ¢ es un homomor-

Asi,a-y-a”
fismo biyectivo; por lo tanto, ¢ es un isomorfismo en donde el grupo de

salida y llegada es el mismo; asi, ¢ es un automorfismo. [ |

Ejemplo 46. Considere el espacio Mayxo de las matrices de 2 X 2 con
entradas en R, con la suma usual de matrices como operacion interna.

Sea ¢: Mayxos — Moy definida por:

()=

Pruebe que ¢ es un homomorfismo de grupos y encuentre su nicleo.
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Solucion. Se tiene que:
a b a b a+ad b+
[ a+d—-d-d 0
N 0 b+t —c—¢
[ a—d 0 n a —d 0
N 0 b—c 0 v —c
a b a b

0 0
Como el elemento neutro de Moy es L en el nticleo de ¢ estan

. . —-d 0 0
las matrices que satisfacen = , con lo cual
0 b—c 0 0
a=4d y b= c; por lo tanto, el nicleo de ¢ estd formado por todas las
b
matrices de la forma < Z ) |
a

Ejemplo 47. Sean (G,+) y (H,+) grupos abelianos, y f: G — H un
homomorfismo de grupos. Considere ¢: G X H — G X H tal que:

V(a,b) € G x H: o((a,)) = (a.b — f(a)
Demuestre que @ es un epimorfismo de grupos.
Solucion. Para probar que ¢ es un homomorfismo, basta ver que:
¢((a,b) + (¢,d)) = ¢((a+c,b+d))
(a+c,b+d— fla+c))
= (a+eb+d—f(a)— f(o)
- (a,b—f(a))—l—(c,d—f(c))
= ¢((a,0)) +¢((c,d))
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Para determinar si es inyectiva, se calcula el N,. Si (a,b) € N, se tiene
que:

(e,€') = ¢(a,b) = (a,b - f(a))

con lo que a = ey b— f(a) =€, de donde se obtiene que (a,b) = (e, e’)
y Ny = {(e,€')}. De esto ultimo, y utilizando el resultado del teorema
9, se concluye que ¢ es inyectiva. Por otro lado, es claro que para todo
(a,b) € G x H se tiene que (a,b + f(a)) es su preimagen, ya que se
cumple:

¢((a,b+ f(a))) = (a,b)

Asi, © es sobreyectiva, por lo que finalmente es posible concluir que ¢
es un epimorfismo de grupos. |

Teorema 10. Si f: (G,-) — (F,*) es un homomorfismo de grupos,
entonces Ny < G.

Demostracion. Es necesario demostrar que Ny es un subgrupo de G,
para ello se utilizard el teorema 5. En primer lugar, por la misma
definiciéon de Ny es claro que Ny C G; ademds, como f(e) = €/, se
cumple que e € Ny, por tanto Ny # &. Por tltimo, si a y b € Ny se

cumple que f(a) =€, f(b) = ¢, de esta forma:

fla-v7") = fla)=[f®)]"

Por lo que se tiene que a-b~! € Ny. O

Teorema 11. Si f: (G,-) — (F,*) es un homomorfismo de grupos,
entonces Im(f) < F.

Demostracion. Es necesario demostrar que Im(f) es un subgrupo de
F. Para ello se utilizara el teorema 5. En primer lugar, por la misma
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definicién Im(f) = f(G) es claro que Im(f) C F; ademas, como € =
fle) € f(G) = Im(f), se tiene que Im(f) # @. Por tultimo, sean
x, y € Im(f), por la definicién existen a, b € G tales que f(a) = =z,
f(b) =y, de esta forma:

zry™t = fla)x[f(b)]
-1

= flab )

Como a-b~! € G, finalmente se tiene que z * y~1 € Im(f). O

Ejemplo 48. Sea ¢ el homomorfismo de grupos ¢: (Z,+) — (Zs5,®),
definido de forma natural por ¢(a) = a. Determine el Ny y la Im(yp),

concluya que solo es un epimorfismo.

Solucion. Es claro que x € Ny, & ¢(x) = 6 y esto ocurre cuando z es
un multiplo de 5, es decir, N, = {5k / k € Z}, y por el teorema 9, ¢
no es inyectiva. Por otro lado, Im(y) = Zs, por lo que ¢ es sobreyectiva.
Asi, es claro que es solo un epimorfismo. [ |

Es interesante notar que, del ejemplo anterior y utilizando el teorema
10, se puede concluir que el conjunto formado por los multiplos de 5 es
un subgrupo de (Z, +). Sin embargo, puede comparar con el ejercicio 9
(pagina 340), en donde se hace la misma conclusién, pero aplicando el
teorema 5.

Ejercicios (seccién 6.5)

1. Pruebe que f: R — R™ dada por f(z) = e” es un homomorfismo
entre los grupos (R,+) y (RT,").

2. Pruebe que f: R* — R* dada por f(x) = 22 es un homomorfismo
entre los grupos (R*,-) y (R*,-).
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. Compruebe que f: R — R dada por f(x) = 2+ 2 no es un homo-

morfismo entre los grupos (R,+) y (R, +).

. Considere el conjunto A formado por los polinomios de la forma

axr + b con a, b € 7, con la suma de polinomios usual como la
operacion interna, es decir, (ax+b)+ (cx +d) = (a+c)z+ (b+d).
En el ejercicio 15 en la péagina 330, se prueba que (A,+) es un
grupo. Defina ¢: (A, +) — (%, +), por medio de p(ax+b) = 3a+b

(a) Pruebe que es un epimorfismo de grupos.

(b) Calcule el nicleo de ¢ y determine si es un monomorfismo.

. Considere el grupo F = 7 con la suma usual de enteros, y G =

{—1,1} el subgrupo de (R*, ) formado sélo por estos dos elemen-
tos. Sea ¢: F — G definida como ¢(n) = 1sinespary ¢(n) = —1
si n es impar. Compruebe que ¢ es un homomorfismo de grupos.

. Demuestre que el grupo (G, o), del ejemplo 18 de la seccién 6.2, es

isomorfo al grupo de Klein (IC, o), definido en el ejemplo 7 de la
misma seccion.

. Sea x un numero racional arbitrario pero fijo, considere el grupo

(Z,+), el conjunto de los nimeros enteros con la suma usual, y
el grupo (Q*,-), el conjunto de los nimeros racionales diferentes
de cero con el producto usual. Sea ¢: Z — QF, definida como
©(n) = z™. Pruebe que ¢ es un isomorfismo de grupos.

. Sea G un grupo ciclico de orden 5, con h su generador. Sea

2 (Z57+) - (g7 )

donde go(]:; >: hE. Pruebe que ¢ es un isomorfismo de grupos.

. Suponga que (G,*) es un grupo. Pruebe que si f: G — G dada

1

por f(z) =z~ es un homomorfismo, entonces (G, *) es abeliano.
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10. Al conjunto R se le dota de la ley de composicién * definida como:
wry = /xd+ 93
Pruebe que (R, %) es un grupo y que (IR, *) es isomorfo a (R, +).
11. Considere el grupo (R x R, ®), donde @ se define como:
(a,b) ® (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
Ademés, el grupo (R x R*, ), donde * se define como:
(a,b) * (¢,d) = (a+ ¢, bd)

Sea p: RXxR — R x R* definida como ¢((z,y))= (x,2¥). Pruebe
que ¢ es un isomorfismo de grupos.

12. Sean (R™, - )y (R, +) los grupos de niimeros reales, y considere el
conjunto R™ x R con la estructura del producto cartesiano dada
por la operacién interna (a,b) * (¢,d) = (ac,b + d). Defina la
aplicaciéon p: RT x R — R x R, por ¢(a,b) = (a,b —In(a)).

(a) Verifique que In: (R, -) — (R, +), la funcién logaritmo na-
tural, es un homomorfismo de grupos.

(b) Pruebe que ¢ es un epimorfismo de grupos.

(c¢) Determine el nicleo de .

(d) {Qué puede decirse de la aplicacién ¢ con respecto al resul-

tado obtenido en (b) y (¢)?

13. Considere ¢: (Zg,+) — (Z3,+) definida por ¢([a]) = @, donde |[a]
denota la clase de equivalencia médulo 6 y @ denota la clase de
equivalencia moédulo 3.

(a) Calcule el Ny y concluya si ¢ es o no inyectiva.

(b) Calcule el conjunto ¢(Zg) y concluya si ¢ es o no sobreyectiva.
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14. Sea (G,-) un grupo. Sobre el conjunto G x G se define la operacién
% como (a,b) * (¢,d) = (ac,bd).
(a) Pruebe que (G x G,*) es un grupo.
(b) Pruebe que la aplicacién ¢: (G,) — (G x G,*) dada por

¢v(a) = (a,a) es un monomorfismo de grupos.

15. Sea Ug = {i, é, Zl, 5, ;, é} y considere la operacién producto habi-

tual de clases: a ® l.) = ab.
[] ° 2
(a) Demuestre que ¢: Ug — Uy tal que ¢(a) = (a) es un endo-
morfismo de grupos.
(b) Determine Ny. ;Qué puede decirse de ¢?

(c) Dé por extensién el conjunto ¢(Uyg) y concluya si es sobreyec-

tiva o no.
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Bases y congruencias numéricas

“Si las matemdticas son
la reina de las ciencias,
la teoria de numeros es
la reina de las matemdticas”.
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Congruencias numéricas

Resultados importantes






En este capitulo se introducen los sistemas de numeracion en dife-
rentes bases; ademds, el tema de las congruencias, y se dan algunos
teoremas importantes en la teoria de numeros, como son los teoremas
de Wilson, Fermat, Fuler, entre otros. FEste es un tema muy amplio,
razon por la cual se hace solamente una breve introduccion al tema.

Para profundizar en los temas tratados en este capitulo, consulte las
referencias bibliogrdficas [1], [13], [20], [26] y [38].

7.1 Sistemas de numeracién

Todos los pueblos, de alguna manera, empiezan a contar. Algunos
controlaban sus cabezas de ganado grabando por cada unidad una marca
en la corteza de un arbol; otros hacian nudos en una liana o amonto-
naban palos. Esta idea coincide logica y naturalmente con el concepto
matematico de la correspondencia biunivoca. En algunas tribus aus-
tralianas, uno se dice urapum; dos se dice okasa; tres se convierte en
okasa urapum, es decir, dos més uno; cuatro se convierte en okasa okasa,
es decir, dos més dos; cinco se convierte en okasa okasa urapum (dos més
dos més uno); seis se convierte en okasa okasa okasa (dos mas dos més
dos), no saben contar més de seis. Otras tribus cuentan, simplemente,
uno 'y muchos.

Es asi que un niimero natural se entiende como una idea asociada
a un conjunto de objetos, que a la vez se puede asociar con cualquier
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conjunto de objetos equipotente con él. Es decir, como A = {Q, %, 1, A}
tiene cuatro elementos, el niimero cuatro se asocia con todos los conjun-
tos equipotentes con él.

Para representar la idea de niimero, se utilizan los numerales, que
son palabras o simbolos. Por ejemplo, las palabras: cinco en espanol,
five en inglés; los simbolos 5 en el sistema indoarabigo, ||||| en egipcio, V

en romano, en maya, YYVYVV en babilonio representan al mismo
nimero, es decir, estos simbolos fueron usados en algin momento por
determinado pueblo para representar la cantidad de elementos que tenia

un conjunto con cinco elementos.

Un sistema de numeracion es una colecciéon de simbolos para repre-
sentar nimeros, y un conjunto de reglas bien definidas para combinarlos.
Estas reglas son propias de cada sistema de numeracién y no funcionan
para otro. En un sistema numérico se consideran los nimeros y sus
propiedades, independientemente de los simbolos que se usan para repre-
sentarlos. Las propiedades propias de los ntimeros son independientes
del sistema; por ejemplo, el 5 siempre sera primo; los ntimeros racionales
tienen representacion decimal periddica, entre otras.

El concepto de la base del sistema de numeraciéon tiene que ver, en
muchos casos, con la forma en que se contaba; asi, algunos pueblos
usaban base 5, base 10, base 20, que respectivamente correspondia a los
dedos de una mano, dos manos, dedos de manos y pies. En el caso de
un sistema posicional, tiene que ver con el principio de agrupacién,
el cual consiste en hacer, con los elementos del conjunto, otros conjuntos
con determinado niimero de elementos.

Ejemplo 1. Considere un conjunto con 13 elementos y 2 como base, es
decir, se haran conjuntos de 2 elementos. Comience agrupando de dos
en dos: sobra uno y se obtienen seis grupos de dos; luego, se procede a
agrupar de dos en dos los seis grupos anteriores: se obtienen tres grupos;
por ultimo, estos se agrupan de dos en dos y se obtiene un grupo y sobra
otro. FEste agrupamiento se puede observar en la figura 7.1. |
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[ee] [ee]] |[ee] [ee]|| |[ee] [ee]] o

Figura 7.1: Agrupamiento de 13 en base 2.

Ejemplo 2. Si se considera el mismo conjunto de 13 elementos pero
ahora agrupado en conjuntos de 3 elementos, el agrupamiento se puede
observar en la figura 7.2. |

(00| [0e0e]| [00e]| [eee]| o

Figura 7.2: Agrupamiento de 13 en base 3.

Con base en los dos ejemplos anteriores, se ha observado que el
numero 13 en el sistema decimal se puede representar como 1101 en
base 2, o como 111 en base 3. Es posible escribir, por comodidad,
13 = (13)10 = (1101)3 = (111)3.

En los sistemas de numeraciéon no posicionales, cada simbolo
o numeral representa siempre el mismo ntimero. El principal inconve-
niente de tales sistemas es su limitacion, pues para representar nimeros
mayores habria que utilizar nuevos simbolos. El sistema egipcio era un
sistema no posicional.

En los sistemas de numeracion posicionales se resuelve el pro-
blema de la limitacién utilizando el principio de posicién, el cual es-
tablece que cada simbolo puede tener diferentes valores segtin su posicion
en el numeral del que forma parte. En dichos sistemas, cada simbolo
tiene relacionados dos valores: uno que es independiente del lugar que
ocupa en el numeral y otro que depende de su posicién en el numeral.
El valor de cada posiciéon es una potencia de la base del sistema. Asi
por ejemplo, en el numeral 111 en el sistema decimal, el primer uno rep-
resenta a una centena, el segundo representa a una decena y el ultimo
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representa a una unidad, es decir, como la base es 10, se representa en
potencias de la base, o sea, 111 =1-10%+1-10"' +1 - 10°.

Algunos sistemas de numeracién importantes de la antiguedad son
el chino, que utilizaba dos sistemas, uno de tipo multiplicativo y otro
parecido a un sistema posicional; y el egipcio, el cual se dividia en dos:
el jeroglifico, de base 10 y no posicional, y el hieratico, utilizado por los
sacerdotes, en donde los simbolos eran sustituidos por otros especiales
que representaban los ndmeros del 1 al 10 y otros simbolos para las
potencias de 10.

En el sistema egipcio, por ejemplo, se disponia de siete simbolos, cada
uno de los cuales se puede escribir maximo nueve veces en el mismo
numeral; por esta razon, el mayor niimero que se puede representar es
el que corresponde al nimero 9999999 en el sistema decimal.

A continuacién, como ejemplo, se veran solamente los sistemas de
numeracion romano, griego, babilonio y maya.

7.1.1 Sistema de numeracion romano

El sistema de numeracién romano es uno de los més conocidos y
todavia se usa en muchos ambitos. En la siguiente tabla se presentan
los numerales romanos y su equivalente al sistema decimal:

IfV|X | L| C D M
115 (10|50 100 | 500 | 1000

A estos simbolos se pueden combinar siguiendo las siguientes reglas:

1. Principio aditivo: si un simbolo se escribe a la derecha de otro de
mayor valor, los nimero se suman. Por ejemplo, VII= 7, CX= 110.

2. Principio sustractivo: si un simbolo se escribe a la izquierda de
otro de mayor valor, se resta del mayor el menor de los niimeros
representados. Por ejemplo, XC= 90, CD= 400.
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3. No se pueden repetir méas de tres numerales iguales en forma con-
tinua, y no puede aparecer consecutivamente mas de un V, més de
un L, més de un D. Por ejemplo, XXX= 30, XL= 40.

4. El principio sustractivo no se aplica para los simbolos V, L, D. Por
ejemplo, no se puede escribir VX ni LC.

5. Los numerales que se escriben a la izquierda para expresar resta
son: I antes que V y X; X antes de L y C; C antes de D y M.

6. Un segmento horizontal sobre los numerales significa que se mul-
tiplica por 1000. Por ejemplo, XXDCI = 20601; CIX = 101 010.

El hecho de que los romanos no tuvieran el “cero” hace que los numerales
fueran muy complicados; por ejemplo 1986 =MCMLXXXVI.

7.1.2 Sistema de numeracion griego

Fueron dos los més usados, ambos sistemas de base 10: el dtico o
herodiano, utilizado con frecuencia en las inscripciones atenienses, y el
sistema jonico o alfabético.

Sistema atico. Los simbolos son los siguientes: el uno se representa
por | y se puede repetir hasta cuatro veces; I' = 5, A = 10, H = 100,
X = 1000, M = 10000. Para los otros ntimeros se hacen combinaciones
utilizando el principio aditivo; para algunos particulares se simplifica la
notacion con el principio multiplicativo. Por ejemplo, 50 no se representa
con cinco deltas, sino méds bien como 5 - 10 y se escribe como I®* = 50,
de la misma forma: I = 500, IX = 5000 y IM = 50 000.

Ejemplo 3. En este sistema, 18 se representa como AT |||. |

Ejemplo 4. El numero 34787 se representa en el sistema dtico por
medio de MMM XXX X N HHI®AAAT ||. .
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Sistema jonico. También es un sistema aditivo en base 10, que susti-
tuy6 al atico cerca del siglo IIT a.C. En el cuadro 7.1 se muestran los
simbolos que utilizaron, basicamente son las letras de su alfabeto.

a—1|¢—6 |[kK—20|0—70 T — 300 | w— 800
B8—2|C¢C—>T7 | A—=30|7—80 | v—400 | >\ — 900
y—3|n—8 | u—40 | =90 | ¢ — 500
0—410—9 | v—50|p—100 | x — 600
€e—5 | 1t—10 | £—60 | 0 — 200 | v» — 700

Tabla 7.1: Simbolos del sistema de numeracién jénico.

Los multiplos de 1000, menores que 10 000, se representaban con una
comilla al lado de las unidades; por ejemplo, 9000 se escribia como ’6.

Los multiplos de 10000 se representaban escribiendo una M y sobre ella
é
el multiplo; por ejemplo, 40 000 se escribe como M.

Ejemplo 5. En el sistema jonico, 189 se representa como pm6. |

5
Ejemplo 6. En este sistema, M 'd¢n( representa al nimero 34787. B

7.1.3 Sistema de numeracién babilonio

Hacia el ano 2000 a.C., los babilonios crearon el sistema sexagesi-
mal, posicional de base 60. Al parecer, la escogencia de esta base estd
relacionada con que hay aproximadamente 6 veces 60 dias en un afio y
que una circunferencia contiene aproximadamente 6 radios. Tal sistema
todavia se utiliza para la medicién del tiempo y de los angulos, pero con
los simbolos del sistema decimal.

En el sistema babilénico se utilizaban dos simbolos: ¥ para el uno
(una cufia) y @ (dos cufias superpuestas) para el diez. Los simbolos se
podian repetir hasta un maximo de nueve veces; ademads, para indicar
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el valor posicional, se dejaba un espacio entre cada grupo de simbolos.
Algunos ejemplos:

1. El 3 se representa por YVV

\AAA/ vvy .
2. El 8 se representa por 0 por lo importante es
\AAAS \AAAA/

que se tengan 8 cunas.

v

v
3. El 24 se representa por < vy

4. El 80 se representa por Vv << pues, como la base es 60 y
el espacio del centro indica la posicién, se tiene que el numeral
representa a 1 - 60 4+ 20 = 80.

5. E13682 serepresentapor ¥ Vv <@<VVY pues laprimera cuna
estd en la posicién que corresponde a 1 - 60%. Luego, el espacio
indica que la segunda corresponde a 1 - 60 y las unidades son 22;
asi, el numeral dado representa a 1-60% + 160 + 22 = 3682.

Los babilonios tenfan un desarrollo matematico muy avanzado, mane-
jaban los conceptos de ecuaciones en una incégnita, sistemas de ecua-
ciones con dos incégnitas, volumenes y superficies, entre otros. En unas
tabletas que datan del ano 3000 a.C. se encuentra sobre la diagonal de
un cuadrado, de lado ¥, el niimero

v 4q94vvvvy 444444y <«

Suponiendo que el punto sexagesimal estd entre el 1 y el 24, representa
el niimero

TIIE Y DI PI ST DN O S L
60 602 605 5 3600 216 000

~ 1,4142129

que con gran exactitud aproxima a /2.
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7.1.4 Sistema de numeraciéon maya

Este sistema de numeracién es, sin duda, el mas notable de la an-
tiguedad, y su importancia radica en la inclusién del cero. Hacia el siglo
IV d.C., lo utilizaron con gran presicién en calculos relacionados con
la astronomia, entre otros. Ks un sistema posicional de base 20, y se
representaba o escribia en forma vertical. Ellos utilizaron tres simbolos:

<> para el cero, que representaba un caracol o el ojo cerrado, que no
ve nada; el e para el uno y un segmento horizontal —— para el cinco.

Ejemplo 7. El nimero 3 se representa por eee, a 13 se le representa
000 [ X ]
como =——= y el 17 se representa por =——=. |

Ejemplo 8. Como 20 = 1-20' +0-20°, se tiene que 20 se representa

como ° . |
[
000
Ejemplo 9. Elnimero 172 se representa por el numeral +—ee—, Yya
que 8-20" +12-200 = 172. [ |

Ejemplo 10. El numeral > | representa a 2400, pues se tiene

o
que 6-20% +0-20' +0-20° = 2400. [ |

Ejercicios (seccién 7.1)

Escriba cada uno de los cuatro niimeros 326, 4567, 34 788, 687941 en
los sistemas romano, griego, babilonio y maya.
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7.2 Representacién en bases enteras

Después de repasar los cuatro sistemas de numeracién dados en la
seccién 7.1 y los conjuntos numéricos dados en la seccion 2.2, es impor-
tante recordar que en el algoritmo de la divisiéon euclideana, los residuos
son no negativos y menores que el divisor. Ademads, los enteros positivos
se pueden representar en cualquier base entera b > 1 usando 0, 1,...,
b — 1 como digitos. El sistema decimal (base 10), el binario (base 2)
—creado por Leibniz— y el triddico (base 3) son los més conocidos y
utilizados. La representacion es

n = (akak,l e ao)b,

donde los a; son los residuos de las divisiones sucesivas. Asi, es posible
escribir
= ab" (e b
n = apb” + ax—1 +--+aib+ag

y la parte decimal se toma con los exponentes negativos de b. Por otro
lado, en caso de que las bases sean mayores que 10, se utilizan las letras
A para el digito 10, B para el 11, y asi sucesivamente.

Ejemplo 11. La expresion (A5B)1a corresponde a:
10-12% +5- 12" 411 -12°

Es decir, (A5B)12 = 1511. [

Algoritmo de la division.

Dados n y b enteros positivos, existen ¢ y 7, iinicos, con 0 < r < b
tal que n = gb + r. El valor de 7 se conoce como residuo, g se
conoce como cociente, n el dividendo y b el divisor.

Ejemplo 12. Al efectuar la division de 65 por 6, se obtiene a 5 como
residuo y 10 como cociente, y de esta manera se puede escribir la igual-
dad 65=10-6+ 5. |
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Ejemplo 13. Represente a 26 en base 2 usando, claro estd, a 0 y 1 como
digitos. Recuerde que el algoritmo de la division euclideana restringe los
posibles valores del residuo a enteros positivos o cero y menores que el
divisor.

Con lo que 26 = (11010),. [

Ejemplo 14. Ezxprese el numero 2013 en base 5.

Solucion. Luego de hacer las divisiones consecutivas, se obtiene:

2013 = 402-5+3
= (80-5+2)-5+3
8052 +2-5+3
(16-5+0)-52+2-5+3
= 16-5°4+0-52+2-5+3
= (3-5+1)-5°+0-52+2-5+3
= 3.5 +1-5340-52+2-5+3

De donde 2013 = (31023)5. [

El algoritmo de la divisién se puede utilizar para representar, de la
misma forma que en los ejemplos anteriores, los enteros positivos
y negativos en cualquier base entera b, con b < —1, utilizando los
digitos 0, 1, 2, ..., [b| — 1.
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Ejemplo 15. Represente ahora a 19 en base —2.

Solucion. Debe utilizar ahora a 0 y 1 como digitos, observe:

Con lo que 19 = (10111)_5. [

Ejemplo 16. Ezxprese el numero 16 en base —3.

Solucion. Luego de hacer las divisiones consecutivas, se obtiene:

16 = (=5)-(=3)+1=(2-(=3)+1) (-3)+1
= 2-(=3)2+1-(-3)+1
de donde 16 = (211)_3. [

Ejemplo 17. Represente —51, un nimero entero negativo, en la base
negativa —3.

Solucion. Debe utilizar como digitos a 0, 1 y 2.

Con lo que —51 = (2120)_3. [
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Ejemplo 18. Por dltimo, exprese el nimero —55 en base —3.
Solucion. Luego de hacer las divisiones consecutivas, se obtiene:

55 = 19-(=3)+2
((=6) - (=3)+1)-(=3) +2
(=6) - (=3)* +1-(=3)+2
(2-(=3)+0)- (=32 +1-(=3)+2
= 2.(=3°%40-(=3)24+1-(=3)'+2

de donde —55 = (2012)_3. [

Ejemplo 19. En el ano 2030, una expedicion llego a un planeta en
donde se sabia que los habitantes, extintos por una catdstrofe, eran seres
que tenian 4 piernas y un tentdculo con varios dedos prensibles. En una
roca encontraron unas escrituras que identificaron como la ecuacion

522 — 50z + 125 =0

y mas abajo, las posibles soluciones x1 = 5 y x9 = 8. La primera so-
lucion parece logica, no asi la sequnda. Considerando que el sistema
numérico de la Tierra estd relacionado con el numero de dedos del ser
humano, scudntos dedos tenian estos seres?

Solucion. Como x5 = 8 es solucién de la ecuacién 52 — 50z + 125 = 0,
se tiene que el reemplazo de x por 8 en ella provoca la igualdad:

5-82—-50-84125=0

Suponga que la base es b (nimero de dedos), la igualdad anterior se
plantea como:

5.8 —(5-0"4+0-0%) -8+ (- +2-b' +5-%) =0
& b2 —-38+325=0
& by =13 6 by =25
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Recuerde que también x; = 5 era solucién, y

5-52—(5-13' +0-13%) -5+ (1-13°+2-13' +5-13%) =0
5-52 —(5-25" +0-25%) - 54 (1-25% +2-25' +5-25%) = 180 # 0,

de donde la solucién b; = 13 es correcta y corresponde al niimero de
dedos de estos seres. [ |

Ejercicios (seccién 7.2)
1. Escriba los ntimeros dados en forma decimal en la base indicada.

405 en base 2

1444 en base —3 y en base 3
356 281 en base 5 y en base —5
1 500 en base —6

—286 en base —6

328 204 en base 7

2. El ntimero 177 se representa en base b como (2301)y, halle b.

3. Un monarca oriental obsequié a sus vecinos, el rey de Aulnia, el
rey de Bizania y el rey de Ciria, exactamente el mismo nimero
de caballos (inferior a doscientos). Sin embargo, el primer rey le
agradecio los 222 caballos que le habia obsequiado, el segundo rey
hizo lo mismo por los 66 caballos y el tercero le agradecio los 22 ca-
ballos que le obsequié. Los tres reyes sabian contar bien, y ningiin
caballo habia sido robado. ;Puede usted dar una explicacién a
estos numeros tan diferentes? Ademads, jcuantos caballos regalé a
cada uno?



368 Capitulo 7. Bases y congruencias numéricas

7.3 Aritmética en distintas bases

Se inicia con la adicién y multiplicacién en el sistema binario. En la
tabla 7.2 se muestran las reglas para ambas operaciones.

(o] [xJoft]
0ofof1
1110 101

Tabla 7.2: Reglas de suma y producto binario.

A partir de estas reglas, el procedimiento es andlogo al que se ha
aprendido para el sistema decimal; por ejemplo, 141 = 2 en el decimal;
en el binario, para 1 4+ 1 se pone 0 y lleva 1. Para comprender esto, vea
los siguientes ejemplos.

Ejemplo 20. Para realizar la suma de (110110)2 y (10011)2 se hace:

1 11
110110
+ 10011
1001001

Por lo que (110110)2 + (10011)2 = (1001001)s. [

Ejemplo 21. Para realizar el producto (101101)2 x (101)2 se hace:

101101
x 101
101101
000000
+ 101101
11100001

Por lo que (101101)2 x (101)3 = (11100001),. |
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Para otras bases se procede de manera analoga; como ejemplo, en la
tabla 7.3 se muestran las reglas para ambas operaciones en base 4.

HJofrf2]3] [xJoft]2]3]
offol1]2]3 ofolo[o]o
1t 2]3 10 1ot 23
2 23 [10]11 2 [0 2]10]12
33101112 3 o322t

Tabla 7.3: Reglas de suma y producto en base 4.

Es asi como 2 + 3 = 5 en el decimal, pero en base 4, para 2 + 3 se
pone 1y lleva 1. Para comprender este procedimiento, vea los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 22. Para realizar la suma de (223231)4 y (10321)4 se hace:
1111
223231
+ 10321
300212

Por lo que (223231)4 + (10321)4 = (300212)4. [ |

Ejemplo 23. Para realizar el producto (10232)4 x (213)4 hace:

10232
x 213
32022
10232
+ 21130
2320002

Por lo que (10232)4 x (213)4 = (2320002)4. [ |
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Es interesante notar que al multiplicar por b un nimero dado en
base b, a la representacién se le debe agregar un cero a la derecha; asi,
10 - 243 = 2430 en el sistema decimal; por otro lado, se cumple que
6-(31)¢ = (310)g o equivalentemente, (10)¢ - (31)g = (310)g.

Ejemplo 24. Ezprese (0,35)¢ en su forma racional candnica; ademds,
encuentre su valor racional decimal. (Compare con el ejemplo 28 ).

Solucién. Sea x = (0,35)g, al multiplicar por 6 se obtiene la igualdad
62 = (3,55)¢, es decir, (10)¢z = (3,55)¢; al restar las tltimas dos igual-
dades se tiene bz = (3,2) 0 equivalentemente (5)gz = (3,2)6; al multi-
plicar por 6 se obtiene la igualdad (50)¢z = (32)g, por lo que z = 550)6.
Finalmente, para calcular su valor racional decimal, basta ver que:

0.3 = S+ o+
= 3+5<1+1+1-+ )
6 62\ 6 06
_ 1,5 1
2 62 1-¢
2
T3

Es decir, (0,35)6 = %. Otra forma de calcular el valor es hacerlo direc-

tamente por medio de:

(32) 3-6+2 20 2

0,35)s = = ===
(0,35)s (50)s  5-6 30 3

Y de nuevo, (0,35) = 3. [ |
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Ejercicios (seccién 7.3)

1. Realice las operaciones:

(a) (101010)5 + (111000101),
(b) (11101)y x (110)s
(c) (321312)4 4 (123021121)4
(d) (20131)4 x (321)y

) (

(e

2. Construya la tabla para la suma y el producto en base 5.

1123)4 x (302)4 + (231)4

3. Realice las operaciones:

(a) (20134)5 + (1344210)5
(b) (12304)5 x (3002)s
(c) (143,01)5 + (23,321)5
(d) (1203,4)5 x (3,04)5
(e) (2302)5 — (1430)5

4. Construya la tabla para la suma y el producto en base 7.
5. Realice las operaciones:

(a) (121064)7 + (620510)7
(b) (3025)7 x (612)7
(c) (3126)7 x (154)7 + (2601)7

6. Considere el nimero con k unos (11...11)s, encuentre su cuadra-
do, también expresado en base 2.

7. Exprese (2,432)5 en su forma racional canénica; ademds, encuen-
tre su valor racional decimal.

8. Exprese (3,25123)7 en su forma racional canénica; ademds, en-
cuentre su valor racional decimal.
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7.4 Representaciéon en bases fraccionarias

Algunos nimeros tienen representacién en bases fraccionarias. En el
siguiente ejemplo se plantea el conocido “problema de los cocos”, (véase
[4]). Su solucién se desarrolla de una manera general para asi, de esta
forma, esbozar el algoritmo para la representacién en este tipo de bases.

Ejemplo 25. Cinco ndufragos, en una isla desierta, han recogido un
monton de cocos. Pero antes de poder repartirselos sobreviene la noche
y optan por acostarse a descansar. La luz de la luna, de madrugada,
despierta a uno de ellos. Desconfiado de sus companeros, decide, por
st acaso, hacerse con su parte. Reparte equitativamente los cocos en
cinco montones. Al hacerlo, sobra un coco, que arroja lejos. Vuelve a
agrupar cuatro de los montones en uno solo, se lleva el quinto monton
junto a su lecho y, ya tranquilo, vuelve a dormirse. Un sequndo ndufrago
se despierta un poco mds tarde. Se dirige hasta el monton colectivo y
se sirve, procediendo como el primero. También ahora sobra un coco,
que tira lejos. Los otros tres companeros actian de igual manera: cada
uno se apodera de una quinta parte del monton, que disminuye en cada
operacion, sobrando siempre, tras cada reparto, un coco. ;Cudntos cocos

habian recogido inicialmente los ndaufragos?

Solucion. Suponga que ng es la cantidad inicial de cocos, ny la cantidad
después del segundo reparto, no la cantidad después del tercer reparto,
etc. Antes de la j-ésima divisién, el ndufrago de turno dispone de n;_;
cocos. Procede a distribuirlos en r = 5 montones iguales y arroja lejos
los aj_1 cocos restantes. Se apropia de h = 1 montén de entre los 5.
Reagrupa lo que queda de sus s = 4 montones, formando un nuevo

montén de n; cocos, es decir:

ny—s- (”Jl‘“ﬂl) (7.1)

r

Al despejar:
.
nj—1 = aj-1 + n;- ;
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Suponiendo que el proceso sigue mientras hayan cocos disponibles, en
un momento dado el niimero de cocos n; serd inferior a r, con lo que
ar = nk y ng+1 = 0, y a partir de ahi ya no es posible el reparto. Las

formulas son:

r
ng = agp+mny- -
S
T
ny = a1+n2-f
S
T
ng = a2+n3~;

Al hacer la sustitucién hacia atrés:

® |3

ng = aop-+ni-

AN
= a0+(a1+n2'*)‘*
s/ s

r 2
= a0+a1-7+<a2+n3-7)-(7>
S S S

<

. T 7 2 T\ F
= ao+a1'7+a2~(7) +---+ak-(7>
S S S

Con lo cual se ha encontrado que la cantidad inicial de cocos ng es una

representacion en la base 5/4, es decir:
no = (axax—1--..a0)s5/4
Recuerde que en este ejemplo a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = 1, asi:
no = (k%% *11111)5/4

Como ademas se sabe que los naufragos hacen solo un reparto, la es-
cogencia de los a; con ¢ > 5 puede ser cualquiera, que se indica con el
simbolo *. Claro que se debe tener en cuenta que ng + 4 es un nimero

con residuo cero en las cinco primeras divisiones, con lo que ng + 4 es
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divisible por 5° = 3125. El menor ng posible es entonces 3121 (otras
posibles soluciones son 6246, 9371, etc.). Como un ejercicio, se puede
ver que:

3121 = (432 103 134 003 434 321 021 011 111)5/4

Ejemplo 26. Utilice la formula recursiva dada por la ecuacion (7.1)
para representar a ng = 17 en la base %, donde los posibles residuos son
0,1 y2; ademas, s =2 yr =3. Primero se plantea:

17 —
n1:2-< 73&0>7

de donde se concluye que ag = 2, pues con 0 o con 1 no se obtiene un

71752) = 10. Con este resultado se plantea:

10 —
’I’l2:2< 03a1>7

de donde se concluye que ay = 1, pues con 0 o con 2 no es posible

numero entero. Asi, ny = 2-(

obtener un niumero entero. Asi, ng = 2- (%) = 6. Con este resultado

n3=2‘ (6_?)(12)7
6—0

de donde se concluye que as = 0, y se obtiene que nz = 2 - (—) = 4.

3
Andlogamente se plantea, ng = 2 - (4*%), y se obtiene a3 =1 yng = 2.

se plantea:

Luego ns = 2 - (2_3“4), y se obtiene ag = 2 y nyg = 0, con lo cual se

termina el proceso y es posible escribir:

17 = (21012)35
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Ejercicios (seccién 7.4)

1. Escriba los siguientes nimeros en la base indicada.

(a) 31 en base 3/2
(b) 23 en base 5/4
(¢c) 27 en base 5/3

2. En el libro El Hombre que Calculaba, de Malba Tahan [34], se
plantea el problema de los tres marineros, cuyo enunciado es:
Un navio que volvia de Ceildn, trayendo gran cantidad de espe-
citas, fue alcanzado por un wviolento temporal. La embarcacion
habria sido destruida por las olas si mo hubiera sido por el es-
fuerzo de tres marineros. El capitdn, queriendo recompensarlos,
les dio cierto numero de monedas, mds de doscientos y menos de
trescientos. Las monedas fueron colocadas en una caja para que
al dia siguiente, al desembarcar, se repartieran entre los tres va-
lientes. Sucedid que, durante la noche, uno de los tres marineros
se despertd y pensd: “seria mejor que retirase mi parte. Asi no
tendré oportunidad de discutir con mis amigos”. Y sin decir nada
repartio las monedas en tres partes iguales y noto que la division
no era exacta, ya que sobraba una moneda, la cual arrojo al mar.
Retiro su parte y dejo el resto en el mismo lugar. Horas después,
un seqgundo marinero tuvo la misma idea: repartio en tres partes,
sobrd una que tird, tomao su parte y dejo el resto en el mismo lugar.
El tercero, sin saber lo sucedido, tuvo la misma idea, y sucedio lo
mismo que con los otros dos. Al dia siguiente, el capitan tomao
las monedas, las dividio en tres partes y, al darse cuenta de que
sobraba una moneda, la guardo como retribucion de su trabajo.
s Cudntas eran las monedas?, ;cudnto recibié cada uno?

La respuesta, sin justificacién alguna, que se da en el libro, es
que se tenfan inicialmente 241 monedas. Plantee el problema y
concluya esta solucién.
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7.5 Congruencias numéricas

Un concepto muy importante en la teoria de nimeros es el de las
congruencias numéricas. Fue el gran matematico aleman Carl Friedrich
Gauss quien, en su monumental obra Disquisitiones arithmeticae, pu-

”

blicada en 1801, en analogia con el “=" para la igualdad, introdujo

[ —i

el simbolo para denotar que dos nimeros son “congruentes”. En
aquella época (inicios del siglo XIX), no existian las computadoras ni
calculadoras electronicas, y los calculos eran totalmente manuales, o

bien, con el uso del abaco.

Leonard Euler demostré que la conjetura de Fermat, segun la cual
los niimeros de la forma 22" 4+ 1 eran primos para todo n € N, era falsa.
Esto se cumple para n = 1,2,3,4, pero no para todo natural. Euler
demostré que 22" 41 =232 4+ 1 = 641 x 6700417. Dicho resultado se
puede verificar actualmente con base en las congruencias, o rdpidamente
con ayuda de una calculadora sencilla. Euler lo hizo manualmente. Aun
asf, hay niimeros que son tan grandes, como 21090000 " que se necesitaria
algo més que una calculadora para obtener, por ejemplo, el residuo de

la divisiéon de este niimero por otro.

Sean a, b, m € Z, con m > 0. Se dice que a es congruente
a b médulo m y se escribe a = b mod m si y solo si m divide
a a—b.

Ejemplo 27. Se tiene que 91 = 1 mod 5, pues 5 divide a 90. [ |

Ejemplo 28. Dado que 7 divide a 35, se tiene que 43 = 8mod7, y
ademds 31 = —4mod 7. |

Ejemplo 29. Si x es cualquier nimero impar, entonces x> = 1mod 4.

Solucion. Como x es impar, entonces dn € 7Z tal que x = 2n + 1; asi,
2?2 = (2n+1)?2 = 4n? +4n+1 = 4(n%? +n) + 1. Por lo tanto, 2% — 1 = 4k
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con k € 7, esto dice que 4 divide a x? — 1, con lo cual se concluye que
22 = 1mod 4. |

Teorema 1. S7 a = bmodm, entonces a™ = b" modm, Vn € N.

Demostracion. Se sabe que a — b divide a a™ — b" (véase ejercicio 14,
en la pagina 292), por lo que a”™ — b" = (a — b) - M, para algin M en
Z. Como a = bmodm, se tiene que a — b = km, de donde a"™ — b" =
k-m-M = (kM) -m, con lo cual m divide a a"™ — b"; asi, se concluye
que a” = " mod m. O

Teorema 2. Si a = bmodm y p(z) es un polinomio con coeficientes
enteros, entonces p(a) = p(b) mod m.

Demostracion. Sea p(x) = apz™ + an_12" 1 +- -+ ayz + ap, de donde
p(b) —pla) = ap(b" —a") +---+a1(b—a)

Como a = bmodm, por teorema 1 se tiene que m|(b* — a') para todo
i=1,...,n, de donde m|(p(b) — p(a)); asi, p(a) = p(b) mod m. O

Teorema 3. Si a = bmodm y ademds o = fmodm, entonces aq =

b3 mod m.

Demostracion. FEjercicio para el lector. O

Teorema 4. Si a = bmodm y a = bmodn con m.c.d.(m,n) =1, se
cumple a = bmodm - n.

Demostracion. Ejercicio para el lector. O

Los siguientes ejemplos, de los cuales se podrian resolver algunos
utilizando solamente los conceptos de divisibilidad, son muy ilustrativos
con respecto a como ayudan las congruencias para simplificar la solucion
de problemas que involucran nimeros grandes.
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Ejemplo 30. Calcule el residuo de dividir (1770 + 37%)54 por 7.

Solucion. Primero note que 17 = 3mod 7, asi, al elevar a la dos y luego
a la cinco, se obtiene 172 = 32mod7 = 2mod7 y 17! = 2°mod7 =

4mod 7; por ultimo, al elevar a la siete:
179 = 4" mod 7 = 4mod 7

De forma andloga se obtiene que 37%® = 2mod 7. Asi, al sumar ambas
congruencias, se obtiene que:

1779 4+ 37 =44+ 2mod 7= —1mod 7

Luego de elevar a la 54, se obtiene que (17704 3728)% = (=1) mod 7 =
1mod 7. De esta manera, el residuo es 1. [ |

Ejemplo 31. ;Para cudles valores enteros de n el nimero 19961997 +1
es divisible por 19977

Solucion. Como 1996 = —1 mod 1997, se tiene que:

1996199 = (—1)199 mod 1997
= (—1)" mod 1997

de donde 1996'°™ + 1 = (—1)" + 1 mod 1997, que seria divisible por
1997 si el residuo (—1)™ + 1 diera cero, y esto ocurre solamente si n es
un ndmero impar. |

Ejemplo 32. Calcule el residuo de dividir (33* + 4533)27 + 1 por 10.
Concluya que este niumero no puede ser un cuadrado perfecto.

Solucion. Primero note que 33 = 3mod 10, asi, al elevar a la cinco se
obtiene 33° = 3°mod 10 = 1mod 10 y 33* = 1" mod 10 = 1 mod 10;
analogamente se tiene que 4533 = 5mod 10. De esto, al sumar, se obtiene

que 33% 4+ 4533 = 1 + 5mod 10 = 6mod 10, y luego de elevar a la tres
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y luego a la nueve, se obtiene que (33%* + 45%3)?7 = 6 mod 10. De esta
manera se tiene que:

(3345 + 4533)27 +1=6+4+1mod10 = 7mod 10

Con lo cual el nimero de unidades es 7, y como ningin cuadrado perfecto
termina en 7, se concluye que no es un cuadrado perfecto. |

Ejemplo 33. Calcule el residuo de dividir (51 + 2224)25 por 5.

Solucion. Note que 51 = 1mod 5; ademds, 22 = 2mod 5. Asi, 226 =
26 mod 5 = 4mod 5 y 2224 = 4*mod 5 = 1 mod 5, de donde:

51422*' = 2mod5
(51+22%Y)° = 2°mod5 = 32mod5 = 2mod 5
(514+22°9)% = 2°mod5 = 32mod 5 = 2mod 5

Con lo que el residuo es 2. |

Teorema 5. Si ax = aymodm y ademds m.c.d.(a,m) = g, entonces
xr =ymodm/g.

Demostracion. Dado que axr = aymodm, se tiene que mla(z — y).
Como m.c.d.(a,m) = g, se tiene que a = ga’ y m = gm/; al sustituir
estos valores, se obtiene que gm/|ga’(x —y); por lo tanto, m’|a’(z—y) con
"I(z —y),
es decir, x = ymod m’ = ymodm/g. O

m.c.d.(a’,m’) = 1. Se concluye, por el lema de Euclides, que m

El siguiente resultado, que se obtiene inmediatamente del anterior
cuando g = 1, se conoce como ley de cancelaciéon para congruencias.

Corolario 2. Si ax = aymodm y ademds m.c.d.(a,m) =1, entonces
x = ymodm.
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Teorema 6. Para a € 7, si x = ymodm, entonces ax = ay mod m.

Demostracion. Como x = ymodm, se tiene que m divide a = — y;
ademads, divide a cualquier miltiplo entero de él. Por lo tanto, m|a(z—y)
y se concluye que az = ay mod m. U

Teorema 7. Sia =bmodm y a = Fmodm, entonces para todos x, y
enteros se cumple que (ax + ay) = (bx + fy) mod m.

Demostracion. Dado que a = bmodm y x = xmodm, al aplicar el
teorema 3 se obtiene que ax = bz mod m, andlogamente ay = By mod m.
Asi, m divide a ax — bz y m divide a ay — By; por lo tanto, m divide a
ax + ay — bx — By, y de alli se concluye la demostracién. O

Ejemplo 34. Pruebe que todo nimero de Fermat termina con digito 7.

Solucion. Es claro que, en el sistema decimal, un ntmero entero m
termina en 7 si m = 7 mod 10; por lo tanto, se probara que todo niimero
de Fermat satisface esta condiciéon. En el caso n = 2, se tiene que
Fy = 22 11 =2441= 17, y claramente, F> = 7 mod 10; con lo que
la proposicién se cumple para n = 2. Analice el caso n > 2, se sabe
que 22" = 16, con lo cual 22° = 6 mod 10, se elevan ambos lados de esta

congruencia al exponente 272,

()

Se utiliza primero la propiedad de las potencias (a”)m =a"™", y se efec-

27L72

=62""" mod 10 (7.2)

2n .
tla <222) = 222", luego se hace uso de la propiedad a™a™ =
a™™™ y se obtiene 2% — 22" por 1ltimo, el hecho de que cualquier
potencia entera y positiva de 6 termina en 6, es decir, 6¥ = 6 mod 10.
Con lo cual, se obtiene a partir de (7.2) la congruencia 22 = 6 mod 10;
sumando 1 a ambos lados, se concluye que 22" 4+ 1 = 7 mod 10. |



7.5. Congruencias numéricas 381

Ejemplo 35. Probar que un entero positivo n es divisible por 3 si y solo
st la suma de los digitos de su expresion decimal es divisible por 3.

Solucion. Sea n = ay - 10F + ap_q - 10571 + .- 4+ a; - 10 + ag, donde
agp, . ..,ar pertenecen a {0,1,...,9} con ar # 0. Es claro que n = p(10)
para p(z) = apz® + ap_12* " + -+ a1 + ag. Como 10 = 1 mod 3, por
el teorema 2, se tiene que:
n=p(10) = p(l)mod3
= (ag +ag—1+ -+ a1+ ap) mod3

Por lo que 3|n si y solo si 3|(ar + ax—1 + -+ + a1 + ap). [

Ejemplo 36. Demuestre que Yn € N se cumple que 10" + 3 - 472 45
es divisible por 9.

Solucién. Se probard que 10" + 3 - 4"*2 4+ 5 = Omod9. En primer
término, como 10 = 1 mod 9, se tiene que 10" = 1 mod 9. Ademads, como
4 = 1mod 3, se tiene que 4”2 = 1mod 3, y al multiplicar por 3 toda
la congruencia, se obtiene que 3 - 4”12 = 3mod9. Finalmente, como
5 =5mod9, al sumar las tres congruencias se tiene que:

10" +3-4""2 4+ 5=(1+3+5)mod9 = 0mod9
Por lo tanto, 10" + 3 - 4”2 4 5 es divisible por 9. |
Ejemplo 37. Calcule el menor valor positivo de k para que 5 sea divisor
de (37 —4830)16 4 g2,

Solucién. Primero, averigiie cudl es el residuo de dividir (37 — 4830)16
por 5. Para ello observe que 37 = 2mod 5, ademas, 48 = 3mod 5; asi,
482 = 3 mod 5 = 2mod 5 y 48'° = 2° mod 5 = 2mod 5, de donde:

37 —48% = 2—4mod5=3mod5
(37— 48%)" = 3'mod5 =81 mod5 = 1mod 5
(37— 48%)"° = 1%mod5 = 1mod 5

Con lo que el residuo es 1 y asi k debe ser 2. |
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Ejemplo 38. Pruebe que 95897222 + 605111 es divisible por 17.

Solucion. Primero note que 9589 = 1 mod 17, asi se obtiene:
95897222 = 12*210d 17 = 1mod 17
Anélogamente, como 6051 = 16 mod 17 = —1 mod 17, se tiene que:
60511 = (—1)"M mod 17 = —1mod 17

De esto, al sumar, se obtiene que 95892222 4+ 605111 = 0mod 17; de
esta manera se tiene que el residuo es cero, y con ello el nimero dado es

divisible por 17. [ |

Ejercicios (seccién 7.5)

1. Pruebe que cualquier cuarta potencia de un ntumero debe tener
como digito de las unidades a 0, 1, 5 o 6.

2. {Cusles son los dos ultimos digitos en la expansién de 34007

7377

3. Halle el minimo valor positivo de k, para el cual 707 —k es

divisible por 11.

4. Calcule el residuo que se obtiene al dividir 21990000 1 1000 000!
por 77.

5. Calcule el residuo que se obtiene al dividir (2324 4 2000)%° por 7.

6. Calcule el residuo de dividir (2346 + 43213%%)3 por 7.

7. Pruebe que cualquier niimero que sea un cuadrado perfecto debe
tener como digito de las unidades a 0, 1, 4, 5, 6 0 9.

8. Pruebe que 200199 4 27! + 123456 no es un cuadrado perfecto.

9. Halle el residuo de dividir el ntimero (116 +17'7)*" por 8.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Pruebe que 95892222 1 6051111 es divisible por 17.

Halle el residuo de dividir el nimero (123477 - 3799)44 por 7.

Analice si existe k tal que k? = 19891988 4 6.

Pruebe, sin utilizar induccién, que para todo natural n:

)

b) 42+l 4 372 o divisible por 13.

(c) 24+t — 22" 1 es divisible por 9.
)

383

(d) a®" ! + (a — 1)"*2 es divisible por a®> — a + 1, para a € N.

Verifique, utilizando congruencias, que la conjetura propuesta por

Fermat de que los ntiimeros de la forma 22" + 1 son primos, es falsa

para n = 5.

Sea n = ax10* + aj_110F~1 + ... + ag. Pruebe que 11|n si y solo

si 11’((10 —ay+ag+ -+ (—1)kak).

Sea n un numero de cuatro cifras, es decir, n = 1000az + 100as +
10a; 4 ag. Pruebe que 7|n si y solo si 7|(ag + 3a1 + 2a2 + 6a3).
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7.6 Resultados importantes

Dentro de los resultados sobre congruencias, se tiene:

Teorema de Wilson. Para p primo, se cumple:

(p—1)!'=—-1modp

Teorema de Fermat. Si p es primo, todo entero a satisface
a? = a mod p y todo entero a no divisible por p satisface a?~! =

1 mod p, es decir, a?~! — 1 es divisible por p.

Ejemplo 39. Si a no es divisible por p y n = m mod (p — 1), entonces
a™ = a™ mod p.

Solucion. Suponga que n > m. Como p—1|n—m, se tiene que n—m =
¢(p — 1) para algun entero positivo ¢. Como a no es divisible por p, del
teorema de Fermat se tiene que a?~' = 1 mod p y (a?~1)¢ = 1 mod p;
asi "™ = 1mod p, como a™ = a™ mod p resulta que a" Ma™ =
a™ mod p con lo que se obtiene el resultado a™ = a™ mod p. [ |

21 000 000

Ejemplo 40. Para encontrar el residuo de la division de por 7,

es posible utilizar el resultado del ejemplo anterior. Como 1000000 =
4 mod 6, se tiene 21990000 = 94 1)6d 7 = 16 mod 7 = 2 mod 7; asi, el

residuo es 2. [ |

Ejemplo 41. Demuestre que N = n'® —n es maltiplo de 2730, Vn € N.

Solucion. Como N se puede factorizar como N =n (n12 — 1), se tiene
que N es divisible por 13; como N se puede factorizar como:

N:n(n6+1) (nﬁ—l),
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se tiene que N es divisible por 7. Ademés, N se puede factorizar como:
N=n(n®+1)(n*+n?+1) (n* - 1)
y se obtiene que N es divisible por 3. Analogamente,
N=n(@n®+1)(n"+n*+1) (n+1)(n—1),
por lo que es divisible por 2; por ultimo:
N=n(n®+n*+1) (n*-1)

Con lo cual, N es divisible por 5. Resumiendo: a partir del Teorema de
Fermat, se ha probado que N es divisible por 13, 7, 3, 2 y 5. Ademds,
como todos ellos son niimeros primos, N es divisible por su producto;
asi, N es divisible por 13-7-3-2-5=2730. |

Un resultado que es natural y logico pero, a su vez, muy importante
y util, es el conocido principio del palomar o principio de las casillas.
Establece que si n 4+ 1 palomas viven en n casitas, entonces al menos 2
palomas viven en la misma casita.

En los dos ejemplos siguientes se muestra la utilidad de este principio,
ellos son de la autoria del famoso matemaéatico Paul Erdos.

Ejemplo 42. Dados n enteros, pruebe que uno de ellos es multiplo de
n o se pueden sumar varios de ellos para dar un mailtiplo de n.

Solucion. Llame aq, as, ..., ay, los n enteros. Siuno de ellos es multiplo
de n, ya se cumple la conclusion y no habria nada que probar. Suponga
que esto no ocurre, considere S; = aj+ag+- - -+a;. Los posibles restos de
la divisién de los S; por n son solamente 1, 2,...,n—1, y como se tienen
n numeros S;, por el principio del palomar, habra dos donde el residuo
da el mismo valor, lldmelos S; y Sj4%, de donde S; = S;y mod n, es
decir Sjir — Sj = aj11 +ajy2 + - + ajp es divisible por n. |
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Ejemplo 43. Sean ai, as,...,an+1 enteros menores o iguales que 2n,
pruebe que al menos uno de ellos es divisible por otro.

Solucion. Note que a, = ¢, - 25 con ¢, impar y menor que 2n, pues
todo numero entero se puede escribir como una potencia de 2 por un
numero impar. Dado que la cantidad de enteros impares menores que 2n
es n y se tienen n 4+ 1 ntimeros, por el principio del palomar se concluye
que dos de estos impares se repiten, lldmelos ¢; y ¢;. Es claro que si
k; > k;, se tendria que a; divide a a;, y si k; < kj, a; divide a a;. |

Si @ y b son nimeros enteros, el maximo comun divisor
de a y b es el mayor de todos los divisores comunes de a y
b, y se denotard por m.c.d.(a,b). Ademds, se dice que dos
numeros enteros a y b son primos relativos si y solo si

m.c.d.(a,b) = 1.

Antes de enunciar el siguiente resultado, se define la funcién ¢ de
Euler para valores enteros de n como el niimero de enteros no negativos
b < n tal que m.c.d.(b,n) = 1. Una forma sencilla de calcular el valor
de esta funcién para n es con base en la factorizacion en factores primos
de n, n =p{" - p3?---pit; de esta forma, se tiene que:

wn=n(i-5) (-5) 0

Ejemplo 44. La factorizacion en factores primos de 3500 es 22 - 53 - 7.
Asi, ¢(3500) = 3500 (1 — ) (1 - 1) (1 - 1) = 1200. |

El siguiente teorema es la “Generalizacién del Teorema de Fermat”
y se conoce como el Teorema de Euler, ya que fue él quien lo demostré.

Teorema de Euler. Si m.c.d.(a,n) = 1, entonces:

a?™ =1 mod n.
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Ejemplo 45. Se sabe que ¢(20) = 8, observe que 3% — 1 = 6560 =
328 - 20, es decir, 3¥(29) =1 mod 20. |

510 109
Ejemplo 46. ;Serd el nimero 10" 5197 Givisible por 117

Solucion. Del Teorema de Fermat se sabe que 5'° = 1 mod 11, y dado

5
que 107" es multiplo de 10, resulta que:

10°
5105 =1 mod 11.

Ademas, dado que toda potencia de 5 es impar, y 10 = —1 mod 11, se
tiene:

105“’510 = 1mod 11
de donde
510510 105105
10 +5 =—-1+1mod1l =0mod 11.

Es decir, si es divisible por 11. |
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Solucion de algunos ejercicios

“Cada problema que resolvi

se volvio una regla,

que sirvio mds tarde,

para resolver otros problemas”.

Descartes






Seccion 1.1, pagina 35

3. Cama suiza de roble en 1875, mesa austriaca de cedro en 1825 y
silla francesa de fresno en 1850.

4. Tomando en cuenta como orden el tercero, el segundo y el primero,
los posibles acomodos de los sombreros son: BBB, BBR, BRB,
RBB, RRB, RBR, BRR. De los cuales se descarta BRR, pues si el
primero hubiera visto los dos sombreros rojos de adelante, no hu-
biera dudado en decir que el suyo era blanco. Ademads, se descarta
BBR y RBR, pues si el segundo ve un sombrero rojo delante de
él y sabe, ademads, que el tercero no vio dos rojos delante de él, el
segundo hubiera podido asegurar que su sombrero era blanco. Al
descartar estos tres casos, en los cuatro casos restantes se ve que
necesariamente el sombrero del primero es blanco.

5. En forma de una estrella de 5 puntas, con un nino en cada punta

y en cada interseccion de los segmentos %.

6. Piense en una piramide con base triangular.

.

8. El nino tiene el pelo rojo.
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10a.

10b.

10c.

10d.

10e.

10f.

11.

12.

13.

14.

Apéndice A. Solucién de algunos ejercicios

. Sin tomar en cuenta la portada y contraportada, la polilla atraveso

102 hojas en total.

X =10. Aumentan progresivamente en 1, 2, 3, 4...

X =11. Cada paso multiplica por 3 y alterna sumar 2 y restar 2.
X = 27. Alternan dos series, una se suma 5 y la otra resta 3.

X =174. Se suma 3 y se multiplica por 3 en forma alternada.

X = 14. Se divide por 2 y se resta 2 en forma alternada.

X = 253. Los elementos de la segunda fila se obtienen sumando o
multiplicando (en forma alternada) los de la columna anterior.

Observe la simetria axial con una recta vertical en cada término,
el sexto serd un numero seis y su reflejo.

Si hay 70 inteligentes y 70 guapos, serian 140 entre ambos, pero
como son 100, debe haber al menos 40 que sean inteligentes y
guapos a la vez. Luego, al haber 40 inteligentes y guapos y 70
buenos, serian 110, pero como son 100, debe haber como minimo
10 que sean inteligentes, guapos y buenos a la vez.

Se llena la de 4 y se vacia en la grande. Se llena de nuevo la de
4 y se vacia parte del contenido hasta llenar la grande, por lo que
en la jarra pequena quedard 1 litro. Luego, se vacia la grande y
el litro de la pequena se vacia en la de 7 litros. Se llena de nuevo
la pequena y se vierte el agua en la grande; asi, en la grande se
tienen 5 litros.

Si A fuese mentiroso, lo que dijo seria mentira, con lo cual la verdad
seria “B es mentiroso y yo soy sincero”, pero esto es imposible, ya
que se estarfa afirmando que A es mentiroso y sincero a la vez.
Por lo tanto, se concluye que A es sincero, y con ello, lo que dice
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19.

21.
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es verdad, de donde B es sincero. Se concluye que tanto A como
B son sinceros.

Llame A, B y C al primero, segundo y tercer vacilonio respectiva-
mente. Se analizaran los dos casos posibles: A es sincero y A es
mentiroso. En el primer caso, es decir, si A es sincero, entonces
C' debe ser mentiroso, puesto que C dijo que A era mentiroso;
ademads, A deberia haber respondido que él era sincero, por lo que
B dijo la verdad y eso lo convierte en sincero. Resumiendo, en
este primer caso se tiene que A y B son sinceros y C' es mentiroso.
En el segundo caso, si A es mentiroso, C' dijo la verdad y esto lo
convierte en sincero; ademas, A deberia de haber contestado que
él no era mentiroso, pues como mentiroso que es, deberia de haber
mentido, de donde se sigue que B dijo la verdad y, por lo tanto,
es sincero. En este segundo caso, se ha visto que A es mentiroso,
B y (' son sinceros. Es decir, en ambos casos se ha concluido que
B es sincero y siempre hay un mentiroso.

Es claro que un sincero no puede afirmar “yo soy un mentiroso”,
pues estaria mintiendo; ademas, un mentiroso tampoco puede afir-
mar “yo soy un mentiroso”, pues estaria diciendo la verdad, es de-
cir, aunque no se sabe lo que dijo A, es seguro que no afirmé que
era mentiroso. Por lo tanto, B mentia cuando dijo que A habia
dicho que era un mentiroso. Por lo tanto, B es mentiroso. Por
ultimo, C dice que B esta mintiendo, lo cual es cierto; por lo tanto
C es sincero.

Si A es sincero, lo que dijo seria verdad; sin embargo, afirma que
es mentiroso, pero no puede darse que sea sincero y mentiroso
a la vez. Por lo tanto, A es mentiroso y lo que dijo: “Ambos
somos mentirosos(as)” es mentira, es decir, lo cierto es “alguno es
sincero”, y como A no es sincero, se desprende que B debe ser
sincero y, en consecuencia, lo que dijo es verdad. Por lo tanto, A
es una mujer mentirosa y B es una mujer sincera.
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22.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Apéndice A. Solucién de algunos ejercicios

Se encontraron el jueves.

Alicia es costurera y tiene un Fiat; Barbara es dentista y tiene un
Mercedes; Carolina es bidloga y tiene un Toyota; Diana es abogada

y tiene un Subart.
T=3R=5FE=6,5=2,N=1,U=0,V =8.

Para iniciar, debe observar y concluir (desechando los otros casos)

que M debe ser 1; luego, S debe ser 9; luego O debe ser 0, etc.
9 5 6 7

Para obtener finalmente que la sumaes: + 1 0 & 5
1 0 6 5 2

El culpable es Rafael.

Se colocan los dos primeros interruptores encendidos y los dos
ultimos apagados, es decir, FEAA. Se espera unos minutos, se
colocan en FAFEA y entra a la habitacién: si el bombillo estd
caliente y encendido, el interruptor correcto es el primero; si el
bombillo esta caliente y apagado, el interruptor es el segundo; si
estd frio y encendido, es el tercero, y por ultimo, si estd frio y
apagado, es el cuarto interruptor el que enciende el bombillo.

Se puede lograr con una sola pesada. Coloque una moneda del
primer saco, 2 monedas del segundo saco, 3 del tercero y asi suce-
sivamente hasta 8 monedas del octavo saco.

La botella méas pequena les permite adelantar hacia la piedra, y la
del extremo derecho los llevard hacia atras.
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Para A, B, C las posibles edades, se tienen 8 casos posibles:

A B (C
1 1 1 36
2 1 2 18
3 1 3 12
4 1 4 9
) 1 6 6
6 2 2 9
7 2 3 6
8 3 3 4

Sélo en los casos 5 y 6 se obtiene una suma igual, de manera que si
le faltaba un dato, el amigo vive en la casa niimero 13. En ambos
casos hay mellizos, pero sélo en el caso 6 se puede hablar de el
mayor; por lo tanto, las edades son 2, 2, 9.

Sean: z la edad que yo tengo y y la edad que tu tienes. Se plantea
el sistema de ecuaciones lineales:

2(y—(x—y)) =
(z+(@—-y)+y+(r—-y) = 63

Al resolverlo, se obtiene que yo tengo 28 y ti 21 afios.

El origen de la paradoja de Protagoras reside en el hecho de que
tanto Protagoras como su alumno primero aceptan la autoridad
del tribunal, pero después, si el veredicto no les favorece, deciden
no someterse. Dicho de otra manera: mas que una paradoja, este
es un caso de mala fe por parte de maestro y alumno. La final-
idad del pleito es resolver el conflicto entre las partes. Pero deja
de tener sentido si estas condicionan su acatamiento al resultado.
Conclusiéon: Si no van a juicio, pues no hay paradoja. Si van a
juicio, tendran que acatar sin discusion lo que decida el tribunal.
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34c. Si no se afeita a si mismo, serd una de las personas de la ciudad
que no se afeitan a si mismas, con lo cual deberia de afeitarse,
siendo, por tanto, una de las personas que se afeitan a si mismas,
no debiendo por tanto afeitarse.

Seccion 1.2, pagina 53

3. Tome A, B verdaderas y C', D, FE falsas.

11. (a). P—(QAR)
(b). (QAR)— P
(). ~S=(Q—P)
(d). (=QV-R)— (=PAS)
(e). QV (S« —P).

13. La tabla de verdad de (P | Q) | (P | Q) es:

PlQI(PIQI(PIQ)

T <] <|'
M <| =] <O

|
v
F
F
F

< <|<| ==

Con lo cual se tiene que (P | Q) | (P | Q) =P AQ.
Seccién 1.3, pagina 61
1. PVR
9. (P <> R)A—(-PVR) = (<P V R)A(-RV P) A (P A -R) =
(«PVR)A[(-RVP)AP]A-R=—~(PA-R)A(PA-R)=F
3. PVS

4. [(-PVQ)AP] - Q =[(-PAP)V(QAP)] — Q= [FyV(QAP)] —

Q= (QAP) — Q = ~(QAP)VQ = =QV-PVQ = (-QVQ)V-P =
VWwV-P=V,
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5. Fy
6. =P

7. [(-PVQ)A=R] — [(~QAR)VP] = [(PA-Q)VR|V[(-QAR)VP] =
[(PAN=Q)VPIV[(-QANR)VR|=PVR

8. ("PAQ)V[-PA-(QAR)]V=(R— P)=(-PAQ)V(=PA-Q)V
(=PA=R)V(RA=P) = [(-PAQ)V (=PA=Q)]V[(=PA-R)V(RA
—-P)] = [-PA(QV-Q)]V[-PA(-RVR)] = [-PAVo]V[-PAVy] =
-P

9. [P — (QAP)V[-QA(PVQ)] = [FPV(QAP)V[-QA(PVQ) =
[FPV(QAPIVI(=QAP)V(=QAQ) =[PV (QAP)V[(-QA
P)VF)=-PV[(QAP)V(~QAP)=-PV[(QV-Q)AP| =
-PV(WAP)=-PVP=V,

10. ﬁQvﬁ[[ﬂ[(P/\Q)v(PAﬂQ)]vQ] /\P] EﬂQ\/ﬂ“—'[P/\(Q\/
-Q)] Vv Q] /\P] =-QV-[(-PVQ)AP]=-QV~-[(~PAP)V
(QAP)] =-QV-[(QAP)=-QV-QV-P=-QV-P

14. =P A-Q
Seccion 1.4, pagina 71

1d. Se parte de las premisas 1. P — @, 2. Q@ — RAS, 3. ~RV-TVU,
4. P NT, se debe probar que es valida U.

5 P Simpl. a 4.
6. T Simpl. a 4.
7. Q MP a1y 5.
8. RAS MPa2yT.
9. R Simpl. a 8.
10. -T'vU SDa3y9.
11. U SD a 6 y 10.
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1f.

1p.

2a.

3g.

Apéndice A. Solucién de algunos ejercicios

Se parte de las premisas 1. V' — (RVP), 2. R — =V, 3. L — =P,
4.V, se debe probar que es valida =(L A D)

5. R MT a2y 4.
6. RVP Separacién a 1y 4.
7. P SDaby6.
8. L MT a3y
9. —=LVv-D Adiciéon de =D a 7.

10. —=(LAD) De Morgan a 9.

Se debe simbolizar correctamente si, por ejemplo, se toman las
proposiciones P : x =5, Q : z >z, R:x <7, §:x <6,
T :2 =3, U:z=_8. Para finalizar, usted debe demostrar la

validez del argumento:

Q—R
(SVT)—Q
SANU
-RV P

Ll

s P

Se debe probar que las premisas 1. P — @, 2. PV (T'AYS),
3.Q — R, 4. =R, implican légicamente a la conclusién S

5 P— R SHalys3.
6. —-P MT a4y 5.
7. TNS SDa2y6.
8. S Simplificacion a 7.

Considere las proposiciones: M: matriculo Matemética discreta;
G: gano los otros cuatro cursos matriculados; C: cambio de car-
rera; N: me he decidido; D: quiero estudiar computacién. Se debe
probar = N.
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1. -M-—G Premisa

2. GvC Premisa

3. MAC — —-N Premisa

4. =(GA-D) Premisa

5. -D Premisa

6. -GVvD DM. a 4.

7. -G SDaby6.
8. M MT aly 7. y DN.
9. C SD.a2y7.
10. MAC Adj. a8y 0.
11. =N MP. a 3 y 10.

Considere las proposiciones P: Leo es un muchacho y las variables
x: la edad de Leo y y: la edad de Juan. Asi, la proposicién “Si Leo
es un muchacho, entonces Leo es mds joven que Juan” se simboliza
como P — z < y. Luego de simbolizar todo el argumento, usted
concluird que “Leo es una muchacha”.

Considere las proposiciones:
P: le pago al sastre; D: tengo dinero; B: puedo llevar a mi novia
al baile; T": tengo traje; £: mi novia se enojara conmigo.

P — =D Premisa

B—D Premisa

-B—F Premisa

-P — =T Premisa

=T — —~B Premisa

-Dv-T LC.al,d4.

-D — =B contrapositiva a 2.
-Bv—-B DCab,6yT.
-B Idemp. a 8.

10. FE MP a3y 9.

© ® N oUW
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Apéndice A. Solucién de algunos ejercicios

. Basta encontrar una asignacién de valores de verdad para cada

proposicién atémica, de manera que las premisas sean verdaderas
y la conclusion sea falsa.

. Considere las proposiciones:

P : Usted es un nino; @ : Usted es ilégico; R : Usted puede domar
un cocodrilo; S : Usted es despreciado.

La proposicién “Los nifios son ilégicos” se simboliza como: P — @Q;
la proposicién “Nadie es despreciado cuando puede domar un coco-
drilo” se simboliza como: R — —.S; y por ultimo, la proposicion
“Las personas ilogicas son despreciadas” es (Q — S. De estas tres
premisas, usted puede inferir como conclusion P — —R, que en
palabras dirfa: “Si usted es un nino, no puede domar un coco-
drilo” o, como el mismo Lewis Carroll escribiera, “Los ninos no
pueden domar cocodrilos”.

. En Vacilonia no llueve, las vacas vuelan, sus habitantes son altos

y tienen cinco ojos.

. Aqui solamente se probaron MIM y MIU; para abreviar, indicé

sobre la flecha la regla que se utiliza:
MI -5 MIMIMI -5 MIMIMUT = MIMIUT % MIMIIII = MIM

Como ya se probé que MIM es admisible, se puede utilizar para
probar MIU:
MIM -5 MIMU % MIU

Para el resto de las palabras, usted debe encontrar el procedimiento
correcto. Por 1ltimo, para probar que MU no se puede probar,
observe que con cualquiera de las reglas que se aplican se mantiene
que la cantidad de I que aparecen sera siempre impar, y como MU
no tiene cantidad impar, nunca se podréa deducir.

. Recuerde que a > b es equivalente a escribir a > b V a = b. Debe

aplicar la distributividad en (a > b V a = b) A a < b, luego la Ley
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de Inversos, distributividad, e Inversos nuevamente para concluir
entonces que a = b. Ademds, tome en cuenta que la proposicién
a>b N a<bes una contradiccion.

Seccion 1.5, pagina 80

lc. Se escribe la expresién como una disyuncion de conjunciones:

“[=(=PA=Q)V ~(Q — R)| A=(R — P) Justific.
=(-PA-Q)N(Q— R)N—-(R— P) DM y DC.
=(-PA-Q)AN(=QV R)N(RAN—P) DM.
= [(=PA-QA=Q)V (P A=QAR)| A(RA=P) Aso., Dist.
=(-PA-QAR)V(=PA-QAR) Dist., Idem.

le. (PVR)A(PVSVT)A(QVR)AQVSVT).
Seccion 1.6, pagina 91

la. (Va,b € R")(3n € Z)[na > b]

1d. (Vz € RY)(3n € N*)[L < z]

le. Considere las proposiciones abiertas P(a,b): a y b son primos re-
lativos, y M(a,b): el mdximo comun divisor a y b es 1, por lo que
la proposicion se simboliza como:

(Va € N)(Vb € N) [P(a,b) < M(a,b)]
O simplemente Ya,b € N [P(a,b) <> M(a,b)]
lg. ~dz e Ry e Ry<z]=VreRIy e Ry > x]
3a. (Gn e N)[n? —2n+5 < 4]

4b. Al menos un miembro del club tiene 30 afios o menos.
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10b.

10e.

13.

17.

18.

Apéndice A. Solucién de algunos ejercicios

. (a). V pues z = 9 cumple; (b). V pues z = 7 cumple; (c). V

pues todos cumplen; (d). F pues z = 7 no cumple.

@).F b).V (¢.F (AV (o). V

. P(z) : = gusta de la poesia; Q(z) : = es domesticable.

“Ningun conejo que gusta de la poesia es indomesticable” se sim-
boliza como —3x [P(x)/\—'Q(x)] y es equivalente a las proposiciones
Vz[-P(z) vV Q(z)] o Vz[P(z) — Q)]

2

Se debe probar que si n es impar, entonces n° es impar. Si n es

impar, existe k € 7 tal que n = 2k + 1, esto implica que:
n? = (2k +1)% = 2(2k* + 2k) +1 = 2k’ +1,
con k' € 7, con lo cual n? es impar.

Si n+m es par, entonces, por la parte 10a, (n +m)? también es
par. Desarrolle la formula notable y concluya.

(Je>0)(V0 > 0)[z <A flz) > ¢
Su demostracién se hara probando la validez de su contrapositiva:
(=0 A y=0)—~[(Va,beR)ax+by=0],
que es equivalente a:
(x#0V y#0)— [(Fa,beR)az + by # 0]
Basta tomar x #0, a =1, b = 0.
Sea P la proposicién del enunciado. Asi, su negacion es:
-P=3abeR) [az+by=0 A (z#0 V y#0)],

que es verdadera al tomar a = 0, b = 0, por lo que la proposiciéon
P es falsa.
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19. Observe que para cada valor € positivo se puede tomar § = 5 y se
cumple la proposicion.

Seccion 1.7, pagina 98

1b.
1. Vo [-Q(z) — —P(z)] Premisa
2. Va [Q(z) — (R(z) A S(z))] Premisa
3. fa [-P(z)Vv-T(z)] Premisa
4. Vx ~[-P(z) vV -T(z)] (1.5) a 3.
5. Va [P(z) AT(z)] De Morgan a 4.
6. Vz Pz Simplificacién a 5.
7. Vz [P(z) — Qz)] Contrapositiva a 1.
8. VaQ(z)] MT a6y 7.
9.  Va [R(z)AS(z)] MT a2y 8.
10.  Vz S(x) Simplificacién a 9.

Seccién 2.1, pagina 121

3. B x A={(1,2),(1,2),(1,{2}). ({2}.2), ({2}.2), ({2}, {2})}
— {2,{2}. {2}, ({2}}. {2.2}. {2, {2}, {2, {2}, 4}
AnB={{2}}
B—A={1}

5. (AUC)AB—{a c}

P(ANB) ={@{e}. {f} {e. f}}
(C x B) = (Ax C) = {(a,b),(a,c), (d,b), (d,c),(d,d)}

8. P(P(4)) = P ({2.{a}}) = {&.{2}. {{a}}. {2, {a}} }
P(4) x P(4) = {(2,9),(2,{a}), ({a}, @), ({a}, {a})}
10. C — (AA B) = {4}
P(A) - P
(ANC) x

(B) = {{2},{2,3}.{2,4},{2,3,4}}
(BUC) ={(2,0),(2,5),(4,0),(4,5)}
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12. A=1{2,3,4,6,8,9,10}, B = {6}, C = {2,3,4,8,9,10}

14. Es claro que cualquier elemento de A se puede escribir como un
elemento de B; para ello observe que 3n —2 =3n—-2+4 -4 =
3n—6+4=3(n—-2)+4=3m+4, donde m =n — 2 es entero.
Andlogamente, cualquier elemento de B se puede escribir como un
elemento de A. Por lo tanto, A = B es una proposicién verdadera.

23. Si la palabra heterologica fuera autoldgica, entonces cumple con
lo que ella significa; por lo tanto, es heterologica. Por otro lado,
si la palabra heteroldgica fuera heteroldgica, cumpliria lo que sig-
nifica; por lo tanto, seria autolégica. En ambos casos se tiene una
contradiccién. Observe que el razonamiento es andlogo al de la
paradoja de Russell.

Seccién 2.2, pagina 131

SoT 522681522 _ 174053
2e. 5,22681 = 550555 = 33300

7092 — 133671547733
2g. 267, 345768923 = 133071547733

971 _ 5623374—-5623 __ 5617751
da. 56,23374 = SCZETIS — SCLTIEL,

Seccién 2.3, pagina 135
2. La tnica verdadera es la segunda.
Seccién 2.4, pagina 140

1.

[((AUB)NAJUB =




6. U
7. AUB

8. BNC

Seccion 2.5, pagina 146
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4. 1100 solo guitarra; 100 solo saxofén; 900 guitarra y saxofén; 2250

solo un instrumento.

5. Solo futbol 150 personas; 180 solo atletismo y 250 solo ciclismo.

8. |P(A) x P(B)| = 32, por otro lado, |P(A x B)| = 64.

10. (a). 16 (b). 32 (c). 16
12. 3-25 =96

13. (a). 12 (b). 246 =224
14. (a). 3-2° =96
15. 496.

16. 6-27 = 768

17. 17a. A = {@};
17d. A={1,2};

(b). 237 =22

17b. A = {1,2,3,4,5,6}; 17c. A = {1};
17e. A={2,1}

17f. A={2,1,2,3}.
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18. Se utiliza la férmula 2.1 y las leyes a la expresién |[A U (B UC)|:
=|A|+|BUC|—|AN(BUCQC)|
=|A|+ |B|+|C|—|BNC|—=[(ANB)U(ANCQO)|
=|A[+[B]+|C| = |BNC|
. (]AﬂB\ +lANC) - \(AmB)m(AmC)\)
=|A|+|B|+|C|—-|ANnB|—-|ANC|—-|BNC|+]|ANBNC|

Seccién 2.6, pagina 153
3. A=1[2,5 y B=[3,4].
Seccién 2.7, pagina 162

Ib. Se PA)UP(B)=Se P(A)vSePB)=SCAVSCB=
SCAUB= SePAUB)

le. (a,b) € AxB=a€ ANbe B=a¢ ANb¢ B = (a,b) ¢
AxB=(a,b)ec AxB

ld re B-A=zxeBNr¢A=>reB=>rx¢AVreB=~(xe
ANz ¢ B)=-(r€A—-B)=xcA—-B

2a. Suponga que AN(B—A)# @ = Jz talque z€ AN(B—A) =
re€ANz e (B-—A) =z ANz eBANz ¢ A= ANa ¢
A(=<); por lo tanto, AN (B —A) =2

2d. a€e (A-B)—-CeacA-BANa¢gC&S(aeANagB)Na¥d
CeacAN(agBNaglC)esacAN—(aeBVael)s
a€AN-(aeBUC)&ac AN (agBUC)=ace A—(BUQ)

20. (a,b) e Ax(BNC)<ac ANbeBNCwacANb¢E BNC <
acANDBEBVDLEC)s(acANbEB)V (aeAANbE
C) & (a,b) € AXB V (a,b) € AxC & (a,b) € (Ax B)U(Ax ()
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2r. A partir de la definicién, se sabe que AAB = (A—B)U(B—A); por
lo tanto, basta probar que (A—B)U(B—A) = (AUB)—(ANB):
r€(A-B)UB—-A)< z2€(A-B) Vze(B-A)
SxeANr ¢ B)V(reBAx¢A)
S (reAVeeB)AN(zreAVa ¢ A)
Nzg¢gBVreB)AN(x¢ BVa¢gA)
S (re AUB) ATy Nz ¢ (AN B)
< (re AUB)A Az ¢ (ANB)
< ze(AUB)—(ANB)

2s. Se probard que Vo [t € A— (BUC) <z € (A— B)N (]

reA—-—(BUC)e z€ANac¢gBUC
r€AN(xéB AN x¢C)
(xe ANz ¢ B) N x¢gC
reA-BANzeC

re(A-B)n C

S A

3g. Se debe probar, bajo la hipotesis D C A— B AN E C AN B, que
se cumple D N E = &. Se efectia la prueba por contradiccion, es
decir, suponga que D N E # &; a partir de esta proposicién, se
sigue que:

dJoe DNE = (a€D) A (a€E)

(
= (aeA—B) AN (a€ ANDB)
= (@€ANaé¢B)AN(a€AANacB)
= (¢ B Na€B) (=<«

La ultima proposicion es una contradiccién que se obtuvo al supo-
ner DN E # &, con lo cual, esta suposicion es falsa y se concluye
que DN E = & es verdadera.
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3l. Para este ejercicio, debe recordar la Ley de exportacion, con lo
cual, es claro que se tienen dos hipétesis:

1. A#@esdecir,3x /| z€ A
2. Ax BCAxC

Bajo estas dos hipdtesis se debe demostrar que B C C.
Prueba:

be B (x,b) e Ax B
(x,b) e AxC
reANbeC

beC

¢l

3m. Se parte de las premisas:

1. ANBCD
2. BND=g

Es necesario probar que A C D. Suponga, por contradiccién, que

AZ D:
3. Jx /) x€A AN x¢D Definicién
4 reA Simplificacién a 3.
5. x¢&D Simplificacion a 3.
6. x££ ANB Contrapositiva a 1.
7 r¢ AV x¢B De Morgan a 6.
8 r ¢ B Silogismo disjuntivo a 4 y 7.
9. x¢B ANz¢gD Adjuncién de 5 y 8.
10. z€B A xz€D Definicién de complemento a 9.
11. z€BND Definicion de interseccién a 10.

Lo cual es una contradiccién con la premisa 2.; por lo tanto, se
concluye que A D es falsa, es decir, que A C D es verdadera.
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4h. En el ejemplo 68 se probé “=". Para probar “<”, suponga que
ANB # @, sesigneque Jr e ANB=2z€ A NzeB=uxc
B A x € B (=<); por lo tanto, AN B = .

5c. SiA={1,2}, B= {2}y C = {3}, se tiene que A—(BNC) = {1,2};
ademds, (A — B)N(A—C) = {1} y es claro que A— (BNC) ¢
(A—B)N(A-C).

5f. Si A= {1}y B = {2}, se tiene que AUB = {1,2}, asi, P(AUB) =
{2,{1},{2},{1,2}}, mientras que P(A)U P(B) ={2,{1},{2}} v
es claro que P(AU B) ¢ P(A) U P(B).

bh. Para A = {1,2}, B = {2,3}, C = {1,2} es claro que A — B # O
y B — C # @ son verdaderas, pero A — C' # & es falsa.

Seccién 3.1, pagina 174

4. Gr ={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,4),(3,5),

(4,2),(4,3), (4,5),(5,3), (5,4)},
Gs ={(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3),(5,1), (5,2), (5,3),
(5, 4)}

G(SOR)—('ROS) = {(17 1)7 (17 2)7 (27 1)}
Seccién 3.2, pagina 183

2. Las matrices pedidas son:

01100 00000
10110 10000
Mg=|11011|Ms=|[11000
0110 1 11100
00110 11110
10011 1100 0
01001 11100
Mgis=| 001 00 [Msr=|11 110
000 10 11110
00001 11100
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5. Mp = y se tiene que:

e i
_ o O =
== e
—_ o = o

Gr ={(%:1),# ), (a,1),(a,0),(2,8),(0,4), (0, a),(0,2),(0,0)}

Por tltimo, Gz_-1 = {(a,a), (a,2),(2,a), (2, )}
1 0 0 O 1 0 0 O
1 1 1 1 1 1 0 0
O Me=1| o o1 0| M=|1 01 0
1 1 1 1 1 1 1 1
0 010
0 0 01
8. n =4, ademas, Mp2006 = Mp2 = L0 0 0
01 00

Seccion 3.3, pagina 193
la. Ry es no reflexiva, simétrica, transitiva, antisimétrica y no total.
1b. Ro es reflexiva, no simétrica, transitiva, antisimétrica y no total.

le. Rj5 es reflexiva, simétrica, transitiva, no antisimétrica y no total.

5. G ={(1,1),(2,2),(3,3)}

19a. Por hipdtesis, A es finito y tiene n elementos, por lo cual es posible
suponer que A = {ay,az,...,ay}.

“=" Suponga que R es reflexiva, se debe probar que I,, < Mg, es
decir, que la entrada 75 de la matriz I,, es menor o igual que
la entrada ¢5 de la matriz Mp.

Prueba: como se asume que R es reflexiva, se tiene que

a;Ra;, por lo que Mg[i,i] = 1; asi se cumple que I,[i,i] =
= Mgli,i]. Ademsds, es claro que si i # j, se tiene que

I,]i,j] = 0 < MR]i, j]. De donde se concluye que I, < Mg.
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11e.

12c.

14.

17a.

21a.
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“<” Asumiendo que I,, < Mz como hipétesis, se debe probar que
R es reflexiva.
Prueba: como por hipdtesis se asume que I, < Mp, se tiene
que 1 = I,[i,i] < Mg[i,i], con lo cual 1 = Mgli,i] y se
concluye que a;Ra;; por lo tanto, R es reflexiva.

Es claro que no es reflexiva, pues A—A = @. Tampoco es simétrica,
pues A — B # @ no implica necesariamente que B — A # .
Tampoco es transitiva (repase el ejercicio 5h de la seccién 2.7).
Por ltimo, verifique que no es antisimétrica ni total.

Se asume R antisimétrica, se prueba que RNR ™! es antisimétrica.

aRNRW A DRNR e = (aRbAaR™bD) A (BRa AbR ™ a)
(aRbAbRa) A (bRa A aRD)
= a=bANa=b

=

= a=b

Considere A = {1,2} y sea R de manera que Gg = {(1,2)}. Se
tiene que Gr-1 = {(2, 1)}; ademas, Gr r-1 = {(1,2), (2, 1)} Es
claro que tanto R como R~! son antisimétricas, pero RUR ™! no.

Aplicando las definiciones y la hipotesis de que R y S son transi-
tivas, se obtiene:

a(RNS)bAB(RoS)a = aRbAaSbA[3ce A |/ bScA cRal
= (aSb A bSc) N (cRa N aRb)
= aSc N cRb
= a(RoS8)b
Considere la relacién con gréfico es G = {(a, a), (a,b), (b,c), (c, b)}
Como R = (G,A,B)yS=(H,B,C),SoR=(HoG,A,C):
(SoR) 1= (HG) L0 A (A1)
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Ademés, como ™! = (H™1,0,B) y R = (G71, B, A):
R 1oS =G 'oH,C A (A.2)

Como las relaciones en (A.1) y (A.2) tienen el mismo conjunto de
salida y el mismo de llegada, basta ver que sus graficos son iguales,
es decir, basta probar que (H o G)~! =G 1o H L

(ca)e (HoG)™' & (a,¢)eHoG
& (FbeB) [(a,b) € G A (bc) € H]
& (HbeB) [(c, b)e H ' A (bya) € G7']
& (a)eGloH!

Con lo cual, ambas relaciones son iguales.

22b. a € Dras = (3b € B) [aRNSb| = (3b € B) [aRb A aSb] = (a €
Dr A a€D5)2>CL€DRﬂD5

22f. Se debe probar que Vb [b € R[A] — S[A] = b e (R — S)[A]]:

be RIA]—S[A] = beR[A] N b¢ S[A]

[Ba€ A/ aRb] A [Vee A | cgb|
aRb N agb

a(R—-S8)b

be (R —-S)[A4]

L

Seccién 3.4, pagina 201

1. a= {a,b}, ademds, A/R = {5,5, C.la f}-

2. Si A ={1,2,3,4}, las posibles matrices se relacionan con las posi-
bles particiones de A. Asociada a la particién {{1,2},{3,4}} se

1 1 0 0

tiene la matriz ( o oe vl ) Las otras dos posibles matrices se
1

o o0 1

obtienen de las particiones {{1,3},{2,4}} vy {{1,4},{2,3}}.
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(4.9)= {(2k,3k +3) | keT).
G=A{(1,1),(1,4),(4,1),(4,4),(3,3),(3,5),(5,3),(5,5), (2,2), (6,6)}

La familia K si es una particion de R, pues U [i,i4+1[= R; ademas,
icZ
son disjuntos dos a dos, pues [n,n + 1[N[m, m + 1[= & si n # m.

La familia K no es una particién de R, pues aunque si se cumple
U [i,7+ 1[= R, los elementos de la familia no son disjuntos dos a
i€

dos; por ejemplo, [1,3[N[2,4[= [2,3[# @.

{% / k€ Z}yen 3, laclasede 3, estén los nimeros racionales
a

forma % con k € Z, k impar.

5_
2=
de 1
Para comprobar que 11 es organizado, basta ver que los cuatro con-
juntos Ay = {1}, Ay = {2,4}, A3 ={3,6,7} y Ay = {5,8,9,10,11}
forman una particién de A, y ademads, |A1]| =1, |As| =2, |A3| =3
y |A4] = 5. Ahora, para comprobar que 21 es organizado, observe
que 2l =14+24347+38.

Seccion 3.5, pagina 211

2.

G={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(1,3)(3,1),(2,3),(3,2) }.

Seccién 4.1, pagina 226

D.

6.

Existen 6* = 1296 funciones diferentes de A en B; ademés, existen
6-5-4-3 =360 funciones inyectivas de A en B.

f{a,c}) =2, f({{a},{a,b},{b}}) = {1,2}. Por otro lado, la
imagen inversa del conjunto {2,4} estd formado por las preimage-
nes de 2 y de 4; asf, f~! ({2,4}) = {{a,b},{a,c},{b, c}} No es
inyectiva, pues el 2 tiene varias (tres) preimagenes; no es sobreyec-
tiva, pues el elemento 4 no tiene preimagen.
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11.

12.

13.

14.

17b.

18.

20.

22.

23.

Apéndice A. Solucién de algunos ejercicios

. Dy ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3,3)}, el

ambito es Ay = {1,3,4}, su codominio es B. No es sobreyec-
tiva, pues el codominio y ambito no son iguales. No es inyectiva,
pues (1,2) y (2,3) tienen como imagen a 1, es decir, el 1 tiene
més de una preimagen. Por dltimo, f~! ({2}) =g, f! ({3}) =
{(2,1),(3,1), (3.2)}.

Al calcular F5(45!) = 41 y E5(45!) = 10 y notando que para tener
un cero final se necesita divisibilidad por 10 = 2 - 5. Se concluye
que el niimero de ceros al final es 10.

(a). 5760 (b). 9801 (c). 58176
Ba15Y) = | ) + %)+ L)+ 7] + B8]+ L] =37+ 180+
44241=T1

(a). p=4,p=—-1 (b).p=2,p=-2,p=1.

Sea h(x) = f(x)g(x) con f y ¢ impares, basta ver que h(—z) =

f(=2)g(=2) = (=f(z)) - (—9(z)) = f(2)g(z) = h(z)

Si la funciéon f es par e impar a la vez, se debe cumplir que
f(x) = f(—=x) = —f(x), de donde f(x) = —f(x) y se obtiene
que la funcién buscada es la funcién nula f(z) = 0 para todo = en

el dominio que se tome.

f([0,4]) = [1,3],

A
f ([%, 1[) = {3}, f! ([0,3[) = [-3,—2[. Para las imégenes se
evalia: f(—2) =3, f(1) =3, f(3) = 4. La preimagen de —5 es —4,
es decir, f~1({-5}) = {—4}. Por ultimo, f~*({3}) = {-2} U0, 2]

—1([0,4]) = [~1, +o0].

La funcién X, corresponde a la funcién constante cero y Xy a la
funcién constante uno. Para probar las igualdades funcionales que
se dan, en cada caso, analice los diferentes conjuntos disjuntos que
forman el universo E. Por ejemplo, para verificar que la identidad
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Xaup (@) = Xa(@)+X (@) =X 4(x)- X g(x) es verdadera, considere
los siguientes cuatro casos: z € ANz € B, v ¢ ANz € B,

x € ANz ¢ B,z ¢ ANx ¢ B,y verifique que en cada uno de
ellos se cumple la igualdad. Por tltimo, al utilizar las equivalencias
anteriores, para x € F se obtiene que X 4o 5(2) = X 4(2)+X g(z)—

2X 4(2)X p().
24b. Se debe probar que Vb [b € f(DNE) = be f(D)N f(E)]:

be f(DNE) Jae DNE / f(a)=0
aceDANa€eE |/ fla)=0b

laeD / fla)=bjAacE /| f(a)=0]
be f(D)Nbe f(E)

be f(D)N f(E)

I

24c. Asumiendo que f es inyectiva, se debe probar la igualdad f(D N
E) = f(D) N f(E), es decir, se deben probar ambas inclusiones.
En el ejercicio 24b se probd la inclusién f(DNE) C f(D)N f(E),
solo faltaria probar la inclusién f(D) N f(E) C f(DNE):

be f(D)Nf(E)

be f(D)Nbe f(E)
[BaeD / fla)=blA[Fd €E | f(d)=0]
fla) = f(a’)

aceDANa€eE |/ f(a)=0b
acDNE | f(a)=0b
be f(DNE)

T I R e

Es interesante que se compare con el ejemplo 20.
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24d. Se debe probar que Vb [b € f(D) — f(E) = be f(D — E)]:

be f(D)—-f(E)=be f(D) Ab¢ f(E)
= [3aeD / fla)=blA[VzeE | f(z)#D]
=a€(D—-—FE) AN f(a)=0
=be f(D-E)

Seccién 4.2, pagina 236
2. f(12,5) =]0. 5], fH([2,5) =] - 5.1]

3. Aproximadamente 4,9 metros.
_ =3..2 3 45

9 .2 54 144

Seccion 4.3, pagina 241

2. Si f es lineal, su criterio debe ser de la forma f(z) = az+b. Como
se debe cumplir que f(f(z)) = a(az+b)+b = a®?x+ab+b = 4x+1,
al igualar coeficientes se debe resolver el sistema de ecuaciones

a? = 4
ab+b = 1

Para finalmente obtener las dos posibles funciones fi(z) = 2z + =
fo(x) = =2z — 1.
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9b.
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Podria ser f(z) = 2%, g(x) = 22 + 3, cuya composicién satisface lo
pedido; sin embargo, g es lineal, por lo que se debe descartar. Se
tienen muchas posibilidades, una que si satisface lo pedido es, por
ejemplo, f(x) = 22, g(x) = (2z + 3)%.

Observe que 4z* 4+ 422 4+ 1 = (222 +1)?, de esta forma, f(z) = 22,
g(z) = 22% 4+ 1 es una posibilidad; otra opcién trivial es f(x) =
r+ 1, g(x) = 4o + 422,
Observe que se puede reescribir el criterio de h como:
r+3 (x+1)+2
hz)= 22 _9pqq= T2
(z) z? 4+ 2z v (x+1)2-1

De esta manera, una posibilidad seria tomar f(z) = ;;*_21 —2x+6,
gx) =z +1.

(a). |- 00,2 — {~4,1} (c). ]— o0, ~2[U[~1,3] (d). [-3,0]U[2,3]

2(x+1)+6

El criterio de la suma es:
(f+9)(z) = {

2243c—1 siz>2
22+ 4 six <2

Y el criterio de la composicién de f y g es:

(fog)(z) = {

R — si—-1l<x<0

224+ 20 +1 siz<—-1vVze>0

El criterio de la suma es:
4+ 3 siz <1
(f+9)(z)=1 3243 sil<x<3
—x—4 six>3
El de la composicién es:

20 — 3 six <1
—2rx+5 sil<zx<3
2¢ — 9 sid<x<6
—2rx+11 six>6

(fog)(z)=
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15b.

15c¢.

15d.

Apéndice A. Solucién de algunos ejercicios

Se debe probar que g es sobreyectiva, es decir, mostrar que todo ¢
en C' tiene preimagen por la funcién g, o sea, es necesario probar
que existe z en B tal que g(x) = ¢. La prueba es:

ceC=3keA ] gof(k)=c,

pues g o f es sobre por hipétesis, es decir, Ik € A / g(f(k)) = ¢,
basta tomar a x como f(k), que claramente pertenece a B.

Tomando como hipétesis que go f es inyectiva y f es sobreyectiva,
se debe probar que g es inyectiva, es decir, mostrar que para a y
ben B, si g(a) = g(b), entonces a = b. Como f es sobreyectiva,
existen z y y en A tales que f(z) =ay f(y) =b, por lo que:

gla) =g(b) = g(f(x))=9(f(y))
= (9o f)(@)=(g°/f)y)
W= Y
= a=f(z)=[f(y) =0
Con lo cual se ha probado que g es inyectiva.

Se debe probar que f es sobreyectiva, es decir, mostrar que todo
b en B tiene preimagen por la funciéon f. La prueba es:

beB=glb)eC = ZJacA/ gof(a)=yg(b)

= Jac A/ g(f(a)) =g(b)
= Jac A/ fla)=

Analice en cudl paso de la demostraciéon anterior se han utilizado
las dos premisas o hipétesis y, por supuesto, observe que la primera
implicacion es posible por el hecho de que g es funcion.

Seccién 4.4, pagina 249

2.

Primero se calcula que (f o fo f)(x) = —27x + 7, luego, con el

despeje usual, se calcula (f o fo f)7'(z) = T2,
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f () = gfgﬁ, ademés, (f o f)(z) = ;ngﬁ

Note que f es una funcién cuadréatica cuyo grafico es una pardbola
con vértice en (—2,—3). Si se toma el conjunto [—2,+oo[ como
dominio de f, f serd inyectiva, y si se toma el conjunto [—3, +o0[
como codominio de f, f serd sobreyectiva; entonces, f es biyectiva.
Por tltimo, al despejar se obtiene que f~!(z) = vz +3 — 2.

rz—1 :
L B . _ ) 5 sz >3
f: ] OO)O{U[Sa—’_OO[ R con f (.I‘) { z4+1 siz<O0

. , ademds, fy f~! se intersecan
z—1 siz>1

Fl(z) = { —V1l—2z siz<1

solamente en el punto (—1%\/57 —1%\/5 )
Para la inyectividad,

a?+1  b*+41

@y =g = =T
= a’b+b=ab’+a
= d’b+b—ab®—a=0
= abla—b)—(a—b)=0
= (a—0b)(ab—1)=0
= (a=b) V (a=b=1)
= a=1b

Para la sobreyectividad se debe probar que todo elemento b en
[2,4+00[ posee una preimagen a en [1,+oo[, es decir, f(a) = b;
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para ello, se logra despejar como sigue:

a?+1
a

=bh & a>—ba+1=0

b\ 2 b2
N <a—> +1—— =0

2 4
& . \/6271 ca=byYE -4
a— — = _— a = —
2 4 2 2
Por 1iltimo, la funcién inversa es f~!(z) = %\/ﬁ_

19. Son O(1) = {1,2}, O(3) = {3,4,6}, O(5) = {5,7,9}, O(8) = {8}

20. Para la inyectividad, f,(z) = fu.(y) = f(az) = f(ay) = ax =
ay = x = y. Para la sobreyectividad, se debe probar que:

Yy € R 3z € R [fu(z) = o]

Para probarlo, sea y € R, como f es sobreyectiva, se sabe que ex-
iste z tal que f(z) = y; por lo tanto, se garantiza que f, (%) =y,
con lo que basta tomar z = 5 y se verifica que existe x, que

es preimagen de y. Por tltimo, considere g(z) = % f~Yz) y com-

pruebe que (fgog)(x) =z y (gofq)(x) = x, de donde se concluye
que g es la inversa de f,.

21a. Para iniciar, recuerde la definicién de imagen inversa:
fFAF)={acA /) FIbeF talque b= f(a)}
Sustituyendo F' por f(D), se tiene:
fHfD) ={ac A/ 3be f(D) talque b= f(a)}

Ahora, para demostrar que D C f~!(f(D)), nos damos a € D y es
necesario probar que a € f~(f(D)). Como f es funcién, se tiene

que f(a) € f(D), y tomando b = f(a), se ve claramente que 3b €
f(D) tal que b= f(a) es verdadera, con lo cual a € f~(f(D)).



Seccion 4.5, pagina 259

421

2. Obtenga la funcién lineal (que se puede probar es biyectiva) que

pasa por los puntos (2,4) y (5, 3).

Seccién 4.6, pagina 263

1.

2.

9.

11.

Son 25000 placas con la posibilidad de repetir, y 14 400 sin repetir.

Se utilizan las combinaciones y la regla del producto; de esta ma-

nera se tiene: C'(7,3) - C(8,3) = 3556 = 1960.

Para A hay C'(11,4) = 330; para B se tienen C(7,3) = 35; para C
son C'(4,2) =6 y para D solo C'(2,2) = 1. Asi, utilizando la regla
del producto, se tienen 330 - 35 -6 -1 = 69300 formas de repartir

estos regalos.

. Basta observar que esta palabra tiene 9 letras, pero se tienen 3

repeticiones en la R, dos en la A, dos en la E. Se calcula 3,27:2, =

15120 y se concluye que son 15120 las posibles palabras.

(a) 210 (b) 90 (c) 5040.
255.
(a) 1250 (b) 1800 (c) 50.

(a) 1680 (b) 280.

(a) 81 (b) 60 (c) 120 (d) 5*.

Seccién 5.1, pagina 274

1.

2.

10 11 1
1> - (g [[D7
i=2 i=2 j=1

(a) 131 (c) —105600 (e) 2222 (f) 370.
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Seccion 5.2, pagina 287

1f. Para el paso inductivo, observe que:

1. n(n+1)2n+1)

P4+22 440t (n+1)? = o + (n+1)°
_ nn+1)2n+1)+6(n+1)?
B 6
_ (n+1)(2n*+Tn+6)
B 6
 (n+1)(n+2)(2n+3)
B 6
1m. Para el paso inductivo, observe que:
1 1 H.I. n 1
13 T D@3 Al @nr)@n+3)
2 +3n+1  n+1

(2n+1)(2n+3) 2n+3

1s. Para el paso inductivo, observe que:

n+1 n
diGy = D () + (n+ 1) (n+1)!
=1 =1

(n+1)! =1+ (n+1)(n+1)!
= (m+1)n+2) -1
(n+2)!—1

2b. Para el paso inductivo y utilizando la distributividad, se cumple:

(mn+1)(n+2)(n+3) = nn+1)(n+2)+3n+1)(n+2)
6k 4328

6(k + k') = 6k"

~

Para lo anterior, observe que dados dos ntimeros consecutivos n+ 1

y n + 2, mayores que 2, uno de ellos es par.



2d.

2g.

3j.
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Para n = 1 es valido, pues 17 =1 =1—1 =0, y 0 es divisible por

7

7. Se asume que existe k € Z tal que n' —n = Tk. Para el paso

inductivo, observe que:

(n+1)" = (n+1)

n’ 4+ 78 +21n° + 350t +35n3 + 2102 + Tn+1-n—1
= 0" —n+7n8+3n° + 50t + 503 + 3n% + n)
L

= 7K

~

Para n = 1 es valido, pues 3' + 7! — 2 = 8, y 8 es divisible por
8. Se asume que existe k € Z tal que 3" + 7" — 2 = 8k, es decir,
3" =8k —T7"+2. Se prueba la validez de la proposicién para n—+ 1:
grtlypntl 2 = 3.3"47.7" -2
L gk — 7+ 2) 477" =2
24k —=3-7T"4+6+7-7" =2
24k + 4(7" + 1)

~

Ahora, note que 7" serd impar para todo n natural; asi, 7" +1 sera

pary se tiene que 24k+4(7"+1) = 24k+4-(2k") = 8(3k+k") = 8K".

Para n = 1 es véalido, pues 2 < 2 es cierto. Se asume la validez

4" (2n)!
<

n+1 = (n!)?

para n, es decir, que . Para el paso inductivo se

debe probar que:
gntt . (2n+2)
n+2 =" ((n+ 1))

Para ello, observe que:

(2n + 2)! _ (2n+2)(2n +1)(2n)! H;- 4" (2n+2)(2n+1)

((n+1)!)2 (nh)2(n+1)2 n+1 (n+1)2
Asi, basta verificar que se cumple que 7;4—_:1 (QHE?J)F%ZH) > ‘g:r; y el

resultado se concluye aplicando la transitividad.
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n
6. La férmula es Z 2i=n(n+1).
i=1

n
1
8. La férmula es Z S
i=1

i(i+1) n+1

n—1 n—1 n—1
9a. Observe que 1-24+2:3+---+(n—1)n = i(i+1)=» i°+» i=
i=1 i=1 =1
(n—1ni2n—-1) (n—-1)n (n—1)n(n+1)
6 LI 3

10. (a) 338350 (ver ejercicio 1f con n = 100); (b) 4¢ (ver ejercicio 1m

~—

33
con n = 16); (c) 9920 (ver ejercicio 9a); (d) 76 176 (ver ejercicio
1g); (e) (%); (f) ver ejercicio 1t, asf, la suma es 139 — & =
_96_
6817"
b, § = 1#28tn? _ =5 i)
: - n - n - 2 :

12a. Observe que:

n n—1
ap = E a; — E 473
=1 i=1

n2—|—3n7 (n—1)2+3(n-1)

2 2
o n*+3n—n*+2n—1-3n+3
B 2

2n +2

Por lo que a; =7+ 1.
12b. a; =i —i+1
13. Analogo al ejemplo 27, se obtiene la ecuacién:

(n+1)° =14 584 + 1083 + 10S3 + 551 +n



15.

18.

19.
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Al sustituir las férmulas conocidas para Sy, S2, S3, despejar y
simplificar, se obtiene:

n(n+1)(2n+1)(3n% + 3n — 1)

S, —
! 30
Sn:8n3—8n+3
3
Sea P(x) =14z +2?+---+2'% y D(z) =22 -2 —2. Es claro

que el grado del residuo debe ser menor que el grado del divisor,
y como el grado del divisor D(z) es dos, se tiene que el grado del
residuo es 1, es decir, R(x) = ax + b. Asi, existe un polinomio

Q(x) tal que:
P(z) = Q(x)(2® —x — 2) + (ax +b)

Al evaluar en x = —1 se obtiene la ecuacién 1 = —a + b; al eva-

luar en = = 2 y utilizar la formula del ejercicio 1k, se obtiene la

2101

ecuacion —1 =2a+0b. Al resolver el sistema de dos ecuaciones

lineales con dos incognitas, se obtienen los valores exactos de a y

b, para finalmente concluir que R(x) = (210;*2> T+ 210;“.

Se procedera por induccién sobre la cardinalidad n del conjunto.
En primer lugar, si |A| = 0, se tiene que A = &, P(A) = {@}; asi,
se tiene que |P(A)| =1 =2° y el resultado se cumple.

Asuma que el resultado es vélido para n, es decir, si |A| = n, en-
tonces |P(A)| = 2™. Para el paso inductivo, sea B un conjunto tal
que |B| = n + 1, tome un elemento arbitrario = de A.

Es claro que todos los subconjuntos de B se pueden separar en dos
clases disjuntas: los que contienen a x y los que no la contienen.
Los que no la contienen resultan ser los subconjuntos de B — {z},
es decir, los elementos de P(B — {z}), pero como B — {z} tiene n
elementos, por H.I. se concluye que la cantidad de conjuntos que
no contienen a x es 2".
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Por otro lado, se debe determinar la cantidad de conjuntos que
contienen a x, pero resulta evidente que cada conjunto que lo con-
tiene se puede descomponer como uno que no lo contiene unido
con {x}, es decir, la cantidad de conjuntos que lo contienen es 2™.
Por lo tanto, |P(B)| = 2" + 2" = 2. 2" = 21,

Seccion 5.3, pagina 304

2a.
3b.
3c.
3e.
3f.
3g.
4a.
4b.

Ha.

ob.
od.

. La ecuacién asociada es x

ap=1-6"4+ 2. (~1)" paran > 0.

by =2-3"+ (=2)" + 3n(—2)" paran > 0.
Up,=2-(-1)"4+n(-1)"+3-2" paran > 0.

anp =1—-2(=1)"+3-2" paran > 0.

anp =2+ 3n+4(—1)" paran > 0.

by = 3-2" 4+ n2" —4n?2" paran > 1.

ap = 2" — n2" +n?2" + (=1)" paran > 0.

ap =2(-1)" +n(-1)" +2(-3)" —n(-3)" paran > 0.

El término (—3)™ induce la raiz © = —3, pero ademas est4 repetida,
pues aparece el término n(—3)"; asi, la ecuacién caracteristica es
(x+3)?2=2246x+9 =0y se obtiene U,, = —6a,,_1 — 9a,_2, con
Uy =9,U;=-T2.

ap = —Qp_1 + 2ap_9 con ag = 6, a; = 3.

ap = 8ap_1— 20,2+ 38ap_3—28a,_4+8an,_5 sin > 5, ag =4,
a1 =12, as = 43, az = 144, a4 = 441.

Ay =—3-2"4+2-3" a4 = 114, a7y = 3990.

2 _ 2 —1 =0, cuyas dos soluciones son

S1 = % y Sy = % Utilizando las condiciones dadas y
resolviendo el sistema de ecuaciones se verifica lo pedido.
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14.

15a.

15b.
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Es claro que F5 = 5 y es impar, Fio = 144 y es par. Para clasificar
Fy311 no es conveniente calcularlo, pues es bastante el calculo; sin
embargo, se observa que los ciclos de repeticién son F) impar, F>
impar, F3 par, Fy impar, F5 impar, Fg par.... Asi, aparece un I,
par cada vez que n = 3k, y como 4311 = 3 - 1437, se concluye que
Fy311 es par.

Se puede despejar de varias maneras, para obtener, por ejemplo:
5 _ 5 . .z
r=+8—2x3, x={/8 5~ 01 = 8 Con cualquier funcion,

zi4222 "
la solucién con 5 decimales axactos es 1,29559.

La solucién exacta es 1,51598022769.

La solucién exacta es 1,29559774252.

Seccion 6.1, pagina 317

3.

4b.

El elemento 1 es el elemento neutro. El elemento 0 es el elemento
absorbente por la izquierda, no tiene absorbente por la derecha;
por lo tanto, la estructura no tiene elemento absorbente. La es-
tructura no es conmutativa, pues 57 =5 # 1 = 7% 5. Tam-
poco es asociativa, pues (5% 7)*5 = 5% 5 = 0, mientras que
5% (7T+5)=5%1=25, esdecir, (5x7)*5#5x(7%5).

1

=1 1
5

El neutro es %; los involutivos son & y % y el idempotente es

Los tnicos elementos centrales son b y d, pues se puede verificar
que tanto b como d conmutan con todos los elementos de £. Por
lo tanto, se concluye que C(&) = {b,d}.

Es claro que si a, b € [0, +00[, a xb = va?+ b € [0, +00][, con lo
que la operacién es cerrada. Si a, b, ¢ € [0, +00[ se cumple que:

ax(bxc) = ax\b%+c?
= \/a2+(\/b2+02>2:\/a2+b2+c2
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10.

13.

Apéndice A. Solucién de algunos ejercicios

Anélogamente, (a%b)*c = va? + b + ¢? y se cumple que ax(bxc) =
(a*b)*c, es decir, la asociatividad. Para la conmutatividad basta

ver que a b = va2 + b2 = Vb2 + a2 = b a; por ultimo, el neutro

es el 0, pues a0 = Va2 + 02 = Va2 = |a| = a.
Se debe resolver a L (blc) = (aLlb)Le, para ello se calcula:

al(bLle) =al(bc+ kb+ ke+ 42)
= a(bc+ kb+ kc+ 42) + ka + k(bc + kb + ke + 42) + 42

Andlogamente se calcula (a_Lb)Lc = abc+ kac+ kbe+42¢ + kab+
k?a+k?>b+42k+kc+42. Al igualar ambas expresiones y factorizar,
se obtiene la ecuacién (a — c)(k* — k — 42) = 0; al resolverla, se
obtiene que los posibles valores son k=7 o k = —6.

Analice el ejemplo 12 de la pagina 314. La tabla se construye de
forma analoga y es claro que es conmutativa y que @ es el elemento
neutro; ademas, cada elemento es su propio inverso; por ejemplo,
{b,c}~1 = {b,c}, pues {b,c} A {b,c} = @.

Seccién 6.2, pagina 328

2.

Para probar que (IR, %) es un grupo abeliano, compare con el ejem-
plo 19. Se debe notar que en esta operacion se tiene que e = 4,
ademés a~! = 8 — a; de esta manera se obtiene que:

—274 r —214
33*[7*<2*i> } = 1*_7*(47> ]
o317t
= 1 =
*_7*2}

r 4
= 1% 327] =1%62=59

. Para probar que (R*,*) es un grupo abeliano, compare con el

ejemplo 19. Se debe notar que en esta operacién se tiene que
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e = %, ademds a~ ! = ﬁ; al efectuar los respectivos calculos, se
4
; . a3 1\~2|7 _ 64827
obtiene que: 37 [7* (2% 1) } = 83827

4. Para probar que (R x R*, ®) es un grupo abeliano, compare con
el ejemplo 20. Concluya que e = (4, %) es el elemento neutro y
(a,b)"' = (8 — a, 75) es el inverso de (a,b). Por tltimo:

()]
— (-2,-4)® (2, 118)

- (+3)

2
(2, -1 ® <0,;>®(1,—1)1] = (-2,-4)®

5. (18, 123)

1
[ ] 71 [ ] [ ] 71 [ ] [ 71 [ ] [ ] 71 [ ]
los inversos son (1) =1, (2) = 4, (3) = b, (4) = 2,

() =iy (5) =

BHHBHEHE
11)2]3[4]5]6
21214l6]1]3]5
303[6|2|5]|1]4
ila)1]5]2]6/3
505(3[1]6]4]2
6 6[5[4[3]2]1

o\ 4 ° o\ —4 °
Es claro que (3) =4y (3) = 2. Por 1ultimo, utilizando las

o\ —409 o3\ —137 N2 e
reglas de potencias, se calcula (2) = <2 ) ® (2) =4.
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10c.

10d.

10i.

10j.

Apéndice A. Solucién de algunos ejercicios

. A partir de la tabla de operacién, se tiene que e =1; ademas,

(1)‘1 -1, (5)‘11 =3, (;,)‘11 =L ()5 (6) ()
() = (3) =5 6) = <1’o>. =)

El resultado exacto de la parte 8c) es 6.

. Es claro que la operacion es cerrada. Si a, b, ¢ € R, se cumple que

3
ax(bxc)=ax Vb +c = \3/a3+<\3/b3+c3) = Va3 + b0+

analogamente (axb)*c = v/a3 + b3 + ¢3 y se cumple que a* (bxc) =
(a*b) *c, es decir, la asociatividad. Para la conmutatividad basta
ver que a x b = Va3 + b3 = Vb3 + a3 = b a. El neutro es el 0,
pues a % 0 = Va3 + 03 = Va3 = a. Por tltimo, para b el inverso
de a se requiere que a xb =0 < Va? +b3 =0< b= —a, con lo

cual, el inverso existe siempre y es a~! = —a.

Es un monoide conmutativo.

Sia, b, ce R—{—1}, se cumple que a* (b*xc) = ax (b+c+bc) =
a+b+c+bc+a(b+c+be) = a+b+c+ab+ac+be+abe andlogamente
(axb)*c=a+b+c+ab+ac+be+abey se cumple que ax (bxc) =
(a*b)*c por lo que es asociativa. Para el neutro e se requiere que
axe=a<at+etae=a<e(l+a)=0<e=0Va=—1, pero
a # —1, por lo que el neutro es e = 0. Facilmente se comprueba
que es conmutativa. Por ultimo, para b el inverso de a se requiere
queaxb=0&a+b+ab=0&b(1l+a)=-aeb= 7,
-1 = ljr—aa Por lo anterior, la estructura es un grupo abeliano.

asi,
a

1
1
(a,b)"! = (=6 — a, 1¢;) como el inverso de (a,b).

Es un grupo abeliano con e = (—3, ;) como elemento neutro y

Es un grupo abeliano con e = (0,—2) como elemento neutro y

(a,b)71 = (1;—‘;, —4— b) como el inverso de (a,b).
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13a. Es un monoide conmutativo.

14.

16.

17.

El nico elemento que falta en la tercera fila es b; asi, axa = b. Con
este, el unico elemento que falta en la tercera columna es d; asi,
cxa = d. Por otro lado, cxd = a y cxa = d. Asi, sustituyendo, se
tiene que cxcxa = a, con lo cual, cxc = e. Con estos datos, se debe
cumplir que cxb=b V c*b = f, pero es imposible que cxb =10
sea verdadero, pues esto implicaria que ¢ = e; por lo tanto, se debe
cumplir ¢xb = f (observe como se utilizé el silogismo disyuntivo).
Continuando con razonamientos analogos, se obtiene:

[c[d]/]

S| |0 ||
Q||| 8|~

ISHIESH RO RS Y e

QO [ |||

Q%X |||

||| |
w0 ||

Para la cerradura, basta ver que para a, b, ¢, d nimeros racionales
se cumple (a + bﬂ) (c + d\/§> = (ac+ 2bd) + (bc + ad)/2, donde
ac + 2bd, bc + ad son racionales. Es claro que la asociatividad y
conmutatividad se cumplen, pues son niimeros reales. El elemento
neutro es 1 = 1+ 0v/2. Para los inversos, se debe cumplir que:

<a+b\@)(c+d\/§):1 & (ac+2bd) + (be +ad)V2 =1
& ac+2bd=1 N be+ad =0

b
A d=

& =5 —_—
¢ a? — 2h? 202 — a?

-1
Por lo tanto, <a + b\/§> = rfom t ﬁ\/ﬁ

Es claro que es cerrado, pues la composicion de funciones biyectivas
es biyectiva (ver ejercicio 14 de la seccién 4.1). Para verificar la
asociatividad, se debe probar que dadas f, g, h en G se satisface
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(fog)oh = fo(goh). Por supuesto, lo anterior deberfa ser cierto
para todo x € A; su prueba es:

(fog)oh)(z)= (fo(goh))(x)
& (fog)(hx)) = f((goh)(x))
& flg(h(x)) = f(g(h(x)))

El elemento neutro es la funcién identidad. Si f € G es biyectiva
y por lo tanto existe f~!, también se sabe que la composicién de
funciones no es conmutativa.

19. La tabla de operacion es:

Lol hlrlfslfilf]fs]
Nl Al s fa]|fs ]| fe
Ll ol h|falfs|fe| fs
sl fs|fs|fi]fe| o] Ja
Jol| ol Je | fo| [s | 1| f3
Js |l fs | fa| fe | Ji| Ja| fo
Jo || fo |fa| fs | fo| 3] fr

De aqui se observa que el elemento neutro es e = f1; ademds, los
elementos inversos son f1_1 = fi, fQ_1 = fo, f3_1 = f3, f4_1 = fs,

f5t=tn fst =T
Seccion 6.3, pagina 335

1. Un generador es 5.3, ya que (5.3)1 :i.’,, (5’,)2 :5, (5,)3 :(.5, (:.3)4 :ZL,
(5)5 :5, (5))6 :i. Note que 5, el inverso de i.?,, también genera.
2. Tome 3 = 6 y compruébelo.

3. Uy = {i, 5, z.l, 5, %, 8} es un grupo de orden 6. Como cada elemento

[ J
se puede expresar como una potencia de 2, esto comprobaria que
[ ]
es un grupo ciclico generado por 2. El otro posible generador es
[ ]

solamente 5.
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7. El elemento neutro es e, cada elemento del grupo es su propio
inverso.

Seccion 6.4, pagina 340

1. A partir del ejercicio 7 de la seccién anterior, y como el orden
de 7% es 6, del Teorema de Lagrange se sabe que el orden de sus

subgrupos puede ser 1, 2, 3 0 6. Asi, de orden 1 es {1}7 de orden

2 es {i,é} de orden 3 es {1,2,4}; de orden 6 es 7Z7.

L] [ ] -1 L]
2. A partir de la siguiente tabla se tiene que e =0, (0) = 0,

()7 =5 () =1 () =3 () =% () -1

BHHEBRHE
ARHBBERE
IHHBREE
A BHHRHBHE
AHHHEHE
1RHERHBE
HHEHEHE

El orden de Zg es 6. Del Teorema de Lagrange se sabe que el
orden del subgrupo puede ser 1, 2, 3 0 6. Asi, de orden 1 es {O};

de orden 2 es {(.),Z.’,}, de orden 3 es {(.),é,zl}; de orden 6 es Zg.

3. El orden de ZJ; es 10. Del Teorema de Lagrange se sabe que el
orden del subgrupo puede ser 1, 2, 5 o 10. Asi, de orden 1, el

subgrupo es {1}7 de orden 2 es {i, 10}; de orden 5 es solamente

{i,é,zl,é,é}; de orden 11 es Zj;.
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18.

19.
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. El orden de Zj2 es 12; asi, el orden de los subgrupos puede ser

1, 2, 3, 4, 6 o 12. Todos los subgrupos son: {(.)} de orden 1

{(.),(.5} de orden 2, {(.),Zl,é} de orden 3, {0,‘3,(‘},9‘)} de orden 4 ,

{(.), 5,1.1, E.S,E.%, 10} de orden 6 y Z1s de orden 12 .

. Repase la solucién del ejemplo 40 y el ejercicio 13 de la seccién 6.1

(pagina 319), para asi obtener los subgrupos de orden 1, 2, 4 y 8.

Como o(G) = 6, los posibles subgrupos podrén tener orden 1, 2, 3
y 6. Asi, observando la tabla y los inversos dados en la solucién
del ejercicio 19 (pagina 331), se tiene que el subgrupo de orden 1
es {fi}; de orden 2 son {fi, fo}, {f1, f3}, {f1, fe}; de orden 3 es
{f1, f1, f5} vy de orden 6 es G.

Los subgrupos: de orden 1 es {e}; de orden 2 son {e,r}, {e, h},
{e,v} y de orden 4 es {r, h,v,e}.

Es claro que la relacién R sobre el grupo G es reflexiva, pues dado
a € G se cumple que axa~! = ey e € H por ser subgrupo; asi, aRa.
Para verificar que es reflexiva, si aRb, entonces a * b—! € H, pero
por ser subgrupo, su inverso estara también; asi, (a * b_l)_l =
(bil)*1 xa~ ' =bxa~! € H, y esto dice que bRa. La transitividad
es sencilla, dado que si aRb y bRec, se tiene que a * b~' € H
y bxc ' € H. Al operar ambos elementos, y dado que H es
subgrupo, se tiene que (a* b_l) * (b* c_l) =axc ! €H, que
prueba aRc.

Seccion 6.5, pagina 349

1.

D.

Basta ver que se cumple f(a +b) = et =e%- e = f(a) - f(b).

Para p(n + m), basta analizar los posibles 4 casos si n y m son
pares o impares.
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Para probar que (RR,*) es un grupo vea la solucién del ejercicio
9 de la seccion 6.2 dada en la pagina 430. Para probar que son
isomorfos, se debe definir una funcién que sea un isomorfismo, para
ello, defina ¢: (R, *) — (R, +) como ¢(z) = 23; asi, se tiene que:

Pz xy) = ¢(Vad +y?) = 2° +y° = ¢(x) + ¢(y)

Para la biyeccién, note que Ny = {0}, y ademds, y = {/z es una
preimagen de x, con lo que ¢ es un isomorfismo.

¢ es endomorfismo, pues ¢([a][b]) = ¢([ab]
[abab] = [a*][*] = [a]?[b]* = ¢([a])([0]
nicleo, note que a € Ny si cumple [1] = ¢(a) = [a]?> = [a?],
es decir a> = 1mod9 = a = loa = 8; asi, Ny = {[1],[8]}.
De esto es posible concluir que ¢ no es inyectiva. Por ultimo,
Im(¢) = ¢(Uy) = {[1],[4],[7]} # Uy, con lo cual no es sobreyectiva.

= [ab]? = [a][b][a][b] =
Para ver cudl es su

T —

Seccion 7.2, pagina 367

la.

1b.

lc.

1d.

le.

405 = (110010101)4
1444 = (2001221)_3 = (1222111)3
356281 = (42400111)5 = (113100241)_5
1500 = (25020)_¢
—286 = (2402)_¢
b=4.
La explicacion es sencilla, cada uno de los tres reyes tiene una base

de numeracion distinta, por lo que, en realidad, se debe cumplir
que (222), = (66), = (22).. Luego de plantear las ecuaciones
asociadas, 3b+2 =c y b = “2%7“_2, y recordando que b > 6,
usted obtiene que las ecuaciones se satisfacen sia =7, b =18 y

¢ = 56, con lo cual cada rey recibié 114 (ciento catorce) caballos.
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Apéndice A. Solucién de algunos ejercicios

Seccion 7.3, pagina 371

2.

3b.
3d.
3e.
Sa.

5b.

7.

Las tablas de adicién y multiplicacion en base 5 son:

(rJolrf2[s[4]) [xJofr]2][s3]4]
0o 1]2 4 offofofo]o]o
112 ]3]4]10 1o[1]2]3]4
2 2] 3] 4 |10]11 2 (o2 4 [11]13
33| 4101112 303111422
441011 [12]13 4 ofal13]22]31

(12304)5 x (3002)5 = (43002113)5
(1203,4)5 x (3,04)5 = (4230, 001)5
(2302)5 — (1430)5 = (322)5
(121064)7 + (620510)7 = (1041604);
(

3025)7 x (612)7 = (2461533);

. Al utilizar la férmula dada en el ejercicio (1j) (pagina 288), se tiene

(11...11)g =14+2+22 + ... + 281 = 2% _ 1 su cuadrado es:

2k2+1(2k‘—2 + .. _|_ 1) + 1
_ 92k=1 4 92%k-2 . 4 ok+l 4

Es decir, [(11...11)9)2 = (111...1100...001)s

k unos k — 1 unos k ceros

(2403)5
(440)5

: 353
y la decimal §35.

La fraccién racional de (2,432); es

Seccién 7.4, pagina 375

lc.
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Seccion 7.5, pagina 382

12.

Sugerencia: verifique que 32° = 1 mod 100.

k = 5.

. 23.

Primero note que 23 = 2mod 7; asi, al elevar a la tres se obtiene
233 = 22mod7 = 1mod7 y 23** = 1mod7. Andlogamente se
tiene que 2000 = 5mod7. De esto, al sumar, se obtiene que
(2324 +2000) = (1 +5)mod7 = —1mod 7, y luego de elevar a la
40 se obtiene que (23%* +2000)*° = (—=1)**mod 7 = 1mod 7. De
esta manera, el residuo es 1.

Es claro que 2346 = 1mod 7. Ademds, vea que 4321 = 2mod 7,
al elevar a la tres se obtiene 43213 = 22mod 7 = 1mod 7, por lo
que 4321390 = 1190 110d 7 = 1 mod 7. De esto, al sumar, se obtiene
que 2346 4+ 43213 = 14+ 1mod 7 = 2mod 7, y luego de elevar a la
tres, se obtiene que (2346 + 43213%°)3 = 23 mod7 = 1mod7. De
esta manera, el residuo es 1.

Como 20011999 = 1 mod 10; ademds, 27! = 0mod 10, pues 27! tiene
a 10 como factor; por 1ltimo, 123456 = 6 mod 10. Por lo tanto,
se tiene que 200199 + 27! 4 123456 = 7mod 10. Con lo que el
nimero de unidades de este ntimero es 7 y, por el ejercicio 7 de
esta lista, como ningin cuadrado perfecto termina en 7, se tiene
que no es un cuadrado perfecto.

El residuo es 5.

Se prueba que 1989198846 = 7mod 10; esto significa que 19891988 4
6 tiene un 7 en las unidades. Como ningin cuadrado perfecto
termina en 7, no existe tal k.
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13c

14.

15.

16.

Apéndice A. Solucién de algunos ejercicios

. Una primera forma de probar este resultado es hacer casos sobre
n, analizando para n = 3k, n = 3k + 1, n = 3k 4+ 2 y probando
que en cada caso se obtiene un residuo de 0 en la division por 9.

Otra forma de probar el resultado propuesto es factorizando en la

22n

forma ( - 1) (22”+1 + 1) y luego verificar, utilizando congruen-

cias, que cada uno de estos dos factores es divisible por 3.

Pruebe que 232 + 1 = 0 mod 641.

n n

Pruebe que Zailoi — Z(—l)iai = Omod 11, luego analice qué
i=0 i=0

debe darse para que un numero divida a una diferencia.

Se verifica que 994 = 0mod 7, 98 =0mod 7 y 7= 0mod 7.

“=” Como 7|n, se tiene:

= 1000a3 + 100as + 10a; + ag = 0mod 7
= (9944 6)as + (98 +2)az + (7+3)a; +ap =0mod 7
= 6ag + 2a2 + 3a1; + ag = O0mod 7

“<” Como 994a3 + 98as + 7a; = Omod 7, se tiene:

= (1000 — 994)as + (100 — 98)ag + (10 — 7)a; + ag
=0mod7

= 1000a3 + 100as + 10a1 4+ ag — (994as + 98as + 7ay)
=0mod7

= 1000a3 + 100az + 10a; + ag = 0mod 7
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formal, 35, 70

no posicional, 357

posicional, 357

triadico, 363
Smith, Edson, 32
Smullyan, Raymond, 38, 441
sobreyectiva, funcién, 222
subconjunto, 113
subgrupo, 336
sucesion, 293

de Fibonacci, 294, 305
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de clases, 316
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notacion X, 269

parcial, 270

regla de la, 142

T
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de verdad, 44, 49
prueba por, 100

tablas, 368, 369, 436
Tahan, Malba, 375, 441
tautologica

equivalencia, 51
implicacion, 51

tautologia, 50

techo, funcién, 220
teorema, 31, 51, 155

de Cantor, 256

de Euler, 386

de Fermat, 384

de Lagrange, 336
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de Wilson, 384
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de relaciones, 171

Indice temaético

universal, cuantificador, 82
universo, 81, 307

finito, 82
uno a uno, funcién, 221
uno, construccién, 258

vV

vacia, prueba, 103
vacio, conjunto, 111
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