MATRICES Y DETERMINANTES.

INTRODUCCION.

Las matrices aparecieron por primera vez hacia el afio 1.850 introducidas por el inglés
James Joseph Silverton. El desarrollo de la teoria se debe al matematico y astronomo irlandés
Hamilton en 1.853 y al inglés Cayley. Este ultimo introdujo la notacion matricial para un sistema
lineal de ecuaciones.

Ademas de su utilidad para estudiar sistemas aparecen de forma natural en geometria,
estadistica, economia, etc.

La utilizacion de las matrices constituye una parte esencial en los lenguajes de
programacion ya que la mayoria de los datos se introducen en los ordenadores en tablas
organizadas en filas y columnas. La utilizacion de bases de datos implican el empleo de
operaciones con matrices que estudiaremos en este tema.

DEFINICION DE MATRIZ. TERMINOLOGIA BASICA.

Una MATRIZ es un conjunto de nimeros reales ordenados en filas y columnas de la
forma

Hall alZ cee een alnH

Uy Ay v e Gy, (]

ﬁaml amZ I amn ﬁ
En forma abreviada se escribe (aij») mientras que @; representa un elemento cualquiera de la
matriz (el elemento que esta en la fila i y la columna j).
EJEMPLO.
3 2 1 4
n3/4 -1 -1/3 2
Ho 5 2/5 -2f

es una matriz que tiene tres filas y cuatro columnas: m =3 y n=4.

Llamamos DIMENSION de una matriz al producto indicado del niimero de filas por el
ntiimero de columnas: m X n y podemos escribir de forma abreviada 4, = (ai,»
En el ejemplo anterior, la dimension es 3 x 4.

IGUALDAD DE MATRICES.

Dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimension y los elementos que
ocupan igual posicion son iguales.
0 dim(A) = dim(B)
0

0a;=b;

A= B -
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EJEMPLO.

I 1 A { 310 B { 3 L An i 1 i =2.b=1 =4
t = = = , = 5 =
as matrices H 1 H y H c H seran iguales si a =2 bY y

c=1.

TIPOS DE MATRICES.

Dependiendo de la forma que tengan las matrices o como son sus elementos, podemos
distinguir algunos tipos particulares de matrices:

= MATRIZ FILA es aquella que tiene una sola fila:  (a,, a, a; - aln)
day,
0 "0
09210
= MATRIZ COLUMNA es aquella que tiene una sola columna: %ag, | H
0
da,,
= MATRIZ CUADRADA es la que tiene igual nimero de filas que de columnas:
Da a e eee " D
D 11 12 1 D
DaZI a22 cee cee aan
0 0
Danl anZ annD

En caso contrario se llama RECTANGULAR:

Hall alZ e e aln%
04z Gy 0 00 Ay,
I 0
Daml amZ amnD

En una matriz cuadrada, el conjunto formado por los elementos a; se llama
DIAGONAL PRINCIPAL vy el conjunto de los elementos 4; tal que it j=nt1, se
llama DIAGONAL SECUNDARIA.

Hall @ O e @ H HO @ e e alnH
00 a,, 0 - 0 006 0 - a,,, 07
R 0... U
ﬁ@ @ O annﬁ ﬁanl O O ﬁ
Diagonal PRINCIPAL Diagonal SECUNDARIA

= MATRIZ TRASPUESTA.

Dada una matriz 4 se llama traspuesta de 4 y se representa por A', a la matriz que se
obtiene de A cambiando filas por columnas o viceversa.
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03 -17
. i 03 -2 1¢ .0 0
Ejemplo: Si 4= H-l 5 7H 0 A= @-2 5
R .

Es evidente que si 4 es de dimension m X n, 4" es de dimension n X m.
= MATRIZ NULA. Es aquella en la que todos sus elementos son nulos. También se llama
matriz cero y se representa por 0.
+ Para matrices cuadradas:
+ MATRIZ DIAGONAL es aquella que tiene todos sus elementos nulos salvo los de la
diagonal principal.
Han o - 0 H

as,

O... ... ... ..
ﬁ 0 0 o ann ﬁ
« MATRIZ ESCALAR es una matriz diagonal en la que todos los elementos de la diagonal
principal son iguales.

+  MATRIZ UNIDAD o IDENTIDAD es una matriz escalar con los elementos de la diagonal
principal iguales a 1.

110 - 0f
0. ... ... .0

lo o . 1f

« MATRIZ TRIANGULAR es aquella en la que todos los elementos por encima (o debajo)
de la diagonal principal son nulos.

Triangular superior si son nulos los elementos situados por debajo de la diagonal principal.

Hau ap alnH
00 a, - a0
... ... ... ..0

00

Triangular inferior si son nulos los elementos situados por encima de la diagonal principal.

Ha” o - OH
0ay 4, - 0
o... ... .. 0

ﬁanl anZ ann ﬁ
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Las matrices triangulares se utilizan en la resolucion de sistemas de ecuaciones por el método
de Gauss.

«  MATRIZ SIMETRICA: es una matriz cuadrada que coincide con su traspuesta, es decir,
A4=4" 0 a;=a; 0i)

« MATRIZ ANTISIMETRICA: es una matriz cuadrada que coincide con la opuesta de su

traspuesta, es decir, 4= -A" 0  a;=-a, 0i,j

OPERACIONES CON MATRICES.

SUMA DE MATRICES.

Dadas dos matrices 4= (a;) y B=(b;) de la misma dimension, se define la suma

A+ B como otra matriz C = (¢;) de igual dimension que los sumandos y donde ¢; = @; t b;

PROPIEDADES:
. Asociativa: A+ (B+ C)= (A+ B)+ C

1
2. Conmutativa: A+ B= B+ A

3. Elemento neutroonulo: A+0=0+ A= A4
4

. Elemento simétrico u opuesto: Dada una matriz 4 se define la matriz opuesta (-4) como
aquella que se obtiene de A4 cambiando el signo a todos sus elementos y se verifica que
A+ (-A)= (-A)+t A= 0.
Dos matrices son opuestas cuando su suma es la matriz nula.
Esta ultima propiedad nos permite definir la DIFERENCIA de matrices de la
siguiente manera:
Dadas dos matrices 4 = (aﬁ) y B= (b,]) de igual dimension, se define la diferencia
A-Bcomo A- B= A+ (- B) ysutérmino general sera: 4; = a; = by
NOTA: La suma y diferencia de matrices no se puede definir si sus dimensiones
son distintas.

PRODUCTO DE UNA MATRIZ POR UN NUMERO.

Dada una matriz 4 = (ai,-) y un numero real k, se define el producto kU4 como otra

matriz B de igual dimension que 4 y cuyo término general nos viene dado por b; = k la;.

Esto nos quiere decir que para multiplicar un numero por una matriz se multiplican
todos y cada uno de los elementos de la matriz por dicho numero.

PROPIEDADES:
. Distributiva para la suma de matrices: kU(A+ B)= klUA+ k(B

1

2. Distributiva para la suma de ntiimeros reales: (k+ h)04= k[(A+ h(A
3. Pseudoasociativa: kK U(h[A) = (kUh)CA
4

. Elemento neutro: 104= A4 (El 1 es el elemento unidad de los nlimeros reales).
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Por tanto, el conjunto M;.«(R) con las operaciones que acabamos de definir tiene
estructura de espacio vectorial real.

PRODUCTO DE MATRICES.

El producto de matrices es un poco mas complicado que las operaciones anteriores.
Vamos a empezar multiplicando dos matrices particulares: una matriz fila de dimension (1%n) y
una matriz columna (nx1).

El producto de una matriz fila (1¥ n) por una matriz columna (nx 1) es un niimero que se
obtiene multiplicandolas término a término y sumando los resultados de la siguiente manera:

i

0b,TC
a, a, a, - )ng %:aIDb1+a2Db2+a3Db3+---+anDbn
0:C
0, O
b, 1
Ejemplo:
050
-1 25 3 %3%-( )05+ 20(-4)+ 503+ 302 = -5- 8+ 15+ 6= 8
il
020

Observemos que si el numero de columnas de la matriz fila no coincide con el numero
de filas de la matriz columna, estas matrices no podriamos multiplicarlas.

Este producto vamos a utilizarlo para definir el producto de dos matrices:

Sean dos matrices 4,,., y B..,» se define el producto A0B como otra matriz C cuyos
elementos se obtienen de la siguiente forma:

C; = a; Dblj ta;, Dsz ta; Dij te-ta, Dbnj

es decir, el elemento ¢; de la matriz producto se obtiene multiplicando la fila i de la matriz 4 por
la columna j de la matriz B.
1o

0b, ; ;iU
- O, O_
Ci - (ail a;, a; - )DDb3/[| a; Dblj ta, Dsz ta;, Db3j teta, Dbnj
0:10
0, O
0b.
Debemos observar que para poder multiplicar dos matrices el numero de filas de la
matriz A debe ser igual al numero de columnas de la matriz B.

La matriz producto tiene tantas filas como la matriz A y tantas columnas como la
matriz B.
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PROPIEDADES.

1. Asociativa: AU(BIC)= (4UB)LC

2. No verifica la propiedad conmutativa: en general, AIB# BUA

3. SiA es una matriz de orden n, se verifica que: AU0I, = I, 04= A4
4. Distributiva: A(B+ C)= AUB+ ALC

Con estas propiedades y las vistas anteriormente para la suma, { M,(R), +, [0} tiene
estructura de anillo unitario no conmutativo.

Ejercicios.

Dadas | o A 3 -4 B- 2 0
adas las matrices —%2 1Ey —E?’ 'IH

Calcular:

1. A+B:HZ _14H+H§ OH? _045

3 -4 2 0 6 -8 6 0 12 -8
3. 204+30B=20 + 30 = + =

2 1 3 -1 4 2 9 -3 13 -1
4.

yape B CALE2 00 MR+ (4HB 300+ (-4U-DY_f6-12 0+47 -6 4
'Hz 1%%3 1%% 2+ 103 200+ 10(-1) H'E4+3 0—1%@7 —1%

2 0[0 13 -4 23+ 002 20(-4)+ 001 6 -8
S TN o
3 -1HH2 15 H3m+(-DR2 30¢-4)+(-nOog 7 -13

Observando los resultados de los productos AUIB y BUA podemos ver como el
producto de matrices no es conmutativo.

6. Lamatriz Xtalque 34- X = 2B
Operamos sin sustituir las matrices y despejando X nos queda: X = 304 - 20B

Entonces, una vez despejada la matriz X, sustituyendo las matrices 4 y B y operando, nos

of) B8 L TR SR T

queda:
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e Dadas las matrices:

Hl 0 1% %2 1 4%
A=l 2 33 y B=g3 0 -1
@2 2 1@ @4 -1 5@
Calcular:
Hl 0 1% %2 1 4H %3 1 SH
a) A+ B=pnl 2 3pq+p3 0 -Ip=p4 2 2
b2 B B -1 sH B 16
Hl 0 1% %2 3 4% Ez 0 2H Hz 3 4H HO -3 -2%
b) 204- B"=20q1 2 3q-gl 0 -1lg=p2 4 63-pgl O -lp=pgl 4 7
@2 2 1@ @4 -1 5@ Q4 4 2@ Q4 -1 5@ @O 5 -3@
%1 0 IH %2 1 4% %2+0+4 1+ 0-1 4+0+5D D 0 9%
c) AB=pnl 2 303 O 1 2+46+12 1+0-3 4- 2+15 -2 17
@2 2 1@ @4 -1 5@ @4+6+4 2+0-1 2+5@ @14 1 11@
Ez 1 4H Hl 0 1% %2+1+8 0+2+8 2+3+4D %11 10 9%
d) B4 3 0 -1n0q1 2 3r=r3+0-2 0+0-2 3+0—1 1 2
Q4 -1 5@ @2 2 1@ @4—1”0 0-2+10 4-3+ 5@ @13 6@

Hz 1 4% 02+3+8 1+0-2 4- 1+10D %13 -1 130
3 0 1 0+ 6+8 0+0-2 O- 2+10 14 -2 8
§4 -1 5@ @2+ 9+4 1+0-1 3+5@ @15 0 6@

HZ 3 4% El 1 2H %2+ 0+4 2+6+12 4+ 6+ 4D
f) B‘DA’:@I 0 IQDQO 2 2 1+0-1 1+0-3
s

%6 20 140
0 -2 1
4 - 5 1 1 4-0+5 4-2+15 8- 2+5@ @ 17 11@

E6 0 9E‘ E6 20 14H
g) (ADB)’=@20 -2 17@ :@o -2 1@

14 1 11 9 17 11

Si observamos los dos ultimos resultados, veremos que son iguales y, en consecuencia,
llegamos a la siguiente conclusién: (AUB) = B' 1A’

Ademiés, es evidente que se verifica que (4") = 4
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DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA.

El determinante de una matriz 4 cuadrada es un niimero que se obtiene a partir de los
elementos de la matriz.

Se representa por |A| o det(4).

Veamos como calculamos determinantes sencillos para después dar el salto a otros de
orden superior:

Determinante de orden dos.

a,, a
Sea la matriz cuadrada de dimension 2x2 dada por A= H““ au E
21 22

Definimos el determinante de 4 de la siguiente forma:
|A| = a,,lay, - ay,lay,

Ejemplo:

35
Si Az%z 7% 0 |4=307-502=21-10=11

Determinante de orden tres.

Es un niimero asociado a una matriz 3x3 calculado de la siguiente forma:
ay 4y, Ay
ay ay ay|* a,lay,layta,laylay, +a;ylay,la;, -
a3, da; as
- ayyla,, Uay, - ay, Uay, Jay, - a,, Ua,, Lag,
Podemos observar que en cada producto hay un factor por cada fila y columna; ademas la
mitad de los productos tienen signo mas y la otra mitad signo menos.

Para recordar estos productos que nos dan el valor del determinante de orden 3, se utiliza
la siguiente regla:

[ | J L o o  J

L ®

[ [ | L [ ] [

PRODUCTOS CON PRODUCTOS CON
SIGNO + SIGNO -

Esta regla se conoce con el nombre de Regla de SARRUS.

Otra forma de recordar los productos del desarrollo de un determinante de orden tres seria
la siguiente:
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Diagonales de izquierda a derecha: +

¢ ¢ Diagonales de derecha a izquierda: —
o ./ ®
lc 2c 3c Ic 2c
Ejemplo:
5 -6 4
3 3 -2(=50B+(-6)0-2)01+ 40301- 40301- 50(-2)01- (-6)0303 =

I 1 3

45+ 12+ 12-12+ 10+ 54 =121

Propiedades de los determinantes.

1. El determinante de una matriz cuadrada 4 es igual que el determinante de su traspuesta.

4] = |4

Esta propiedad nos indica que todo lo que pudiéramos decir para filas, también seria valido
para las columnas.

2. Si permutamos entre si dos filas (o columnas) de una matriz, el determinante cambia de
signo, sin variar su valor absoluto.

3. Si todos los elementos de una fila (o columna) de una matriz cuadrada son ceros, el
determinante de dicha matriz es cero.

4. Si una matriz cuadrada tiene dos filas (o columnas) iguales, entonces su determinante vale
cero.

5. Si una matriz cuadrada tiene dos filas (o columnas) proporcionales, su determinante vale
cero.

6. Si los elementos de una fila (o columna) de un determinante se multiplican por un numero, el
determinante queda multiplicado por dicho ntimero.

7. Si una fila (o columna) de una matriz cuadrada es combinacién lineal de dos o mas filas (o
columnas), entonces el determinante de la matriz vale cero.

8. EIl determinante de una matriz cuadrada no cambia si se sustituye una fila (o columna) por
una combinacion lineal de ella con las restantes filas (o columnas).
Aplicando esta propiedad de forma reiterada, el determinante de una matriz cuadrada se
puede convertir en otro del mismo valor que el dado, de tal forma que, todos los elementos de
una fila (o columna) elegida, sean cero, excepto uno de ellos.

9. El determinante de una matriz triangular o diagonal es igual al producto de los elementos de
la diagonal principal.

10. Si cada elemento de una fila (o columna) de una matriz cuadrada se escribe como suma de
dos sumandos, el determinante de dicha matriz es igual a la suma de dos determinantes que
tienen iguales todas las filas (o columnas), salvo la que se haya descompuesto, en la que el
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primer determinante tiene los primeros sumandos y el segundo determinante los segundos
sumandos.
MENOR COMPLEMENTARIO Y ADJUNTO DE UN ELEMENTO DE UNA MATRIZ

CUADRADA.

Sea 4 una matriz cuadrada de orden n y 4;uno cualquiera de sus elementos. Se llama

MATRIZ COMPLEMENTARIA del elemento 4;a la matriz que resulta de A4 al suprimir la
fila i y la columna j (la fila y la columna en la que se encuentra dicho elemento).

Se designa por Mj; y, evidentemente, serd una matriz de orden n—1.

Se llama MENOR COMPLEMENTARIO del elemento @; U A al determinante de la
matriz complementaria.

Se llama ADJUNTO del elemento @;, y lo representaremos por ;s al menor

complementario del elemento @; multiplicado por *1 segin que la suma de los subindices del

elemento sea par o impar, es decir Ai,- = (- [IM i

En consecuencia, el adjunto de un elemento es el menor complementario de ese elemento
afectado del signo + 0 -, segin la posicion que ocupe el elemento en la matriz.

Desarrollo de un determinante por los elementos de una fila o columna.

Consideremos el desarrollo del determinante de orden 3:
|A| = ay lay, lag, + ay, lay, Uy, + ay Uay lay, - ayylay, Uay, - a), Uay lay, - a)) Ua,, Uay,

Si sacamos factor comun los elementos de una fila o columna (p.e. los elementos de la primera
fila) nos queda:

14| = a,, Uay, Day, - ay,Day,) + ay, Way, Day, - a5 Dayy) + a; Uay, Day, - ay, lay, ) = (#)

El contenido de cada uno de los paréntesis del desarrollo anterior coincide con el
desarrollo de un determinante de orden 2 y podriamos expresarlo de la forma:

s a,; 4dy
a,
az; dy

ay, ay

a a
(*): all D 22 23

2 A3

a,, 4

= a, - ta, (-1

as;, Qs ay dj;

=a, U4, ta,04,1a,04,

Este resultado podemos generalizarlo para el determinante de una matriz cuadrada de cualquier
orden de la siguiente forma:

El determinante de una matriz cuadrada es igual a la suma de los elementos de una fila o
columna cualquiera, multiplicados por sus adjuntos correspondientes.

|A| a, U4, +ta,04,+a,04,,+---+a,l4,

A= a,;0A,; + a,,04,,+ a,, 04, + ---+a, 1A,
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Con esta regla se rebaja el orden del determinante que se quiere calcular a una unidad
menos. Para evitar muchos célculos conviene que la fila o la columna por la que desarrollemos
tenga el mayor nimero de ceros posibles y, si no es asi, se pueden hacer por el método de
reduccion aplicando las propiedades de los determinantes.

EJEMPLO:

* Calcular el siguiente determinante desarrollando por los elementos de la primera fila:

12 3

1+11
S G
20

5
1o-1 -

: - 200
E{o 5‘ ‘2 5

* Calcular los siguientes determinantes:

b 20(- 1)“2D1
5 2

1+3D(-l)“3 o
5 2 0

1 1
+ 3D‘2 0‘2 105- 207+ 30(-2)=5-14-6=-15

1 0 0 2 1 0 0 0
11 -1
01 1 -1 o1 1 -
={4C. 4c-20C} = =10-1 -2 1 |=
0 -1 -2 1 0 -1 -2 1
1 1 -12
6 1 1 0 6 1 1 -12

Hemos reducido el determinante de orden 4 a otro de orden 3. Llegados aqui, tenemos dos
posibilidades: desarrollar este determinante de orden 3 directamente, aplicando la regla de Sarrus
o seguir la reduccion igual que antes.

1 1 -1 0 sustituimos: o 11 1 -1 { o
-1 -2 1 =H2Fﬁ 2F+1FE:O -1 0 :IE{ ‘:ID(-I)D(-II):II
1

0 -11
1 1 -12| H3F « 3F-1F 0 -11

1 1 1 1| 0OSwustituimos: 0 |1 1 1 1
2 2 2
11 1 1 BFc2r+1Fd o 2 2 2
= [ - =100 2 2[=
LSl 3F - 3FRIFT (0 0 2 2 |
-1 -1 -1 1| B4F - 4F+1F8 [0 0 0 2

Como nos ha quedado una matriz triangular, su determinante es igual al producto de los
elementos de la diagonal principal y nos queda:

2 2 2
0 2 2/=20R2[2-=28
0 0 2
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= ® X W

Calcular el siguiente determinante:

X = = W
%o W

= W % o®
W o= % o=

Aplicando las propiedades de los determinantes:

x x x| OSustituimos. [ 3 X X X 3 x x x
3 x x M2F- 2F-1F] |x-3 3-x 0 0 oy Th 00
= = = (x- =
x 3 x H3FH3F-1F% x-3 0 3-x 0 1 0 -1 0
x x 3 H4Fﬁ 4F-1Fﬁ x-3 0 0 3-x 1 0 0 -1
3 x x xt3
o x x xt3
OSustituimos: [ ;41 -1 1 3
= 0= (x-3)"00 = (x-3)0-DO-1 0 1 |=
04C - 4C+ 1C 1 0 1 1
0 -1 1
1 0 O 0
o 2x+3 x x+3
OSustituimos: [ ( 3)3D( ) 0 0 i ( 3)3 - 1) 1)D2x+3 X
= = (x- - = (x- - -
HICF 1C+ 3CH

1 -1 1
= (x-3)0(-2x-3-x)= (x-3)°0(-3x-3)= -30(x-3)°0(x+ 1)

Calcular los siguientes determinantes:

1 0 -1 2 1 2 3 4 1 -1 2 0 1 10
2 3 2 -2 21 2 1 2 1 3 1 1 00
a) b) c) d)
2 4 2 1 0 0 1 1 o 1 -1 2 0 1 1
31 5 -3 341 2 0O 0 4 -1 01 0
Calcular el valor del determinante:
10 10 10
S5a 5b 5c
a’> b*
Obtener, simplificando, el desarrollo del determinante:
abc -ab a’
-b*c 2b* -ab

b’c* -b*c 3abc

_— e = O
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* Calcular por transformaciones elementales (sin utilizar la regla de Sarrus) y justificando los
pasos), el determinante

1 b cta
1 a btc
1 ¢ at+b
e Hallar el valor del determinante
1 2 3 n
-1 0 3 n
-1 -2 0 - nm
-1 -2 -3 -« n
* Resolver la ecuacion
x -1 -1 0
-x x -1 1
=0
1 -1 x 1
1 -1 0 «x
* Resolver la ecuacion
1 1 1 1
x a a 0
=0
x 0 b 0O
x 0 0 ¢

a b c

+ Sabiendo que [d e f|=1 y utilizando correctamente las propiedades de los

g h i
determinantes, calcular:
at3d ct+3f bt 3e f e d
-d -f -e c b a
g i h i h g

DETERMINANTE DEL PRODUCTO DE MATRICES.

Sean 4 y B dos matrices cuadradas de orden n. El determinante de la matriz producto 4/B
es igual al producto de los determinantes de ambas matrices:

|4CB|= |45
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MATRIZ INVERSA: CALCULO.

Matrices regulares y singulares.

Una matriz cuadrada 4 de orden n se dice que es REGULAR si su determinante es
distinto de cero, es decir:
A esregular - |A|¢ 0

Si su determinante es cero, se dice que es SINGULAR.
A essingular - |A| =0
Ejemplo:

# Comprobar si son regulares o singulares las siguientes matrices:

%3 1 IH Hl 2 3H %1 2 3H %1 1 O%
2 0 -1 4 5 6 1 4 9 01 2
fsef hso Gao fo o

Matriz Adjunta.

Dada una matriz cuadrada 4 de orden n, se llama MATRIZ ADJUNTA de 4, y se
representa por (Adj A), a la matriz que se obtiene de A sustituyendo cada elemento por su
adjunto:

HAII A12 Aln%

.o DA21 Azz AZnD
AdjA= 7 ~ 0
U U

DAnl An2 AnnD

Como ya hemos visto, se verifica que la suma de los productos de los elementos de una
fila (o columna) por sus adjuntos es igual al determinante de la matriz.

Sin embargo, la suma de los productos de los elementos de una fila (o columna) por los
adjuntos de una fila (o columna) paralela a ella es igual a cero, ya que seria igual al desarrollo de
un determinante que tendria dos filas (o columnas iguales).

Aplicando estas dos afirmaciones podriamos demostrar que el producto de una matriz
cuadrada por la traspuesta de su adjunta es una matriz escalar con valor constante igual al
determinante de la matriz.

Ejemplo:

* Calcular las matrices adjuntas de las matrices del ejercicio anterior.

04 o 00
D0|A| 0]
«  Comprobar que A41(AdjA)" = H H
i [
00 0 - |40
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Matriz inversa.

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Se llama MATRIZ INVERSA de 4 a otra matriz
de orden n, que representaremos por A", que verificaque A04™'= A'04= 1.

No todas las matrices tienen inversa. Para que una matriz 4 admita inversa tiene que ser
regular.

Existen varias formas de calcular, si existe, la inversa de una matriz:
= Aplicando la propia definicion y resolviendo el sistema que resulta.

= Mediante transformaciones elementales aplicadas a una matrizz. Método de
Gauss-Jordan.

El método de Gauss-Jordan consiste en realizar operaciones elementales sobre
una matriz formada por 4 y la matriz identidad / (4| I), hasta transformarla en

a|A™M).

= Por determinantes: Segiin hemos visto, el producto de una matriz cuadrada por la
traspuesta de su adjunta es una matriz escalar con elemento constante igual a [A[]

Podriamos escribir: 40(Adj A)' = A‘ 01

1 .
Luego. AD[A A Adj )] = 1

En consecuencia, por la definicion de la matriz inversa de 4, la obtenemos

1

mediante la expresion: A= w (Adj A)"

Para calcular la matriz inversa por este método daremos los siguientes pasos:

1. Calculamos el determinante de la matriz 4. Si éste es igual a cero no existira
matriz inversa.

2. Calculamos la matriz adjunta de 4
3. Trasponemos la matriz anterior: (Adj A)'

4. Dividimos por | A4 | (dividimos cada uno de los elementos de la matriz).

EJERCICIOS PROPUESTOS.

1. Calcula la matriz inversa, si existe, de las siguientes matrices:

-1 0 0 17
32 g 10 -2 o2 5] 0, o -1 30
A=2 4 3 B=:-2 1 1 c=r0 1 2 p=U J
5 s o : : oo fo0o0 -
35 2 30 -1 00 1 0

92 1 2 171
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MENOR DE UNA MATRIZ.

Dada una matriz 4,,,, se llama SUBMATRIZ de la matriz 4 a cualquier matriz que se
obtenga de ella suprimiendo ciertas filas y ciertas columnas.

H3 -1 2 IH
En la matriz 4 = @2 1 1 27 sisuprimimos la primera fila y la tercera columna,
4 -2 -1 1@

02 1 20

obtenemos B = H4 5 IH matriz de dimension 2X3 que es una submatriz de 4.

03 -10
Si suprimimos la tercera fila y la tercera y cuarta columnas, tenemos C = H2 1 H que es una

submatriz cuadrada de orden 2 de la matriz 4.

En consecuencia, las submatrices de una matriz 4 podrin ser rectangulares o
cuadradas dependiendo de las filas o columnas que suprimamos en la matriz.

Llamamos MENOR de orden /4 de una matriz 4 al determinante de una submatriz
cuadrada de dimension Axh de la matriz 4.

Si dicha submatriz estd formada por las 4 primeras filas y las /4 primeras columnas de la
matriz A, el menor se llama MENOR PRINCIPAL de la matriz 4.

3 -
En el ejemplo anterior de la submatriz C, su determinante es |C]| = ‘2 ! ‘ =3-(-2)=5 esun

menor de orden 2 y, ademas, principal.

RANGO DE UNA MATRIZ.

Se llama RANGO de una matriz al orden del mayor menor no nulo de la matriz dada.

Por tanto, si 4 es una matriz de dimension mXn y h es el rango de A4, quiere decir que
existira algun menor de orden % distinto de cero y todos los menores de orden superior
{h+ 1,h+ 2,...} seran nulos.

De otra forma: Si un menor de orden / de una matriz 4 es distinto de cero y todos los
menores de orden (#+ 1) que se pueden formar afiadiendo una fila p de la matriz y cada una de
las columnas que no figuran en el menor son nulos, entonces dicha fila p es combinacion lineal
de las filas de la matriz que intervienen en el menor.

En consecuencia, el rango de una matriz es el nimero de filas (o columnas) de la
matriz que son linealmente independientes.

CONSECUENCIAS:

. Si en una matriz 4 se intercambian dos filas (o columnas) se obtiene otra matriz
de igual rango que 4.
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. Si una fila (o columna) de la matriz 4 esta formada por ceros, el rango de A4 es
igual al de la matriz que se obtiene de 4 suprimiendo dicha fila (o columna).

] Si una fila (o columna) es combinacién lineal de otras filas (o columnas) de la
misma matriz, se puede suprimir dicha fila (o columna) ya que no afecta al rango de la
matriz.

CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ.

Teorema.

“La condicion necesaria y suficiente para que una matriz 4 de dimension m X n
tenga rango r es que exista un menor de orden r, extraido de la matriz, distinto de cero y
que todos los menores de orden r+ 1 sean nulos”.

) NO0M, %0
rango =r e
& lim, =0

Teniendo en cuenta este teorema, para calcular el rango de una matriz podemos seguir los
siguientes pasos:

1. La tnica matriz que tiene rango cero es la matriz nula; cualquier otra matriz tendrd un
rango igual o mayor que 1.

2. Se observa a simple vista si existen filas o columnas que sean combinacion lineal de
otras paralelas a ellas, en cuyo caso se suprimen.

3. Se trata de encontrar, por ser facil el calculo, un menor de segundo orden no nulo. Si lo
hubiese, podemos afirmar que rango(4) = 2. Si no existe un menor de segundo orden
distinto de cero y la matriz no es nula, entonces podemos concluir que rango(4) = 1.

4. Supuesto que rango(4) = 2, afadiremos al menor de segundo orden no nulo que
hemos obtenido las filas y columnas restantes para formar menores de tercer orden. Si
todos fuesen nulos, podemos afirmar que rango(4) = 2. Si existe un menor de tercer
orden distinto de cero, podemos afirmar que rango(4) = 3.

5. De forma analoga se proseguiria hasta que se terminaran las filas y las columnas.

EJEMPLO:

= (Calcular el rango de la matriz

HS 0 IH
ol 3 0
A=02 ¢ 0O
0 0
n3 -6 1p
Ha -3 1f

Observando la matriz dada podemos lo siguiente:
a) La tercera fila es igual que la segunda multiplicada por 2.
b) También se verifica que 4F=1F-2.2F) y S5F=1F-2F

Por tanto, el rango de la matriz A es igual al rango de la matriz que resulta de A
suprimiendo las filas tercera, cuarta y quinta:

MATRICES Y DETERMINANTES 30



(4) = >0 t 1 de orden 2 > %0
r = rHl 3 OH = puesto que el menor de orden 2, 3
= Calcular el rango de la siguiente matriz:
%-2 31 0 5 H
4= n3 2 -1 2 0
04 -1 0 5 31
Q {
02 1 3 0 -2[

Puesto que no se trata de la matriz nula, su rango sera mayor o igual a uno.

Tomamos un menor de orden dos (el formado por las dos primeras filas y las dos
primeras columnas) y vemos si es distinto de cero o no:
-2 3‘

=-4-9=-13¢0
3 2

y, por tanto, el rango(4) = 2.

Tomando este menor como base, afiadimos la tercera fila y con las distintas columnas
vamos formando todos los menores de orden tres que podamos:

-2 3 1
3 2 -1=0-12-3-8-0-(-2)=-21%#0
4 -1 0

y, por tanto, el rango(4) = 3.

Pasamos a formar menores de orden cuatro y ver si hay alguno distinto de cero:

-2 3 1 0 [OSustituimos: o -2 3 1 0

1 5 2 1 5 2
3 2 -12 Hr.o2rv1ir B {1 5 02

- 7 i - 14 -1 5/=804 -1 5=

4 -1 0 5 ¢ 14 -1 05

8 -8 0 1 -1 0
2 1 3 0 B4F. 4F-3001F)F |8 -8 0 0

1 6 2

OSustituimos: [ 6 2
= 0=804 3 5/=8010 = 80(30- 6)=8[R24% 0
02C - 2C+ 1C Lo 0 35

Como hemos encontrado un menor de orden 4 distinto de cero y no podemos formar

menores de orden superior ya que no tenemos mas filas, el rango de nuestra matriz serd 4:
rango(A4) =4.

# Calcular el rango de las siguientes matrices:
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AN N W =

Whn W W =

=)
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MATRICES Y DETERMINANTES: RELACION DE EJERGICIOS.

1. Obtener las matrices 4 y B que verifique el sistema:

1 2 2
um:% E

-2 1 0
-4 -3 -2
A-3B=
E—l 0 -1%
HO 1 2H El 0 OE
2. Demostrar que 4> - A4-2.1= 0,siendo 4=l 0 1 I=p0 1 O
@1 1 OQ @0 0 1@

3. Resolver la siguiente ecuacion matricial:
ol -10 Oxg 01 x

L SIa D,

4. Si A es una matriz cuadrada nxn, tal que 4° = 4, e I es la matriz unidad nxn, jqué matriz es
B, si B=24-1?

01 17
5. Probar que 4" = 2""'04, siendo A la matriz Hl IH

6. Calcular por induccion respecto de n:

n

_— IR
i 01 1
11 @ @

00 1

7. Calcular los valores de ¢ para los que el rango de la siguiente matriz es 2:
Hl 11 H
02 2 2[

03 3 ¢f

8. Sea A una matriz de orden 3. Demostrar 404" y A’ A son simétricas.
Una matriz A4 se dice que es simétrica si es igual a su traspuesta.

01 0 -1(
0 I

9. Dada la matriz 4= @O N 3. Averiguar para que valores del parametro A, la matriz 4
4 1 -\ @

no tiene inversa. Calcular la inversa cuando A = 2.

10. (Existe una matriz B tal que el producto 4.B sea una matriz de tres filas, siendo
o1 3 2 1[
A= H H 9
4 5 3 -2
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(Como deben ser las matrices rectangulares M y N para que puedan efectuarse las
multiplicaciones MN y NM? Razona la respuesta.

Calcular el rango de la matriz 4 segun los diferentes valores de LR, siendo
0 ¢ t 0 [
A= - 2 t+1 t- 1D
Q- 2t-1 0 ¢+ 3@
Para que valores de 7 (R existe 47'?

Probar que la matriz 4 tiene inversa y calcularla:

% I m O OH
4= 0 1 m Op
0o 0o 1
0 0
0o 0 0 10
Hallar los valores de x para los cuales la matriz 4 no tiene inversa:
0 |« 10
A=
Ox- 2| 20
H 0 -1 -20 gr 0 00
Dadas las matrices 4= -1 0 -2 I=00 1 0
@ 1 1 3 @ @O 0 1@

determinar, si es posible, un valor de A para el que la matriz (4 —A.1)* sea la matriz
nula.

Obtener un vector no nulo % = (a,b,¢), de manera que las matrices siguientes tengan,
simultaneamente, rango 2:
Hl 1 aH HZ 0 aH

A=01 0 b[ B=00 -1 b

i1 cf 13 1 cff

(Selectividad - Junio 97)

Dadas las matrices

Hl -4 IH HO -1 —IH Hl OOH
A=11 3 -2 B=1-1 1 20 e [I=00 1 0f
-1 2 of -1 0 1f J0 0 1f

se pide:
(1) Estudia si existe y, si es asi, calcula la inversa de A4.
(2) Estudia si existe y, si es asi, calcula la inversa de B.
(3) Determina una matriz X que verifique (24+ I)B= B+ AXA.
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