CAPITULO

4

Ecuaciones diferenciales de orden superior

4.7 Variacién de parametros

El método de variaciéon de parametros es un procedimiento ttil para la obtencién de una solucién particular
¥p(x) de la ecuacién diferencial ordinaria lineal (no homogénea) y se basa en el conocimiento de la solucién
general de la lineal homogénea asociada a dicha edo. lineal.

Haciendo referencia a las lineales de segundo orden diremos que el método de variacién de pardmetros es
atil para obtener una solucién particular y,(x) de la lineal

y' Py +qx)y =gx), @
a partir del conocimiento de la solucién general de la lineal homogénea asociada
y'+p)y +4q(x)y =0. @)

Si suponemos que la solucién general de la lineal homogénea (2) esta dada por la combinacién lineal

d(x) = C191(x) + C2¢2(x),

debemos tener presente que y = ¢1(x) &y = ¢2(x) son soluciones de esta ecuacién diferencial (2) tales
que Wgi(x), ¢2(x)] # 0en todo el intervalo (o, ) donde las funciones p(x) & g(x) son continuas. Es decir,
¥y = ¢1(x) & y = ¢2(x) forman un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacién diferencial (2).
Supongamos pues que ¢(x) = C1¢1(x) + Ca¢a(x) es la solucién general de y " + p(x)y’ + q(x)y = 0.

El método de variacién de pardmetros propone que la solucién particular y,(x) tenga la misma forma que
¢(x), pero permitiendo variar a los parametros C; y C». Esto es, propone que y,(x) sea

Yp(x) = urd1(x) + uz¢a(x),

donde u; = u1(x) & u» = u»(x) son funciones de x, desconocidas ambas y que deben ser determinadas.
(Coémo determinar a las funciones u; & u,? De la siguiente manera.

Yp = u1¢1 +uz$p =
= Y, = uid1 + 1] + uydy + uz¢p,

lcanek.azc.uam.mx: 15/ 1/ 2009



2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

Aqui, antes de obtener y ), se supone que
u{qﬁl + u£¢2 =0.

Esto se hace con la finalidad de que en la expresién de y, no aparezcan u{ & u;, ya que la inclusién de
estas segundas derivadas en y, haria mucho més compleja la obtencién de las funciones u; & u5.
Se tiene entonces que

Vp = U1 + Uz

por lo cual

Yp = Ui +uigy +use, +uzre)

Ahora bien, y, es solucién de la lineal

y'+px)y +qx)y = gkx)

si se cumple que

yp +p(X)y, +qx)y, = g(x)

esto es,

(1] +urd] + uzpy +uzr9) 1 + p(O)urd] + uagpy] + q(0)u1¢1 + uzrg] = g(x) =
= u1p] +urlgy + p()p| + q(0)P1] + uz0, + u2lpy’ + p(x)p, + q(x)a] = g(x)
Pero
] + PP +q(x)p1 =0 & ¢+ p(xX); +q(x)p2 =0,

por ser ¢ & ¢, soluciones de la homogénea. Entonces debe cumplirse que
Uiy +ur; = g(x)
Concretando: las funciones u; & u, deben cumplir con el par de ecuaciones
Ui +urdy =0 & wid{ +uz; = gx)
donde las incégnitas son u{ & uj.
Hemos obtenido un sistema de ecuaciones de dos ecuaciones con dos incégnitas:
uiPr + uyps =0
uip] +uyps = g(x.

¢(Tiene solucién tinica este sistema para u| & u4? Veamos.
El determinante As del sistema es

é1
1 ¢
Y debido a que W(¢1, ¢2)(x) # 0 entonces As # 0, por lo que el sistema de ecuaciones tiene una tnica
solucién. Dicha soluciéon tnica es

0 ¢

u = ’g(x) ¢, _ —&W)o
! As W(¢1, ¢2)

As = = W(¢1, $2)

g(x)¢2(x)
W(g1(x), $2(x))

= uj(x) = -
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b1 0
VA L) B (637 WY (6.2, J1C)
2 As W(p1. $2) 2 W(g1(x), ¢2(x))
De donde obtenemos u; & u, mediante integracién
g(X)92 () & uye [ EWHE

) W (). $2(x) =] Wi (x). 2(x))

Sustituyendo u;(x) & u2(x) en y,(x) se tiene que la solucién particular de la lineal es

g ()a () (01 (x)
d
W1 (0). 2 (1)) x+¢2(’“)/ W1 (). o)

Finalmente, podemos escribir la solucién general de la lineal como

V() = $1(x) /

y(x) = yp(x) + ¢(x)
y(x) = yp(x) + [C1¢1(x) + Cagpa(x)]

con la y,(x) obtenida.

Ejemplo 4.7.1

Utilizando el método de variacién de parametros, calcular una solucion particular y escribir la solucion general de Ia
ecuacion diferencial ordinaria.

1
x2y” —dxy’ +6y = —
x
Dado que y1 = x*y y» = x> forman un conjunto fundamental de soluciones para la EDO homogénea asociada:
x2y" —4xy’ +6y =0

V¥ Sea yp(x) = ui(x)y1(x) + u2(x)y2(x) una solucién particular.

Entonces:

3 2

yp(x) = u1x? +usx® = yl’J =u|x? 4+ 2u1x + upx® + 3upx

Considerando que:
uix® +upx> =0 (A)
Entonces:

2

vy =2u1x +3upx? = y; = 2u{x + 2uy + 3ujx> + 6uzx

Sustituyendo en

1
X2y, —4xy, + 6y, = .

Se obtiene:
x2(2u{x +2u; + 3u£x2 + 6uzx) — 4x Quix + 3uzx?) + 6(uix? + upx3) = —
2x3u] +uy (2x% — 8x2 4 6x2) + 3x*u) 4+ up(6x3 — 12x3 + 6x3) = %
2x3u; + 3x*uy = % dividiendo por x?
2xuy + 3x%uy = L (B)

x3

Entonces u{ y u} deben satisfacer el sistema formado por las ecuaciones (A) y (B)

2xui + 3x%up = x73 4

x2uj + x3up =0 up 4+ xup =0
2ui 4+ 3xuy = x~
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El determinante del sistema es

W:’é 3);=3x—2x=x:>W=x
La solucion del sistema es
O4 x
u; = x‘W3x = _);_3 =x*t = u ="
’1 0
uy = ;_4=xx;4=x_5:>u£=x_5

De aqui que

-3
X 1
U1 :—/x_4dx=——3+61=§x_3+cl

5 x* -
uzz/x_ dx=—4+62=—zx_ + ca

1 1
Tomando u; = §X_3 Uy = —Zx_“ se tiene que, una solucién particular es
1 1 1 1
_ 2 3_ 1 32 1 43 _1 1 1 -1
Yp = U1X" + Uzx 3x X 4x X 3x 4x
1, 1
yp(x) = Ex = E

Entonces la solucion general, de la edo. dada, es
Yy = yp(x) + k1y1(x) + kay2(x)

1
y = Ex_l + k1x? + kox3

Ejemplo 4.7.2

Utilizando el método de variacién de parametros, calcular una solucion particular y escribir la solucion general de Ia
ecuacion diferencial ordinaria.
x2y" —xy'+y =4xInx

Dado que y1 = x y y» = x Inx forman un conjunto fundamental de soluciones para la EDO homogénea asociada:
x2y" —xy'+y=0

V¥ Sea yp(x) = ui(x)y1(x) + u2(x)y2(x) una solucién particular
Entonces:
yp=wuix +usxInx = y, =uix +u; +usxInx +uy(1 4+ Inx)

Considerando que
uix +uyxInx =0 ©)

Entonces |
yy=ur+ux(l +Inx) =y =uj +uy(1 +Inx) +uy (;)

Sustituyendo en

X%y} —xy, 4+ yp =4xInx
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Se obtiene

1
x2 up +us(l+1Inx) +ua—| — xfug + u2(l + Inx)] + urx + upxInx =4xInx
x

xzu{ + ué(x2 +x2Inx) + ua(x —x —xInx + xInx) + u;(—x 4+ x) = 4xInx

x2u 4+ x*(1 +Inx)u) = 4xInx

Dividiendo por x2

4
u' + (1 +Inxu;, = —Inx (D)
X
Entonces u; y uj deben satisfacer el sistema conformado por las ecuaciones (C) y (D).

xuy+ (xInx)up =0 N uj + (Inx)up; =0
uj+ (1 +Inx)u; =4x inx uj + (1 +Inx)u; =4xinx

El determinante del sistema es

1 In x
W-’l 1_’_mx’—1+lnx—lnx_1 = W=l
La solucién del sistema es
0 In x
4x 1Inx 1+1In
u; = a al a = —4x"1(Inx)?
w
’1 0
1 4x7!'ln
uy, = | 4x UInx
w
De aqui que
-1 2 2 dx 4 3
1=—4 [ x (Inx)"dx =—4 [ (Inx) 7=—§(Inx) +c1

Uy = 4/x_11nxdx = 4/(lnx)a;—x =2(nx)* +c,

4
Tomando u; = —3 (Inx)3 yu; =2(In x)? se tiene que, una solucioén particular es

4
Yp =u1X +uzxInx = —g(lnx)3x +2(Inx)’xInx

2
yp(x) = $x(Inx)?

Entonces la solucién general es
y =yp(x¥) +kiy1(x) + k2ya(x)
2

y = 3x(lnx)3 +kix +koxInx

Ejemplo 4.7.3

Utilizando el método de variacién de parametros, calcular una solucion particular y escribir la solucion general de Ia
ecuacion diferencial ordinaria.
y" +y =sec®x.
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Y Primero se obtiene un conjunto fundamental de soluciones para la EDO homogénea asociada
y'+y=0

Luego se aplica el método de variacién de pardmetros para determinar una solucién particular.
Resolvemos pues:
y 4 + y — O

Proponiendo y = e** se obtiene:
pr4+1=0= p=+v/-1=0+£1i

Entonces:
e senlx = senx

1
y2 = e%% cos 1x = cos x

Funciones que forman un conjunto fundamental de soluciones
Se propone como solucién particular

Yp = UISeNX + U3 COSX = Y, = UjSeN X + U1 COSX + Uy COS X — Up Sen X

Considerando que:
uysenx +uycosx =0 (E)
Entonces

Y, =U1COSX —UpSeNX => ), = 1U{COSX — U SeNX — U, SeNX — Uz COS X

Sustituyendo en

v, + yp = sec® x, se obtiene
(U] COS X — 1y Senx — uj senx — Uy cos X) + (U1 sen x + uy cos x) = sec? x

uj cosx —uysenx = sec® x (F)
Entonces u y uj deben satisfacer el sistema

ujsenx + ujycosx =0
uj cos x —ujsenx = sec? x

El determinante del sistema es

senx  cosx
=_—sen’x—cos’x = -1 = W = -1
cOSXx —senx
La solucién del sistema es
0 COS X
, sec?x —senx —sec? x cos x
U = = = secx
w -1
sen x 0
. |cosx sec?x| senx sec?x »
U, = = = —Senx sec” x

w -1
De aqui que

U = /secx dx = In(secx + tanx) + c;

(cos x)~!

1 2

Uy = —/senx sec? xdx = /(cos x)"2(—senx)dx =

Uy = —SeCcx + ¢z
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Tomando u; = In(sec x + tanx) y u» = —secx; se tiene que, una solucién particular es

Yp = UpSenx + uz cosx

Yp
yp = (senx)In(secx + tanx) — 1

(sen x) In(sen x + tan x) — (sec x) cos x

Entonces la solucién general es

y = (senx)In(secx + tanx) — 1 + k; sen x + k, cos x

Ejemplo 4.7.4

Utilizando el método de variacién de parametros, calcular una solucion particular y escribir la solucion general de Ia

ecuacion diferencial ordinaria.
3x

"3y 42y = :
L

Y Primero se obtiene un conjunto fundamental de soluciones para la EDO homogénea asociada
y' =3y +2y=0

Luego se aplica variaciéon de pardmetros para determinar una solucién particular.
Para resolver:
y//_3y/+2y :O

Proponemos y = e** y se obtiene:

u2—3u+2=0 = u1 =1, up2 =2, entonces

2x

yr=e : . .
{ funciones que forman un conjunto fundamental de soluciones
y2=e

Se propone como solucién particular

2x ! 2x

yp = ure’ +uze”* = yl’J =uje” +uje* +uje® + 2uye®™
Considerando que
uje® +uze®™ =0 (G)

Entonces

2x

2 2
yp, =ure” +2uze* =y =uje* +uje’ + 2use”* 4 4uze*”

Sustituyendo en

" / e3x :
Yp =3y, +2yp = Ter se obtiene
e3x
(uje* +ure™ + 2uje® + duze®) —3(ure™ + 2uze®) + 2(ure* + uze®) = [T o
3x
uje® +ure*(1 =34 2) + 2uje® + uze® (4 —6+2) =
I+ e*
l /1,2 e3x
uje® 4+ 2u e’ = H
[+ dupe? = T (H)
Entonces u y uj deben satisfacer el sistema
e*uj +e>up =0
3x

X,/ 2x,,/
e*u; + 2e“*u) =
1 2 1+ex
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El determinante del sistema es

e e 3 3 3 3
W = =2 —eF = = W=e¢*
ex Zer
La solucién del sistema es
0 er
e3x .
e 2x ,3x 2x
u! = 14 e* . —eTe _ ¢
! w e3*(1 4 e¥) 1 +ex
e* 0
3x
X e 3
u/ _ 1+ e* _ e* 3% _ e*
2 w e3*(1+eX) 1+4e*

De aqui que

2x
e
u1=—/ dx
14 e~

Utilizando el cambio de variable t = 1 + ¢*

up=In(l +e*) -1 +e*)+c;

ex
u2=/1+exdx=1n(l+ex)+cz

Tomando u; =In(1 +e*) — (1 4+ €*) y up = In(1 + ¢%)
Se obtiene la solucién particular

yp = ure” + uze”
= [In(1 4+ €*) — (1 4 e¥)]e* + [In(1 + e¥)]e**
=e"In(l 4+ e*) + > In(1 + ¥) —e*(1 + &%)
= [e*In(1 + eM)][1 + e*] —e*(1 + e¥)
yp(x) =e*(1 + e¥)[In(1 + e*) — 1]

Por lo tanto, la solucién general es

Yy = yp(x) +kiy1(x) + kay2(x)
y =e*(1 + e®)[In(1 + e¥) — 1] + kye* + kpe>~.

Ejercicios 4.7.1

Utilizando variaciéon de pardmetros, calcular una solucién particular y escribir la solucién general de la
ecuacién diferencial dada. Considerar que las funciones y; = yi(x) & y2 = y2(x) forman un conjunto
fundamental de soluciones para la ecuacién homogénea asociada.

1. x2y" — 6y’ + 10y = —8x3; y; =x2& y, = x°

1
2. x2y" —xy' =3y =-30x; y1=x3&y, = .
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2.,

3. —x2y" +xy' +8y = 2

65
N =x*&y, =x"

6
4. x2y" +8xy' + 12y = o n= x B &y, =x7*

5. x2y"” —6xy’ + 10y =4xInx —5x; y; = x> &y, = x?

Utilizando variacién de pardmetros, determinar una solucién particular y escribir la solucién general
de la ecuacién diferencial dada.

y// —y = ex

X

y'—y=e"

y" 4+ y=senx

L ® N

y" 4+ y =cosx

10. y" =2y’ + y = 6xe*

11. y" +2y' 4+ y = 12xe™*
12. y” + y = tanx

13. y" 4+ 4y = 4sec2x

14. y” 4+ 9y = 9sec3x tan3x
15. y”" —y = e **sene™
16. y” + 4y = sen 22x
17. " + 4y = cos 22x

ex

18. y"—2y'+y = ™
—x

19. y”+2y’+y=eT

Respuestas a los ejercicios

1. y,(x) =4x3;  y =4x3 + C1x2 + Cox?
P

C
2. yp(x) =8y/x; y=8Jx+Cix3+ 72

9 9 C
3. yp(x) = 3—ﬁ; y = —%+C1x4+;

3 3O G
Lyw=5t y=5gt 3t

5. yp(x) =xInx; y=xlnx+ Cix°+ Crx?

1 1 1
—xe¥ — _ex; y = —(2x — 1)€x + Clex + CZe_x

6. yp(x) =3 4 4

1 1
7. yp(x) == ——xe™;, y= Z(l —2x)e ™ + Cre* + Cre™™
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1 1
8. ypx) = E(senx —Xcosx);, y= —Excosx + Cycosx + Cysenx

1 1
9. ypx) = E(xsenx +cosx); y= Exsenx + Cicosx + Cysenx

10. yp(x) = x3e%  y = (x3 4+ Cox + Cy)e”

11 yp(x) =x%e™ y=(x*+ Cox + C)e™™

12. y,(x) = —(cosx)In(secx + tanx); y = Cjcosx + Cysenx — (cos x) In(secx + tanx)
13. yp(x) = (cos2x)In(cos2x) + 2xsen2x; y = (C; + Incos2x) cos2x + (C, + 2x) sen2x

14. y,(x) = 3xcos3x —sen3x — (sen3x)In(cos3x); y = 3xcos3x — (sen3x)In(cos3x) + C;sen3x +
C, cos3x

X

15. yp(x) = —e*cose™ —sene™; y = —(e*cose™ +sene *)+ Cie* + Cre™™
p

1 1 1 1
16. yp(x) = g os 22x 4+ 5 %en 22x; y= ¢ o8 22x + 5 sen 22x + Cy cos2x + C, sen2x

1 1 1 1
17. yp(x) = ¢ sen 22x + 15 s 22x; y= ¢ sen 22x 4+ 15 s 22x + Cy cos2x + C, sen2x

18. yp(x) = xe*(Inx —1); y =(C; + Cax)e* + xe*Inx
19. yp(x) =xe*(Inx—1); y=(C1 +Cox)e ™™ +xe *Inx

1 1
20. y,(x) = e *arctane® — Ee_zx In(1 4+ e?¥); y = e ~arctane* — Ee—z)c In(1 + e%¥) + C1e™2* + Cre™>

4.7.1 Variacién de parametros para ecuaciones diferenciales de orden n
Descripcién del método general

Una vez discutido el método de variacion de pardmetros para ecuaciones diferenciales de orden 2, en esta
seccién extenderemos dicho método a ecuaciones diferenciales de orden n paran > 2. Asi, consideraremos
el caso de la edo. lineal no homogénea:

Y 4 an1 )y -t ao )y = g(x) )
Asumimos que ya conocemos una base del espacio de soluciones de la ecuacién homogénea asociada:
Y+ an ()" 4 ag(x)y =0 2)
De esta manera, suponemos conocido el conjunto fundamental de soluciones:

{¢1 ('x)v ¢2(X), Tt ¢n(X)}

a través del cual podemos formar la solucion general de la ecuacion (2).

d(x) = c101(x) + c2¢2(x) + -+ + Cppn(x) 3)
En lo que sigue, supondremos también que las funciones a,_1(x),: -, ao(x) & g(x) son continuas en el
intervalo (c, 8) donde el conjunto de funciones {¢(x), ¢2(x),--- , dn(x)} satisface:
$1(x) $a(x) -0 Pu(x)

¢1(x) Pr(x) o P(x)

Wip1(x), ¢2(x), -+ . Pn(x)] = # 0, para todo x € («, B)

6" V@) V) e g V()
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Como hemos dicho, el método se apoya en la idea de que los parametros ci, ¢z, , ¢, de la ecuacién (3)
pueden variar constituyéndose en un conjunto de funciones indeterminadas {1 (x), u2(x), -+, u,(x)} por
conocer, que permiten generar una solucién particular

Yp(X) = ur ()1 (x) + u2(X)p2(x) 4 -+ - + un (X)¢n (x) (4)

de la ecuacién (1). Como queremos determinar » funciones, es de esperarse que debemos imponer n condi-
ciones a las funciones u; (x), j =1,2,...,n.

Es claro, que una de las condiciones debe ser sin lugar a dudas el cumplimiento de la ecuacién (1).
Respecto a las n — 1 condiciones restantes, es un mérito del ingenio del descubridor de este método (el
matemadtico D’ Alembert) haberse dado cuenta de la piedra angular del método. La idea central de la que
hablamos radica en no resolver para las funciones u;(x) ecuaciones diferenciales que sean de orden
mayor que 1, es decir, buscaremos las restantes n — 1 condiciones de manera que nunca tengamos que
considerar ninguna relacion en la que intervenga alguna derivada u(/-k) (x) parak > 1.

Con esto en mente, a partir de (4) obtenemos:

Yp =] +1uafl + ot undy Huigy +usga + ooty
(hemos omitido la dependencia funcional de x para simplificar la escritura)
Para tener la seguridad de que no aparezca ninguna u }(x) requerimos que:
U1 +usta + -+ + u, ¢, = 0 en elintervalo (o, B) (5)
Entonces, tenemos ahora:
Yp =] +uags + o+ ung;

Por lo tanto,
Vy =iy Fuzgy ot ungy +uid] +uzps o+ uyd,

Por la misma razén que expusimos anteriormente, ahora planteamos la condicién:

Uiy +uspy + -+ u,d, = 0enelintervalo («, B) (6)
De donde se desprende que:
vy =] + g+t ung) 7)
Si proseguimos de la misma manera, determinaremos que se deben cumplir las relaciones:
7 4 (h) ra(h) 14 (h) _ : — _
uipy +uyp, +---+uy¢,” =0enelintervalo («, ) parah =0,1,2,....,.n -2 (8)
Y k k
y;k) = ulqbi ) +u2¢§ ) +---+un¢,(,k) parak =0,1,2,...,n—1 9)
Finalmente, si para k =0, 1,2, ..., n — 1 sustituimos las relaciones (9) en (1), hallamos:

191 Uy N ul ln_l un n_ an—1 (uq ln_l Uy n_

+ao U1 + -+ + updp] = g(x) (10)

Yp
Ecuacién ultima en la que hemos omitido la dependencia de "x* en las funciones u; y ¢; para simplificar
nuestra escritura.

Si ahora reacomodamos la ecuacién (10) de la siguiente manera:

u1[¢ + an 16D+ Faodi] + A un (B + an 167D + -+ aodal
uip" ™V o upp Y = g(x) (11)
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Observamos que como cada una de las funciones del conjunto {¢1(x), ¢2(x), - -+ , ¢n(x)} satisface la ecuacién
(2), todos los términos en (11) son iguales a cero con excepcién del tltimo; esto permite arribar a la con-
clusién de que:

uig" ™ g = () (12)
Al reunir todas las condiciones indicadas en (8) junto con la (12), concluimos que las funciones incégnitas

uy,...,u, satisfacen las condiciones:

Uiy +uyds + -+, =0
Uiy +uydy + -+ upd, =0

: (13)
uig)" " by 4 gl =0
uidy" "+ usgs’ ™ Y = g ()
Ahora bien, como indicamos anteriormente:
W[¢1 ('x)v ¢2(X), Tty ¢n(X)] 7é 0 , para todo x € (Oé, :3)
Por lo tanto, considerando (13) como un sistema de n ecuaciones con n incégnitas uj,...,u,, podemos
utilizar la regla de Cramer para obtener la solucién tnica para uq, ..., u,. Obtenemos:
14 14
uj = k =-—*k=12..n (14)
Wp1(x), ¢a(x), -+ ,pn(x)] W
Donde W difiere de W{p1(x), ¢2(x), -+ . ¢n(x)] = W en que tiene, como columna k-ésima, a la columna:
0
0
g(x)

14
Las funciones W = W(x) y Wiy = W (x) son continuas, asi que las expresiones u; = Wk son integrables,

del calculo de la integral se determinan las funciones incoégnitas w1 (x), . .., un(x).

1. Dado que las n constantes arbitrarias requeridas para la solucién general de la ecuacién (1) estdn con-
tenidas en la solucion general de la ecuacién homogénea asociada, no serd necesario sumar constante
alguna en ninguna de las n integrales de las expresiones (14).

2. Sienlugar de la ecuacién diferencial (1), tuviéramos:
an(X)y™ + an_1 (x)y"V + -+ ag(x)y = g(x)

(es decir, si an(x) no es idénticamente igual a 1)

Entonces hay que poner ()

) en lugar de g(x).

4.7.2 Ejemplos sobre variacién de parametros
Ejemplo 4.7.5 Resolver la ecuacién y® + 4y’ = cot(2x).

Y Primero hacemos dos observaciones:

1. Esta ecuacién diferencial no puede ser resuelta por medio del método de coeficientes indeterminados
(dada la presencia de la funcion cotangente).



4.7 Variacion de pardmetros 13

2. El coeficiente de la mayor derivada de la ecuacion es igual a 1.

Para la solucién, determinamos en primer lugar la ecuacién caracteristica correspondiente a la ecuacién
diferencial homogénea asociada, ésta es:

P 4ar=rr?+4) =0

Las raices de esta ecuacién algebraica son: r; = 0; r,3 = £2i. Por lo tanto, el conjunto fundamental de
soluciones estd integrado por las funciones:

¢1 = 1; ¢ = cos(2x); ¢3 = sen(2x)
El Wronskiano W = W(¢1, ¢2, ¢3) es:

1 cos(2x) sen(2x)
W = W(p1,p2, ¢3) = [0 —2sen(2x) 2cos(2x) | = 8sen 2(2x) + 8 cos 2(2x) =
0 —4cos(2x) —4sen(2x)

= 8(sen 2(2x) + cos 2(2x)) = 8

De acuerdo a lo discutido en el procedimiento general, requerimos hallar Wi, W, y W3. Tenemos:

0 cos(2x) sen(2x)

W = 0 —2sen(2x)  2cos(2x) | = cot(2x)[2 cos 2(2x) + 2sen?(2x)] = 2 cot(2x)
cot(2x) —4cos(2x) —4sen(2x)
1 0 sen(2x)

W, = |0 0 2 cos(2x) | = —cot(2x)[2 cos(2x)] = —2 cot(2x) cos(2x)
0 cot(2x) —4sen(2x)

y

1 cos(2x) 0

W3 = |0 —2sen(2x) 0 = —2sen(2x) cot(2x) = —2 cos(2x)

0 —4cos(2x) cot(2x)
De esta manera, obtenemos para u1, u» y u3 las siguientes expresiones:

Para u;:
Wi 2 cot(2 1/1 1
u; = /_ld / cot( x) dx = 1 (§> In|sen(2x) | = gln|sen(2x)|

Para u,:

&dx _ / —2 cot(2x) cos(2x) dx —

8
1 [ cos 2(2x) 1 [1—sen?2(2x)
=— [ —Fdx=— | ———dx =
4 sen(2x) 4 sen(2x)

= _% [/ csc(zx)dx—/sen(Zx)dx] =

11 1
=3 [5 In|csc(2x) — cot(2x) | + 3 cos(Zx)} =
1 1
=3 In|csc(2x) — cot(2x) | — 3 cos(2x)
Finalmente para u3:

Uz =

W3 /—2 cos(2x)
—dx = | ——=

1/1 1
W 5 dx = ~2 (§> sen(2x) = ~3 sen(2x)
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Estamos ahora listos para dar la solucién general la cual, como sabemos, esta formada con la suma de la
solucién general de la ecuacién homogénea asociada y la particular que formaremos a través del método
de variacién de pardmetros . De esta manera la solucién general es:

Yy =kig1 + ko + ksgps +uidpy + uzady + uzgs
=k + ko cos(2x) + k3 sen(2x)+

1 1 1 1
+ 3 In|sen(2x) | — 3 In | csc(2x) — cot(2x) | cos(2x) ~3 cos 2(2x) — 3 sen 2(2x)

ool—

1 1
=k + kp cos(2x) + k3 sen(2x) + 3 In|sen(2x) | — 3 In | csc(2x) — cot(2x) | cos(2x)

1
Donde, por abuso de lenguaje, hemos identificado la constante k; — g on la constante k.

O
El ejemplo anterior mostré cémo generar una solucién particular y la consecuente solucion general de la
ecuacién diferencial (por el método de variacién de pardmetros) si tan s6lo se conoce el conjunto funda-
mental de soluciones de la ecuacion diferencial homogénea asociada. Hay que decir que tuvimos a nuestro
favor el hecho de que la ecuacién homogénea era de coeficientes constantes, caracteristica que facilit6 la
determinacion del conjunto fundamental.
Si los coeficientes no son constantes, la tarea puede resultar mucho mds compleja con excepcién de algunos
casos particulares tal y como se muestra en lo que sigue.
Consideremos la ecuacion de Cauchy-Euler cuya forma general es la siguiente:

dny _ dn—ly
" e+ X"

d
4+ 4 alxd—y + apy = g(x); donde ag,ay,...,a, son constantes.
X

Este tipo de ecuaciones pueden reducirse a coeficientes constantes si se realiza el siguiente cambio de va-
riable:

Ilustraremos la técnica en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 4.7.6 Resolver la ecuacién x>y® + 3x2y” —3xy’ = x In(x).

Y Primero hacemos el cambio de variable x = ¢’. Entonces, por la regla de la cadena:

dy dy dy

O TR TR TR
dx  dx i(e’) e dt
dt dt

La segunda derivada, un poco mas compleja, termina con una expresién sumamente comoda:

dy’ 4 e_td_y
p_ Py _dy' g _dr\ dr) _

Cdx? dx  dx d
dt dt(e)
_d*y  _,dy
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Para la tercera derivada encontramos que:

dy” 4| d?y _dy
L, APy dy" o di az

T 4o -
dt dt
e (dPy  d?y e (d%y dy
R e e ol e v 3 2
_ dt dt dt dt _ d_y_3d_y+2d_y
et dt3 dt? dt )’

Cabe decir que las expresiones anteriores son completamente generales. Si sustituimos todo lo anterior en
la ecuacién x3y® + 3x2y” — 3xy’ = x In(x), hallamos:

d3 d? d d?
e [€_3t (# - 37;} + Zd—);>] + 3e% [6_2’ (ﬁ - Z—f)] —3e! [e_'j—);] =e'In(e").

Que al simplificarse produce:

dy _d*y _dy _d*y _dy _dy
3T 42t 435 35 35—,
dt3 dt? + dt + dt? dt dt te

o bien

dt3 dt
Una ecuacién diferencial con coeficientes constantes a la cual le podemos aplicar un procedimiento cono-
cido. De esta manera, encontramos las raices de la ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién diferencial
homogénea, ésta es:

d3 d
Y 4D et

PP —dr=r(?=4)=rr—-2)r+2)=0
Deducimos que el conjunto fundamental de soluciones estd integrado por las funciones:
$r=1 ¢ =e": g3 ="

Ahora consideramos el Wronskiano correspondiente, obtenemos:

1 eZt e—2t

W = W(p1, ¢, $3) = [0 2e* —2e72| =8+8=16
0 402 4o

1 0 e

W =10 0 —2e72|=2te""!
0 te! 4%
0 eZt e—2t

Wy =|0 2e* —2e72| =te'[-2—-2] =—4te'
te!  4e?t 472

1 e2 0
Wi =10 22 0 |=2te?
0 4e2 te!

Por dltimo, para hallar las funciones incégnitas u1, u» y u3 s6lo requerimos integrar, de esta manera:

14 —4te’ 1 1
up = Wldt =/ = ——/te’dt = —Ze’(t— 1)

16 4
W, 2tet 1 1
= | —=dt = dt == [te7'dt = —=e7"(t + 1
12 W / 16 s/e g¢ ¢+

W- 2te3 1 1
us = | —=>dt :/ ¢ dr = —/te3’dt =_—e¥(3r—1)
16 8 72
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En conclusién, obtenemos:

Yy =kig1 + ko + k3dps +uidy + uzas + uzgs
1

3t -2t
-1
726‘ (3t —1)e

1 1
=ky + kpe? + ke — Ze’(t —1) - ge_’(t + De? +
1 1 1 1
= ki + kae? + ke + e It 53 a5
1
= ki + koe? + kze? + 56’(1 —31)

Sin embargo en la ecuacién inicial, x es la variable independiente, no ¢.
De x = ¢/, hallamos que ¢ = In(x), por lo tanto, sustituyendo en el resultado anterior, encontramos:

1
y=ki+ k2x2 + k3x_2 + §x(1 —3In(x))

Ejemplo 4.7.7 Resolver el siguiente problema de valores iniciales

In(x)
x2y® —xy” 4y = Ly =0y =171 =1

¥V Primero multiplicamos la ecuacién por x a fin de llevarla a una ecuacion tipo Cauchy-Euler, obtenemos:
x3y® —x2y" + xy’ = In(x)

Si hacemos ahora el cambio de variable x = e’ e incorporamos los resultados (15) — (17) del ejemplo 4.5.2,

encontramos:
d3y d?y . _dy d?y dy dy
3|73 (22 32 2 920 2t |2 (2 %S t|,—t2V |
¢ [e (dt3 3dt2 + dt)] ¢ [e (dt2 dt)] te [e dt] !

Al simplificar, hallamos:
d3y _d?y dy d*’y  dy  dy _

ar Car Cw T ar Ta T a T

o

d3y d?y  dy
—5 A5 t4 =

dt dt dt
Una ecuacién diferencial con coeficientes constantes. La ecuacion caracteristica correspondiente a la ecuacién
diferencial homogénea asociada es:

t

P —4rtdr=r(*—4r+4)=rr—-2>%*=0

Por lo tanto las raices de la ecuacién son r; = 0y r» = r3 = 2. En consecuencia, las funciones que integran
el conjunto fundamental de soluciones son:

¢1 =1, ¢ = e*, ¢p3 =te*

Con ellas podemos calcular el Wronskiano W = W(¢1, ¢2, ¢3), éste es:

1 e% te?t
W =W(p1.¢2.¢3) = [0 2e* (21 4 1)e*| = (81 + 8)e* — (81 + 4)e*' = de*

0 4e% (4t + 4)e*
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De manera similar:

2t 2t

0 e te

Wi =10 2% (2t + 1)e?| =12t + 1)e* —2te!] = te*!
t 4e? (41 + 4)e*
1 0 te?t

Wo =10 0 (2t + 1)e?|=—1t(2t + 1)e? = (21> —t)e*
0 t (41 +4)e*
1 €% 0

Wi =0 2% 0|=2te*
0 4e? ¢

Asi, por el método de variacién de pardmetros, las funciones incoégnitas u1, u» y u3 son:

W, te*t 1 /t? 1,
= e = —_— = — - = —{
1751 Wdl /4€4tdt 2\ 2 3
223 (=212 —1)e? 1 2 —2t
o= [ [ = et near

Si en la dltima integral aplicamos integracion por partes, hallamos que:

1
Uy = Re_Z'B + 61 + 41%)

También ( integrando por partes):

W 2re* 1 —2t [y
Uz = Wdt:/ 4e4tdt=§/te dtz—ge Q2r+1)

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial es:

1 1 1
y = ki + kpe? + kate® + gtz + —e 23+ 61 + 41%)e? — ge_Z’(Zt + e

16
1 303 1 1 1
=ki+kae* +kste® + 1>+ =+ 1+ 12— 1> — 1
1Tl e T T e Ty Ty 71 TR
1 1
:k1+k262'+k3t62'+§t2+zt

3
Donde hemos identificado (por abuso de lenguaje) k1 + g <o ki. De x = e, obtenemos ¢ = In(x), por lo

V7Rt

tanto, la solucién general de la ecuacién en la variable “x" es:
y = ki + kax? + kax?In(x) + éln 2(x) + %ln(x)
De las condiciones iniciales obtenemos:
y(1)=0: ki +ky=0
Para aplicar la segunda condiciéon requerimos la primera derivada, ésta es:

11 1
n(x) L

y' = 2kox + ks[x + 2x In(x)] + -
4 x 4x

Por lo tanto, y’(1) = —1 produce:

1 3
1=2kz+k3+z 6 2k2+k3:Z
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Finalmente, para usar la tercera condicién requerimos la segunda derivada, al calcularla encontramos:

1 /1—In(x) 1
y" = 2ky + k3[3 + 2In(x)] + 1 (T) )

De donde, de la condicién y”(1) = —1, hallamos:

1 1
—1=2k2+3k3+z—z 6 — 1 =2k, + 3k3

Al resolver el sistema:

ki+k,=0
2ky + k3 = %
2ky + 3ks = —1
Se determina facilmente que k; = —%, ky = % y ks = —%. Al sustituir estos valores en la solucién

general, hallamos la siguiente solucién particular:

13 13 7 1 1
T + sz — gxz In(x) + 3 In 2(x) + 1 In(x)
1
= gl-13+ 13x% — 14x%In(x) + 21n 2(x) + 41In(x)]

Ejercicios 4.7.2

Utilice el método de variacién de pardmetros para proporcionar la solucién de cada una de las siguientes
ecuaciones diferenciales. Si se indica, utilice la informacién proporcionada.

1. y® —y” = 12x% 4 6x
2. yW 4y =x24x
3.y £3y" 43y +y =¥

2x3 4+ x2—4x—6

4. y® 2y —y' 2y = x4

y/// — Zy// + 1
y® 4 16y” = 64 cos(4x)
y® —4y” 4 4y’ = 122 + 24x2

y® —2y” + y = 100 cos(3x)

© ® N o W

y@® —6y” + 11y’ — 6y = e~

3 _ Aty
x3

10. y

11. x3y® —x2y” 4 2xy’ =2y = x3

12. x3y® 4552y 4 2xy" — 2y = x*
13. x3y® —4x2y” 4+ 8xy’ — 8y = 4In(x)

14. x3y® 4+ x2y” —6xy’ 4+ 6y = 30x
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15. xy® 4+ 2xy” — xy’ — 2xy = 1, si el conjunto fundamental de soluciones esta integrado por: ¢,
ex’¢2 — e—x’¢3 — e—2x

16. x2y® —2xy’ = 5In(x), si el conjunto fundamental de soluciones estd integrado por: ¢ = 1,¢» =
In(x), ¢3 = x>

17. y®& —y' = =2x; y(0)=0, y'O) =1, »"(0)=2
18. y@ —y =8e*; y(0)=—-1, y'(0)=0, y"(0)=1, y"0)=0
19. y® 43y” +3y' 4+ y=12¢7% y0) =1, y'(0)=0, y"(0)=-3
20. y® —y =cos(x); yO0) =1, y'(©0)=-1, y"(0)=y"(©0)=0
Respuestas a los ejercicios 4.5.1
1.y = ki +kox + kze* — x* — 5x3 — 15x2

4 X3

2.y =ky +kax + k3 cos(x) + kg sen(x) + % + 3 —x2

1
3.y =kie™ + kyxe ™ + kax%e™ + 6x3e_x
X —X 2 1
4. y =kie* + ke ™ + kze** + —
X
2x 1
5 y =kie +k2x+k3—zx

1
6. y =kix + ko + k3 cos(4x) + kg sen(dx) + Ex sen(4x)

7.y =k1e®* + koxe? + k3 + 3x2e?* 4 2x3 4+ 6x2 + 9x

8. y =kie* + kaoxe® + kze™ + kqxe ™™ + cos(3x)

1
9. y =kie* + kpe?* + kze3* + Exex

10. y = kix* + x~3 lkz cos (? ln(x)> + k3 sen (? ln(x)>] —x

3
11. y = kix + kax In(x) + k3x? + XT

4

12. y =kix + kox ' 4+ kax™3 + )9C_O

1 7
13. y = kix + kax? 4+ kzx* — 3 In(x) — g

5
14. y = kyx + kox3 + kzx™2 — Al 5x In(x)

—2x 2x

e
J s

e
3

15 —kex+ke_x+ke_2x+if£dx Cfidx+
Y=k 2 3 6 P 5 P

5 15
16. y = ki + k2 In(x) + k3x? — X + -x

X _ X
———— 4+ x? = sinh(x) + x?

17. y =
y 2
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18. y = cos(x) + 2sen(x) + e™* — 3e* + 2xe*

19. y =e (1 + x —x2 +2x3)

1 1 1 5 1
20. y = 1 cos(x) — 3 sen(x) + gex + ge_x — 3" sen(x)



