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|saac Newton (1641-1727)

fue uno de los cientificos mds
brillantes de todos | os tiempos.
El final del siglo xvii fueun
periodo vibrante paralaciencia
y las mateméticas, y €l trabajo
de Newton tocé casi todos los
aspectos de esta Ultima ciencia.
Se presenté su método de
resolucion paraencontrar laraiz
delaecuaciony® — 2y —5=0.
A pesar de que demostro el
método sdlo para polinomios,
es claro que conocia sus
aplicaciones més amplias.

Joseph Raphson (1648-1715)
proporciond una descripcion

del método atribuido a lsaac
Newton en 1690 y reconocio
aNewton como lafuente

del descubrimiento. Ni

Newton ni Raphson utilizaron
explicitamente la derivada en
su descripcion ya que ambos
solo consideraron polinomios.
Otros mateméticos, en especial
James Gregory (1636-1675),
estaban conscientes del proceso
subyacente en esa época o0 antes.

Meétodo de Newton y sus extensiones

El método de Newton (o de Newton-Raphson) es uno de los métodos numéricos mas pode-
rosos y reconocidos para resolver un problema de encontrar la raiz. Existen muchas formas
de presentar el método de Newton.

Método de Newton

Si sblo queremos un algoritmo, podemos considerar la técnica de manera grafica, como
a menudo se hace en célculo. Otra posibilidad es derivar el método de Newton como una
técnica para obtener convergencia més rapida de lo que ofrecen otros tipos de iteracion
funcional, como hacemos en la seccién 2.4. Unaterceraforma para presentar el método de
Newton, que se analiza a continuacion, esta basada en los polinomios de Taylor. Ahi obser-
varemos que esta forma particular no sélo produce el método, sino también una cota para el
error de aproximacion.

Suponga que f € C%[a, b]. Si P, € [a, b] es una aproximacion para p, de tal forma que
J'(po) 0y |p— pol es “pequeiio”. Considere que el primer polinomio de Taylor para f(X)
expandido alrededor de pp y evaluado en x = p:

(p = p)’

2

donde £(p) se encuentraentre py po. Puesto que f(p) = 0, esta ecuacion nos da

f) = f(po)+ (p — po) f'(po) + fEp)),

N2
wf”@(p)).

El método de Newton se deriva a suponer gque como |p — po| es pequefio, el término
relacionado con (p — po)? €s mucho més pequefio, entonces

0~ f(po) + (p — po) f'(po)-
Al resolver para p obtenemos

0= f(po) + (p— po) f'(po) +

_ f(po) _
fpoy

Esto constituye la base para el método de Newton, que empieza con una aproximacion
inicial ppy generalasucesion {p,}52,, mediante

S (pn—1)
F(pa1)’
La figura 2.7 ilustra cdmo se obtienen las aproximaciones usando tangentes sucesivas.
(Ademas observe €l giercicio 31.) Al empezar con la aproximacion inicial p,, |a aproxima-
cion p; eslainterseccion con el gje X de la recta tangente a la grafica de f en (po, f(po)). La

aproximacion p; es lainterseccion con el gje x de la recta tangente a la gréfica f en (pa, f(p1))
y asi sucesivamente. El algoritmo 2.3 implementa este procedimiento.

P~ po

Pn = Pn—1— paran > 1. (2.7)

Figura 2.7
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ALGORITMO

2.3

Ejemplo 1

Observe que lavariableen la
funcién trigonomeétrica esté
medida en radianes, no grados.
Este siempre serd el caso a
menos que se especifique lo
contrario.

Método de Newton
Para encontrar una solucién a f(X) = 0 dada una aproximacion inicia po:

ENTRADA aproximacion inicial pg tolerancia TOL; niimero maximo de iteraciones Ny
SALIDA  solucién aproximada p o mensaje de falla.

Paso 1 Determine i = 1.

Paso 2 Mientras i < Ny haga los pasos 3-6.
Paso 3 Determine p = py — f(po)/f (po). (Calcule p;.)

Paso 4 Si|p — po| < TOL entonces
SALIDA (p); (El procedimiento fue exitoso.)
PARE.

Paso 5 Determinei =i + 1.
Paso 6 Determine py = p. (Actualizce pg.)

Paso 7 SALIDA (‘El método fall6 después de Ny iteraciones, Ny =", Ny);
(El procedimiento no fue exitoso.)
PARE. -

L as desigual dades de la técnica de parada determinadas con el método de biseccion son
aplicables a método de Newton. Es decir, seleccione unatoleranciae > 0y construya py,
..., pn hastaque

Py — pv-1l <&, (2.8)
Py — py—1l <& pn£0, (2.9)
PNl
0
| f(pN)] < e. (2.10)

Una forma de la desigualdad (2.8) se usa en el paso 4 del algoritmo 2.3. Observe que nin-
guna de las desigualdades (2.8), (2.9) o (2.10) dan informacion precisa sobre el error real
|py — pl. (Consultelos gjercicios 19 y 20 en laseccion 2.1).

El método de Newton es una técnica de iteracién funciona con p, = g(p,_1), parala
que
f(pnfl)
f/(pn—l) '
De hecho, esta es la técnica de iteracién funcional que se usd para proporcionar la conver-
genciarapida que vimos en la columna€) de latabla 2.2 en laseccién 2.2.

A partir de laecuacion (2.7) es claro que € método de Newton no se puede continuar si
J'(pn—1) = 0 paraalgunan. De hecho, observaremos que el método es més eficaz cuando f'
esta acotada lejos de cero y cerca de p.

8(Pn—1) = Pp—1 — paran > 1. (2.11)

Considere lafuncién f(x) = cosx — x = 0. Aproxime unaraiz de f usando a) el método de
punto fijo y b) el método de Newton.
Solucién a) Una solucién para este problema de encontrar la raiz también es una solucion
para el problema de punto fijo X = C0S X, y la grafica en la figura 2.8 implica que un solo
punto fijo p se encuentra en [0, 7/2].
Figura 2.8
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Tabla 2.3

n Pn

0 0.7853981635
1 0.7071067810
2 0.7602445972
3 0.7246674808
4 0.7487198858
5 0.7325608446
6 0.7434642113
7 0.7361282565
Tabla 2.4

Método de Newton
n Dn

0 0.7853981635
1 0.7395361337
2 0.7390851781
3 0.7390851332
4 0.7390851332

Teorema 2.6

La tabla 2.3 muestra los resultados de la iteracién de punto fijo con p,= /4. Lo mejor
gue podriamos concluir a partir de estos resultados es que p ~ 0.74.

b) Para aplicar el método de Newton a este problema, necesitamos f'(X) = —senx — 1.
Al iniciar de nuevo en pp = /4, tenemos

P1 = Po bo
L= po—
/' (po)

7w cos(mw/4) —m/4
4 —sen(mw/4) —1
o N2/2-m/4
4 221
=0.7395361337
__cos(p) — p

P2 = D1 ——sen(pl) ]
=0.7390851781

Nosotros generamos continuamente la sucesién mediante

f(pn—l) _
S (Pn-1)

COS Pp—1 — Pn—1
—senp,_1 — 1~

n—

Pn = Pn-1 —

Esto nos da las aproximaciones en la tabla 2.4. Se obtiene una excelente aproximacién con
n = 3. Debido alacercaniade ps y ps, podriamos esperar razonablemente que este resultado
sea preciso con |os decimal es enumerados. ]

Convergencia con el método de Newton

El ejemplo 1 muestra que el método de Newton puede dar aproximaciones en extremo pre-
cisas con muy pocas iteraciones. Para ese ejemplo, s0l0 se necesitd unaiteracion del método
de Newton para dar una precision mayor que las siete iteraciones del método de punto fijo.
Ahora es momento de examinar el método de Newton para descubrir porqué es tan eficaz.

Laderivacion del método de Newton por medio de la serie de Taylor d inicio de la sec-
cion sefidalaimportancia de una aproximacién inicial precisa. La suposicion crucial es que
el término relacionado con (p — po)? €s, en comparacion con |p — py|, tan pequefio que se
puede eliminar. Claramente esto serafalso a menos que pp sea una buena aproximacion para
p. Si po no esté suficientemente cerca de la raiz real, existen pocas razones para sospechar
gue el método de Newton convergera en laraiz. Sin embargo, en agunos casos, incluso las
malas aproximaciones iniciales produciran convergencia. (Los gjercicios 15 y 16 ilustran
algunas de las posibilidades.)

El siguiente teorema de convergencia para el método de Newton ilustra la importancia
tedrica de la seleccion de po.

Seaf e Ca, b]. Sipe(a b)esta que f(p) =0y f'(p) # 0, entoncesexiste unad > 0
tal que e método de Newton genera una sucesion {p,}52 | que converge a p para cualquier
aproximacion inicia pp € [p — 8, p + 8]

Demostracion Laprueba se basaen el andlisis del método de Newton como un esquema de
iteracion funcional p, = g(pn-1) paran > 1, con

o f®
S =X Gy




Seak un nimero entre (0, 1). Primero encontramos un intervalo [p — §, p + 8] que g mapea
ensi mismoy parael cua |g'(x)| < k paratodaslasx e (p — 8, p + 9).

Yaquef’ escontinuay f'(p) # 0, laparte a) del gercicio 30 en laseccion 1.1 implica
que existe una 61 > 0, tal que f'(x) £ 0 parax € [p — 81, p + 81] C [&, b]. Por lo tanto,
g esté definida y es continua en [p — 81, p + 61]. Ademas,

F ) = fOf'x) _ f)f )
Lf' 0T Lf o

g =1~

parax € [p — 61, p + 61] y, puesto quef € C[a, b], tenemosg € CY{p — 81, p + 84].
Por hipétesis, f(p) = 0 por lo que
/ fp)f"(p)
(p)=—"——-7=0
ST rpr
Puesto que g’ escontinuay 0 < k < 1, laparte b) del gjercicio 30 en laseccion 1.1 implica
gque existe §, con 0 < & < 64, parael cua

lg'(x)] <k, paratodaslas x € [p —§, p +4].

Falta probar que g mapea [p — 6, p + dlen[p — 6, p + 8]. Sixe[p— 6, p +
d], €l teorema de valor medio implica que para algin ndmero ¢ entre Xy p, [g(x) —g(p)|
= |g'(§)||x — p]. Por lo tanto,

lg(x) — pl = 1g(x) —g(p)| = 1g'E)|lx — p| < klx — p| < |x — pl.

Puesto que X € [p — 6, p + 8], sesigueque |x — p| < §y que|g(x) — p| < 8. Por lo tanto,
gmapea[p—6,p+dlen[p—5,p+ 3l

Ahora, se satisfacen todas las hipétesis del teorema de punto fijo 2.4, por lo que la su-
cesion {p, 152, definida por
f(pn—l)
f,(pn—l) '

converge ap paracuaquier pp € [p — 6, p + 8]. [

Pn = 8&(Pu1) = Pp—1 — para n > 1,

El teorema 2.6 establece que, de acuerdo con suposiciones razonables, el método de
Newton converge, siempre que se seleccione una aproximacion inicial suficientemente exac-
ta. También implica que la constante k que acota laderivadade gy, por consiguiente, indica
gue la velocidad de convergencia del método disminuye a O, conforme el procedimiento
continda. Este resultado esimportante paralateoria del método de Newton, pero casi nunca
se aplica en la préactica porque no nos dice como determinar §.

En una aplicacion préctica, se selecciona una aproximacion inicial y se generan aproxi-
maciones sucesivas con el método de Newton. Ya sea que éstos converjan rapidamente ala
raiz o seré claro que la convergencia es poco probable.



