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Tabla de integrales inmediatas

Inmediatas Cuasi inmediatas (con funciones)
Xn+1 n+l
I x"dx = — +K sesumazal expo y se divide por lo mismo J-f (X) -f (X)dX = (1)
jidx=|n|x| + k j dx = In[f(x)|+k
X f(x )

J.ede =e"+k sequedaigual

[e™f (x)dx = e™ +k

X

Iaxdx—%+k

) a"
Xf = +k
f a“’f'(x)dx= Ina

fsenxdx = -cosx+k

jsen(f(x))f' (x)dx = -cos(f(x)) + k

I cosxdx = senx +k

[ cos(fe)f (x)dx = sen(f(x)) + k

j oo = [ @+ tg?x)dx = tgx+k | %()zx)) dx = [ (1+ tg(f()F (x)dx = tg(f(x)) +k
| o = [ (1+ cotgex)dx = -ctgx + k | Se;z(—()?(x))
[ (1+ ctga(f())F (x)dx = -ctg(f(x)) + k
| \/% dx = arcsenx +k j%dx = arcsen(f(x)) + k
| 1+1X2 dx = arctgx +k [—o L arctg(f(x)) +k

1+ 2(x)

Propiedades y métodos de calcular

= Enlasuma/resta: Laintegral de la suma es la suma de las integrales:

Jw+v)de= [udx+ [v dx

3
Ejemplo: [ (senx + x?)dx = [senx dx + [x? dx = —cosx- % +k

= Enlaconstante: Laintegral de una constante por una funcién es la constante por la integral de la funcidn.

Ejemplo: [ 3-senx dx =

=  Enla multiplicacién: No hay regla fija

» Si un factor es la derivada del otro, por cambio de variable: [ sinx - cosxdx = [tdt = 5=

» Siun factor es la derivada del interior del otro (regla de la cadena inversa): fe

3 - [ senx dx = 3(—cosx) + K

t2 (sm x)2

+k

¥ 2x dx = fudu=e +k

» Si ambos factores no tiene nada que ver: Por el método por partes:

Ejemplos: [ 2x3dx = [ x?

=  Enladivision: No hay regla fija
»
» Si en el denominador hay una x?,
»
» Sino, aplicar método racionales.

sinx —sinx

Ejemplo: [tanx dx= | dx=— [

Cos Xx CcoSsx

2 4
2xdx=[tedt=2+C=2+k

Intentar que el numeador sea la derivada del denominador, para aplicar Ln.
intentar que se parezca a la arctang.
Si no, hacer por el método cambio variable o por descomposicion:

—In |cosx| + k
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Integrales inmediatas con ejemplos
Tipos Ejemplos Resolucién
Tipo potenuala+1 f ,—x3 i B fx% e 32t _ A _ TS
Cdx = 3 5
fx dx a1 /2 +1 /2 2
Tipo logaritmico f e* Iy
’ _ X
fffd"ﬂlﬂ 1+e = Ln1 +e7
Tipo exponencial e %X dx 1 1
ff’ ef dx = ef f _Zf(—Z)e_zxdx = —Ee_zx
T ; fo.9x.dx . 1
, a 4 X — . 4 X
ff-af-dx=m f Stdx Ln45 >
Tipo coseno
=— x 1 x X
fsenxdx cos x fsengdx — 3fg.sen§dx — —3COS§

ff'.senf.dx =—cosf

Tipo seno

fCOSX = senx

ff’.cosf.dx = senf

f cos(2x + 5)dx

1
= Ef 2.cos(2x + 5)dx = sen(2x + 5)

Tipo tangente

1
dx =1t
fcoszx X gx

ftgzxdx

J‘ x
cos?(5x? —3)

f(1+tg2x—1)dx=tgx—x
10x

f lf _ L g(sa2-3
fcoszde=tgf 10 ) cos?2(5x2—3) 10 9(5x )
Tipo cotangente 2
f ! dx = —cotgx fcotg xdx f(l-l-cotgzx—l)dx:—cotgx—x
sen?x g f X dx 1 6x 0
r sen? 37 ¢ | orgrdr = —georg3x?
senzf x=—cotgf sen“3x 6| senz3 2 x 6co g 3x
TipOarcsenX( arc cosx) x 4 1
X = ==
mdx=arc senx V1 — x4 f 1- (xZ)2 s paresen x
- X ex
—dx f—dx = arcsene*
Jl__dx=arc senf f./l_er /1—(ex)2
Ti 1 1 1 1
ipo arc tang (arc cotang) j _dx 1 J _dx = ~arctg x
f dx = arc tgx 3+ 3x 3) 1+x 3
[+ [ Y - T .
1£f2 dx = arc tgf 1+9x2 17 G2 T3] T @ X =3%¢ (30

Exercicis basics:

1.
2.
3.

.f\/;dx=fx1/2dx=ﬁ

D

[(x3=2x*+x—-5) dx =

[ dx =

[ x3

= A Mal es una inmediata: D(Inx) =

2\/_+C

x3/2

~+1
2

—[2x*+ [x —f5————+——5x+C

; —>f dx =In|x| + ¢
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METODOS DE INTEGRACION
0. INTEGRALES CUASI INMEDIATAS:

Generalmente se ajusta una constante o para que un factor de la funcién sea la derivada del otro (una dentro
de otra; regla cadena)

Eiemplol [ f(x) - f'(x)dx equivale a tener: [ u du

o [x?(2—2x3%) =-buscamos laforma [ f(x) - f'(x)dx 6 si: t=2—2x3 queda: [tdt

__ Y 209 _o.3 __11 _9a3V2 — _ Ly 5332
= 6f 6x?(2—2x)dx =—=-- (2-2x°)? = —— (2 - 2x%)

Si en el producto, una funcion es derivada de lo de dentor de la otra: [ g(f) - f'dx = g(f) + k

a4
e [sin®x-cosxdx = [(sinx)®-cosx dx = S 4+ k s equivale al cambio: [ t3 - dt
Ejemplo2: En la integral fse%x dx, la derivada vx = % - multiplicando y dividiendo por 2:
seny/x seny/x
dx =2 dszfsentdt:—Zcos\/}—i—K
f Vx 2 Vx

Ejemplos de integrales gue se transforman en inmediatas (casi-inmediatas)

1. [x?(2-2x3)dx =

1
1
3. f3x2 dx —
4' J‘S@TLX—COSX N
senx+cosx
3
5. X =
4x2—4x+1
1
6. [—dx—
tg x
X
7 fx2+1 dx =
dx
8. -
f1+4x2
earcsenx
9. dx — =
1-x2
zx
10. [ —dx — =

11. [ sec? gdx - =

12. [ sec® (2x + 1)dx =

dx
V16-9x2

— —

13.
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Exercicis resolts:

3x%-4x+5
[————d
x

E -2
x - 3fxdx—4fdx+5f%dx:3%—4x+5-ln|x|+C

1
2x %) —-1/2 . 1/2 o 1 t z 2
o fﬁdx—v fZX(:gX —1) /dX —fLL /df E( 1 EV 1+C
2
3x2—2 23x%-2
o [2 “6x dx — —+k
in2
Exercicis inmediatas: Solucions
4 5 ° 2 s 14_ k
a) Ix dx b) J‘(x3 +2x)dx 0) I(x +2 ) a) ?+k b) —+x"+k c)?+ i
I & o M2+l a+l el i+l
7 =2 g 6 4. 1 el gl o S i “_xl__
9 I(l +8 4 )dx ¢) J‘(I x +xJ-)dx f) J‘(I‘r"'x +I’)dx El ?*87"’:”{ R +J§+l+k 7+l e+1+1+l+k
: 8}
g) 1 1 2y Sl L _l * i) © +Infx[+k
= I[_+_ b J( ~100 +_J§}L' ) "-[3 ] o 2 X+k ) 10‘:’1- l+ e
x x 4 g4l x 3 K
it i) 7lnfx|-=+k K) T+ T+ 2x4k ) =+ —tx+
i) I(?x +4x7 ] ) J'(x'°+x‘3+2)dx )] I(xl+3x+1) ) 7l TR 30 2
1
LRl g D ¢
L/ Uy, e X fi) —+—+k
m)J( ) n) j(‘[;"" ‘z/'—;)dr't 1) I( L %’—x—) m)m, 4/3 1+-"]‘,§+k )
a) I(x+1)3dx b) J.(x+5)3a‘x c) I»Jx+1dx ) (x+1)! oy ) G+5)* <) % x+1)° +k
4 4
dx !
@ [c-o8as ofsfoafer o] B Y
® [3G3x+1y : ¥ ) (74 i
) [3@x+1)dx . b) [6(6x+5) dx i) [747x+1dx (3ee1) e Y
o) 6dx g -———+k O ERISE LA
i [sosox—6Pax 1) [s(sx-4) dx D[ 4 4 -
) . 6x—5 o M s 1) Inf6x =5+
m) [(7x+5) dx ) [(3x22) dx M) _[(4—2x)7dx : CFTR 53
dx 7x+5)'° 1 3x-«2)9 1(4- ‘Tx)
0) J‘v‘5x+1dx p)'IS%-{-‘]dx @ J‘m m) %(_;Lu: n) 5(—9#” s k
e is:c+1 L 15(x 4/3+ q)_m:’.x—5+k
D [OR+0@ 200 g [2e(2 +2) " ar 0 I% x g w3 - i
X +x 9, mestl 1 JzH
(" +2x) 2 &
o) = s) = (x +2) +k (x 4 X )
4f+5dx )J-;x ;—24x+2 W) I(3x2+4) © + dxdx e 2+ . .
x+5x * 1+I+1 2 u} ln|x“+5:d+k ) 2!;}|f+x2+x+l|+k w) ;— (334-4;) +k
T+
325 —2dx = dx Z) | ————=dx 1
) J j X +2x ) J-(.'¢'4+1)5 x)% (xkz)‘»,k y) ¥t #2x +k )*E(ITH)_#”‘

Pag. 4
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1.- METODO DE INTEGRACION POR PARTES.

Se utiliza este método cuando en la expresion a integrar se aprecia la existencia de dos funciones sin que ninguna de ellas

sea derivada de la otra. La formula a emplear es la siguiente: f udv=uv- f vdu

Recordar frase pnemotécnica: UndiaVi=UnaVaca — [ Vestida deUniforme
Una parte la tenemos que saber integrar y la otra derivar. Si hay parte polindmica, intentar que baje de grado.

Truco: orden de integracién: ALPES: Arcos Logaritmos Potencias Exponenciales Senoycoseno

Ejemplos:
1.- [3x%-Inx dx — cambiamos el orden (ALPES): [ Inx - 3x2dx
u=Inx se deriva y dv = 3x? se integra . Luego aplicamos la férmula: fu dv=uv- fv du vy sustituimos:
u = Inx = du= idx
1 3
dv=3x2 = v=x3 J3x* Inx dx = x*-Inx — [-x*dx = x°-Inx - %+k

2.- [x* senxdx

2
u=x u = 2xdx
- 1=—x? cosx + [ 2x cos x dx.
dv=senxdx v=[senxdx=—cosx
(*) A veces hay que repetir la integracion por partes como en este caso:
u=2x du = 2dx
} _ _ = [2xcosxdx =2xsenx — [2senxdx = 2xsenx + 2 cos x
dv = cosxdx) v=[cosxdx =senx
Y volviendo a la expresién (*) obtenemos el resultado final: [ = —x? cosx + 2x senx + 2 cosx + K

3- fex . (7 + 2x)dx — cambiamos el orden (ALPES): [(7 + 2x) - e*dx

u=7+2x du=2x

_ X X — LoX 9 pX — X
dv = o*  p=eX >1=(7+2x)-e [2-e*dx= (7+2x)-e* —2-e e*(5+2x)+k

4.- fl:—zx dx

Equivale a: [ Inx - x2dx
u=Inx — du=1/x
—Inx 1

dv=x?2—=v=[x2=-x* ; I=uv-Jvdu= Inx.-1/x -[-x2 1/xdx = ——-+C

5- [arctgx dx

1

— . . - . 1
1+x2  Aplicando la formula que hemos indicado anteriormente, I = x.arctg x — fx.mdx

u=arctgx du=
dv =dx v=x

: . P 1 2x
La integral resultante es de tipo logaritmico: 1 = x.arctg x — Ef

1+x2

dx = x.arctgx — %L(l + x%)+C
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2.-METODO CAMBIO DE VARIABLE o sustitucion.

Consiste en sustituir la variable x por otra variable t mediante una nueva funcion g tal que x=g(t) a fin de
transformar el integrando en otro mas sencillo.

Ejemplos:

1
1.- th/; dx

Cambiamos x por t? (para eliminar la raiz) x = t2, con lo que dx = 2tdt y la integral queda:

dt —I—dt— 2Injt+1| +k=In(t+1)®+k.

J.x+\/_ '[t2+t

1
Deshaciendo el cambio, t = \/; , se tiene: _[ dx =In( \/; +1)2 +k.
X+ /X

2- [——dx

xvVx—1
Hacemos el cambio /X —1 =t y elevando al cuadrado, x-1 = t2
Diferenciando la igualdad anterior, dx = 2t.dt

Por otra parte, de x-1 = t2 resulta x = 1+t2

2tdt = Zf > dt =2arctgt = 2arctgvx — 1+ C

1 1
Sustituyendo resulta: f—xm dx = f(1+t2)t

[ x? /1+x3dx

Hacemos el cambio 1/[1+X 3 =t = 1+x 3 =t2 = 3x %dx = 2tdt

] 2tdt -
Despejamos en forma adecuada: x%dx = Y ahora sustituimos:

A 5 2tdt 2 ( 2t3 2\/(“"‘3)3
-[x 1+ x —f 1+x°.x dx—ft.T—gft dt—gg—#

4._ f 2x+1

(x2 +x+1)2

Hacemos el cambio X2 +X +1=t = (2x +1)dx =dt

Sustituyendo en la integral resulta:

t
[ 2 dx = [ = [t At ==~ =-————+C

(x? +x+1)2

5.- [sen?xcos3 xdx

El cambio que podemos realizar es el siguiente: senx = t ( Por ser impar en cosx)
De dicho cambio resulta: cosxdx = dt y sustituyendo en la integral propuesta obtenemos:

[ sen®xcos® xdx = [ sen® x.cos® x.cosxdx = [t* (1 —t*)dt=

t5  sen® x sen5 x
+C

=[(t? t)dt——3—?= -
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6.- [——dx
! Vxvi—-x
2
=t=>x =t
ho=t= > | = [——2tdt =2 [——dt = 2arcsent = 2arcsenx + k
dx = 2tdt tf1-t? 1-t?

Pag. 7

Otros cambios:

f—zdx=l.-f.n|x3—2|+ij
-2 3

=t = 3 dx = dt

2
arctg:rdx= arctz x+c
1+=x

arcte ¥ =§ = —dx =di

1+x

‘I‘lz:-::-s(x:4 )2;{ dx=szen x* +

== 2xdx=di

J‘Exe”idx ="+

=t = Sxdr=dt

1
fx-lnxdx =Ln (Lnx)

Cambiamos:Inx =t = dt = o

dt .
Para poder usar: f? =Int - Sustituimos: f

dx

dx = f%dx=Ln(lnx)+k

x-Inx
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3.- METODO DE DESCOMPOSICION EN FRACCIONES SIMPLES

Consiste en separar la funcion fracional en sumas de funciones fracionales.

e Sigrado del numerador > grado del denominador: se hace la division y después se integra el cociente mas el resto

partido por el divisor es decir, si: % = c(x) + (—) por tanto: fzg = [c(x)dx + f—dx

e Sigrado del numerador < grado del denominador: descomponer el denominador en factores

o Sitodas las raices del denominador son reales: Hacer suma de fracciones simples:
. 3 A B
Ejemplo: D2 D) + ) -+ 3=Ax—-2)+B(x+1)»A=-1;B=3
o Suun factor estd en potencia >1 hay que poner la suma de fracciones con las potencias menores del factor:
3 _ A B C
x+1)(x-2)2 ~ (x+1)  (x=2) @ (x=2)2
o Siel denominador tiene raices complejas: Descomponer en suma de fracciones simples asociadas a las raices

Ejemplo:

complejas.
Ejemplos:
1- fZ +1 2x2 IZx +1
—2x—x
Sol: Grado numerador > grado denominador: realizar la division — /7*““1 1
) 1 txdo 2
f 2" g j LR DS ;
X = xX—= x =r=—=+In|3x
2x+1 2" 2+ 1 22 r
f x2 —5x+6
. . : . 2 _ 5+V1 3
Sol: Grado numerador < grado denominador: factorizar denominador X “ —5X +6=0—2>x = — = {2

1 B 1 __a b a(x-2)+b(x-3)
5x+6 (X-3)(x-2) x-3 x-2  (x—=3)(x—-2)

Al igualar los numeradores: 1 =a(x-2) + b(x-3) = Parax=2: 1=-b ; parax=3: 1= a
e P L P
x> —5x+6 x—3 x—2

4,.3_.2
x*+x°—x“-2x+5
3-f

dx =Ln|x—-3|—Ln|x—-2|+C

x3—x2-x-1

Primero: hacer division para que quede con numerador de grado menor al denominador:

xrx3—x2-2x+5 x—=5 xtx3—x2-2x+5 x—=5
Bt X T Baxa f x-x2-x-1 fx dx — fx3—x2—x—1 dx
Segundo: Factorizar la 22 integral: f#i_l dx
X-5 X-5 A B C  A(X+1)* + B(x-1)(x+1)+C(x- 1)
= = + + =
x2+x2-x-1 (X-1)(x+1)2 x-1 x+1 (x+1) (x-1)(x+1)2

Al igualar numeradores: x-5 = A(x+ 1)2+B(x - 1)(x + 1) + C(x - 1), dar cualquier valor a x, preferentemente los ceros:

parax=-1: -6=2C — (C=3,

X - 5
parax=1: “4=4A - A=-1 IX 2 - I dX J.—dx J.( +1)2
parax=0: 5=A-B-C— B=1
de =—In|lx — 1|+ In|x + 1|+—+C ln|x_+1 -3 4

x3-x2-x-1

X-5 X
Finalmente: J.3— =
X°+x2-x-1 2

-In

X+ 3
+ + k.
x-1 x+1
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO DE INTEGRALES

| 1.-Célcula las siguientes integrales: a) [ x - e*dx ; b) [x-senxdx ; ¢)[x-Inxdx;

Solucién: Todas ellas se resuelven por partes y la formula del método es: [u.dv =w.v — [v.du

a)I = [ xe*dx.

du = dx o g
v:fexdx:ex}_) [ =xe* — [e*dx = xe* —e*+C

Uu=x
v=e*.dx

b) I=f xsenx.dx

u=x du = dx
<dv=senx dx |v=fsenxdx= —cosx>_> I =—-xcosx+ [cosxdx =—xcosx+senx+
C
¢)I = [ xLnxdx
1
u=1ILnx du = -dx ) ) 2 2 2
x 20— I=x—.Lx—fx—.1.dx=x—.Lx—1fxdx:X—.Lx X 4c
dv = xdx vzfxdxz% 2 z x 2 2 2 4

| 2.-Calcula las siguientes integrales: ~ a) [ x? - e*dx ; b) [ x?-cos3xdx

Sol: Las dos se resuelven aplicando el método de integracion por partes dos veces:
a) [ x*e*dx

u = x?
dv = e*dx

Hacemos nuevamente:

o ol =Cj'uex: o ol =2 - f 2e*dx = 2xe* — 2¢*

du = 2xdx
v:fexdizex}—H:xzex — [2xe*dx; 1 =x%* -1,

(*) donde I = [2xe*dx

Resultado final: | =x%* —2xeX +2e* +C

b) [ x? cos 3 xdx

9 du = 2xdx
dv = cos 3xdx|v = [ cos3xdx =z [ 3 cos3xdx =3sen3x
- 1= %xz sen3x — f%xseandx.
Aplicamos nuevamente el método de integracidon por partes:
u=zx dv = sen3x dx

1 1
duzé v = v-fsen3xdx-§f3sen3xdx— —§0053x

f%xsen3xdx = —gxcos3x+f20053xdx = —Sx0053x+%f3cos3xdx =
2 2
:—§x COS3X +——sen 3X

| =}x23en3x +gx C0S3X —isenBX +C
3 9 2
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3.-Integra las siguientes funciones racionales:
2x+1 . x—1 1+2x . X +1
a) f dx; Db) fm dx ¢) f ) dx; d) f

x2+x-6

Solucidén:
a) La primera es inmediata ya que el numerador es exactamente la derivada del denominador, por tanto,
2x+1 2
fz—dx=L|x +x—6|+C
x“ +x—6
b) La segunda se resuelve buscando la derivada del denominador:
f 1 g 1[ X2 k=l —2x—6|+c
——dx==-| ——dx==.L[x* —2x —
Z_2x-6 2) x* —2x—6 2
c) La tercera la descomponemos en dos integrales:

1+ 2x 1 2x
f dezj 2dx+f >
1+ x 1+x 1+x

d) La cuarta se resuelve realizando previamente la division. Y podemos realizarla por Ruffini
Hecha la division se obtiene de cociente x+1 y de resto 2

dx = arctgx + L(1 +x*) + C

2

fxz“d —f it ydr = bt 2L —1]+C
p— x=|(x x—1)x_2 X X

4.- IZIﬂdx

x2-5x+6

Como no puede obtenerse en el numerador la derivada del denominador, utilizaremos el método de descomposicién en
fracciones simples, ya que el denominador tiene raices reales.

5+v25-24 541 {3

2 —_— = = = =
5x+6=0=>x > 5 5
2x+1 2x-1 A N B A(Xx-2)+B(x-3)
2_5x+6 (X-3)(x-2) x-3 x-2 (x =3)(x —2)
Como los numeradores son iguales los denominadores también lo seran:

2x+1=A(x—-2)+B(x—3)

Parax=3, 7=A; Parax=2,5=-B
(A x se le han dado los valores de las raices del denominador.).

Ahora procedemos de la siguiente manera:

|=f 2L 2x+1 :fx%dx+f£dx:7|—|X'3|'5L|X'2|

x2-5x+6

5.-Calcula por el método mas adecuado Ias siguientes integrales:
a) [ —mzdx D) [ 7 errs
(x-1)2 77 3x2 6x+5

a) La primera la resolvemos por un sencillo cambio de variable: x —1 =t = dx = dt

f(x—ll)z f dt_f_Zdt__z__z_xil-i_C

b) La segunda es una integral en la que el numerador puede transformarse en la derivada del denominor:

J x1 d—lj X0 ge=lLzx® —ex+5|+c
32 —6x+5 7 6)3x2—6x+5 " 6 1°F T

6.-La funcion f(x)=2x+5 tiene infinitas primitivas que difieren en una constante. ¢ Cual
de estas funciones toma el valor 18 para x = 2?

[(2x + 5).dx = x* + 5x + C Como toma el valor 18 para x=2 resulta: 22 452+C =18=C =4.
La funcién buscada es: F (X) =X 245X +4
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7.-Halla una funcion cuya derivada sea f (x) = 4x 2_7x2 +5x —1y que se anule para x = 1.

3 2
Buscamos la integral indefinida de f(x) que es: [(4x® — 7x? + 5x — 1).dx = x* — % + 5% -x+C

s 720° 527
Como se anula para x=1 tenemos: 1 3 +T —1+C =0y se obtiene que C=- 1/6,

2
7x®  5x 1
Por tanto, la funcién buscada esF (X ) =x 4 - —— + = —x - =

3 2 6

|8.-Hal|a la funcion G tal que G(x) = 6x+1; G(0)=1y G(1) =0
Nos dan la segunda derivada por lo que tenemos que integrar dos veces:
G'(x)=[(6x+ Ddx =3x*+x+C G(x)=[(Bx*+x+C)dx =x3 +%x2 +Cx+D
De G(0)=1 resulta: D=1, (después de sustituir la x por 0.)

De G(1)=0 obtenemos: 1+1/2+C+1=0 ,(después de sustituir la x por 1) por lo que C=-5/2.

2

1 5
La funcién que buscamos es la siguiente: G (X ) = X 3 +—=X _EX +1

9.-Dada la funcion f(x) = 6x halla la primitiva que pasa por el punto A(1,2).

Sol: Hallamos la integral indefinida: [ 6xdx = 3x% + C
que es el conjunto de todas sus primitivas.

Ahora buscamos la que pasa por el punto (1,2):

3.12 +C =2 o queindica que C= —1, por tanto, la primitiva buscada es F (X) =3X 2 -1

10.- Resolver la integral [ sen® x dx

Sol: Es impar en senx por lo que hacemos el cambio cosx=t
con lo que -senx.dx=dt. Entonces:

[sen® x.dx = [sen* x.senx.dx = [ sen® x.sen® x.senx.dx=
=[(1—cos® x)(1 — cos® x).senx.dx = [(1 —t*)*.(—dt) =

3 5 3 5
=—JA -2 +t*)dt=—(t -+ D)+ C=—t+ -+ C =
+2cos3x cox®x
= —(C0SX -
3 5

11.- Calcula por el método mas adecuado la siguiente integral: I = [ li':):x.dx

.ax =
(1 =cosx)(1+ cosx)
2 COS X cos® X —sen?
_f cosx(1+cosx).dx _ fcosx+cos xdx:J‘ dX+J. dXZf cosx dx+f1 sen“x

1—cos?x

I_f coS x p _J‘ cosx (1 + cosx)
) 1—cosx’

sen? x sen? x sen? x sen2 x sen2x
COS X 1
= — =, - x+X + C
fsenz x dx + fsenz x dx f djocsxll ctg
Resolvemos ahora la integral I; = fsenzxdx haciendo el cambio senx=t ; cosxdx=dt y entonces [; =
cos x _pdt _ 2t 1 1
fsenzxdx_ftz_ft dt_—l_ t senx
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x—3

12.-Resuelve la integral siguiente: I = mdx

La descomponemos en dos integrales. En la primera podemos buscar en el numerador la derivada del denominador y en la
segunda buscamos el arco tangente

x 3
I= dx— | ———dx =1, +1
fx2+49x fx2+49x 1+l

1—[ al d—lf 2 = L + 49
15 ) 29 ® T 7) xrr gL )

3
3 /49 3 1

sz dx:f—dx=— ——dx

2 ) x2+49 X0+ 449 49) 14 (%))

Haciendo el cambio x/7=t resulta x=7t y por tanto dx=7dt por lo que

1_3 ! 7dt_21 ! dt_3 tt_3 tx
259 ) 12 'Y T ) 12t T 7Yt T egy

3
13.-Calcula por el método méas adecuado la integral siguiente: f%dx

Lx =t
El método mas adecuado es el de sustitucidon o cambio de variable: 1 d dt
J— X =
X
(Lx)3 j ;1 j 5 t* (Lx)*
dx=|(Ux)’.—dx = | t°dt=—+C = C
f o x (Lx) o x 2 + 2 +

14.-Resuelva la integral [(x — 1)e* dx por partes

u=x-—1

dv:exdx} du=dx; v=[e*dx=e*; [udv=uv—[vdu

J(x—l)exdx=(x—1)ex—fexdx=(x—1)ex—ex+C

15.-Resuelve la siguiente integral por partes: I = [cos?xdx  por 2 métodos

Método por partes:
U =cosx }
dv = cos x dx
v=[cosxdx =senx— I = [cos* xdx = [ cosxcosxdx =senxcosx + [ sen® x dx
I=senxcosx+ [(1—cos® x)dx — | = senxcosx + [ dx — [ cos® x dx

— Volvemos atenerlamisma: I =senxCosx+x—1 - 2] =senxcosx+x -1 =

du = —senxdx

senxcosx

> +C

Meétodo por descomposicion:
Descomponiendo en las relaciones trigonométricas: cos’x = 1-sin®> y cos2x = cos’x — sin’x

) 1+ cos2x 1 1 x 1 sin2x
cos“xdx= | ———dx = | = dx + - = +k
2 2 [ cos

2 2xdx =2 2 2
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16.-Resuelve la siguiente integral por partes: [ xLn(1 + x)dx

1
du = —
u_di(ljc_x) i:x Judv=uv—[v du
= o=

2

x? 1 x? 1 x?
I = —L|1+x| > Ttx dx=7L(1+x)—§f1+xdx

Dividiendo x? entre x+1 se obtiene x-1 de cociente y 1 de resto, por tanto:

x2 1 1 x2 1 [(x?
I=ZLll+x—2f(x—1+—dx > [=ZLt+x|-3(S—x+Llx+1])+C

t
17.-Resuelve la integral trigonométrica: [ —senx:xgx
senx +tgx senx senx
[ = = dx + —dx =1 +1,
cosx cos x cos®Xx

La primera la ponemos de forma que el numerador sea la derivada del denominador:

senx —senx
I, = dx = — dx = —L]|cos x|
cos X cos x

. . senx
Para la segunda hacemos un cambio de variable: [, = fcoszx dx cosx=t ; -senx dx = dt

N ft_zdt— tthy 11
27 ) 2 T B —-1) t cosx

18.  Resuelve fﬁ dx

Las raices del denominador son imaginarias. En este caso se procede de la siguiente manera:
x?—2x+3=(x—a)>+p; esdecir,x? —2x+3 =x?—2ax+a’+ B
Identificando coeficientes se obtiene: a=1; (=2.

8 8/, 4
Entonces resulta: fm f 1)2+2 dx = f(x_1)2+1 dx = fmdx
2 vz
Si hacemos el cambio % = t se obtiene que dx = +/2dt y llevandolo a la integral planteada,
-1
——dx = \/_dt—éhffarct t—4\/§arct —+C
sz —2x+3 _[ t? + g 9 \2
19.

-1 3Xx-1 _a, b a(x +1)+bx
x2+x X(X+1) X x+1  x(x +1)

Descomposicion en fracciones simples:

lgualar numeradores: 3X —1=a(X +1)+bX Las raices del denominador son 0y —1:

Dar valores a la x, preferentemente las raices: Parax=—-1,b=4 y Parax=0,a=-1

3x—1 -1 4
f > dx=f—dx+f x =—Ln|x|+4Ln|x+1|+C
x“ +x X x+1




OFIMEGA INTEGRALES Pag. 14

19.-Resuelve: f 1)2

. . - 1 A, B c
Caso denominador con raices multiples: ——=—=+—+
x(x-1)2  x  x-1 (x-1)2

(Si la raiz multiple fuese de orden 3, llegariamos con las fracciones hasta

)
(x-1)3
_1)2 _
L = AT D7 +Bx(x—1)+Cx (donde hemos realizado la suma indicada)
x(x—1)2 x(x—1)2

Igualando numeradores: 1 = A(x — 1)? + Bx(x — 1) + Cx.

Para calcular los valores de A, By C damos a x los valores de 0, 1y otro valor cualquiera: 2
De ese modo obtenemos A=1,B=-1yC=1.

Entonces:

x—f dx—f—d +f dx =Llx| = Llx — 1| + [(x = 1) %dx =

f x(x 1)2 1)2

(x= 1)

=Llx| = Llx—1] + i C=Llx| - L|x—1|—ﬁ+C

20.-Resuelve: I = [ V25 — x2dx

El cambio a realizar en este tipo de integraleses x = 5sent
dx = 5cost.dt; V25 —x2 = J25 — (5sent)? = ,/25(1 — sen?t) = 5cost
Entonces: | = [5cost.5cost.dt =25 [ cos? t dt. (*)
Hacemos I; = [ cos? t dt y la resolvemos por partes:
cost =u; cost.dt = dv; —sent.dt = du; v=fcost.dt=sent

L =sent.cost+fsen2t.dt=sent.cost+f(1—coszt)dt=sent.cost+fdt—fcoszt.dt

sent.cost+t
25 2
Resultado que llevado a (*) nosdal = Y (sent.cost + t).Si deshacemos el cambio de variable:

V25 — x2
5

Es decir, I, = set.cost +t —I;;yportanto, I; =

x
sent = g; y de larelacién sen?t + cos?t =1, saleque cost =

Finalmente queda: I = %x\/ 25 —x?2 + zz—sarcseng +C

21.-Resuelve: 1= [x-vVx+5dx

Para eliminar la raiz, hacemos el cambio: x+5=t> — x=t>-5 — dx = 2t
3
1= [(t2—5)- VEZ-2tdt = [(t2—5)t- 2t dt = f(2t4—10t2)dt_ CLAENEL s

3
2Jx+5)5  10/(x+5)
5 3

+k

+k

Luego deshacemos el cambio: | =

22.-Resuelve: 1= [v1 —x2dx

Cambio trigonométrico: sin®a + cos?a =1 —> 1 - sina = cos?a — x = sina —> dx = cosa-da

7 2
I=fV1-sin2a-cosada = [Vcos2a-cosada = fcoszada=% Sm“+k (ver ejer. 15)

arcsinx sin (2 arcsinx)
4 +k

Deshaciendo el cambio: | =
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EJERCICIOS PROPUESTOS.

1
dx
senx

(Indicacién: Multiplica y divide por senx) Sol: — iL(COS x+1)+ %L|COS x—1|+C
2.- Resuelve | = [ —&

1.- Resolver laintegral: I = [

1+senx

1
(Indicacién: multiplica y divide por el conjugado del denominador) Sol:tg x — P +C

a
—dx
Va2—x2

X
Buscando el arco seno resulta: I = a. arcsenz +C
1

———dx
Vx+2+%x+2

Se hace el cambio x + 2 = t™-cmindices) — ¢6 y, o optiene

I=2Vx+2-3Vx+2+6Vx+2—-6L|1+Vx+2|+C

5.- Resuelve: I = f\/%dx
+6x—x

Eliminamos el término en x haciendo el cambio x=t—b/2 . Después buscamos el arco seno y se obtiene

3.- Halla el valor de la siguiente integral: I = [

4.- Resuelve la integral siguiente: I = [

x—3
I = arcsen—— +C

6.- Demostrar que f\/;_dx =L|x+Vx2 —a+ (]|
xX“—a

Sol: Hdgase el cambioVx? —a =t —x

2
x2+4

7.- Comprueba que [ dx =2L|x +Vx2 + 4 + C|

d 1 +4
8.- Resuelve: [ -——=— = Sol.-arctg =

er_3ex
eX+1

9.- Utilizando el cambio de variable ex = t, calcula | dx — Sol.e*—4L(e*+1)

. . 1+sen?
10.- Calcula la siguiente integral: I = fﬁdx

(Indicacion: Sustituye el 1 por sen®x + cos? x, después la descompones en suma de dos integrales y cada una de ellas
se resuelve por cambio de variable)  Sol. —2L(cos x) + L(senx)

11.- Resuelve: I = [ ——dx —~Sol.I =L(eX)—L(e*+ 1)+ C

e*+1
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INTEGRAL DEFINIDA - CALCULO DE AREAS

= Interpretacion geométrica: f;f(x)dx es el area de la regién limitada por las rectas x = a, x = b, y = 0 (eje de
abscisa) y la grafica de la funcion f(x).
= Teorema del valor medio: fff(x)dx = (b - a)- f(c)
* Regla de Barrow: (integral definida): f;f(x)dx = F(b) - F(a)
= Céalculo de éareas:
» Para una funcién con OX: Comprobar si hay corte con OX entre los intervalos de integracion dados

» Para una funcién que corta a OX: Buscar los puntos de corte con OX para usarlos como intevalos
» Para dos funciones que se cortan: Integrar la resta de las funciones entre los puntos de corte

. 3
0. - Calcular la integral fz ﬁdx

Solucion:

X X A N B AX+1)+B(x-1)
x2-1 (x-D(x+1) x-1 x+1 (x =D(x +1)
Parax=-1—-B=1/2 ;Parax=1—-A=1/2

1

1
Py > 1 1
fxzx_ldx=fxi1dx+fxildx=EL|x—1|+5L|x+1| =Ln|Vx —1-x+1]

Por tanto: | " _dx = [L(\/x —1vx + 1)] $=ILnV8 - LnV3

x2-1

- x=Ax+1)+B(x—-1)

1.- Calcular el area de la region limitada por la gréafica de la funcion y = x3 - 3x2 - x + 3,

lasrectas x =-2, x =2 y el eje OX

1°- Resolver la ecuacion: y = x3 - 3x2 - x + 3 = 0 ( para calcular las abscisa de los puntos de corte de la gréafica
de f con el eje OX); x1 = -1, x2 = 1y x3 = 3, este ultimo fuera del intervalo [-2, 2], con lo que no se tiene en
cuenta.

2°- Calcular la suma de los valores absolutos de las integrales definidas:

+

Jj(x3 -3x2-x+ 3)dx +

_E(x3 -3x2-x+ 3)dx

Lz(x3 -3x2-x+ S)dx‘ =

— -1 1 2

x* X2 x* x2 x4 x? 25
Z—xg——+3x} +{——x3——+3x +|—=-x*-—+3x]| | = ‘——
L -1 1

2 4 2 4 2 2|4

!
4

-2

=12u2.

2.-Calcula el area del recinto limitado por la pardbola y=x2 y las rectas y=0, x=2, x=6.

Solucién:
La recta y=0 es el eje x.

El &rea del recinto limitado por una funcion f(x), el eje x y la rectas x=a, x=b, viene dada por el valor absoluto de

la integral I = f:f(x)dx siempre que la funcién f(x) no corte al eje x en ningln punto interior del intervalo [a,b]

6 25 _

I= [, x*dx=
_[x3]6_ 323 208
31, 3 3 3

208| 208 ,
— Uu

Area= =
3
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3.- Calcula el area limitada por la curva y = x3 — 6x2 + 8x y el eje X

Calculamos los puntos de corte de la curva con el eje x :

x=0

3_ 2 _ 2 _ =
X°—6x“+8x =0 - (x*—-6x+8)x 0=>{x2—6x+8=0:>x=2;x=4

Los puntos de corte obtenidos son 0, 2y 4, por tanto el &rea pedida se halla resolviendo las integrales:

Ilzfoz(x3 — 6x* + 8x)dx
= / I2:f24(x3 — 6x% + 8x)dx
[ _ 5.3 2]” — 4
/ I1=[% - 20 + 4x ]0 = 4;
x4 4
|2:[T —2x3 + 4x2]2 =4 Area=|4|+ |4 |=8 u?

4.- Calcula el area del recinto limitado por la parabola de ecuacion y = 9 =x? y el eje de abscisas.

Determinamos los puntos de corte de la curva con el eje x: 9-x?=0 = x=3 ; x=-3
3

=0 -x)dx=[9x %] =(@7-9)-(-27+9)=36 ; Area=[36/=36u2

5.- Halla el area comprendida entre las parabolasy = 8 — x?; y = x?

Buscamos los puntos de corte de las dos curvas: 8—-X2=Xx°’=2Xx?=8=X = +/4 =42

Los limites de integracién son; -2y 2
La funcion a integrar es la diferencia de las dos funciones: 8—X 2 —x 2 =8—2x?,

por tanto, I = f_22(8 —2x%)dx = [8x —2’3‘—3 :
I=(16—E)—(—16—_—16):32—%=6—4 ; Area:‘guzzgu2
3 3 3 3 3 3

6.-Calcula el area del recinto limitado por la pardbola y = 4x - x2y el eje de abscisas en
el intervalo [0,6]

Comprobamos si hay puntos de corte dentro del intervalo [0,6].
4x-x? = 0 = x(4-x)=0 — x=0; x=4

Como hay un punto de corte dentro del intervalo [0,6] que es x = 4, las
integrales a plantear son:

{0 b 4

4 %3
2 2
11=j (4x — x°)dx = |2x° — —
0 3 0

Y |1:32—6—4:96_64:¥
3 3 3
6 2 x36 32 56
’z=f4<4x—x2)dxﬂz=[2x —?] =(64—72)——=—=
4
132 56| 88, 88 ,
- Area=|—{+|-—|=—; Area=—u
3 3 3
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7.-Halla el &rea comprendida entre las curvas y=6x-x2 ; y=x2-2x

3 Igualamos ambas curvas para encontrar los puntos de interseccion:
y=x -2x BX —x?=x?-2Xx =>2x?-8x =0
2X(x —4)=0=x=0; x=4
Funcioén a integrar:
(x?—=2x)—(6x —x %) =2x > —8x
4

4 2X3
I = f (2x* —8x)dx = [— — 4x2] =
0 3 0

- 128-192 =_% Area=|_ 54 = 64 u?
3 3 3 3
8.-Area del recinto limitado por la parabola y=3x-x2 y la recta y=x-3
Solucién:
Limites de integracion: 3x —Xx* =X —3=>x°—-2Xx —3=0
Resolviendo la ecuacion se obtiene x=3; x=-1
Funcion a integrar: I = [° (x* — 2 Cndr = [Eox? — 3| = -2 Areas|- 2| =322
uncion a integrar: I = J_ (x x —3)dx = [? x x]_1 == =|—— _?

9.-Halla el area del recinto limitado por la parabola de ecuacién y=x2 , la recta de ecuacion y=x+2y
el eje OX.

- Limites de integracion: Son los puntos de corte de la parabola y la recta:
X2=X+2=>x>-x-2=0

1+vV9 1+3 (2
X = = —= {
2 2 -1
- Funcion a integrar: X +2—X 2 (Diferencia de las dos funciones)
. 2

resolver la integral: I = [* (x + 2 — x?)dx = [ﬁ + 2x — fr =2,
’ -1 2 31y 27 -

9,29,
2 2

Area =

10.-Calcula el area limitada por la parabola de ecuacion y=2(1-x?)y la recta de ecuaciéon y =0

Como la curva es simétrica respecto al eje de ordenadas, podemos

3
integrar entre 0 y \/; y multiplicar el resultado por 2.
- . g 2 2 3
Limites de integracion: 2(1-x°)=-1=3=2X"=x =+.|— - =
2 3 7

Funcion a integrar: 2(1-x?) — (1) =3-2x? f Y

|11.-Calcula el area del recinto limitado por la curva de ecuacion y = 2v/x y larecta y = x.

Limites de integracion: 2x = x
2UX =X = 4x =x? = x?-4x =0 y=2\%
X(Xx-4)=0=>x=0; x=4
Funcién a integrar: 2% —x l.] a—
4 4 = w3 2218 8 ¥
— _ _ 2 _ _ _x | 9. _% 2
= [ @ /x-x)dx= (2x x)dx_[ x_ L ]0 S Area=_u
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|12.-Ha||a el &rea limitada por las graficas de las funcionesy = Ln x , y = 1y los ejes de coordenadas. |

Area = diferencia entre las integrales [ 1.dx y [ Lnxdx
e

I, =f 1.dx=[x]§ =e
0

I, = fleLnxdx = (por partes): [xLlnx—x]$=(e—e)—(0—-1)=1
Area=1l, — 1, = e — 1u?

13.- Halla el area limitada por la funciéon y = senx , en el primer periodo (entre 0y 2x) |
y

1 Comprobamos si hay puntos de corte dentro del intervalo.

Como se anula en: sen r = 0 integramos entre [0,x] y entre [x, 27]:

2 2
. . Js "sen xdx = fon sen x dx + fnnsen x dx = [—cosx]|T + [—cosx]3™
wE o SnZ in ) )
Como el recinto estd compuesto por dos areas iguales:

-1 A= 2.[—cosx]F=2|-cosm+cos0|=2(1+1)=4u?

14.- Halla el area limitada por la parabolay = x?2, la recta de ecuacion y = —x + 2 y el eje OX

Punto de corte de la pardbola y el eje OX:

x2=0=x =0 y=x
Punto de corte de la recta y el eje =OX:

—X+2=0=>x=2

gt U

Punto de corte de la parabola y la recta: 1]

—14v —1+
X?2=-X+2=>x%4x-2=0 » x =" = 12‘3={12

La solucién x = -2 esta fuera del eje OX, por tanto, sélo hemos de considerar el valor x =1

Observando el dibujo, hemos de resolver las integrales siguientes:

> —

1‘:§u2
2" 6

15.- Determina el valor de k de forma que I'area entre la funcié f (x) = /x , larecta vertical x =K i
els eixos de coordenades sigui igual a 75.2

s|p
3/2 ~312 :
— 172 X - X -~ b g
J\-" xdx :J.Y dx :,,)(—,.) +C = - +C * :‘
o Y 2 H
3f H
L4
3/2 3/2 3/2 i
: o 207 20 ok it :
Area = L AXax = - - > = " ;L
3 3 3 H
1f H

2}.‘_3.-'2 3.75.2 s 10 15 20 Ik 35

. 3/2 - i 3/2 13
=752=> k" = =k =1128=k=112.8""" = 23.3457

3 2
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16. Determina el valor de p positiu per al qual la grafica de f (x) = x?, la seva recta
tangent pel punt d’abscissa x = p i I'eix d’abscisses determinen un recinte d’area igual a 27/12.

recta tangent: a=f"(p)=2p.b=f(p)—a-p=p*-2p-p=—p°. y=ax+b=2px—p’
2
talla I’eix X al punt 2px— p° =0 x = ;; = % ¢s a dir.al punt mig del segment.
p
5, 3 03 3
4= Pav=F(p)-FO)=-- =1

3
X

F(x)= J.\‘2(e’.\' =5

L’ area B €s ’area d’un triangle que té base p/2 ialtura f(p)= p”. per tant no
cal fer cap integral. apliquem la formula de I’area del triangle:

3 3 - 3 3
. , 4p° - 27
Finalment, Areq=A—B= % 2P 7op P 3

—=—<p =27 p=3

7
3 12 1212

(suposem p >0)

17. Calcula I'area determinada per les grafiques de f (x) = sin x i g(x) =x2.
(Observacio: L’equacio sin x = x> només té com a solucié x = 0ix = 0.8767)

14

8767 | j . 5
4 :E sinx—x dv=F(0.8767)~ F(0) on F(x)= [sinx—xdx

0.8
3

F(x)= jSillx—xz dv = ISillx dx —sz dx=—cos x —%+ C

3 D&
3
F(O.S?G?):—cos(0.876?)—0'8167 =-0.8043 041
2
0} 0z
F(0)=~cos(0)——=-1 .
o) -.:;____0

T T T T T
0.2 1] 0z 0.4 06 o8 1

A J:]:).s%?Sjl]-\-_ X2 dx = F(0.8767)— F(0) =-0.8643-(-1) = 0.1357

x
1+x2

18. Calculeu I’area entre la corba f(x) = 1 les rectes x=0, x=1/2 1 I’eix OX.

1

/2 X ,
A :L ﬁdr =F(1/2)—F(0)

Fem un canvi de variable = x> —>u'=2x

X 1 1 1 1
F(x)= dx=— 2x dx=—
) I1+x4 ! 2~[1+.\"1 T L')~[1+u2

1

A= J'O2 l%dr _ F(1/2)— F(0) = 0122489-0 = 0122489
+X

du :larctall(u) +C= %arctan(.\‘z) +C
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sinx

PAU Sept 2017. Sigui la funci6 f(x) = —-

a) Calculeu una primitiva de la funcio f (x).
b) Calculeu I'area limitada per la funcid f (x) i I'eix de les abscisses entre les abscisses x=0 i x = /4

+C

) ) sinx —dt 3 1
@) canvi de variable cosx = t dx = o i dt=?+C=

cos? x COS X

b) positiva [’area demanada

L3
H . -—
= sinx 1 1 1 1
Area:f" dx:ﬂ ]]4:—"——:——1:
0 cos?x cosxllp cosy  €os0 \/2/2
2 2—v2 2y2-2
=—-1="2 =222 041402

PAU Jun 2013.

Donada la funcié f(x) = vx — 1 larecta horitzontal y =k, amb k > 0, 1
a) Feu un esbos del recinte limitat per les grafiques de la funcid i la recta, i els eixos de coordenades.
b) Trobeu el valor de k sabent que I'area d’aquest recinte és igual a 14/3.

(a) y=k _— (b) puntdetall Ve —1=k=z=k +1.

2 3 fe k441 . ‘
. k3241 ) r—1 3/2 . 2,{"} ‘[‘..l
A= k(K +1) —/ (@—1)"2de =k +k— {—( ) ; -
J1
1

PAU 2020 Siguin les funcions f(x) =x3i g(x) =a - x?, en qué a és un nombre real positiu. a) Trobeu, en funcié del

parametre a, els punts de tall entre les dues corbes y = f(x) i y = g(x) i feu un esbds de la regio limitada per les dues
grafiques. b) Calculeu el valor d’a perqué I'drea compresa entre y = f(x) i y = g(x) sigui 27/4 u?

f(x) =g()

= ax?
x}—ax?=0
x’(x—a)=0
x=0ix=a

Els punts de tall son

(0,0)i (a,a® B

(ax3 x“) a* a* o 48
_—— =———=—=a" = =a=x5.
3 4)|, 3 1 12

(0,0) a

PAU 2006. Calculese el area de la regién limitada por f(x) = % y las rectas x=0, x=20,y =0

4

. 2
(x-1):(x+1) =1residuo-2 =1 ——
x+1
b |
Ay
5 18 15
Intervalo (0,1) (1,20)
Signo f(x) - +
. 1x—1 20x—1
Area A= -L 1a'x Ag=_[ ldx
A=A A, x x+

AF*J.Ix—:a’x =—{x-2In(x + D], ={(1-21In(2)) - (0-2In(1))] = (1 - 2In(2)) =0,37v’
0 x

20 x —1 20 2 2
Ar=| —]abc=[x—21n(x+1)]1 =(20-2In@ 1)) -(1-2In@)) =19-2In2 h+2In2) u’=14,3u’
X+

x-1 dx _ 2
| = J-ldfoIm =x-2In(x+1) A=18-2In(21)+4In(2) ~14,67-u
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CALCULO DEL VOLUMEN DE UN CUERPO

Que se genera al girar la gréafica de la funcidn y = f(x) entre los puntos de abscisas a y b alrededor de un eje:

b
Alrededor del eje de abscisas: |V = nJ.afz(X)dX.

Para calcular el volumen del cuerpo gque se genera al girar la gréafica de la funcién y = x+/X+1, entre los

puntos de corte con el eje OX, alrededor de este eje, calculamos la integral definida:

0 2
V= nJ._1<X 1+ X) dX (x =-1yx =0 son las soluciones de la ecuacién x v X+ 1 = 0, abscisas de los puntos

de corte de la gréfica de f con el eje OX).
0 2 X x ( 1 1) n
V:n.[l<X 1+X) dx :n|:?+7:|_1:|:0— _§+Z :Eus_

b
Alrededor del eje de ordenadas: |V =2x Lf(x) -X-dX.

f-3-2-1) Ejemplo: para calcular el volumen del cuerpo que se genera al girar la grafica de la funcién y = x

A/ X+ 1, entre los puntos de corte con el eje OX, alrededor del eje de ordenadas, calculamos la integral

definida:
V =2r j_jx(x 1+ x)dx - 21 _[_ij\/de.

Aplicando el cambio de variable 1 + x = 12, se tiene: x = 12 - 1, dx = 2tdt; y los limites de integracion:
six=-1,t=0y
six=0,t=1.

- 3
7 5+3 T U°.

o7 45 202 32
105

V=2n jol(t2 -1)2.1- 2tdt = 2nj:(2t6 - 4t* +2t%)dt = 27{

0




