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CAPITULO V

RELACIONES ENTRE DOS SISTEMAS DE COORDENADAS

RESUMEN

Se presenta la transformacién de coordenadas, desde el punto
de vista estructural, no matematico, para relacionar dos sistemas
de coordenadas generalizadas o no. Por otra parte, en este
capitulo, se presentan aplicaciones unicamente para el Analisis
Estdtico de estructuras no para el Andlisis Dinamico.

En el numeral 2 se calcula la matriz T, que relaciona la
geometria; en el numeral 3 se obtiene la matrlz T,, que relaciona
la estatica, en el 4 se indican conceptos generales para relacionar
coordenadas no generalizadas. Posteriormente, se presenta una
aplicacidén muy importante orientada a la programacién del vector de

cargas generalizadas Q, en poérticos planos con cargas en 1los
miembros.

En el transcurso del capitulo, se resuelven 9 ejemplos, los
mismos que sirven para aclarar la teoria que se ha presentado,
tanto en este capitulo como en los capitulos anteriores.

5.1 CAMBIO DE COORDENADAS

Uno de los principales capitulos del "Andlisis Matricial de
Estructuras"y porque no decirlo de la "Dinamica de Estructuras" es
el estudio de la "Matriz de Transformacién de Coordenadas" o
también 1llamada "Matriz de Paso", que permlte pasar de un
determinado sistema de coordenadas Q - g a otro Q" - q , cuando se
lo requiere. En efecto, en estatica se puede empezar a resolver un
problema con un determinado sistema de coordenadas, se puede
calcular la matriz de rigidez K, el vector de cargas generalizadas
Q de una determinada estructura mas por alguna razén se decide
cambiar el sistema de coordenadas generalizadas; entonces quedan
dos alternativas a saber: la primera desechar el trabajo realizado
Yy empezar de nuevo todo el calculo y, la segunda alternativa que es
la mas o6ptima, por medio de la matriz de paso continuar con 1la
solucidn del roblema aprovechando el trabajo ya realizado vy
calcular K Yy Q@ , mediante simples operaciones matriciales.
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Por otra parte, se aplica fundamentalmente cuando se desea
encontrar la matriz de rigidez de miembro de un determinado sistema
de coordenadas a partir de otro ya conocido, esto se lo ilustra en
el capitulo XII de este libro.

NS .

2 2
Rl i
I
s
1
Coordenadas locales Coordenadas globales

Figura N.- 5.1 Una aplicacién de la matriz de transformacién
de coordenadas

En "Dindmica de Estructuras" se puede ver a la matriz de
transformacién de coordenadas como aquella matriz que permite pasar
‘de un determinado sistema de coordenadas en el cual el sistema de
ecuaciones diferenciales esta acoplado a otro sistema de
coordenadas, en el cual el sistema de ecuaciones diferenciales esta
desacoplado, siendo facil la solucién matemdtica en este ultimo
sistema de coordenadas. Todo esto siempre y cuando las matrices
sean diagonalizables.

En fin, es extenso el campo de aplicacién de la matriz de
transformacién de coordenadas y tan fdacil su cdlculo como se 1lo
vera posteriormente. El cambio de coordenadas se lo va a estudiar

desde dos puntos de vista:

i) Punto de vista geométrico.

ii) Punto de vista estatico.

'.C”..Q...Q.OOQ.QC.C...0.0.0.0....OC.Q.CQ‘CO
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.2 PUNTO DE VISTA GEOMETRICO

.2.1 Relacién entre dos sistemas de coordenadas generalizadas

Al sistema de coordenadas generalizadas Q@ - g, se denomina
“51stema original" o "sistema viejo" y al sistema de coordenadas
Q - q , "sistema nuevo". En este numeral se estudia la relacién
existente entre q y q . Notese que ambas son coordenadas
generalizadas.

El pértico plano de la figura 5.2.1 tiene tres grados de
libertad, pudiendo ser el 51stema Q - @ el indicado en la figura

5.2.2 y el sistema Q" - q el presentado en la figura 5.2.3. ¥

i j
B A:OO 1 2 ‘\2 ‘@
lo N NI
A=o00 E[# ‘ 7(4’,"‘-'
lo ‘
| 1
mb/;\ »Am o
Figura N.- 5.2.1 Figura N.--5.2:2 ~ Figura N.- 5.2. 3
Sistema viejo Q-q Sistema nuevo Q"-q"

Siempre, cualquier transformacién se realizara de la siguiente
manera: expresar el sistema -de coordenadas viejo en funcién del
sistema de coordenadas nuevo. En este caso, se define una relacién

entre los sistemas de coordenadas generalizadas, de la siguiente
forma: :

q=T.7q (1)

Donde:

Matriz de transformacién de coordenadas.

H|
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En consecuencia,se establece una relacidén geométrica entre
dos sistemas de coordenadas. En este caso la matriz T es .cuadrada
porque los dos sistemas son coordenadas generalizadas. 'En forma
general se tlenea

] B ] P
a . S TR O ™ @
*
Q Ty, Ty Ty Ton @
a3 T, Ty, Ty VP a
qi ol Til TiZ Ti3 s s s . s Tin qi‘
a, T, Ty Toy eve ove  To )
QnJ

Por lo tanto,para un término cualquiera g;, se tiene:

Gy =Tys @ +* Ty @ + Ty @5 + ons + Ty @ (2)

¢ Coémo calcular T, ?. De la ecuac1on 2, se observa que para
Py * .
calcular T”, se hara: q =1 y gq; = 0 para 1 + 1 entonces se
tiene: q; = T,,. resultando que el valor de T;, es el correspondiente
valor de q;.

En general un término cualquiera T.. es el valor de q;
correspondiente a la deformacidén elemental 9 = 1Y las demas
nulas.

EJEMPLO N.- 1

Calcular la matriz T, que relaciona el vector de coordenadas

de la figura 5.2.2, con el vector de coordenadas g* de la figura
v2e3

mnl

SOLUCION

Para obtener, los elementos de la primera columna de la matriz
de transformacion, se dibuja la deformada elemental Gh* =1 ¥y q*
= 0 para i + 1. Esto se presenta en la figura 5.2.4, se deja al
estudiante la explicacién de la deformada respectiva.

9
\) '{“ » E’.‘ ' “ (1"
[ 4 ]
[

“0000000000000000000000000000000000000Q00%0
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q° =1 y q =o0parai+1

Figura N.- 5.2.4 Diagrama elemental q,*

Al medir los desplazamientos en el sistema de coordenadas q,
se encuentra:

1"
21
31

HH 3
[
O oX
nmn
Q
n

Para obtener los términos de la segunda columna de T se
construye la deformada elemental q,*.

9, =1 yq =0 parai+2

Figura N.- 5.2.5 Diagrama elemental q;
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El nudo B, se desplaza horizontalmente hacia la izquierda x,,
por lo tanto: Ty; = - X, = ¢q,. No rota el nudo B, esto implica que
T,, = 0 = g,. Finalmente el nudo C se desplaza verticalmente la
unidad, de éonde Ty, = 1 = .

. La ultima columna de la matriz T, se obtendra del diagrama
elemental:

9 =1 yq =0 parai+3

Figura N.- 5.2.6 Diagrama elemental q;

De donde:
Ty3 - 0 -9
T23:1:q2
T3 = 0 = qg

Por lo tanto, la matriz de transformacién T, es:

~X =X, 0
T = 0 0 1
0 1 0

El calculo de x y X, se realiza empleando Geometria.

A A A N X KN N XN N AN XN ALNLAREEANEEANENYYEEERXR NN,

/
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2
5.2.2 Relacidn entre dos sistemas de cargas

_ Se desea saber que relacién existe entre Q y Q. Dado que q =
T q . Para encontrar esta relacién se da un desplazamiento virtual
cualquiera a la estructura; por ejemplo, con relacién al pértico de
la figura 5.2.1, en la figura 5.2.7, se presenta el diagrama

virtual. Este es producido por un sistema de cargas que actua sobre
el pértico.

Pl rF Pl .PF
|

o —— g — —

Figura N.-5.2.7 Figura N.- 5.2.8 Figura N.- 5.2.9
Diagrama virtual Sistema Q-q Sistema Q -q

Los desplazamientos virtuales, se pueden medir en cualquiera
de los dos sistemas de coordenadas. El "sistema viejo", figura
5.2.8 o el "sistema nuevo", figura 5.2.9. La relacién que existe
entre estos dos sistemas de coordenadas, es la siguiente:

§q = T.é6q" S (3.1)

El trabajo virtual (TV,) de las cargas que actuan sobre el
poértico de la figura 5.2.1, en los desplazamientos virtuales de la
estructura de la figqura 5.2.8, es:

TV, = Q;.6q, + Q,.6q, + Q;.6q; (3.2)
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En forma matricial, la ecuacidén 3.2, queda:

TV., = C 5q1 6q2 6q3 ] > Q1
Q
Q3_J
De donde: ' S
la %-m';r,r:'x ("«{ voch? de ‘,\(/::,'-;..;,. afon i 8 oetn v OeL0 d
TV, = 8q* O (3.3)

El trabajo virtual calculado TV, debe ser axactamente igual,
al trabajo virtual TV,, producido por el sistema de cargas dque
gravitan en el portlco de la figura 5.2.1 en los desplazamientos
del marco de la figura 5.2.9. En virtud de que el trabajo virtual
no depende del sistema de coordenadas, puesto que la solucién es
unica.

T = OFalt ¢ X S By
*
™V, = [ &q, 29, §q;" ] QW
Qz*
Qs
TV, = 8g+¢ O (3.4)
Como: ™V, = TV,

3q° 0 = 8gx° 0"

Al sustituir (3.1), en esta ultima ecuacidén, se tiene:

(T.8q+*)t D = 8g+* O°

6gx" T 0 = 8gqx" O
Se recuerda que en algebra matricial, de la igualdad:
No siempre se puede concluir que: B = C
En el problema, el vector §q°, no es una constante fija, sino

que puede adoptar cualquier valor por el mnismo hecho de ser
virtual. Por lo tanto, se concluye que:

l..‘...“.'.’.‘..‘......QO......O.
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A e ————

5 =70 e

Lo demostrado, a partir del ejemplo de la figura 5.2.1, puede
generalizarse. En resumen, se tiene:

si q =T qgr entonces ¢ =P

Una vez que se conoce el vector de cargas generalizadas Q,
para un determinado sistema de coordenadas de una estructura; el
mismo que ha sido obtenido aplicando el problema primario y
complementario, o mediante trabajos virtuales, como se presentd en
el capitulo 1IV; se puede encontrar el vector de cargas
generalizadas para un nuevo sistema de coordenadas mediante la
ecuaciodén 3.6, debiendo calcular unicamente la matriz T.

85"0 NO
5.3 PUNTO DE VISTA ESTATICO —_—

5.3.1 Relacidén entre dos sistemas de cargas

El pértico de la figura 5.3.1, tiene tres grados de libertad
Y, su sistema de coordenadas Q - q es el mostrado en 1a figura

5.3.2 y en la figura 5.3.3, se presenta el sistema Q - @ .

5 Ao (W 3, 2, =3 1
I=c0 \7//7 \\//
Ao A= H
lo Io
';Amm % 2. ke e b .
L !
|
Figura N.- 5.3.1 Figura N.- 5.3.2 Figura N.-_5.3.3
Sistema Q-g Sistema Q'-q"
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Se define, ahora, una relacién entre los dos sistemas de
cargas, de la siguiente manera.

0=T,0 (4)

T, Matriz de transformacién, de orden (n x n).

Al desarrollar la ecuacidén matricial 4, para un sistema de n
grados de libertad, se tiene:

= - ] "Q‘ﬁ
O Ty, Ty, Thgy Ty, 3
*
Q, Tioy Tiaa Tiag Tion 2,
o3 Tyyy Tiap Thas Ty, 05
Q; Ty Tiiz Thgz oees voe Thigp o}
On Tini Ting Tips oo oo Tipg o
n
. = - L =]
Para un término cualquiera Q; , se tiene:
Qf = Tyyy OF + Ty OF + T35 Q5 + ovv + Ty, O (%]
Para calcular T,;,,, se harda Q,” =1 1y Q,”=0 parai$1, en

consecuencia T,;,, es el valor de Q ’ correspondlente al estado de
cargas indicado.

Un termlno Tyije sera el valor de Q correspondiente al estado
de cargas Q i y Q; =0, i+ j.
EJEMPLO N.- 2

Calcular la matriz T,, de la estructura de la figura 5.3. %, 51

el sistema Q-q es el lndlcado en la figura 5.3.2 y el sistema Q q y
el indicado en la figura 5.3.3.

) 000D 0000 0000000000000 0000000000000 000000000 0%
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SOLUCION

La prlmera columna de la matriz T, se obtiene del estado de
carga Q1 igual a uno y las demés cargas nulas, como se indica en
la figura 5.3.4. Para este estado de carga, se debe hallar el
vector de cargas generalizadas Q. El1 mismo, se puede calcular de
dos maneras, a saber.

i) Por trabajos Virtuales.
ii) Mediante el Problema Primario y Complementario.
Q" =1y0Q" =0 parait1
Ao e
8 [=zco =
Ao A =00
lo Is
0% Prdw
Figura N.- 5.3.4 Estado de carga elemental Q,” B

Se precede a calcular los elementos de la primera columna de
la matriz T,, por Trabajos Virtuales. En el sistema de coordenadas
de la figura 5.3.2, se tiene:

§q, =1 y &q, =0 parai 1

8y

-
@

O

:
|
: Q=T =0
:
|
|

Figura N.- 5.3.5 Deformada elemental, del desplazamiento
virtual q,
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Ty

es el Trabajo virtual de la carga concentrada unitaria que

actua sobre el pértico de la figura 5.3.4, en el diagrama elemental

sq,

=1y d8q, =0 para i ¥ 2. Figura 5.3.6.

g, =1 y égq, =0 para i F 2

Q2=Ta =0

Figura N.- 5.3.6 Deformada elemental, correspondiente al
desplazamiento virtual q,

El ultimo término de la columna de la matriz T,, sera:

§q; =1 y éq, =0 para i ¥+ 3

Q3=Tr =1

A D
¥

Figura N.- 5.3.7 Deformada elemental, del desplazamiento
virtual g

'..0’.....'0..0..0..00..O......O.....'....C'.Ol
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Los términos de la segunda columna de la matriz T,, se
obtendra a través del problema primario y complementario, esto se
hace por didactica unicamente, se pudo obtener por Trabajos
Virtuales. El estado de cargas, ahora es:

*

Q =1 vy Q; =0 para i F 2

1 Ao
B [=co C
Ao A=c0
o lo
A D
4 Vecced

Figura N.- 5.3.8 Estado de Carga elemental Q;

En resumen, se desea obtener el vector de cargas generalizadas
Q para el estado de cargas de la figura 5.3.8.

El problema primario, corresponde a tener g = 0 en la figura
5.3.2, este se muestra en la figura 5.3.9.

U5 I Rs
B ./Rz C
Sk il

Figura N.- 5.3.9 Problema primario
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Equilibrio de miembros

A

Equilibrio de nudos

Nudo B
o=y
L
:7R1 1 \\p %
w_/ %
tH |
R2 I
Nudo C
y-

Al resolver el sistema de ecuaciones,

cero excepcién de R, que es
complementario, es muy sencillo,
directamente la respuesta.

+1ZFy = 0
/

N +.E_%JL

0
0

ZM
l‘l"

igual a

uno.

El

se tiene que todo vale

problema

razén por la cual se escribe

) ® lb*‘h‘!'.'!li. 00000 000000000000 000000000000 002000009 9
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Q =1 = T112
Q =0 =Ty,
Q; =0 =Ty,

La Gltima columna de la matiz T, se deja a que el estudiante
calcule, su resultado, es:

Tz =
123

0
1
Ti33 0

Por consiguiente, la matriz 51, es:

0 1 o0
T, =10 0 1
1 0 0

5.3.2 Relacidn entre dos sistemas de desplazamientos

Dada la*relacién: g = T, 0", se desea saber que relacién existe
entreq y q.

En este caso, sobre la estructura actua, un sistema de fuerzas

virtuales arbitrarias y se calcula los trabajos virtuales en los
desplazamientos reales.

Para el ejercicio de la figura 5.3.1, se tendra, por ejemplo
las fuerzas virtuales mostradas en la figura 5.3.10.

d@1 N 4Q3
\V/QQZ
" & -

Figura N.- 5.3.10 Fuerzas virtuales
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Al calcular el trabajo virtual TV,, de las fuerzas virtuales,
figura 5.3.10, en los desplazamientos reales medidos en el sistema
q, figura 5.3.2, se tiene:

TV]_ = 601 q, + 602 q, + 693 d5 (6'1)

De donde:

(60, 80, 50, [«
P

)
TV, = 80° g (6.2)

De igual forma, al calcular el trabajo virtual TV, de las
fuerzas virtuales, figura 5.3.10, en los desplazamlentos reales
medidos en las coordenadas g%, flgura 5.3.3, se encuentra:

TV, = 80°° g« (6.3)

Por lo indicado en el numeral 5.2.2, de este capltulo, se
tiene:

v, = TV,

50° 3 - 80°° Gr bty
Se sabe

80 = T, 80" (6.5)

Al reemplazar 6.5 en 6.4, se encuentra:

’0.0..00‘0.00'.00‘.Q.‘O.Q......‘.00.00000“.0

’..’.

L
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Como §Q" es un sistema de cargas virtuales arbitrario y la
igualdad anterior se ver.fica siempre. Entonces, se tiene:

Tlc a = a* (6'6)

.Resumen general:

si D= T entonces: gx =T, q

5.3.3 Relacién entre T y T,

En el numeral 5.2.1 de este capitulo, se analizdé la matriz T
que relaciona: @ = T q y, en el numeral 5.3.1, se estudié 1la
matriz T,, teniéndose: § = T, Q. Se desea encontrar ahora que

relacién existe entre las matrices T y T,.

SOLUCION

si: g = T.0" se tiene que q = T,' q, sustituyendo este valor
en la relacién: @ = T q, se tiene:

a=~T (T q)

Por ser g un vector general, se cumple:

T= (FF ) (7)

Se deja, al estudiante que demuestre la siguiente relacién que
también existe entre T y T,.

Tt =7—v£l (8)

La transpuesta de la matriz T es igual a la matriz inversa de

e
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5.4 RELACION ENTRE SISTEMAS DE COORDENADAS NO GENERALIZADAS
5.4.1 Relacién q =T q

Para la estructura de la figura 5.4.1, cuyos miembros son
totalmente flexibles, se han elegido dos sistemas de coordenadas,
los mismos que se indican en la figura 5.4.2 y 5.4.3. El primer
sistema de coordenadas q es generalizado ya que éste tiene
coordenadas que son independientes. En cambio g, no es generalizado
ya que este tiene coordenadas gue son dependientes.

Ao 1 K@ [ 154 l_é[A%' ‘é(mls 7

B lo IC % ¥ \‘/% A, N
Ao Ao
lo lo
ém» g%w e }JW i rrriern
Figura N.- 5.4.1 Figura N.- 5.4.2 Figura N.- 5.4.3
Coordenadas Coordenadas
generalizadas no generalizadas.

La relacién entre los dos sistemas de coordenadas, se define
de la siguiente manera:

Gy =T G (9)

Donde:

T Matriz de transformacién de coordenadas. La matriz T, en este
caso, no es cuadrada, es de orden (n X m). Siendo:
n Numero de coordenadas del sistema no generalizado q,.
m Numero de coordenadas del sistema generalizado (.

Q}OC0.0C‘.0.0QQ.OO. 000006 00000000000000F0CGOTOS
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Para el ejemplo que se estd analizando, figura 5.4.1, la
matriz T, tendrd 8 filas y 6 columnas.

Por un procedimiento similar a los realizados anteriormente se
puede demostrar facilmente que un término cualquiera Tij sera el
valor de la componente Ding? medido en el sistema de coordenadas no
generalizado, correspondiente al diagrama elemental qQ=1y4q =

0 para i ¥ j, Diagrama realizado en el sistema de coordenadas
generalizadas.

Para el sistema de coordenadas presentado en las figuras 5.4.2
y 5.4.3, no se puede escribir: q = T L S puesto que existen
condiciones de restriccién entre las coordenadas g. Por lo tanto,
la relacidn inversa sélo sera vdlida si los dos sistemas de
coordenadas son generalizadas.

5.4.2 Relacién Q = T* Q

Dada la relacién: q, =T q_, Se demuestra por medio por medio
de trabajos virtuales que: Q = T‘Qn. Esta ecuacién, indica que si
se conocen los valores de Qm se podra determinar cuanto vale @,

pero, en general no se podria determinar ém conocido los valores
de Q.

Esto es si se desea utilizar la estatica unicamente, ya que

para calcular Q  a partir de Q (dato) se procedera de la siguiente
manera:

i) Calcular_la matriz T por geometria, utilizando la ecuacién 9
ii) Obtener T'.
iii) calcular ( T' )"'. Esto sera posible si T!' es una matriz

. singular, caso contrario no se puede resolver el problema.
iv) calcular: g = ( T" )" Q.

_ y
5.5 CALCULO DEL VECTOR Q, POR MEDIO DE LA MATRIZ T — Dexcle ag v/

7

5.5.1 Matriz T,; (/Mwers p; Mbreceor )

Como se estudiard en el capitulo XII, se denomina matriz i}s
a la matriz que relaciona los sistemas de coordenadas de miembro de
la figura 5. Scope. b d (< hojc

Esta matriz permite pasar de coordenadas locales a globales.

Por diddctica se presenta nuevamente, estos sistemas de
coordenadas, a continuacién.
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Mawz bde Pozacd¥

Figura N.- 5.5.1

OCAHLES
Figura N.- 5.5.2
Sistema g

SLOBLES
Figura N.- 5.5.3
Sistema g

En la figura 5.
L Longitud del mi

5.1, se define:
embro.

e Angulo que forma el eje del miembro con el eje X.

. Calculo de T, ;

q=T,; q

primera columna de T,,

qQ =1 y q

-
—+-
=

= 0 para

= cos ©
= - sen ©
=0

. Fa
L;.’(gﬁ o Se Ve e én Cont breh
v

{/, ¢ ,
V(>
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Segunda columna ‘de T,
9% =1 yq =0 para i F 2
q, = sen ©
g, = cos ©
Oz = 0
9, =95 = 9 = 0
QZ
1
G
Figura N.- 5.5.5 Deformada elemental g,
-
Tercera columna de T,
4 =1 y q =0 opara i+ 3
q, =0
a9, =0
gy = 1
q =95 =9 = 0

Figura N.- 5.5.6 Deformada elemental g’
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Se deja al lector el calculo de las restantes columnas de la
matriz T El resultado final se presenta a continuaciodn.

2-3°
—
Cos © Sen © 0 0 0 67
-Sen 6 Cos © 0 0 0 0
_ 0 0 1 0 0 0
T3 = (10)
0 0 0 Cos © Sen © 0
0 0 0 -Sen 6 Cos © 0
0 0 0 0 0 i |
- =

Es muy importante la matriz T, ; en la programacién de pdérticos
planos. Una aplicacién inmediata ée lo estudiado en este capitulo,
es la siguiente:

8i g =T,; q Entonces: Q" = T,,;' 0 (11)

Se denomina:

Q, Vector de cargas de empotramiento perfecto en coordenadas
locales.

53 Vector de cargas de empotramiento perfecto en coordenadas
globales.

Con esta nomenclatura la ecuacién 11, se transforma, en:

Q; = T,5' Q (12)
5.5.2 Calculo de Q

En base a la teoria expuesta en el capitulo IV y en este
capitulo, el algoritmo para calcular el vector de cargas
generalizadas Q, orientado al uso del computador, es el siguiente:

5.5.2.1 Caso de cargas en las juntas

_ Cuando las cargas actuan unicamente en las juntas, el calculo
de Q, es directo. Solamente se identifican los grados de libertad
en los cuales actuan las cargas.

l.“".’...........'.....O..O‘.O...Q0.0.......
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El usuario de un programa de computacidén, debera indicar la
junta cargada, la fuerza horizontal, la fuerza vertical y el
momento. En base a la junta <cargada se ©obtienen 1los
correspondientes grados de libertad.

EJEMPLO N.- 3

Calcular el vector de cargas generalizadas para el marco de la
figura 5.6.1, cuyos elementos son totalmente flexibles. En la
figura 5.6.2, se presenta el sistema de coordenadas generalizadas.

Figura N.- 5.6.1 Datos de Figura N.- 5.6.2 Sistema de
las cargas coordenadas Q - g
SOLUCION

La fuerza horizontal de 4 T, estd aplicada en el grado de
libertad 1 y el momento de 6 T m, en el grado de libertad 6. Se
recuerda la convencién de signos: Fuerza horizontal positiva si
estd dirigida hacia la derecha, Fuerza vertical positiva si esta
dirigida hacia arriba y momento positivo si es antihorario.

Ll
Il
aocoococoa
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Se estudia el algoritmo para calcular Q en pdérticos planos

cuyos elementos son totalmente flexibles . La .programacidén -se .

facilita notablemente en este caso pudiendo tenerse pérticos con
elementos no ortogonales como el de la figura 5.6.1.

5.5.2.2 Caso de cargas en los miembros

Se define el vector de colocacién de un miembro i, como VC(i),
a un vector de 6 elementos que contiene los grados de libertad del
nudo inicial y nudo final de un miembro, en coordenadas globales.
Tiene 6 elementos para poérticos planos.

Para la estructura de la figura 5.6.1 los vectores de
colocacidén, son:

VC(1) =[ O 0 0 1 2 3 ]
VC(2) = [ 1 2 3 4 5 6 ]
VC(3) =[ O 0 0 4 5 6 ]

En los miembros 1 y 3 se ha considerado el nudo inicial, en el
empotramiento y en el miembro inclinado a la izquierda.

El procedimiento de cdlculo del vector de cargas generalizadas
Q, cuando existe cargas en los miembros, es el siguiente:

30y Encontrar el vector de empotramiento perfecto de cargas, en
coordenadas locales, Q,, de cada uno de los miembros cargados.

ii) Obtener la matriz Tis de los elementos con cargas en los
miembros.

iii) Calcular el vector de empotramiento perfecto en coordenadas

globales 5& y cambiarle de signo, para tener cargas en las:

juntas.

= 0 -
Q3 = = T3 Q

iv) Mediante el vector de colocacién, correspondiente al miembro
cargado realizar el ensamblaje y calcular el vector de cargas
generalizadas.

EJEMPLO N.- 4

Calcular el vector Q, de la estructura de la figura 5.7.1,
cuyos elementos son totalmente flexibles, por medio de la matriz

B

'..O’Q‘.O..Q‘O0.0.0..O0.0.0.....0.'0.00...0..0‘
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'5
O 4
-6
3 T/m 2
6m 1
| L\:J3
3m [
. ol b
|
Figura N.- 5.7.1 Datos del | Figura N.- 5.7.2 Coordenadas
l ejemplo N.- 4 i generalizadas.
(= £ 0)
SOLUCION
i) Vector de empotramiento perfecto en coordenadas locales.
225 T.m
/1—45 T [ 0.00]
4.50
2.25
o £ 0 I
4.50
-2.25
K\\/T__l..ST - -
225Tm
L2725 T
1.875 T.m 1.775 |
5T 1.775
17757 =@ _ 1.875
" 1.775
1:775
=875
/}<><f751m = =

1.775T 1.5
ii) -Matriz T,

Miembro 1 ® = 90°
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Miembro 2 ® = 45°
e ) 0 0 0 dW
-1 0 0 0 0 0
L) 0 0 1 0 o0 0
2-3
0 0 0 0 1 0
0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 1
—0.707 0.707 O 0 0 0|
-0.707 0.707 O 0 0 0
72 _ 0 0 1 0 0 0
2-3
0 0 0 0.707 ©0.707 0
0 0 0 -0.707 0.707 O
0 0 0 0 0 1
L’ —_—
iii) Vector Qs
= | zney
Qs - Tz-3 Qz
0 -1 0 0 0 o | [ o.00 ™ 4.50 |
1 0 0 © 0 0 4.50 0.00
- 0 0 R 0 0 2.25 -2.25
(0N =
0 0 0 0 -1 0 0.00 4.50
0 0 0 1 0 0 4.50 0.00
K 0 0 0 0 1 -2.25 2.25
_ 1 |
0.707 -0.707 0 0O 0 0 1.775 | 0.000]
0.707 0.707 0 0 0 0 1.775 -2.500
50 - 0 0 1 0 0 0 1.875 | _ -1.875
2 0 0 0 0.707 -0.707 O 1.775 0.000
0 0 0 0.707 0.707 O 1.77% -2.500
| o 0 o o0 0 1| |-1.875 | 1.875

.SP 0000000 0000000000000 00000O0C0COCFOCFOOBRROIOOIONOOISTOTDPS
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iv) Ensamblaje de Q

VC(1) = [ O 0 0 1 2 3 ]
VC(2) = [ 1 2 3 4 5 6 ]
4.50 0
0.00 0
_ -2.50 0
(1)
Qs 4.50 1
0.00 2
2.25 3
I——7posici<')n
-
[ 0.000 3
-2.500 2
5@ - -1.875 ; 3
» 0.000 4
-2.500 5
| 1.875 6
[—posicién
VECTOR Q
— 3 — —"
4.5 + 0.0 4.500
0.0 - 2.5 -2.500
5 - 2.25 - 1.875| _ 0.375
- 0.0 0.000
-2.5 -2.500
| 1.875 E L_1.87§_

5.6 EJERCICIOS RESUELTOS

EJEMPLO N.- 5

Para la estructura de 1la figura 5.8.1,
sistemas de coordenadas generalizadas, en las figuras 5.8.2 y

Relaciones entre dos sistemas de coordenadas -
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se presentan dos




i];ﬂs V K»f_*
6

Figura N.- 5.8.2 Sistema de
coordenadas Q - ¢
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5.8.3. Cglgglar la matriz T, de transformacidén de coordenadas, tal
que q=Tq.
- T
B A=co Ao
lo lo
Ao Ao
lo - 3m
<A 5.
i 4m o 4m
™ >
Figura N.- 5.8.1 Pértico plano del ejemplo N.- 5
2 I I i °
1 [ L5 [ 4
2 % 6

Figura N.- 5.8.3 _§istema de

coordenadas Q- q

SOLUCION

Primera columna de la matriz T

l".’g".’............‘..0.000.‘0‘....0‘0.0.000
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g9, =1 yq =0 para i#F1

187

7

¥>
y 53]
m
)
; O
\rn
Q8 Q009 _
mononounonn
[eNoNeoNeoN TNe)

Figura N.- 5.8.4 Deformada elemental qf

Segunda columna de T

q2*=1 yqi‘=0 parai=|=2

C D
q =0
q, =0
q; = 1
q =20
g; = 0
F E %= e
- Figura N.- 5.8.5 Deformada elemental g,
Tercera columna de T
9 =1 ygq, =0 parai$ 3
_/ q, = 0
B[ 7 77¢ q, =0
q; = 0
q =1
q; = 0
U ™ ¥
A
Yecad

Figura N.- 5.8.6 Deformada elemental q;
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Cuarta columna de T

Q=

1 yq, =0 para i+ 4

Figura N.- 5.8.7 Deformada elemental g’

([ | (I

[eNeoNoNeNe

I
w

Quinta columna de T

q =

1 yq, =0parai+5

B

77

Figura N.- 5.8.8 Deformada elemental g

oOwoooo

Sexta columna de T

*

g, =

1 y q =0 para i ¥ 6

Figura N.- 5.8.9 Deformada elemental q;

RPFOOOOO

0P 00OCOCIOCOOCOIOCOCONIOCOICOCOCOICQCOINOIOIOONOSIOIOOONOSIOOIOOIOPQRODS (B AN

»
;‘

-
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Matriz T

Nl

I
©coopr oo
o or oo o

O O O O o

lo o 0 o K o]
O W0 e O D
lH S OO0 © o]

EJEMPLO N.- 6

Para el pértico plano que se presenta en la figura 5.9.1, se
han seleccionado los sistemas de coordenadas generalizadas de las

figuras 5.9.2 y 5.9.3. Encontrar la matriz de transformacién de
coordenadas T.

I ;
A =00 3 3
I=zo0 T M E
Ao Azco| |H
lo lo 2
;S 1 1 ™
I — —
=00 Ny 2 \—}7
A:oo Ao H
Io IO
Vi an —]L ¥ mLm e o
L L = L/2 L/2
ke | =Sty
Figura N.- 5.9.1 Figura N.- 5.9.2 Figura N.-_5.9.3
Estructura del Sistema Q-q Sistema Q'-q"

ejemplo N.- 6

SOLUCION

q=%q
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Primera columna de T ¢
49 =1 y g.=0 para iF1 L
a
g, = 1 ®
! 4 =0 |

i =0

i Qs
:1 |1 q, = 0 ‘
i : ®
E | ®
"
L
Figura N.- 5.9.4 deformada elemental q," »
Segunda columna de T :
q2'=1 yqi'=0 para i F 2 ™
o .
a, =

q =1 ®
gz = 0 ®
q, = L/2 .
o
[
.
Figura N.- 5.9.5 Deformada elemental g, .
i .«
Tercera columna de T ®
g =1 yq, =0 para i+ 3 .
.
3 T o .

1 i dz; = 1
| I q4 = 0 .
L ]
*
L
»Am b d .
. * [ 3
Figura N.- 5.9.6 Deformada elemental qg; °
®
L3

b'..

S
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Cuarta columna de T

@ =1 y q =0 para i ¥+ 4

q, = 0
q =0
g; = 0
Q. = 1/2

Figura N.- 5.9.7 Deformada elemental q;

Matriz T
i 0 0 0
0 1 0 0
0 0 i 0
0 L 0 1
2 2

EJEMPLO N.- 7

En relacién con la estructura y sistemas de coordenadas del

ejemplo N.- 5, calcular la matriz T,, tal que: g = Q

SOLUCION
Primera columna de la matriz 51

Q,"=1 y Q" =0 para iF1

) 000000000000 00000000000000000000000000000000°

3

1

A A
77777

Figura N.- 5.10.1 Estado de carga, para la primera columna de T,
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Se va a calcular la primera columna de la matriz T,, por medio
del problema primario y complementario.

Problema primario

RZW lRL RG
Ri__ ¥\ £ Rs
A - 2

B 2.9 :

Figura N.- 5.10.2 Problema primario para la primera columna deE‘1

Equilibrio de miembros

N1 ,B C N C D
B LI/3———’:9LI
A u/3 «—IF

Equilibrio de juntas

Junta B

. I

P

R3

N1
‘————

-+
ZFx = 0

-N, - R, =0
ZIM = 0

R, =0

+1ZFy = 0

.‘: Ci'..!blbii 000000 0000000000000 000OCOCGOIGESETS
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Junta C
-4
le. IFXx = 0 +1ZFy = 0
N, N, - w3 =0 - R, =0
I ZIM =0
Otz | B8
M
Junta D
Rs Y
*——jg ZFXx = 0 +tZFy = 0
R5+N2cosa=0 stena=0
N ZM = 0
2\ |Nsena R, = 0
N2 cosx

De la solucién del sistema de ecuaciones, se obtiene:

R1=R3=R4=R5=R6=N1=N2=u=0 R, =1

Problema Complementario

IRQ =1 Q

1| | A O 1
[cNeoNoNol e

. -

Figura N.- 5.10.3 Problema complementario

Por un procedimiento parecido, se obtendran las diferentes
columnas de la matriz T,. Como se sabe, el vector Q, también se
puede obtener por medio de trabajos virtuales. Se deja al
estudiante que obtenga las demas columnas de la matriz T,, en
especial de la cuarta y quinta columna.
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MATRIZ T,
= 1 =
0 0 0 - 0 0
3
| 0 0 0 0 0
3 oo |0 | 0 0 0 0
S 0 1 0 0 0
4
0 0 - 0
0 0 3
LO 0 0 0 0 1.
EJEMPLO N.- 8
1.- Seleccionar un sistema de coordenadas generalizadas Q - ¢
apropiado.
2.- Encontrar el valor de Q que corresponde a la carga mostrada
3.- Encontrar la expresién de las elasticas horizontal y vertical

del miembro BC en términos de las coordenadas q; y de las

funciones de forma.

4.- Se efectia una transformacién de coordenadas q =T . g
1 0 0 0 |
» 1 1 o0 o
i =
0 i i 2 0
o 1 o 1

Dibujar el estado
coordenadas nulas.

de desplazamiento q;' = 1 y las demas

0000000 OQCTS
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sl

—
FIRIRI2NNIR Ao _§
C lo DR
Ao
I=c0
Ao
lo
L 1

|,
I

P

Figura 5.11.1 Estructura del ejemplo 8 y 9

Seleccionar un sistema de coordenadas generalizadas Q -

L
SOLUCION
1.
apropiado:
1.1 Deformada

195

q
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1.2 sistema Q - g

4 R

3
12

1 6
/}3
b
g -39
Figura N.- 5.11.2 Sistema de coordenadas generalizadas

2.~ Encontrar el valor de Q que corresponde a la carga mostrada:

2.1 Parametros geométricos:

tga = 3/4

sena 3/5

a]
S5 ) cosa = 4/5

Longitud BC = L

becccad

>

X »rb», AR

1. S | L |
I U 1

2.2 Componentes de la carga repartida.

= -W cos?a = -8w
25

= -W seno cosea = —-—W
25

)OO 00POOOOOOD000VO0000000C00COCPOIOOIOVGOOOIOORIOOOVDDIDS
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2.3 Calculo de Q aplicando trabajos virtuales.

Por ser el miembro BC transversalmente rigido se tiene:

u(x)

u1 ¢1(X) + u2 ¢4(X)
Vv (X)

v, + 6, X

CALCULO DE Q,

§q, = 1 §q; =0 iF1

Figura N.- 5.11.3 Deformada elemental éq,

En el tridngulo BB'B"

]

Q

0

@

R

]
GIFS

i
|
0
3
R
1
!
ujw

Y;V/, B &\qk\ u,
B‘f; — N B\ Vi
f—————o

En el triangulo cc'c"

u 3 9
/C = g HeR- gy

C'\

3/
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En resumen para el

4
Lll = E ll2
3
Vl = ""g V2
8, = 0 0,

miembro BC se tiene:

= =D
20

]
5

=0

Q1 = ﬁf Wx.u(x)dx + LL wy . v(x) dx

I 12 £ 16
Qi = j; —EW [u,d, (x) + u,d,(x)]dx + fo —75—W (v; + 0,X)dx
L_12 4 X 9 X L 16 3
- 14 32 =y - A -—W (-=)dx
“ fo 25?5 @ T 20 L]dX+f(J s ¥ (-5
o = —13—DWL
CALCULO DE Q,
g, =1 6q, =0 i$ 2

L

Figura N.- 5.11.4 Deformada elemental §q,

El tridngulo BB'B" es igual al triangulo ccC'C"

0000000000000 000000000000CGVOIOGIOIOGOIOONOIOONONITDODS

I..CL
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B‘\\\\y
. ] b B"
///

B X W

seno

e
L= .
I

uln ulw

v, = cosa

Por lo tanto, para la barra

CALCULO DE Q,

inclinada BC se tiene:

3 3
u1=§ UZZE
4 4
Vl=—5- V2=—5—
, =0 B, =0
0, = OL Wx.u(x)dx + ; wy.v(x)dx
L 12 3 X 3 X fL 16,4
= -ty L2 (1 = 8 2 , =Y w2 Wl 2 ) e
2 fo 55 5 ! ) * 5! fo 55 V()
0, —%WL
1 vy éq, =0 1iF3

Figura N.- 5.11.5 Deformada

elemental éq;

199
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Por ser los desplazamientos infinitésimos se puede suponer que

C'C" = L. Por consiguiente en el triangulo CC'C" se tiene :
C\

3
u, =0 i, = —L
; 3 2 4
v, =0 v, = L
0, =1 0, =1
De donde:

0O, =‘LL Wx.u(x)dx + ﬁL Wy .v(x)dx

25
WL 2

= (F _12 3 X L _16
0, fo W(2L L)dx+[0 8w () dx

Q3:—

2

CALCULO DE Q,

Figura N.- 5.11.6 Deformada elemental éq,

XN ‘[’D" 0000000000000 000 00000000000 0000O0OCOCFOCGOOdDPOOES
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En el triangulo CC'C" se tiene:

- :
5
u = seca = —
A ’ .
C c\l

Uy = vy, =@, =0 u, =5/4 , v,=6,=0

0, = LL Wx.u(x)dx + fLwy.v(x)dx

- N 12 X
0, —.L 25w(-— . Eyax + f w (0) dx
0, = —E%TW L
MATRIZ Q
3
= WL -8
e = 10 ~51,
3

201

2.4 Calculo de Q por medio del problema primario y complementario

Problema primario

qa=0

e

Figura N.- 5.11.7. Problema primario
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Equilibrio de miembros:

D
8wL _p-u
B L
M
GWL/&S<
25
8wL yp-pu
B 25 " L
L 12 b 64
f - iy L f T
=f Wx.d, (x)dx = - WL
A 0 25
Equilibrio de juntas
JUNTA B
YFx =0
8WL  p-p’ _5_ i 5
( 58 T T ) sena 25WLcosoc R, = 0 (Ec.1)
\XFy = 0
-/ ‘
(iBWI‘*-—'ii)cosoz+iWLsem¢+R2 =0 (Ec.2)
25 L 25

M =0
R, + p =0 (Ec.3)

B 0090000000000 0000000000000000000000090%0000V O
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JUNTA C

YFx =0

it
bgﬂé—iLJL)sena——é—WLcosa—EQ=o (Ec.4)
25 L 25

IYXFPy = 0
gt
Lgﬂé—iiii)cosa+_§_stena=0 (Ec.5)
25 L 25
M =0
-u' =0 (Ec.6)

Reemplazando sena = 3/5 y cosa = 4/5 . Al resolver el sistema
de ecuaciones se obtiene:

3
R, = —WL 3
R, = -—WL
2 4 10
R, = -2wL WL2
5 ==
WL 2
R3 = - > u‘, = 0
Problema complementario
3wl \
4wl 10 ° E
0
3wL
0 wi
2
.

Figura N.- 5.11.8 Problema complementario
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MATRIZ Q
3
= WL -8
9= 30 |-sz
-3

3.~ Expresion de la elastica horizontal y vertical del miembro BC
en términos de las coordenadas q; y de las funciones de forma

3.1 Componente vertical del nudo C

Figura N.- 5.11.9 Ordenada de la eldastica del miembro BC

La coordenada dependiente g, se la puede expresar:
g; = CE + FI + IG + GC'

En el triangulo GHC' se tiene:

GC' = L g3 cosa

C
GH = L g; sena

100090 000000000 000000000000000000000000%000000%
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Por lo tanto, es facil ver que:

GI = tga. GH = tga.L g;sena

IF tga.q,

CE = q,

Reemplazando se tiene:

s = Q,
3 9
Qs = dp * _4—q4 -_Z—OL @3
3 25
EG =Rt T% S0~ B =

3.2 Calculo de u,, vy, U,

+ g tga + L g, sena tge + L g, cosa

-
Bl

3 5
QTN L@

u = g, cose + g, sena = %
_ _ 4
vV, = @, cose - @, Sena = <
_ 4
u,= g, cosa + g; seno = =
Pero:
- 3 5
% =%+ 7%+ 7L g

3
q1 g qu

3
qz - qu

3
Q4 i "S‘qs
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Luego:

3.3 Expresiones de la elastica:
u(x) = u; ¢,(x) + u, ¢,(x)

v(x) = v, + 8, X

Reemplazando valores:

3 X 3 3 S X
u(x) = ('—ql + ‘qu) L = z) + (qu + qu3 + —4‘q4)“£

vix) = (=q, - %ql) + X

4.- Transformacidén de coordenadas q =T . q donde:

(1 0 0 0]
_ 1 1 0 0
L =
0 1 2 0
| 0 1 0 1
Dibujar el estado de desplazamiento q; = 1 y las demas

coordenadas nulas.

Si g =T.q se tiene que:

R q,— 1 0 0 o || q,‘_
qQ, 1 1 0 0 qQ
s B 0 1 2 0 a5
q, 0 1 0 i 4 Oy

D.O.".Q.0.00.QQOQ.O.........0.0.Q...O.Q...‘.Q
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De donde

*
q1=q1* "
qQ =9, + 9
q3=q2*+2q3
q9Q =49 t+ q
S1 g, =1 y las demas nulas se observa que:
q1=0
qQ =1
g; = 1
qQ =1

Por consiguiente el diagrama elemental buscado sera:

Figura N.- 5.11. 10 Deformada elemental g,

EJEMPLO N.- 9

Resolver el ejemplo N.- 8 considerando el siguiente sistema de
coordenadas:
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L

13
= R
/3 N
.
= Q-9

Figura N.- 5.12.1 Nuevo sistema de coordenadas

Obtencién de Q por trabajos virtuales

Calculo de Q,

6q, = 1

y g, = 0 i$1

1
}—-—»—
B.

Br

Figura N.- 5.12.2 Deformada elemental §q,

AV0 60 00000000000000009000000000005000000000000
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Tridngulo BB'B"

cosa

=
|
t~]

&
@
=
ik
1]
© wlun p]m|glp

s
%
i

O, = ﬁf Wx.u(x)dx + f; Wy.v(x)dx

_[r.12, 5. _ x
0, = fo w21 - Xyax
Ql’:_'—l3—OWL

CALCULO DE Q,

>

Figura 5.12.3 Deformada elemental sq,

209
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Tridngulo cc'c"

u, = cose = &
C\I 5
u Vo 3
:: E v, = -senoa = g
C c'
Pt
c"Cc!' = B"B' porque el elemento BC es de I = ©
Tridngulo BB'B"
u 9
ta:._l =L
o 3 T
VB 5
B“ )
pero u, es negativo, luego
3/5 u = —_.9_ s - —_3_
1 ’ e 8
B' 20 5
u) = -2 (1 - Xy , 4. x_5 X _ 9
20 L 5 L 4 L 20
3
vix) = -=
(%) -

L L
o, = L Wx.u(x)dx + L Wy .v(x)dx
= (124 (5. x _ 9 P16, (-3
Qz_fo 25" (11 2o)dX+L sV (—glax
0, = —E’BWL

PO O OPOOOCSOICOCCCOVPOIO000PU0P0000000000OCVCCOCGOIOGIOONOGOIT®DS
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CALCULO DE Qg

wh

Figura N.- 5.12.4 Deformada elemental 845

Del estudio de la deformada se observa que:

Tridangulo BB'B" = tridngulo CC'C"
B u, = sena = r |
5
V1 d
V. = CO s
1 1 so =
~ B"
B\{,'

nles v|w

23
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3 X 3 x 3 ’
— — 1 -— — —— co— - —
alx) = | ) " ST T %
vix) = v, + 0,x = {%
L L
0, = f Wx.u(x)dx + f Wy .v(x)dx
4] (o}
L 12 3 L 16 4
- § it -d6 ., Lax
0 fo 25 " st+fc; 2575
0, = —%WL
CALCULO DE Q,
§q, =1 &8q;, =0 iF 4

Figura N.- 5.12.5 Deformada generala éq,

Tridngulo BB'

B"

B\ \

L

y/\B ul=—tgaL=*—Z—L

00000000000 00000000000000000OBOGVONOGOGOIOOIOOOVGDIDS
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—) _ X
u(x) = 4L(l L)

vix) = -L + X

0, = fowa.u(x)dx - LLw.v(x)dX
= [5l2 -3 - X b 6
Q4—]; 25W[ 4L(l L)]dX+f0 25W(L+x)dx
WL?
Q, = =

Matriz Q
-3
——— WL 3
= o -8
5L

Solucién de Q a través del problema primario y complementario

Problema primario

Figura N.- 5.12.6 Problema primario ( q = 0 )

i ———
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N
6

Equilibrio de miembros 6;\’5'-
? oy o D
8WL_u..u‘
5
B L
/b<u
B 6wL
25 8wbL u-p |
25 L |
|
B A
Equilibrio de juntas
JUNTA B 8wL u-u’
25 - L
ewl
25

YFx = 0

( 8WL
25 L

I XFy = 0
—aad

(8WL 4 pp)

25

M =0
p =0

il
+ p'p')sena—%WLcosa—Rl=O

(Ec.1)

6

coso + EWL seno = 0 (Ec.2)

(Ec.3)
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Relaciones entre dos sistemas de coordenadas

8WL_u_u‘

~ Swl

8WL _ p-p . _ R, -

( 5E 2 ) senw 25“1 cosa - R, = 0 (Ec.4)
EFy =0

8WL _ p-p’ 5 "
( o = ) cosa + 55 WL sena + R, 0 (Ec.5)
M =0

R, - p/ =0 (Ec.6)

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene:

/ WL? 3
= - R, = ——WL
p =20 B 1 10
- 3 _ _4 _ WL2
R, = <5WL Ry = -ZW L i, =
Problema complementario 4wl
5
3wl R
10
w2 5
2
| 3wl )
10
o
Figura N.- 5.12.7 Problema complementario
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Matriz Q

Expresion de la eldstica horizontal y vertical del miembro BC

Componente vertical del nudo B:

En este caso, se va a expresar ¢; en funcidén de d;, 9 93 Y 9;-

Figura N.- 5.12.8 Ordenadas de la eldstica de BC

Del grafico se observa que: C'E = L.q,

=4 lD!! 00000000 00 0000000000000 O0C0OCOROIIOIOOOIOONORNOONONDOOYS
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En el triangulo C'EF se tiene:

Relaciones entre dos sistemas de coordenadas

4

C'F = cosa L.q, = = L.q,
G L 5
q, L 3
Et::>; EF = sena L.q, = =y L.g,
F 3
En el triangulo EGF se tiene:
%%LQA
== !
FVE FG = tga.—-s— L.q4
== 9
G = — L.
G i 20 %
Para el triangulo IGH se obtiene:
G
GH = q,.tga
I‘:j:::]H ;
—Y2 oH = 2.q,

Por ser BC de I =

Por lo tanto:

Qs = 93 - C'F - FG - GH

Reemplazando valores:

ds = g3 -~

4
5
5

g = d3 -~ 3

L.q; -

-
20
3

- __q2

4

L@ —

© se tiene que: IC =

|w

o
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Calculo de u,, v,, u,

- u, = @,.cosa + Qg,.sene = %ql & %qs
4 3 5 3
= =@ + ¢{g - 7L.q - TG)
4 3
V; = @;.C08@ - g .sene = —g; - qu
= —5—(q3 - _4-L'q4 - _qu%) -— _gql
= _ 4 3
u, = g, cose + g, sena = qu + ._E__)_q3

<Expresiones de la elastica

u(x) = u, ¢1(X) + u, ¢4(X)
v(X) = v, + 6,.x
Sustituyendo:
4 3 5 3 X
ulx) = [—5-q1+E(Q3‘zL-Q4‘Zq2)](1“I)+(
4 5 3 3
vix) = g(q3——ZL.q4—zq2) -gql ¥ X

Transformacién de coordenadas q = T . q donde:

1 0 0 0
3 1 1 0 0
T =
0 1 2 0
| o 1 0 1

4 3
§ET5S)

X

L

I.O.!Q‘..0.0QOC..O...0.0.0...Q..O...O.....Q‘Q.
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Dibujar el diagrama correspondiente a q,, = 1y q;' =0 i F 2

Por definicién de la matriz T se obtiene que para el diagrama
elemental pedido se tiene que:

2L
o nn
HREFO

Los valores de la segunda columna de T ( Esta es otra forma de
resolver este numeral )

|

|

!

l

|

|

Figura N.- 5.12.9 Deformada elemental qf J

EJERCICIOS PROPUESTOS

Dados los sistemas de coordenadas 6—& y Q-E‘, en los
ejercicios 1, 2 y 3, calcular:
i) Matriz T, tal que q =T q

e i~

ii) Matriz T,, tal que Q = T, Q

iii) Comprobar que T' = T,
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Ejercicio N.- 1

T T g
Ao
o |l i+
T3
31 4% Ao 3 Ao 2
\J I=zo0 A I:m :
_ o A
H Qoo lo o SR lo
e 1
T o b
bt e
L a—a 6"’5“
Ejercicio N.- 2
1, Ao 2, A:w
=0 To T
A=co Azco 41
lo lo 5.
(s
e . ki
. L . L
Q-q
[1
S Ao A=c0 [
I=oc0 lo \ - ‘1[‘
A=c0 A=co
lo Io ésL
”7%/1 _L 2 e
| L ;I L il 5 J
6‘—(:]*

IO..Q_O...‘...........C.Q...........CC.....“.0
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Ejercicio N.- 3

T
Ao A=oo 2
IG 1o lo
5
7 -t
N 2
Ao A=co
lo 6‘_’_ a* lo 3
—t . 1
g 5 | o |

¥
_}L.

Ejercicio N.- 4

Si sobre la estructura de la figura 5.8.1, actua el sistema de
cargas representados a continuacién. Calcular los vectores de
cargas generalizadas Q . y Q' para los sistemas de coordenadas,
presentados en las figuras 5.8.2 y 5.8.3. Comprobar el resultado
o?ten%?o utilizando la matriz T del ejemplo N.- 5, si se sabe que:
Q = Tt Q.
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I "
Wi A=co (v o Ao
lo N lo
Ao Ao
Io =00
e pal

[ & le 4 S0 1 il

= e e >
L

Ejercicio N.- 5

Para el poértico del plano de la figura N.- 5.2.1, se desea
calcular la relacién inversa que existe entre las coordenadas
generalizadas. Por consiguiente, ahora se tiene:

i &
A= - 3 1 4 w2
o ) L/
le - :
WJM -Lmuw 777

3
i
Ol
i

o
ol

I!

o

*

*

Calcular la matriz T, tal que: g =T ¢

Ejercicio N.- 6

Para la siguiente estructura, compuesto por miembros
totalmente flexibles, se dan dos sistemas de coordenadas
generalizadas, el primero difiere del segundo en la coordenada uno,
estd inclinado © con respecto a la horizontal. Calcular la matriz
T, tal que: q =T q"

) ® lD'.J!!ID 0000000 000000000 0000000000000 0000%° 009 °»
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/15 4 1 Tz

bz d

Q-q

5
/ 4

e s

e

0% g*

Ejercicio N.- 7

Las figuras muestran una estructura y las fuerzas externas que
actian, asi como los diagramas de deformacidén elementales, para un
sistema de coordenadas. Calcular:

i) El vector de cargas generalizadas Q
ii) Dibujar los diagramas de cargas elementales.
iii) Interpretar geométricamente, cada una de las componentes de q.

q,=1 y ;=0 para i¥l

IWz TWS
Ao 4 ﬂ@

Wi 6
‘/\;Va =0 \\/‘WG
Ao A=co
lo lo
L

Brs
Estado de caréh

¥

4,=1 y q;=0 para if2

4;=1 y q;=0 para i¥3

Deformada
elemental q,

H
|
|
|
|
|
|

Deformada
elemental q,

SR

Deformada
elemental d;
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Ejercicio N.- 8

Elaborar un programa de computacién, para obtener el vector de
cargas generalizadas Q, en el que se da como dato el vector de
empotramiento perfecto, de cargas, en coordenadas locales.-

Ejercicio N.- 9

Elaborar un programa de computacién, para encontrar el vector
Q, para un poértico plano con miembros ortogonales, si sobre los
elementos horizontales puede actuar una carga triangular o una
carga trapesoidal. \

DA‘..!‘..OQ..O.O....Q...Q..Q.......‘.Q...Q...Q.
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