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Introduccién.

El analisis en frecuencia de senales discretas en el tiempo suele realizarse
donde es mas adecuado, en un procesador digital de sefales, que puede ser
una computadora digital de propésito general o sobre un hardware digital
especialmente disefiado. Para realizar el andlisis en frecuencia de una sefal
discreta en el tiempo x(n), convertimos la secuencia en el dominio del tiempo
en una representacién equivalente en el dominio de la frecuencia. Sabemos
que tal representacion esta dada por la transformada de Fourier X(®) de la
secuencia x[n]. Sin embargo, X(®) es una funcién continua de la frecuencia y,
por tanto, no es una representacién adecuada computacionalmente de la
secuencia x[n].
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Fuente:PROAKIS, John G., et al. Tratamiento digital de sehales,2007.
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La transformada disecreta de Fourier.

La transformada discreta de Fourier (TDF) permite transformar una secuencia
x[n] de longitud L < N en una secuencia de muestras en frecuencia X|[k] de
longitud N. Donde las muestras de frecuencia se obtienen evaluando la
transformada de Fourier X(®) en un cojunto de N frecuencias discretas

(igualmente espaciadas).

— TF: secuencia = f*compleja de variable real
— N DF (DFT): secuencia = secuencia |

x[n]
* TDF de N puntos:
— Condicidn:
x[n]=0n<0n>N-1

— Definicion:

N-1 27

X[k]=3 x[n)e' ¥

r=0
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Relacion con la transformada de Fourier.

® La DFT es un muestreo de la transformada de Fourier (FT)
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La DFT y su inversa.

® Célculo de la transformada y su inversa

— TRANSFORMADA

NeL m

X[k]=> x[nle’ ¥ " k=01,..N-1
A=l

_ TRANSFORMADA INVERSA

-1 K 2T
[ s =t j—kn
] =— > X[kle 7" n=0,1,.. N-1
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Transformada Discreta de Fourier
ejemplos de calculo
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Célculo de DFT

Enventanado
® Recortar la senal para que cumpla con el requisito de calculo de DFT.
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Célculo de DFT

Efecto del enventanado
® Se indica el efecto del enventanado en la DFT.

| yinJ=xin] vin]

| e
I .|

T
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Propiedades de TDF

Secuencia Transfnm:ad@ de Fourier
x| X(®)
1. x*[n] Xt(e @)
2. ¥ X (el)
3. Re{x|n]} Xe(e/®) (parte simétrica conjugada de X (¢/*))
4. jIm{x[n]} X,(e/®) (parte antisimétrica conjugada de X (/%))
5. xg[n] (parte simétrica conjugada de x[n|) Xp(e/®) = Re{X (¢/*)}
6. xp[n| (parte antisimétrica conjugada de x[n])  jX;(e/®) = jIm{X (¢/*)}

Las siguientes propiedades solo se cumplen si x|n| es real:

7. Cualquier x[n] real X(e/°) =X*(e /®) (latransformada de Fourier es simétrica conjugada)
8. Cualquier x[n] real Xp(e/®) = Xz(e/®) (la parte real es par)
9. Cualquier x[n] real X;(e/®) = —X;(e#®) (la parte imaginaria es impar)

10. Cualquier x[n] real X (e/®)| = |x(¢~*)| (el médulo es par)

11. Cualquier x[r] real /X (/)= /X (e /) (lafase es impar)

12. x[n| (parte par de x[n]) Xe(e®)

13. xoln] (parte impar de x[n]) JXr(el®)
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Propiedades de TDF

Secuencia Transformada de Fourier
x[n] X ()
¥inl ¥(e®)
1. ax[n]+byln] aX (&/®)+br(e/¥)
2. xjn—ng] (ngun entero) eI (o19)
3. @e0y] X (g/lom0))
4. x| X (@)
X*(&/®)  si x| real
5 ] G
6. x[n]=y[n] X(&°)r(e?)
7 iyl % f_ ZX(EJB)Y(QJ{“’_G])JB

Teorema de Parseval:

8 3 khif =5 [ w(e)hde

o 3 xinb*ln] = %/;X(é“’)?*(ef”’]dm
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Secuencia

Propiedades de TDF

Transformada de Fourter

1. é[n]
2. 8[n—ng)

31 (—m<n<w)
4 auln] (la] <1)

5. ufn]

6 (n+1)@uf] (o] <1)
Pisenw, (n 4

Dl (rl<1)

sen («l)p

senw.n

R

o s {1 0Sn<M
Tl 0, enel resto

10. g/@on
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Ejemplos

® Calcular la transformada de Fourier de la secuencia au(n—5)

® Calcular la transformada de Fourier de x = [11111000]
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Ejemplo Matlab

¢ Calcular la transformada de Fourier de la funcién x = [11111000]
® x =[11111000]; XX = fft(x); k = 0 : 7; stem(k, abs(XX))

Daniel Antonio Santillan Haro Procesamiento de sefales (15/38) 15/38



Ejemplo Matlab

® x =[11111000]; XX = fft(x); k = 0 : 7; stem(k,abs(XX)) TDF es un
muestreo en N puntos de la TF.
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Ejemplo 2

T 1

e Calcular la transformada inversa de Fourier de X(€/®) = (—ae®)(—bT)

¢ Calcular la transformada de Fourier de x = [11111000]
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Resumen

® LA DFT como una transformacion lineal
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Transformacion lineal

N-1
Xk =Y x(mWff,  k=01,.. N-1
=0

N-1
x(n) —l ZXA’]W‘ n=01,... N-1

donde, por definicion,
M'r.\’ — e f2a /N

que es la raiz N—ésima de valor unidad.

Es interesante ver la DFT y la IDFT como transformaciones lineales de las secuencias {x(m)} y {X(k)}.
respectivamente. Definamos un vector de N puntos xy de la secuencia x(n), n=0, 1,.... N—1,unvectorde N
puntos Xy de muestras en frecuencia y una matriz N x N Wy como sigue

1 1 1

x(0) X(0) 1 Wy W.f,

x(1 X(1 y p

Xy = (. ) . Xv= ( : . Wy= Wi wy
XN=1) X(N-1)

1wyt owpvh
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Transformacion lineal

Xy = “{irl X_.'u

Pero ésta es s6lo una expresion para la IDFT.
De hecho, la IDFT se puede expresar en forma matricial como

XN = %{vax N
donde W}, designa el conjugado complejo de la matriz Wy. Comparando
Wy = Al‘rw;
lo que a su vez implica que
WyWy, = Ny
donde Iy es una matriz identidad V x N. Por tanto, la matriz Wy de la transformacién es una matriz ortogonal

(unitaria). Ademds, existe su inversa y esta dada por W},/N. Por supuesto, la existencia de la inversa de Wy se
ha establcido anteriormente a partir de la deduccién de la IDFT.
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Ejemplo 1: Manipulaciones de senales discretas TDF

Calcular la TDF de la secuencia de 4 puntos x = [0 1 2 3].
Solucion. Elprimer paso consiste en determinar la matriz Wy. Aplicando la propiedad de periodicidad de Wy v la propiedad

de simetria
W\.ﬁ-.-‘v,z _ —W.é

la matriz W se puede expresar como sigue

ug W W ug 11 11
Wi — ”g) wé W Wk oW owEong
4*[«%”’ w"u}g*1www
W oW wp oo oW ug
11 1 1
D e A
=l -1 1 4
T
Por tanto,
6
Xy = Wixg = —z_+221
—2-2y
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Propiedades de la TDF

N-1
DFT: X(k)= ¥ x(n)Wi", k=0,1,....N—-1
=0
1 N-1
IDFT: x(n) = — 3, X(k)Wy o, n=0,1,... N-1
Periodicidad. Si x(n) y X(£) son una pareja de transformada DFT de N puntos, entonces
x(n+N) = x(n) para todo 1

X(k+N)= X(k) para todo &

Linealidad. Si
DFT .
xi(m)= = Xi(k)

DFT ., ...
Xz(ﬁ]‘TXz(ff_]

entonces para cualesquiera constantes reales o complejas a; y ag,

DFT
ayxy (n) + azxz(n) Ta1X1 () + azXa(k)
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Principales propiedades

Simetria circular de una secuencia. Como hemos visto, la DFT de N puntos de una secuencia de duracion
finita x(n7) de longitud L < N es equivalente a la DFT de A puntos de una secuencia periddica x,(n) de periodo
N, la cual se obtiene expandiendo periédicamente x( ), es decir,

xp(m) = Y, x(n—IN)

==

Suponga ahora que desplazamos & unidades hacia la derecha la secuencia periddica xp(n). Asi obtenemos otra
secuencia periddica

Xy(n) = xp(n—k) = Ii x(n—k—IN)

—oa

La secuencia de duracién finita

0, en olro caso

Xyn), 0<n<N-1
,\/[n):{ ), n

estd relacionada con la secuencia original x(n) por un desplazamiento circular.
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Ejemplo de convolucion circular de dos secuencias

Calcule la convolucion circular de las dos secuencias siguientes:
x(m) = {2,1,2,1}

o) = {1,234)
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Ejemplo de convolucion circular de dos secuencias

Calcule la convolucion circular de las dos secuencias siguientes:
x(m) = {2,1,2,1}

xp(n) = {1,2,3.4)

Solucion: Cada secuencia consta de cuatro puntos distintos de cero. Con el
fin de ilustrar las operaciones implicadas en la convolucion circular, es
aconsejable representar graficamente cada secuencia como puntos sobre una
circunferencia. Por ello, las secuencias se indican a continuacion.
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Ejemplo de convolucion circular de dos secuencias

Calcule la convolucion circular de las dos secuencias siguientes:

x(n) = {2,1,2,1}
xw(n = {1,2,3.4}
Solucion:
x(l) =1 x(1) =2
x(2) =24 x(a - x(0)=2 x%(2) =3 (1) b ox(0) =1
x| (§=1 xg_{3) :4

Observe que las secuencias se han representado sobre la circunferencia en
sentido antihorario, lo que establece la direccién de referencia para girar una

secuencia respecto de la otra.
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Ejemplo de convolucion circular de dos secuencias

x(l) =1 x(l) =2
/ _\ / 'L‘\
x(2) =2 x(n) -0 =2 x0(2) =3 () b (0 =1
| 1 / \ 2
\_ __'__,/
x(3) =1 0(3) =4

Solucion: Aplicamos la ecuacion:

N-1
x3(m) = Z x1(m)xz((m—n))N, m=0,1,....N—1
=0

Comenzando por m = 0, tenemos:
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Ejemplo de convolucion circular de dos secuencias

x(1) =1 x(l)=2
x(2) -2 x;(n) xl0)=2 %(2) =34 () L w0 -1
e =
3
x3(0) =¥ x (a)xe((—n))N
, =0
Solucién: Comenzando por m = 0, tenemos:
x(3) =4 1
N /N
W3 nlcoy [ eO-1 64 xx(-n) |2
\'-—/ \T_/
x(1) =2

Secuencia reflejada Secuencia producto
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Ejemplo de convolucion circular de dos secuencias
x(l)=1 x(l) =

L ox(0)=2 xp(2) =34 x5(0) F (0 =1

x(3) =1 x(3) =

3
x(l)= Y xi(n)xe((1—n)

, =0
Solucion: Param = 1, tenemos:
xz(D} =1 1
x, =), | B)= 84@_% |4
xz(Z} = 3
Secuencia reflejada girada una unidad de tiempo Secuencia producto
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Ejemplo de convolucion circular de dos secuencias

x(l)=1 xll)=2
x(2) =2 -l\x] (n) x(0) = 2 %(2) = 34\;\;—2{::] /|' %(0) =1
x| (5= 1 xo{B_:')_ =4

3
x3(2) = ¥ xi(n)xz((2—n))4

., =0
Solucion: Para m = 2, tenemos:
x(1) =2 2
e— B
x0=14 yiz-m), Fx@=3 24 xln(@ -, 6
B \~T/
x(3) =4 4
Seruencia reflejada girada dos unidades de tiempo Secuencia producto
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Ejemplo de convolucion circular de dos secuencias

x(l)=1 xll)=2
x(2) =2 —l \x] (n) x(0) = 2 %(2) = 34\;\;—2{::] /|' %(0) =1
x| (5= 1 xo{B_:')_ =4

3
x3(3) =Y xin)x((3—n)),

=0
Solucién: Para m = 3, tenemos:

x(2) =3 3

.
x(1)=2 (3 =4 4 (3 — ), I|— 8

T

x(0) =1 1

Secuencia reflejada girada tres unidades de tiempo Secuencia producto
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Ejemplo de convolucion circular de dos secuencias

x(l)=1 xll)=2

Y N

x(2) -2 \x] {n}/- x(0) = 2 x(2) =3 4\;—20:) /I— %(0) =1
X (5= 1 xJ{B_:')_ =4

Solucidn: Observe que si se contintian realizando estos calculos mas alla de
m = 3, simplemente se repite la secuencia de los cuatro valores que hemos
obtenido. Por tanto, la convolucion circular de las dos secuencias x1(n) y x2(n)
da como resultado la secuencia:
x3(n) = {%4_ 16,14,16}
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Transformada Discreta Fourier de la convolucién circular de

dos secuencias

Convolucion circular. Si

CDFT
Xl(ﬂ_]‘T'XlUf_]

. DFT .
zz(ﬂ_]TXz(ff_]

entonces
. DFT .
x1(n) ® xp(n) < 5 X1 (k) Xy (k)

donde x; (1) (x) x2(n) designa la convolucion circular de las secuencias x;(n) y xz(n).

Propiedad Dominio del tiempo  Dominio de la frecuencia
Notacion x(n),y(n) X(k).Y(k)
Periodicidad x(n) = x(n+N) X(k)=Xk+ N)
Linealidad aix1(n) + azxz(n) a1 X1 (k) + azXa (k)
Inversion temporal x(N—n) X(N—k)
Desplazamiento temporal circular x((n—1))y X(k)e~J2mkiN
Desplazamiento en frecuencia circular x(n) e/ N X((k—1)n
Conjugacion compleja x*(n) X (N—k
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Resumen

® Trabajos propuestos
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Problemas propuestos semana 6

® Realizar los ejercicios propuestos en la hoja de problemas de la siguiente
diapositiva.
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HOJA DE PROBLEMAS

Los cinco primeros puntos de la DFT de ocho puntos de una secuencia real son {0.25, 0.125 — j0.3018,
0,0.125 — j0.0518, 0}. Determine los tres puntos restantes.

Calcule la convolucion circular de ocho puntos para las siguientes secuencias.
(@) xy(m)=1{1,1,1,1,0,0,0,0}
Xz[:ﬁ)=SEﬂ3§ﬁ_. 0<n=<T7
(b) Jq[n):(%)", 0<n<T7
Xz[:ﬁ)=c053§ﬁ, 0<n=<T7
(c) Calcule la DFT de las dos convoluciones circulares utilizando las DFT de x;(n) y x2(n).
Sea X(k).0 < k< N—1,1aDFT de N puntos de la secuencia x(n), 0 < n< N — 1. Definimos

[ X(K), 0<k<k N—k<k<N-—1
X[-’”‘{ 0, hk<k<N—k

y calculamos la DFT inversa de NV puntos de X (k), 0 < k < N — 1. ;Cudl es el efecto de este proceso sobre
la secuencia x(n)? Explique su respuesta.
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