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Introduccion.

Las técnicas de transformacion constituyen una herramienta importante en el
andlisis de las senales y sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTI).

La transformada Z desempena el mismo papel en el andlisis de las sefales
discretas en el tiempo y los sistemas LTI que la transformada de Laplace en el
analisis de las senales continuas en el tiempo y los sistemas LTI.

xi{m)
4 4
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Nota: Recuerde que la sefal x[n] no esta definida para valores no enteros de

n.
Fuente:PROAKIS, John G., et al. Tratamiento digital de sefiales,2007.
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La transformada z.

La transformada z de una sefial discreta en el tiempo x[n] se define como una
serie de potencias Y 5. x[n]z~".
donde z es una variable compleja.
Por comodidad, la transformada z de una sefial x{n7) se designa como
X(z) = Z{x(n)}

mientras que la relacion entre x(n) v X(z) se indica como

x(n) —— X(2)

Dado que la transformada z es una serie infinita de potencias, s6lo existe para
aquellos valores de z para los que la serie converge. La region de
convergencia (ROC, region of convergence) de X(z) es el conjunto de todos
los valoers de z para los que X(z) toma un valor finito. Por tanto, siempre que
hablemos de una transformada z deberemos indicar también su ROC.
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Problema 1.

® Célculo de la transformada z

Determine la transformada z de las siguientes sefiales de duracian finita.

(@ x(n)={1,2,570,1}
(b) x2(n) =1{1,2,5,7,0,1}
() x3(m)=1{0,0,1,2,5,7,0,1}
(d) xy(n)=1{2,4,5,7,0,1}

(e) x5(n)=25(n)
() xgin)=08(n—k). k=0
(8) x7(n)=08(n+4k) k>0
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Solucién del Problema 1.

® Calculo de la transformada z
(a) Xi(z)=1+ 271457247734 2-5 ROC: plano z completo excepto z= 0

(b) Xz(z) = #+2z45+7z 1 423, ROC: plano z completo excepto z= 0 y z =

(c) Xa(z) = 7242734574 17279177 ROC: plano z completo excepto z=0

(d) Xi(z)= 27 +4z+5+77z + 73, ROC: plano z completo excepto z=0y z===

(e) X5(z) =1 [es decir, 8(n) LN 1], ROC: plano z completo

0 Xglz)= 7% [es decir, 8(n— k) PN z"‘].k =0, ROC: plano z completo excepto z=10

(8) Xp(2) = 2 [es decir, 8(n+ k) «— 2],k > 0, ROC: plano z completo excepto z = ==

Desde el punto de vista matematico, la transformada z es simplemente una
representacion alternativa de una sefal.

El exponente de z contiene la informacion temporal que necesitamos para
identificar las muestras de la sefal.
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Transformada z
ejemplos de calculo
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Transformada z

® Determine the transformada z de la senal . I

1
xl’rﬂ:{i

"

ul )
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Transformada z

® | a senal x(n) esta formada por un nimero infinito de valores.

. 1,1, 14 1
={L(=) (=)=, ()
x(m) = {L(5):(3)%(3) (5)%-}

La transformada z de x{n) es la serie infinita de potencias

X(z) = l+;z'1+f; 2z ly(s J”z'”

1

- Er Sz = Ef—z %
Se trata de una seifie geométrica infinita. Recordemos que

1+A+A3+A3+~-=ﬁ si 4] <1

En consecuencia, para |%-z‘ I| < 1, o lo que es lo mismo, para |z| = % X(z) converge a

X(z)=—+  ROC:|4>1:
1 2
1- EZ_
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Representacion polar

® Podemos expresar la variable compleja z en forma polar como sigue:
6
z=re

donde r= |z and 6 = <z Luego X(z) puede expresarse como

X(@), e = Y, x(mr e /%"

A=—2a

Enla ROC de X(z), | X(z)| < o=. Pero

-
> x(mpr e/
pes

-

< Y Ixmr e % = i x(a)r |

== f=—ca

X(2)| =

Puesto que |X(z)| es finito si la secuencia x(n)r ™" es absolutamente sumable.
El problema de hallar la ROC de X{z) es equivalente a determinar el rango de valores de r para el que la
secuencia x(n)r~" es absolutamente sumable.
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Representacion polar

¢ El problema de hallar la ROC de X(z) es equivalente a determinar el
rango de valores de r para el que la secuencia x(n)r—" es absolutamente
sumable

Im(3 Im(d

Re()

Re(s)
Region de convergencia para /
(1) 1%
E‘l It o7 /// Region de convergencia para
@) N 7z i M|
n=0

Region de convergencia para [X(2)|
p<r<n

(€)
Regidn de convergencia para X(z) y sus correspondientes componentes causal y anticausal.
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Manipulaciones de senales discretas

Determine the transformada z de la sefial

) a’,
x(n) = a"u(n) = { 0

e IASRES

012345 n
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Ejemplo 1: Manipulaciones de senales discretas

X(z)= z oz " = Z [az‘l]”
=0 o=0

Si Jez!| < 1 0, 1o que es lo mismo, |2| = |a|, esta serie de potencias converge a 1/(1 —az~1). Por tanto, tenemos la pareja
de transformadas z

x(n) = au(n) < X(z) = ﬁr ROC: |7 > |
La ROC es la parte exterior de un circulo que tiene un radio |c|. La Figura muestra una grifica de la sefial x(n) y su

correspondiente region de convergencia. Observe que, en general, & no tiene que ser real.
Si hacemos & = 1 en (3.1.7), obtenemos la transformada z de la sefial escalén unidad.

x(n) = u(n) < X(z) = ROC: |4 > 1

1
-z 1"

Re(d)

(a)

Figura (a) La senal exponencial x(n1) = o"u(i1). (b) La ROC de su transformada z.
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Ejemplo 2: Manipulaciones de senales discretas

Determine la transformada z de la sefial

0. n=0
x(n)=—o"ul-n-1) = { "

—a", n<-1

donde | = —n. Utilizando la formula

A
A+ A e A=A+ A+ AP ) =

1-A
cuando |A| < 1, se obtiene
Xz — alz -~ 1
(2= T Tz T-az!
siempre que |oc_|z\ < 1 o, lo que es lo mismo, |z < |e|. Por tanto,
; 1
= —a"u(-n—1) +* X(z) = - . ROC:|g <
x(n) u(—n—1) (&)= 17T |2] < |et|
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Continuacién de solucion Ejemplo 2: Manipulaciones de

senales discretas

Im(z)

x(n)
oo =h -4 -3-2-1100 / Il Rel2
D<ol
(@ (b)
(a) Sefial anticausal x(n) = —a™u(—n—1) y (b) la region de convergencia de su transformada z

Resumiendo, una sefal discreta en el tiempo x(n) queda determinada de
forma univoca por su transformada z X(z) y por la regién de convergencia de
X(2)
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Principales propiedades

Sefial ROC
Sefiales de duracion finita
Causal V/ » p
[
7 Plano z completo
—ouu TTT?T__- 7 excepto z=0
0 "7 7
Anticausal P
-
/ / / Plano z completo
---?T PP / / excepto = oo
0 n ’ //i
Bilateral Jo »
// / Plano z completo
---TTT TTT!O-_. 7 excepto z=0
n

0

Causal

oo [T10
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Principales propiedades |

Propiedad Dominio del tiempoe  Dominio z ROC

Notacién x(n) X(z) ROC: 1y < |2 <y
x(n) Xi(z) ROC,
xp(n) Xao(2) ROC,

Linealidad ayx(n) + azxz(n) o Xi(z) + a2 Xa(2) Al menos la interseccion

de ROC; y ROC;

Desplazamiento x(n—k) 74 X(z) La de X(z), excepto
temporal z=0sik>0yz=cosik<0
Cambio de escala a"x{n) X(alz) |alr; < |7 < |a|n

en el dominio z

Inversion temporal x(—n) X f% < |4 < %

Conjugacion x*(n) Xz ROC

Parte real Re{x(n)} %[X[:z) +X1(2)) Incluye laROC

Parte imaginaria Im{x(n)} X (D) =X ()] Incluye laROC

Diferenciacion nx(m) —ZdX(Z) n<|4d<n

en el dominio z dz

Convolucion x1 () * x2(m) X (2)Xa(2) Al menos, la interseccidn
de ROC, y ROC;

Correlacion Ty, (1) = Ryx, (2) = Xl(z)Xz(z") Al menos, la inlerseccidn_
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Principales propiedades |l

Senal, x(n) Transformada z, X{z) ROC
1 &(n) 1 Todo =z
1
) =1
2 ul ) T T |2
3w : 4> Ja
a"u(m) = a1 b
az!
4 na"u(n) Ty |2 > |a]
5 —a"u(-n—1) ! |4 < |a|
1—az!
a7z ]
6 —naﬂu[—n— 1) (I——QZ_I]Z |Z1 < |8|
7 . 1—z'cosey -1
(cosaom)u(n) 1-2z Ycosap +2 2 14>
—1
8 (seneyn)un) Z S |7 =1

1—2z 'cosmp+z2
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Principales propiedades

Propiedad 1: La region de convergencia en el plano = puede ser un anillo o un disco centrados en
el origen. Es decir, 0 < rp < |z| < rp < o

Propiedad 2: La transformada de Fourier de x[#| converge si y solo si la region de convergencia
de la transformada Z de x[n] contiene a la circunferencia unidad.

Propiedad 3: La region de convergencia no contiene ningtn polo.

Propiedad 4: Si x[n] es una secuencia de duracion finifa, es decir, una secuencia que es cero
excepto en un intervalo finito —oo < N1 < n < N> <, la regién de convergencia es el plano =
completo, pudiendo exceptuarse los valoresz =00z = .

Propiedad 5: Si x[n] es una secuencia limitada por la izquierda, es decir, una secuencia que es
cero para i < Ny < o, la region de convergencia se extiende hacia fuera desde el polo finito
mds exterior (el de mayor médulo) de X(z) hasta (y pudiendo incluir) el valor = = .
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Principales propiedades

Al utilizar la transformada Z para el analisis de sefiales y sistemas en tiempo discreto, hay que mo-
verse en un sentido y en otro entre las representaciones en el dominio del tiempo y en el dominio Z.
Muchas veces, al realizar este analisis, es necesario calcular la transformada Z de las secuencias v, tras
realizar diversas modificaciones en las expresiones algebraicas, obtener la transformada Z inversa. La
transformada Z inversa se define mediante la siguniente integral compleja de contorno:

1 H
x[n] = Ejjﬁ;){(:)z ld,

siendo C un contorno cerrado dentro de la region de convergencia de la transformada Z. Esta expresion
se puede obtener utilizando el teorema de la integral de Cauchy, de la teoria de variable compleja
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Problemas propuestos semana 5

® Hoja de problemas propuestos. Desarrollar todos los problemas.
® Realizar un resumen de la transformada z presentada en el Video:
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https://media.upv.es/#/portal/video/d56aa85e-a827-2749-b18f-59651be12083

HOJA DE PROBLEMAS

Determine la transformada z de las siguientes sefiales.

(@ x(n) = {3.0,0,0.0,6,1,—4}

IRY] -
o ={ (7" 12

Determine la transformada z de las siguientes sefiales y dibuje los patrones de polos y ceros correspon-

dientes.

(@) x(n) = (1+n)u(n)

(b) x(n) = (a"+a "u(n), areal

(c) x(n) = (—1)"2""u(n)

(d) x(n1) = (na"senwymn)u(n)

(e) x(n) = (na”cosmyn)u(n)

() x(n) = Ar"cos(mpn+¢)u(n),0<r<1
® x(n) = 4 + ) u(n—1)

(h) x(n) = ( Vo u(n) — u(n—10)]
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