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Capitulo 1

Angulos

A B
Figura 1.1: Angulo.

DEFINICION 1.1 | Un dngulo es la unién entre 2 rayos o semirectas
que comparten el mismo origen.

Partes de un angulo: Un angulo esta conformado por:
- Vértice: El punto de unién de las dos semirectas (A).

- Lado inicial: Segmento desde el cual se toma la medicién de la
magnitud de la rotacién, AB.

- Lado final: Segmento en el cual termina la medicién de la rotacion,

AC.

Notacion: Los dngulos pueden notarse de acuerdo al area sobre la cual
se estén estudiando, geométricamente se notan utilizando los nombres de

sus puntos,
<BAC
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en esta notacién siembre el punto que se escribe en medio corresponde al
vértice del dngulo, sin embargo en la trigonometria es mas comun notar
los d4ngulos utilizando el alfabeto griego,

<o = qBAC!

Angulos en el plano: Por lo general en geometria no importa el orden
en el que se nombre a los puntos extremos de un angulo, sin embargo
cuando el dngulo se lleva a un plano coordenado es importante tener
presente la posicién relativa al origen y el eje de abscisas.

Es importante mencionar que un angulo sobre un plano coordenado
se lee respecto al cuadrante sobre el cual se encuentre su lado final, asi un
angudo en posicién normal estara en el segundo cuadrante si su lado final
esta en el segundo cuadrante.

Angulos en posicién normal: Un dngulo se encuentra en posi-
cién normal cuando su vértice coincide con el origen del plano coordenado
y su lado inicial se encuentra sobre el semieje positivo de abscisas.

Angulos orientados: Dependiendo del sentido de la rotacién del
angulo, se habla de dngulos positivos y angulo negativos.

Si la rotacion es en sentido horario el angulo es orientado negativo y
si la rotacién es en sentido antihorario el angulo es orientado positivo.

y

o = 45
i
1 2 3 4
—1 B = —75°

Figura 1.2: Angulo orientados.

IEl simbolo 2 (congruencia) es utilizado para indicar que dos objetos geométricos
tienen igual magnitud.
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1.1. Medicién de Angulos

1.1.1. Sistema Sexagesimal

La unidad de medida del sistema sexagesimal de medicién de dngulos
es el grado (°). Un grado se define como 55 de revolucién.

Una importante aplicacién del sistema sexagesimal es el geoposi-
cionamiento o coordenadas geograficas.

Las coordenadas geograficas determinan con presicion un punto sobre
el globo, estas coordenadas miden la distancia entre un punto dado y una
linea de referencia base, la latitud se mide utilizando como linea base el
ecuador terrestres y la 16ngitud utiliza como linea base el meridinado de
Greenwich.

Los paralelos son la circunferencias paralelas al ecuador terrestres y
para éstos 1° equivale a 113, 3 km; los meridianos son las circunferencias
que pasan por los polos terrestres y para éstos 1° = 111,11 km.

Escritura del sistema sexagesimal

E1) Escritura Decimal: Representa el valor de la magnitud del dngulo
a través de un valor decimal, por ejemplo Zw = 3,26°.

E2) Escritura GMS: Representa la magnitud de un dngulo a través de
tres (3) particiones fundamentales, Grado (°), Minuto (’) y Segun-
do (7), de acuerdo a las siguientes equivalencias:

1° = %rev
1° = 60’
1" = 60".

Conversién decimal a GMS

1. Se toma la parte entera como el valor de grados.

2. Multiplicar la parte decimal por 60 y del resultado, la parte entera
corresponde al valor de minutos.

3. Si el resultado anterior tiene parte decimal, se tomo esta y se mul-
tiplica por 60 nuevamente para conseguir el valor de segundos.
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Ejemplo 1.1 Convertir 21,256° a escritura GMS.
Solucién:
21,256° = 21°(0,256 x 60)’
= 21°15(0,36 x 60)”
= 21°1522".

Conversién de GMS a escritura decimal
1. El valor de grados corresponde a la parte entera.

2. El valor de minutos se divide por 60 y se suma a la parte entera.

3. El valor de segundos se divide por 3600 y se suma al valor obtenido
en el segundo paso.

Ejemplo 1.2 Convertir 50°6’2" a escritura decimal

Solucion: 6 5
— + —— = 50,105833°.
50 + 60 + 3600 ’

1.1.2. Sistema Ciclico

| DEFINICION 1.2 | Si en una circunferencia de radio r se construye un
angulo con vértice en el centro de la circunferencian y que este subtendido
por un arco de igual longitud al radio de la circunferencia, entonces el
angulo tiene una magnitud de un radidn.

< )r

Figura 1.3: Radian.

Prueba: Dada una circunferencia de radio r, su perimetro esta dado por
p = 27r. Si se toma la circunferencia unitaria » = 1 sobre la cual el
perimetro p = 27, se tiene que la mitad del perfmetro (media circun-
ferencia) es p = 7 y la cuarta parte es 7, la octava parta p = T y

sucesivamente. O
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OBSERVACION 1.1: Segiin su magnitud los dngulos se clasifican en:

1. Angulo agudo si su magnitud se encuentra entre 0 < a < 90° 0 0 < a < Zrad.
2. Angulo obtuso si su magnitud esta entre 90° < a < 180° o Srad < a < wrad.
3. Angulo recto si su magnitud es igual a o = 90° 0 a = Zrad.

4. Angulo llano si su magnitud es igual a a = 180° o a = wrad.
5. Angulo nulo si su magnitud es a = 0° o a = Orad.

6. Angulo cuadrantal si su lado terminal se encuentra sobre cualquiera de sus ejes coordenados del

plano. Hay cuatro dngulos cuadrantales: @ =27 a =7 a = Zrad a = 327f rad.
7. Angulo estandar si su magnitud es igual a, o es un multiplo de o = %ra.d oa = Zrado
a = Zrad.

1.1.3. Conversidon entre sistemas de medicion de
angulos

Por definicion

180°

lrad =
ra Trad
1o — mrad

1800

Conversion de Sexagesimal a ciclico

Multiplicar el valor de la magnitud del dngulo dado en grados por
wrad

y simplificar convenientemente.

180°

Ejemplo 1.3 Expresar en radianes los &ngulos 6 = 160° y
B = 112°40'.

Solucién:

T
= 160° x —rad
0 60° x 180ra

—rad.

9
7r
=112,66° x —rad
B8 ,66° X 150"
1697

= rad

270
= 1,9664rad.
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Ejemplo 1.4 Exprese en grados los angulos a = 5?”rad vy = %md.

Solucién:
5m 180°
a = —rad X
6 ™
= 150°
1 o
v = z7"ad X 80
T
= 80°12'51".

1.1.4. Aplicaciones en la fisica

Teorema 1. Longitud de Arco
Sir es el radio de una circunferencia y 6 un dngulo central medido
en radianes que intercepta a la circunferencia en un arco de longitud S,

entonces
S =10; 0 en radianes. (1.1)

Demostracion. Trazando dos (2) circunferencia concéntricas una de ra-

dio 7 = 1 y otra de radio r
eﬁ i

Figura 1.4: Longitud de Arco.

por proporcionalidad se tiene que

0 1

S r
luego

S=rf
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Ejemplo 1.5 Un péndulo oscila un dngulo de 20° cada segundo. Si el
péndulo tiene 40 pulgadas de longitud, ; Cudnto se desplazara su punta
cada segundo?.

Solucién: Se inicia pasando la magnitud del angulo a radianes

i
1

'\ 40pul
20

I

o

S
Figura 1.5: Ejemplo de longitud de arco.

T
20° = —rad.
9
De acuerdo al planteamiendo, el radio del arco de circunferencia que
describe el péndulo es r = 40pul, con lo cual, aplicando (1.1) se obtiene

v
S=40x ~
*9

~ 13,9626pul.

Teorema 2. Area del Sector Circular

Un sector circular es una region delimitada por un arco de circunfer-
encia y un dngulo central.

El area de un sector circular esta dada por la expresion

1
K = 57“29; 0 en radianes. (1.2)

k) s

Figura 1.6: Area del sector circular.
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Demostracion. “La razén del area del sector y el area total del circulo
es igual a la razén de la longitud del arco y el perimetro total de la
circunferencia”.

Se tiene entonces

K S
a2 2y
luego
k=5,
2
finalmente, utilizando (1.1)
i
2

O

Ejemplo 1.6 Un sector se circulo tiene un angulo central de 50° y
una area de 605¢m?2. Encuentre el radio del circulo.

Solucion:
4\ i

Figura 1.7: Ejemplo de area del sector circular.

De (1.2) se tiene que r = %, siempre que 6 este dado en radianes,
entonces
5T
50° = —rad
18 ’
con lo cual
r ~ 37,23cm.

DEFINICION 1.3 | Si sobre una circunferencia un punto P recorre un
arco de lontigud S en un tiempo ¢ se dice de P que su velocidad lineal
es:

=2
t
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| DEFINICION 1.4 | Siun objeto gira dngulos iguales en tiempos igual
se dice que su velocidad angular w esta expresada por:

0
w= 7 f en radianes.

Teorema 3. Movimiento Circular Uniforme La velocidad de un objeto
que se desplaza sobre un arco de circunferencia se define como:

V =rw. (1.3)

Figura 1.8: Movimiento circular uniforme.

Demostracion. De la definicién (1.3) y la ecuacién (1.1), se tiene que

r
V= e f en radianes.

aplicando la definicién (1.4)

O

Ejemplo 1.7 Una polea de 36cm de didmetro gira por medio de una
banda de transmisién que se mueve a una velocidad de 57. ;Cuantas
revoluciones por segundo corresponden a la rotacién de la polea?.

Solucién:

Figura 1.9: Ejemplo de movimiento circular uniforme.
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Del planteamiento se tiene que la velocidad lineal de la polea
V = 500<", y de (1.3) se deduce w = %, con lo cual la velocidad angular
de la polea corresponde a:

w~ 2777
S

como lrev = 2wrad, entonces

w4490
S

Ejercicios 1

En los ejercicios 1 y 2 obtenga la medida equivalente en radianes de los dngulos
dados.
1) (a) 35°22'12”  (b) 102°31'27”
2) (a) 68°53'48”  (b) 251°8'14”
3) Encuentre la medida en GMS correspondiente al dngulo dado.
(a) 2w rad  (b) 0,23 rad
(c) =5mrad (d) 37 rad
(e) 4,78 rad  (f) —2,75 rad

4) Determine el valor del drea sombreada en la figura.

5) Un péndulo oscila un dngulo de 40° cada segundo. Si el péndulo tiene
20in de longitud, jcudnto se desplazard su punta cada segundo?.

6) Para estimar la velocidad de un rio se introduce una rueda de paletas
de 4f de radio en el agua. Si la corriente hace que la rueda gire a una
velocidad de 102>, jcudl serd la velocidad de la corriente?. Exprese la
respuesta en metros por hora.

7) Una dngulo central 6 intercepta un arco de 3f de largo en una circunfer-
encia de 20in de radio. Aproxime la medida de 6 en radianes y grados.

8) Un ciclista experto puede alcanzar una velocidad de 40’%. Si la rueda
de la bicicleta tiene un didmetro de 28in, calcule la velocidad angular
necesaria para alcanzar dicha velocidad lineal. (Recuerde que 1lmi =
5280 f = 63360in).
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9)

10)

11)

Dos puntos A y B de la superficie de la Tierra estdn sobre el mismo
meridiano. Si A tiene una latitud de 10°N y la latitud de B es 4,6°S,
;Cudl es la distancia que separa a los dos puntos?.

Dos poleas, una con radio de 2in y la otra con radio de 8in, estan
conectadas por una banda, Si la polea de 2in gira a 3tfracrevmin,
determine las revoluciones por minuto de la polea de 8in. (Sugerencia:
1ml = 5280 ft = 63360in)

Si los valores de las dreas sombreadas son iguales, determine el valor del
angulo 6.

A

r

OBSERVACION 1.2: Otras definiciones de dngulos:

Angulo complementario es aquél cuya magnitud sumada a la de otro angulo da como resultado un
angulo recto.

539,

Angulo suplementario es aquél cuya magnitud sumada a la de otro &ngulo da como resultado un
angulo llano.

75° 105°

Angulos alternos internos son dos dngulos internos con diferentes vértices en lados opuestos de la
transversal. Angulos alternos externos son dos &ngulos externos con diferentes vértices en lados
opuestos de la transversal, Angulos correspondientes son dngulos que estdn en el mismo lados de la
transversal. Uno de los dngulos es una angulos externo y el otro es un angulo interno, Angulos
opuestos por el vértice son dngulos que tienen el mismo vértice y estan en lados opuestos de la
transversal. Uno de los dngulos es externo y el otro interno. Todos los dngulos mencionados

antes son dngulos congruentes.
V%(\a




Capitulo 2

Triangulos Rectangulos

| DEFINICION 2.1 | La etimologia de la palabra trigonometria es del
griego Tpirywro = tridngulo y peTpor = medida, que la define como el
estudio analitico de los tridngulos y sus componentes.

| DEFINICION 2.2 | Un tridngulo rectdngulo es aquél cuyos dos de sus
lados son perpendiculares entre si y por tanto uno de sus angulos es
recto, es decir de magnitud Zrad.

En un tridngulo rectdngulo se definen dos angulos agudos y uno recto,
de acuerdo a esto se determinan los catétos, que son los lados opuestos a
los dangulos agudos, y la hipotenuso, el lado apuesto al angulo recto del
triangulo.

Figura 2.1: Triangulo Rectédngulo.

Teorema 4. Teorema de Pitdgoras

La suma de los cuadrados (dreas) construidos sobre los catetos de
un tridngulo rectdngulo es igual al cuadrado (drea) construido sobre la
hipotenusa del tridngulo rectdngulo.

12



13

Demostracion. 1
E
A B C D /
B B
c c| |4/|E
A A\E C
D D B | D

Figura 2.2: Demostracién teorema de Pitdgoras.

Se ha elegido la mas sencilla: la del ensolado.

“En ella hemos tomado un tridngulo rectdngulo completamente arbitrario.
Le pedimos a un carpintero cinco tablitas: cuatro de ellas de la forma de nue-
stro tridngulo rectangulo, y la quinta, de la forma de un cuadrado cuyo lado sea
igual a la diferencia entre ambos catetos. Estas cinco tablas se pueden agrupar
componiendo un cuadrado grande, como aqui lo hemos hecho. La simple vista
comprueba que la composicién se ha logrado sin dejar huecos, pero, sin embar-
go, hay que tener cuidado, puesto que la vista es un matemético bastante malo.
A pesar de ello, por esta vez no nos engana. Como facilmente se reconoce, los
angulos de la figura que resulta son rectos, ya que todos son iguales a la suma
de los dos angulos agudos del tridangulo. Y como la suma de los dngulos de
un tridngulo vale siembre dos rectos, y ahora el tridngulo cuenta ya con un
angulo recto, la suma de los otros dos, de los dngulos agudos, tendra que ser
igual a un angulo recto. Ademads de esto, los lados de la figura son todos de
igual longitud, justamente, iguales a la hipotenusa de nuestro tridngulo, con
todo lo cual, la figura serd efectivamente un cuadrado, ya que constara de cu-
atro lados iguales y de cuatro dngulos rectos. Exactamente lo mismo se podria
comprobar que el hueco interior es también un cuadrado, que precisamente
se podria rellenar con la tablita E. Consta, evidentemente, de cuatro angulos
rectos, puesto que los cuatro dngulos rectos de los tridngulos coinciden con
sus vértices; también son iguales a la diferencia entre ambos catetos, como
se desprende de la figura. Por consiguiente, también el hueco serd un cuadra-
do, igual a la tabla E. El cuadrado todal resultante no es otra cosa que el
cuadrado construido sobre la hipotenusa de nuestr tridngulo. Una vez visto lo
anterior, descompongamos la figura, y ordenemos de nuevo las tablas, como si
se tratase de un “puzle”. Después de algunas vacilaciones y tanteos, llegamos

ITranscripcién de LA MAGIA DE LOS NUMEROS7 Paul Karlson, Ed. Labor S.A
- 1960 pag. 122, 123.
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a una figura angular, que, si bien no se pasa de bonita, es en cambio de mucha
utilidad. El lector puede explicarse por si mismo por qué todos los dngulos
resultantes ahora son también rectos, y por qué las tablas se adaptan unas a
otras sin huevos, dando lugar a una figura resultante completamente compacta.
Si a continuacién trazamos la linea de puntos, la figura quedard descompues-
ta en dos cuadrados, una méas grande y otro més pequeno. Que el mayor es
un cuadrado, es evidente; y en cuantro al pequeno, se puede comprobar con
un minimo esfuerzo. Pero los lados de estos dos cuadrados son, precisamente,
iguales a los catetos de nuestro tridngulo. Con las mismas tablas, pues, hemos
formado primero el cuadrado sobre la hipotenusa, y después, los dos cuadra-
dos sobre los catetos. Con ello, las dos figuras no tendran més remedio que
tener la misma drea, y habremos conseguido, con la maxima generalidad, la
proposicién: en todo tridngulo rectangulo, independientemente de su forma,
y de la disposicién casual de sus lados, ya sean éstos grandes o pequenos, el
cuadrado construido sobre la hipotenusa serd siempre igual a la suma de los
construidos sobre los catetos. Que es lo que queriamos demostrar.” O

DEFINICION 2.3 | El circulo goniométrico es una circunferencia de
centro el origen y radio uno que fue utilizado inicialmente por Hiparco de
Nicea para definir sus tablas de cuerdas, de la versién de Hiparco no se
tiene claro cual era el valor de r, sin embargo dicho circulo fue retomado
por Tolomeo quien definio r = 60 y luego por los drabes quienes le dieron
el valor final de r = 1 para la construccién de las tablas trigonométricas
que se conocen actualmente.

Y Y
II 27 II 90° I

SJT 120° 60°

5 1 135° 45°

6 150° 30°

™ 180°

%rr 210°
5m 225°
4 ‘L‘Tﬂ 240°

111 111 2709 1V

Figura 2.3: Circulo Goniométrico.
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2.1. Razones Trigonométricas

A partir de un tridngulo recangulo puesto sobre el circulo goniométri-
co se definen las razones trigonométricas para un angulo agudo.

Y

w3

Play)
AN
Y
x 0 L
x 2w

3w

i
2

Figura 2.4: Razones Trigonométricas.

En la seccién 1.2.2 del presente capitulo se estudiaré la implicacion
de r =1, en las razones trigonométricas.

<

x
sin9:g; cosf = —; tanf = =;
r r

8

x r r
cot = —; secd=—; csclh=-—.
Y x
En general, y como método de facil recordaciéon pueden utilizarse
los acrénimos recursivos ca = cateto adyacente; co = cateto opuesto y
h =hipotenusa, para construir la frase:
co ca co ca h h
h’ h’ ca’ co’ ca’ co
sinA; cosA; tanA: cotA; secA; cscA

2.1.1. Signos de las razones trigonométricas

Un angulo en posicién normal se encuentra en el cuadrante en el que
esté su lado final, asi, en la figura (2.1.1), « es un dngulo en el primer
cuadrante ya que su lado final se encuentra dentro del primer cuadrante,
¢, de manera analoga es un angulo en el segundo cuadrante, mientras
que [ esta en el tercer cuadrante y 6 esta en el cuarto cuadrante ya que
su lado final esta en dicho cuadrante.
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1I I

P4 Pl )

Py
LGRS

117 v

Figura 2.5: Signos de las razones trigonométricas.

La ubicacién de angulos en posicién normal dentro de alguno de
los cuadrantes del plano coordenado determina el signo que toman las
razones trigonométricas de determinado angulo.

Tomando la definicién de las razones trigonométricas hecha en esta
seccién inmediatamente anterior y la figura (2.4), los signos de las razones
trigonométricas, de acuerdo a en que cuadrante se encuentre el angulo
son los que muestra la tabla siguiente, cabe notar que en cualquier caso
y de acuerdo a la figura (2.3) el lado final del d4ngulo se toma como la
hipotenusa de un triangulo rectangulo y por tanto su signo siempre es
positivo.

sinA | cosA | tanA | cot A | secA | cscA
1| + + - + + -
IT + — - — — +
III — — + + — —
v — + - — + -

Tabla 2.1: Signos de las funciones trigonométricas.

Ejemplo 2.1 Sea 6 un angulo en posicién normal cuyo lado final
contiene a P. Utilizando la definiciéon de las razones trigonométricas
evalie las seis razones trigonométricas de 6 si P (—3\/_ , —3)

Solucién: Ubicando el punto P en un plano coordenado se tiene
que el cateto adyacente tiene una longitud de apréximadamente 5,2
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unidades a la izquierda, mientras el cateto opuesto tiene una longitud de
3 unidades hacia abajo, por tanto 6 es un angulo en el tercer cuadrante.

P(f3\/§,73>

Figura 2.6: Ejemplo razones trigonométricas.

Calculando la longitud de la hipotenusa a través del teorema de
Pitagoras

OP = (—5,2)2 4+ (—3)2
=~ 0,

entonces, utilizando las coordenadas del punto P, los valores de las
funciones trigonométricas de 6 son:

V3 V3

1
sinf = —3 cosf = —5 tanf = 3

2
cotd =3 sech = —T\/g cscl = —2

2.2. Funciones Trigonométricas

Si en un dngulo en posicién normal se trazan rectas perpendiculares al
lado inicial, se garantiza que las razones trigonométricas se conservan ya
que los tridngulos formados son semejantes, luego el valor de las razones
trigonométricas dependen de la magnitud del dngulo no de la longitud
de sus lados; de ahi que las razdénes trigonométricas queden definidas
como funciones del dngulo.

Por el teorema fundamental de proporcionalidad, en la figura (2.7)
se tiene que

luego
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Figura 2.7: Funciones Trigonométricas.

de igual manera para las cinco (5) funciones restantes, lo que com-
prueba que el valor de las funciones trigonométricas depende de la magni-

tud del dngulo no de la longitud de sus lados, como se habia mencionado
antes.

2.2.1. Funciones trigonométricas de

T.om T
6 475 3
Considere el tridngulo rectangulo

. ) . . Lo -
Figura 2.8: Funciones Trigonométricas de § y 3.

las funciones trigonométricas del dngulo ¥ y & son?:
n(5) =S = (5) wn(5) 5= (F)

sin|—-) =-— =cos|(—); cos(—)=—==sin(—=);
3 2 6 3 2 6

o (5) = Vi (5 eor (§) = 5 = an (5),
T T ™ 2\/§ ™

sec (—) =2 =csc (—); csc (—) = —— =sec (—)
3 6 3 3 6

2 Cofunciones: Si dos dngulos o y 8 son complementarios, entonces

sina = cos B; cosa = sin B; tan o = cot B; cot @ = tan B; seca = cscfB y
csca = sec fB.
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Para las funciones trigonométricas de 7 se recurre a un tridngulo

isosceles con angulos agudos de 7 y lados congruentes de longitud 1.

1 1
7 i

V2

Figura 2.9: Funciones Trigonométricas de %

-

. ™ \/_ ™ ™ s
sin (7) = 72 =eos(7)i () =1=cot (3):

sec (%) =2 =csc (%)

2.2.2. Funciones trigonométricas de angulos
cuadrantales

Se llama angulo cuadrantal a todo dngulo en posicién normal cuyo
lado final se encuentre sobre uno de los eje coordenados; son cuatro (4)
los 4ngulos cuadrantales: 0 o 2m; 55 my 37“

De las razones trigonométricas, definidas en la seccién 1.1 del pre-
sente capitulo, se tiene que, al ser r = 1, los valores de las funciones
trigonométricas seno y coseno de un angulo estdn determinados por la
longitud del cateto opuesto para el caso del seno y del cateto adyacente
para el caso del coseno, entonces:

. Y x
sinf ===y, cosl=—-—=ux; conr=1,
r r

es decir, del cfculo goniométrico se tiene que el valor de la funcién seno
corresponde a la longitud del cateto opuesto y el valor de la funcién
coseno a la longitud del cateto adyacente, asi y de acuerdo con la defini-
cién de las razones trigonométricas se tiene que:

sin 0 cos 6 1 1

ot = ——; secl =——; cscl= .
sinf’ cos@’ sin 6

tanf = —;
cosf’

Ahora, teniendo en cuenta que cuando el angulo es cuadrantal, uno
de los catetos tiene longitud cero y el otro la misma longitud que la
hipotenusa y que el circulo goniométrico tiene centro el origen, los valores
de las funciones trigonométricas de angulos cuadranles son:
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Oo2m | 3 m 37“
sin ¢ 0 1 0 -1
cos @ 1 0 -1 0
tan 6 0 00 0 —00
cot 6 00 0 | —o0 0
sec 6 1 oo | =1 | —o0
cscl 00 1| -0 | -1

Tabla 2.2: funciones trigonométricas de angulos cuadrantales

Ejemplo 2.2 Determine el valor exacto® de la expresién:

w(3) |, ()
()W)

+1+

Solucion:
T T V3
cos (E) ose (E) 2 2
ﬁ+1+TT+1+T
sec | — sin ( = z
3 6 2
V3
= te
V3420
=0

Ejemplo 2.3 Si se ignora la friccién, el tiempo ¢ (en segundos) re-
querido para que un bloque resbale sobre un plano inclinado, estd dado

por la ecuacion
2a

t= 4 ————
gsin @ cos6

donde a es la longitud de la base y g = 32% es la aceleracién de la

3Valor exacto se le llama a la expresién que contiene todos los decimales mien-
tras que el valor aproximado es la expresién que contiene dnicamente los decimales
significativos.
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gravedad. ; Qué tiempo le toma al bloque resbalar por un plano inclinado
de base a = 10t cuando (a) 0 = 57, (b) 0 =37y (c) 0 = 37

I\\
0

Figura 2.10: Ejemplo valores de las funciones trigonométricas.

Solucién:
(a) Sustituyendo en la ecuacién del tiempo a = 10; g=32y 0= %

(b) con 0 =%

(c)yparal =%

En conclusién cuando § = & y 6 = % el bloque cae en ¢ ~ 1,20s, mientras

que para ¢ = 7 el tiempo que tarda en resbalar es ¢ ~ 1,118s.

2.2.3. Funciones trigonométricas de angulos

mayores de 7.

| DEFINICION 2.4 | Si 6 es un angulo no cuadrantal, se llama dngulo
de referencia al angulo agudo 6, formado por el lado final de 6 y el
semieje de abscisas mas cercano.
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Y Y Y

sin @ = — sin 0, sin @ = — sin 6,
cos 0 = — cos Op cos 0 = cos 6
tan 6 = tan 6, tan § = — tan 6,
G 9
X X
Or
X Or
sin @ = sin 6,
cos @ = — cos Oy
tan = — tan 6,

Figura 2.11: Angulo de referencia.

De la Figura (2.11) se tiene que para un angulo 6 en el segundo
cuadrante la magnitud de su dngulo de referencia 6, se determina ha-
ciendo

0. =m—20,

de manera andloga, para un angulo 6 en el tercer cuadrante, su angulo
de referencia 6, se determina con

0.=0—m,

finalmente, para un dngulo € en el cuarto cuadrante, su angulo de refer-
encia 0, esta dado por

0, =27 — 0.

Ejemplo 2.4 Determine el dngulo de referencia y las seis funciones
trigonométricas del dngulo (a) w = 5% y (b) o = 240°.
Solucién:
(a) w = LT es un dngulo en el cuarto cuadrante, luego su dngulo de
referencia se forma con el lado final de w y el semieje positivo de
abscisas

Wy =2T —w

11
—or— ="
6
77’(
6

Los valores de las funciones trigonométricas de & estdn expresados
en la pagina 18 en el presente capitulo.
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(b) De igual manera, al analizar o = 240°, se tiene que es un dngulo
en el tercer cuadrante, luego su angulo de referencia «, se forma
con el lado final de « y el semieje negativo de abscisas

o, = a — 180°
= 240° — 180°
= 60°.

Tgualmente los valores de las funciones trigonométricas de 60° se
encuentra en la pagina 18 en el presente capitulo.

DEFINICION 2.5 | Dos dangulo a y 3 son coterminales si su lado final
es el mismo, de otra forma, dos angulo son coterminales si uno es mayor
a 27 o negativo, su coterminal tiene una magnitud entre 0 y 2.

Ejemplo 2.5 Determine los valores de las funciones trigonométrcias

431
de =7F.

Solucidn: Siempre que sea dado un angulo en radianes, se estara tra-

bajando con 7 como la unidad base, luego lo aconsejable es revisar la

escritura mixta del fraccionario 4%’7 que corresponde a:

437 3T
27 1022
4 047

asi, el d4ngulo coterminal positivo a 23T eg %’r,

) su angulo de referencia
serd 7 y los valores de las funciones trigonométricas correspondientes

aparecen en la pagina 19 en el presente capitulo.

2.2.4. Funciones trigonométricas inversas.

|DEFINICI()N 2.6 | Si f es una funcién sobreyectiva con dominio D
yrango RysiVu € D Fv € R | f(u) =v = f~1(v) = u. y se lee
funcién inversa de f.

Normalmente tiende a confundirsen los conceptos de inverso y recipro-
co, asi, las propiedades de los niimeros reales definen los reciprocos adi-
tivos y multiplicativos de un nimero real; el concepto de inverso aparece
en la definicién de funcién real de donde

ya que la parte izquierda denota la inversa de la funciéon f y la parte
de la derecha denota el reciproco multiplicativo de la funcién f, una
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manera simple de ver esta diferencia esté en la definicion misma de fun-
cién inversa, la funcién inversa busca que conociendo las imagenes o los
elementos del rango puedan determinarse los elementos del dominio o
preimégenes, mientras que la operacion por el reciproco bien sea aditivo
o multiplicativo busca encontrar el respectivo elemento neutro, cero en
la adicién y uno en el producto.

Con lo anterior se definen las funciones trigonométricas inversas como
sigue:

| DEFINICION 2.7

La funcién inversa del seno, denotada por sin~! A o arcsin 4, se
define como

Si sin A = x, entonces

A =sin"!z = arcsin z.

DEFINICION 2.8 |

La funcién inversa del coseno, denotada por cos™' A o arccos A, se
define

Si cos A = x, entonces

A =cos !z = arccosz.

Es necesario resaltar que, como se demostrara mas adelante, por ten-
er las funciones seno y coseno rango el intervalo [—1, 1] las respectivas
inversas estan definidas siempre que —1 < z < 1.

DEFINICION 2.9

La funcién inversa de la tangente, denotada por tan~! A o arctan A,
esta definida como

Si tan A = x, entonces

A =tan" !z = arctanz.

La funcién inversa de la tangente no tiene igual restriccién que las
respetivas inversas de seno y coseno ya que, como se demostrard mas ade-
lante en este mismo documento, la tangente tiene por rango el conjunto
de los nimeros reales.
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2.3. Resolucién de triangulos rectangulos

Resolver un tridngulo significa conocer la longitud de sus tres lados y
la magnitud de sus tres angulos internos, un triangulo rectangulo puede
resolverse cuando el planteamiento cumple uno de los dos siguientes ca-
SOs:

a) Se conocen un lado y un angulo.
En este caso se plantea una ecuacién a partir de las razones
trigonométricas del angulo agudo conocido.

b) Se conocen dos lados.

En este caso se utiliza el teorema de Pitadgoras para determinar el
tercer lado y las funciones trigonométricas inversas para conocer
los dngulos agudos.

OBSERVACION 2.1:

1. Se llama dngulo de elevacién al dngulo formado por la linea de horizonte u horizontal de referencia
y la linea vidual cuando el objeto observado se encuentra elevado sobre la linea horizontal de
referencia.

Angulo de elevacién

O Horizontal de referencia

2. Al dngulo formado por la linea horizontal de referencia y la linea visual cuando el objeto obser-
vado esta debajo de la horizontal de referencia, se le denomina éngulo de depresién.

O Horizontal de referencia

Angulo de depresién

Ejemplo 2.5 Desde el borde de un acantilado de 126m de altura,
el angulo de depresion de un yate es 20, 7°. jA qué distancia del pie del
acantilado esta dicho bote?.

Solucién:

Lo primero que se recomienda al resolver tridngulos es representar el
planteamiendo mediante una gréafica que organice la informacién dada.
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Figura 2.12: Ejemplo dngulo de depresion

Debido a que la linea horizontal de referencia desde el acantilado y el
segmendo b son paralelas y la linea visual es una transversal que hace que
el dngulo de depresién desde el acantilado y el dngulo de elevacién desde el
yate sean alternos internos entre paralelas (ver observacién 1.2) se tiene que
a = 20,7°. Asi, utilizando una razén trigonométrica de o que relacione los dos
catetos el tridngulo se tiene que:

126
tan o = at luego

= £7 con a = 20,7°
tan a
b ~ 333,45m.

Ejemplo 2.6 Al observar desde el dltimo piso de un edificio de 60ft de
altura, el dngulo de elevacién del extremo superior de una réplica de la Torre
CN de Toronto (Canadd), es 14°. Desde la base del edificio, el dngulo de
elevacién del extremo de la torre es 28°. Determine (a) la altura de la réplica
de la Torre CN y (b) la distancia del edificio a la torre.

Solucion:

601

Figura 2.13: Ejemplo dngulo de elevacion
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De la gréfica, se tienen dos tridngulos rectangulos, en la parte superior un
tridgngulo rectdngulo con catetos el segmento horizontal AB y el segmento x,
en la parte inferior, un tridngulo rectdngulo con catetos la distancia horizontal
entre los edificios AB y la altura del primer edificio 60ft, asi se tiene que:

tan 14° = é, entonces tan 28° = 60_+x7 asi
AB
—-— T — 604z
AB = —— . AB = .
tan 14° Y tan 29°

Dado que el segmento AB es el mismo en los dos tridngulos, se tiene

T 60+«
tan 14°  tan28°

luego
- 60 tan 14°
~ tan28° — tan 14°
~ b3 ft.

Con lo cual la altura de la torre es de aproximadamente 113 ft y la distancia
entre el edificio y la torre es aproximadamente 213 ft.

Ejemplo 2.7 Desde lo alto del hotel Burj Al Arab en Dubai, a 689 ft sobre
el nivel del agua, el d4ngulo de depresién de un bote que estd al sur es 18°50’.
Calcular la velocidad del bote si después de moverse hacia el oeste durante
2min, el dngulo de depresién es 14°20’.

Solucion:

Figura 2.14: Ejemplo orientacion
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Se forman tres tridngulos rectangulos, AABC; AACDy A ABD.
Del AABD se tiene

tan 18,83° = g, entonces
AB

—-—= 689
AB= ———
tan 18,83°
~ 2020,24 ft.
Ahora, del AACD
tan 14,33° = @, asf
AC
—-— 689
AC = ———
¢ tan 14,33°

~ 2697,15 ft.

Con lo anterior se conocen, un cateto y la hipotenusa del AABC' del cual,
el elemento de interés es el otro cateto; aplicanto el teorema de Pitagoras se

llega a

BC = 1/2697,152 — 2020,462
~ 1786,71ft,
con lo cual la velocidad del bote es aproximadamente

V ~ 893,36-Lt

min

OBSERVACION 2.2:

1. Se llama curso o direccién al dngulo agudo que se forma con la linea Norte - Sur. Este dngulo se
lee siempre positivo y con respecto a la linea Norte - Sur, su magnitud generalmente esta dada

en GMS.
N N N
|>/ o] r o ..
“ 5o g P\ /q
S S S

2. En la navegacién aéra el curso o direccion corresponde al dngulo medido siempre con recto a la
linea Norte, en sentido antihorario, aunque se lee siempre positivo.

M_LZ

N

BR%
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Ejercicios 2

1. Dado que (8 es un angulo en posiciéon normal y su lado final para por el
punto P, determine los valores de las seis funciones trigonométricas de
[ para los P dados.

a) P(—4,0) c) P(0,2) e) P(2,3)
b) P (1,—V3) d) P(-3,-5) f) P(7,—24)

2. Determine el cuadrante al que pertenece al &ngulo y especifique los signos
de las seis funciones trigonométricas de dicho dngulo.

a) —1000° e) 212° i) —150°
b) 750° f) Ir j) -4
o) It g) 385° k) —4g7
d) - h) —955° 1) 0

3. Encuentre los valores exactos de las funciones trigonométricas de «

a) cosa = —1y tana >0 d) cota=2y csca<0
b) seca =12y cota <0 e) sina:figycosa>0
¢) tana = —% y seca <0 f) cosa =2y sina>0

4. Determine el valor exacto de las siguientes expresiones

o) sin (5) + 2608 (F) — cos () + }

tan (%) + cot (%) sin(%)cos (%) — 2cot (%)
P e (5) T ese () Y e ()
) ) sin(ﬂ) — cot (%)
c) (—3sec(§) +tan (3)) csc (%)

us us s 2
1) (1= cos (2) sec (5) —cot (2))
5. En cierto motor de combustién interna, la distancia z (en metros) del
centro de la biela a la cabeza del émbolo estd dada por

x =cosf + 16+%,

donde € es el dangulo entre el brazo del cigilienial y la trayectoria de la

cabeza del émbolo. Encuentre x cuando 6 = £ y 6 = 7.
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Demuestre que la pendiente de una recta esta dada por la ecuacién
m = tan 4,

cuando 0 es el angulo que forma de recta con el eje horizontal en un
sistema coordenado.

Los puntos A y B estdn en una misma recta horizontal con el pie de
una colina, y los dngulos de depresién de estos puntos desde la cima
son 30, 2° y 22,5°, respectivamente. Si la distancia entres A y B es 75m.
jcudl es la altura de la colina?.

Desde la cima de una montana de 532m de altura con respecto a un rio
cercano, el dngulo de depresiéon de un punto P en la ribera més cercana
del rio es de 52,67, y el dngulo de depresién de un punto ) directamente
opuesto a P en la otra ribera, es de 34,5°. Los punto Py @ y el pie
de la montana estan en una misma horizontal. Obtenga la distancia
correspondiente a la anchura del rio entre Py Q.

El punto T estd en la cumbre de un monte. Desde un punto P del
suelo, el dngulo de elevacién de T es 16,3°. Desde el punto @ en la
misma horizontal con P y el pie de la montana, el dngulo de elevacion
de T es 28,7°. ;Cudl es la altura de dicha montana si la distancia entre
Py Q es 125m?.

Desde un punto de observacién A, un guardia forestal descubre un in-
cendio en direccién S35°50’0. Desde otro punto B, a 8km directamente
al oeste de A, otro guardia descubre el mismo incendio en direccién
S554°10'E. Determine, aproximadamente a qué distancia de A se en-
cuentra el fuego.

Un puente levadizo tiene 150ft de longitud cuando estd en posiciéon
normal sobre un rio. Las dos secciones del puente pueden girar hacia
arriba hasta un angulo de 35°;

a) Si el nivel del agura estd 15ft por debajo del puente, calcule la
distancia entre el extremo de una seccién y el nivel del agua cuando
el puente estd completamente abierto.

b) Determine la distancia de separacién entre los extremos de las dos
secciones cuando el puente estd totalmente abierto.

En un juego de tiro al pato la figura del pato de mueve desde A hasta B
con una velocidad de 10<*. El tirador que se encuentra en un punto
O a 50cm directamente frente del punto A y dispara balas que viajan a
20<2* en cuanto ve el pato en A, ja qué dngulo debe orientar el disparo
para darle al pato?.

Para techar una bodega cuyas dimensiones son 20in x 40in x 20in, se
coloca una columna de soporte de 46ft de altura en el centro de la
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bodega. Para apoyar el techo, una viga debe ir apoyada en la parte
superior de la columna y de la pared ;qué dngulo de elevacién tendra el
techo? (existen dos soluciones).

Un aeroplano despega de una pista con rumbo 40°. Después de volar
800m el piloto gira 90° y se dirige hacia el sureste.

a) ;Cudl es su nuevo rumbo?.

b) Después de volar 1,6km en esta direccién, ;qué rumbo debe fijar
la torre de control para localizar al aeroplano?.

El faro Gibb’s Hill de Southampton en Bermuda tiene su haz girando
a una altura de 362ft sobre el nivel del mar. Un folleto afirma que los
barcos a 64,4km de distancia pueden ver su luz y que aviones que vuelan
a 3000m la pueden ver desde una distanci de 193km. Verifique que la
informacién del folleto es cierta y deduzca que supone el folleto respecto
de la altura del barco.

Una pared de 15ft de altura, estd a 10ft de una casa. Encuentre la
longitud de la escalera m&s corta que toque el borde superior de la
pared y que alcance una ventana a 20,5ft del suelo.

Demuestre que el perimetro de un poigono regular de n lados inscrito
en un circulo de radio r estd dado por

P = 2nrsin (E)
n

Demuestre que la base de un tridngulo isésceles estd dada por b siendo
a la longitud de sus lados iguales y su angulo en el vértice 6.

. 0
b = 2asin (5)



Capitulo 3

Triangulos Oblicuangulos

DEFINICION 3.1 | Si en un tridngulo ninguno de sus angulo internos es

recto, el trigdngulo se define oblicudngulo.
Existen dos tipos de tridngulos oblicudngulos

1. Acutangulo: si todos sus dngulos internos son agudos.

Figura 3.1: Tridngulo Acutangulo.

2. Obtusangulo: si uno de sus dngulo internos es obtuso.

Figura 3.2: Tridngulo Obtusangulo.

32
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Teorema 5. Teorema del Seno
Si a,b,cy a, B,y son los lados y los dngulos respectivamente opuestos de
un tridngulo, se cumple en cualquier caso que

sina  sinf  siny

a b c (3-1)
Yy
C
|
L\
| a
hl
b
| [0
. A B .
D A c B

Figura 3.3: Demostracién teorema del seno.
Demostracion. En la Figura (3.3), de AABC

sina = —, luego

SRS

h =bsina.
Ahora, de ADBC, tridngulo rectdngulo
sin 8 = %, con lo cual
h = asin .
Como el segmento h es el mismo en los dos tridngulos, entonces se tiene que
bsin a = asin 3,
de donde, al dividir entre ab

sina _ sinf3

a b

Similar razonamiento puede aplicarse para la razén *=2. O
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Teorema 6. Teorema del Coseno

Si a,b,cy a, B,y son los lados y los dngulos respectivamente opuestos de
un tridngulo, se cumple en cualquier caso que

a® =b* + & — 2bccos (3.2)

b2 =a® + ¢ — 2accos B

¢ =a®>+b> — 2abcosy (3.4)

Y
Clay)
|
|
b I \a
|
|
o
4 P > x
A D (2,0 Bic,0)

Figura 3.4: Demostracién teorema del coseno.

Demostracion. En la figura (3.4), de AADC

Aplicando la ecuacién de la distancia para determinar la longitud del lado a
de AABC, se tiene

> =@x—-c)+y°

=2° f2c:v+02+y2
Sustituyendo z y y en el resultado anterior se llega a'

2 2 2 2 2 . 2
a” =b"cos” a— 2bccosa+ ¢” + b sin” «

=0 (cos2 a + sin® @) + ¢ — 2bccos a
a® =b* + & — 2bccos a.
Razonamiento similar puede ser utilizado para demostrar las relaciones (3.3)

y (3.4). O

1En el capitulo XXX se demostrard que cos? o + sin? o = 1.
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3.1. Resolucién de triangulos oblicuangulos
La resolucién de tridngulos oblicuangulos puede clasificarse en cuatro casos

[C1 ] Lado Angulo Angulo o Angulo Lado Angulo

Se conoce un lado y dos dngulos, uno opuesto al lado conocido, o se
conocen dos angulos y el lado entre ellos.

Figura 3.5: Caso LAA o ALA.

[C2 ] Lado Lado Angulo: “caso ambigiio”

Se conocen dos lados y un angulo opuesto a uno de ellos. En este caso,
no siempre podra conformarse un tridngulo con los datos suministrados,
depende de la longitud del lado opuesto al dngulo dado.

Si se ubica el d&ngulo a conocido en posicién normal en un plano coorde-
nado y se construye su lado final con la longitud de b, uno de los lados
dados, el otro lado conocido corresponderd al lado opuesto a «, puede
entonces compararse la longitud de a, el otro lado conocido, con bsin «

Y

I

1, .

| bsina
|

I

X

Figura 3.6: Caso ambigiio.

con lo cual se tiene uno de los siguientes casos
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Yy Yy
I\ a
y ! b a = bsi
| = bsina
N | bsina
I x — T
[C2.1] a < bsina [C2.2] a =bsina
y y
| |
b AN b I e
a | la=1
o | o b
| bsin o N (osine .
[C2.3] b>a >bsina [C24] a>b

Figura 3.7: Caso ambigiio.

puede tenerse entonces: ningin tridngulo si a < bsina, un tridngulo
rectangulo si a = bsin «, un tridngulo con angulo obtuso £ o un tridngulo
acutangulo si b > a > bsin «, o finalmenten si a > b puede formarse uno
de dos tridngulo, uno isosceles si a = b o un tridngulo obtusingulo? con
angulo obtuso gamma si a > b.3

En cualquiera los casos [C1] y [C2] se conoce una pareja completa®, para
resolver alguno de estos casos se aplica el teorema del seno expresado en la
ecuacién (3.1) que despeja directamente la magnitud de los dngulos, sin em-
bargo también puede escribirse como

a b c

sina  sinf - sin y
si lo que se requiere es la longitud de los lados.

[C3 ] Lado Angulo Lado
Son conocidos la longitud de dos lados y el angulo entre éstos.

2Recuerde que en un tridngulo obtusangulo, el 4ngulo obtuso siembre es el 4ngulo
opuesto al lado de mayor longitud.

3Recuerde que la notacién de un tridngulo se desarrolla con los vértices las letras
A,By C, los lados a,by c respectivamente opuestos a cada vértice y los dngulos
a, By 7 correspondientes a cada vértice como muestran las figuras 3.1 y 3.2.

4Se llama pareja completa a la pareja de un dngulo y su lado opuesto, en el caso
ALA puede completarse la pareja haciendo v =7 — (a + ).
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Figura 3.8: Caso LAL.

[C4 ] Lado Lado Lado

Se tiene la longitud de los tres lados del tridngulo.

Figura 3.9: Caso LLL.

Para resolver los casos [C3] y [C4] se aplica el teorema del coseno que de
manera analoga al teorema del seno puede escribirse como

s it —a’
2bc

cos f = a’+c b
2ac

cosy = a’+b —c
2ab

para despejar de manera directa la magnitud de los angulos.

Ejemplo 3.1 Un helicoptero se halla suspendido a una altura de 305m
sobre un edificio de 92m de altura. Desde la terraza y desde el helicoptero
puede verse la parte més alta de otro edificio. Desde el helicéptero, el dngulo
de depresién es de 43° y desde la terraza del primer edificio, el dngulo de
elevacién es de 18°. Determine la altura del segundo edificio y la separacién
horizontal entre los dos edificios.
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Figura 3.10: Ejemplo teorema del seno.

Solucioén:
Los éngulos « y v son complementarios con el dngulo de 18° y el de 43°
respectivamente, luego

o =90° — 18° v =90° — 43°
=72° =47°
entonces

B =180° — (a+7)
= 61°

La longitud del segmento ¢ de AABC

c 305
sin47°  sin6le
_ 305sin47°
~ sin6le
=~ 25bm

La altura del segundo eficio corresponde a 92m + h

_h
255
h =~ 79m

sin 18° =



3.1. RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS 39

luego la altura total del segundo edificio es aproximadamente 171m, ahora
la distancia horizontal entre los dos edificios d es,

d
18° = —
COSs 255
d ~ 243m

Ejemplo 3.2 En un sistema manivela - biela - pistén, la manivela tiene
7,62cm de longitud y la biela 22,86¢m. Cuando el dngulo con vértice en el
piston y extremos en el extremo de la manivela A y el centro del cigiienal O
es de 157, ;Qué tan lejos estd el piston del centro del cigiienal O7?.

Solucion:

De la informacién dada se deduce que corresponde al caso ambigtio [C2] por
lo tanto lo primero es hacer la comparacién de los datos con el correspondiente
bsin a.

bsin a = 22,86 sin 15°
~ 5,92

Con lo cual se tiene el caso [C2.3] y por tanto existen dos posibles soluciones.

Aplicando el teorema del seno

sin{2 _ sin15°

22,86 7,62
22,86 sin 15°
nQ)—=-=-—-—"2—" """
sin 7.62
~ 0,776457

De donde se deduce, por dngulos de referencia, que existen dos dngulos que
satisfacen sin Q ~ 0,776457

Ql ~ 510 QQ ~ 1290
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Con Ql ~ 51°

Figura 3.11: Ejemplo caso ambigiio (a)

la magnitud de « queda determinada por

a = 180° — (51° + 15°)
=114°

con lo que la magnitud de OP, utilizando nuevamente el teorema del seno,
es

oP 1762
sin114° ~ sin 15°

: o
OP — 7,62sin 114

sin 15°
~ 27cm.
Ahora con Q9 ~ 129°
A
v “\“‘-..
\\ D 22.86m
7.626m"y “-“.
\ 4] ST
m---------------.w_'h.... ,

Figura 3.12: Ejemplo caso ambigiio (b)
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o = 180° — (129° + 15°)

= 36°
luego
OP 762
sin36°  sin 15°
—— 7,62sin36°
Op — DPesmob
sin 15°
~ 17cm

es la distancia del pistén al centro del cigiienal.

Ejemplo 3.3 Al intentar volar de la ciudad A a la ciudad B, una distancia
de 330mi, un piloto tomé un curso equivocado en 10°. Si el avién mantiene
una velocidad promedio de 220”% y el error en la direccién se descubre después
de 15min, jqué angulo debe girar el piloto para dirigirse a la ciudad B y cual
debe ser su velocidad para que el vuelo total tarde 90min?.

Solucioén:

Correccidn de rumbo

Figura 3.13: Ejemplo teorema del coseno

Lo primero es determinar que distancia recorrié el avién, para ello se sabe
que la velocidad estd dada por la ecuacién V = %, con b la distancia recorrida,

despejando b se tiene que b= Vit, con V = 220”% y t = 15min
b = 55mi

Ahora, aplicando el teorema del coseno

a = /3302 + 552 — 2 x 330 x 55 cos 10°

~ 276millas
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con lo cual puede calcularse

~276° +55° — 330°

€8T = T X 276 % 55
~ = arc cos(—0,978228)
v~ 168°

el angulo con el que el piloto debe corregir el rumbo es el dngulo suple-
mentario de y
s = 12°
finalmente, la distancia total a recorrer serd de 331mi, con lo que la ve-

locidad que debe mantener para que el vuelo tenga una duracién de 90min es
de V =~ 220,677,

3.2. Area de triangulos

Existen tres teoremas que definen el drea® de un tridngulo.

Teorema 7. Dado un tridngulo de base b y altura correspondiente h, el drea
A esta dada por
Ap = Lbh. (3.5)

Demostracion. Es suficiente con ver que una region triangular puede consid-
erarse como la mitad de una regién en forma de paralelogramo, por tanto la
ecuaciéon que define el area de un tridngulo se deduce de la ecuacién del area
de un paralelogramo, las siguientes dos graficas muestran esto.

R S C D

pP b Q
Appgr = bh Apapc = bh
Figura 3.14: Area de un tridngulo, forma geométrica

O

Ejemplo 3.4: Demostrar que el area de la regiéon sombreada es la mitad
del area del paralelogramo.

5Wikipedia; drea es una medida de la extensién de una superficie.
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S R

P Q

Figura 3.15: Area de un tridngulo, forma geométrica

Solucioén:
El drea total del paralelogramo (JPQRS esta dada por

Anpqrs = PQ(h1 + h2).
Ahora, el drea de cada uno de los tridngulos sombreados es

PQhs SRhy
5 Aarsrx = 7

43

Dado que se trata de un paralelogramo, puede afirmarse que PQ = SR, luego

PQhs n PQhy
2 2

PQ(h1 + h2)
—

Anrprgx + Aasrx

que corresponde a la mitad del drea de OPQRS.

Teorema 8. Si se conocen las longitudes de los de los lados de un tridngulo,

y el dngulo comprendido entre ellos

B Y

z
A | b c

Figura 3.16: Area de un triangulo, forma trigonométrica.

el drea del tridngulo queda definida por:

Ap = %bcsin Q.

Demostracion. Del Teorema 7,

An = 5bh

1
2

(3.6)
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observando la Figura (3.16)
h =csina
sustituyendo h en (3.5)

Apn = %bcsin .

Ejemplo 3.5 Determine el volumen del prisma

Figura 3.17: Ejemplo area de un triangulo, forma trigonométrica

Solucién: Lo primero es recordar que el volumen del prisma se expresa
v = Aph con A el drea de la base y h la altura del prisma, con esto, se sabe
que hay que determinar estas dos magnitudes para poder encontrar el volumen
del prisma.

Para determinar al drea de la base del prisma, AABC, se tienen conocidos
a 'y B por lo tanto v = 25°, utilizando el teorema del seno

a . 12
sin52° ~ sin 25°
_ 12sin 52°
" sin25°
a ~ 22,3751

con lo cual, el drea de la base del prisma es

22,3751 x 12sin 103°

Ay 5

~ 130,81u°.

Ahora, para encontrar la altura del prisma, primero se determina la longitud
de b
b 12
sin103°  sin 25°
b=~ 27,6667u.
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luego la altura h, del prisma queda definida por

o h
tan 34" = W

h ~ 18,6614u.

finalmente, el volumen v del prisma

v =& 130,81u* x 18,6612u
A 2441,09u°.

Teorema 9. El drea de un tridngulo cuyos lados a,b y c son conocidos, esta
dada por la llamada férmula de Herdn de Alejandria.

An =+/s(s —a)(s—b)(s —¢) (3.7)

donde s = %HC.

Heré6n de Alejandria cuya principal obra es su libro Métrica, fue un matemético
que vivio alrrededor del 75 d.C. y quien despert6 un gran debate dentro de los
matemadticos griegos con su féormula para el célculo del drea del un tridngulo
ya que los matemaéticos griegos conocian el drea como un doble producto y el
volumen como un triple producto, sin embargo un producto de cuatro factores
para el célculo de un drea parecia ser algo ambigiio, sin embargo esto queda
facilmente explicado por la obtencion de la raiz cuadrada de dicho producto.
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Demostracion. Del Teorema 8 Aa = %bc sin a, lo que puede escribirse como®

Ap = %b262 sin? a

= ich2 (1 —cos? )

= \/%bc(l + cos @) 2be(1 — cos av). (3.8)

Ahora, dado que la formula de Herén esta expresada en funcién de los lados
del tridngulo los factores (1 +cosa) y (1 — cos ) deben quedar expresados en
términos de los lados del tridngulo, utilizando el teorema del coseno se tiene

1bc(1 + cos ) = Sbe (1 + W)
_ lbc<bQ—|—ch—&—c2 —a2)
2 2bc
(b+c¢)*—a?

4
que por ser una diferencia de cuadrados puede escribirse como

(b+c)+a (btc)—a

1be(1 + cosa) = 2 5 (3.9)
bajo el mismo procedimiento se demuestra que
1be(l — cosa) = a7(2+c) . a+(;)fc)7 (3.10)
Sustituyendo (3.9) y (3.10) respectivamente en (3.8) se obtiene
_ Jb+c)+a (b+c)—a a—(b—c) a+(b—c)
Ap = \/ 5 5 5 5 (3.11)
ahora, haciendo
_a+b+c
o 2
se consigue
b+c—a a—b+c a+b—c
s—a=——, s—b=——7—, s—c= ———,
2 2 2
asi, se simplifica la escritura de (3.11) para finalmente tener
Ap =+/s(s—a)(s —b)(s—c).
O

Ejemplo 3.6 Calcular el dngulo ¢, drea de un ala del avién y tenien-
do en cuenta que el fuselaje mide 5,8 ft determinar la envergadura del avién
(extensién de un extremo a otro de las alas).

6En el capitulo XXX se demostrard que 1 — cos? a = sin? &
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Figura 3.18: Ejemplo drea de un triangulo, formula de Herdn.

Solucién: Para empezar, se trazé una prolongacién de los lados QA y PB
del ala del avién, para construir APQR y determinar el drea del ala con la
diferencia AAPQR — AAABR-

Para establecer la envergadura del avién es necesario conocer la distancia
h (perpendicular al fuselaje) desde el extremo de una de las alas

h
in44° =
s 22,9

h a2 15,9077 ft

con esto puede determinarse la magnitud de ¢

15,9077)

¢ = arcsin < 6

~ 83,842°,
con lo que ¢s, el suplementario de ¢ e interno en el ala, tiene una magnitud
de ¢s ~ 96,158° y v ~ 39,842°. En AABR, ya que el lado AB es paralelo a

PQ se cumple que o = 0 y ¢ = S con esto se determina la longitud de los
segmentos

Bp . D7sin 44° I _ D:7sin 96,158
~ sin 39,842° ~ sin 39,842
~ 6,18031ft ~ 8,84557 ft

sumando estos resultados a las longitudes correspondientes de los lados QAyPB
se tiene la longitud de los lados QR y PR, con lo cual, el Area total Aapgr
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es

Aapgor = /s(s — 31,7456) (s — 17,2)(s — 22,1803)
~ 180,738 ft*

31,7456+17,2422,1803 (
donde s = 3L.7456+ 5 +22, , y el drea de AABR es

Apar = \/s(s — 5,7)(s — 6,18031)(s — 8,84557)
~ 17,5122
con s = W7 por tanto el drea de un ala del avién es aproximada-
mente 163,226 ft° y dado que el fuselaje miden en su ancho 5,8 ft junto con

la longitud h ya calculada, la envergadura del avién es de aproximadamente
37,6154 ft.

Ejercicios 3

1. Resuelva el tridngulo o los tridngulos si se trata de un caso ambigiio;
encuentre sus respectivas areas.

a) a=95, a =135 g =230°

b) ¢=88, a=30°% v=120°

¢) B=101°6, v = 23°24, ¢ = 0,0149
d) a=>52°42" B =175°36"b=408

e) b=5649, a = 6382, 8 = 59,43°

f) 3,562, ¢ = 4,210, 8 = 50,23°

g) a=14,b=21, v=120°

h) a=15, ¢ =22, § =135°

2. Un avidn sale de un aeropuerto con un curso de 310°. Después de volar
150mi, se hace necesario que regrese al aerédromo. Debido a un error
de navegacién, el avién vuela 150mi con un curso de 115°. Determine,
después de recorrer las 300mi (de ida y regreso)

a) (A qué distancia estard del aeropuerto?

b) ;Cudl es la orientacién del avién con relacién al aeropuerto?

3. Un guardabosques camina sobre un sendero inclinado 5° respecto de
la horizontal directamente hacia una torre de observacién de incendios
de 100ft de altura. El dngulo de elevacién de la parte superior de la
torre es de 40°. ;Qué tan lejos esta el guardabosques de la torre en este
momento?.
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4. El capitdn de un buque en el mar visualiza el puerto en el que el buque
va a atracar. Visualiza también un faro que sabe que estd a 1lmi de
distancia del puesto y mide el angulo entre las dos visuales, que resulta
ser de 20°. Con el bueque navegando directamente hacia el puerto, el
capitan repite esta medicién después de viajar 5 minutos a 12”%. Si el
nuevo angulo es de 30°, ;qué tan lejos estd el buque del puerto?.

5. Dos rutas aéreas se cortan con un angulo de 50, 6°. En un momento dado,
un avién en curso estd a 53,4mi de la interseccidn, y otra aeronave en
otro curso estd a 63,9mi de dicho cruce. ;Cudl es la distancia entre los
aviones en ese momento? (Existen dos soluciones).

6. Una rampa tiene una inclinacién de 41,3° con respecto al piso. Sobre
esta rampa se apoya una tabla de 20,6t de longitud, con su extremo
apoyado en el piso situado en el punto P a 12,2ft de la base @ de la
rampa, mientras que el otro extremo estd en el punto R. Determine la
distancia del punto @ al punto R.

7. Un topdgrafo se da cuenta de que la direccién de un punto A a un
punto B es S63°0 y que la direccién de A a C es S38°0. Ahora AB =
239 yardas, y BC' = 374 yardas. Determine AC.

8. Un asta de bandera esta colocado en la parte superior de un edificio de
115ft de altura. Desde un punto del mismo plano horizontal de la base
del edificio, los dngulos de elevacion de los extremos inferior y superior
del asta de bansera son 63,2° y 58,6° respectivamente, ;Cudl es la altura
del asta de bandera?.

9. Tres circunferencias de radios 115,150 y 225 metros respectivamente,
son tangentes entre si por la parte externa. Encuentre los dngulos del
tridngulo formado al unir los centros de las circunferencias.

10. Obtenga el 4rea de un paralelogramo que tiene lados de longitud 12ft y 16 ft,
si un dngulo en un vértice mide 40°.

11. Las dimensiones de una caja rectangular son 8 x 6 x 4 pulgadas. En-
cuentre el dngulo formado por la diagonal de la base y la diagonal del
lado 6 x 4 pulgadas.

12. Una catedral est4 situada en la cima de una colina. Cuando la punto de
su torre se obserca desde el pie de la colina, el dngulo de elevacion es de
48°. Cuando se ve desde un punto a una distancia de 200ft alejado de
la base de la montaia, el dngulo de elevacién es de 41°. La cuesta de la
colina forma un dngulo de 32°. Aproxime la altura de la catedral.

13. Un avién de reconocimiento que vuela a una altura de 10000 f¢, localiza
a un submarino a un dngulo de depresién de 37° y un buque tanque a
un dngulo de depresién de 21°, si el dngulo formado por el submarino,
el avién y el buque es de 130°, jcudl sera la distancia entre el submarino
y el buque tanque?.
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14. Obtenga el drea de los tridngulos cuyos vértices estan en los puntos
indicados

a‘) (727 1)7 (27 73) y (574)

b) (0,-3), (2,4) vy (5,2)

15. Demuestre que el area de un tridngulo puede expresarse como

a?sin Bsin~y
Ap = ———

2sin o

16. Demuestre que el radio de una circunferencia inscrita en un tridngulo
de lados a, b y c esta dado por

_\/<sfa><sfb><sfc>

S

donde s = 1(a+b+c).
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17. Determine el drea de la regiéon sombreada

18. Utilice la gréafica para demostrar que

sina  sinf  sinvy

a b c

o1



