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PROLOGO

En esta obra, el lector encontrara 30 paradojas matematicas que se desarrollan a lo
largo de la historia. Su contenido se enfoca en demostrar, con conocimiento matematico,
algunas soluciones encontradas por nuestros antepasados, ante diversas vivencias y en
distintas ubicaciones geograficas.

Varios de los acontecimientos, que se presentan a continuacion, estan relacionados con
hechos reales e imaginativos de los autores, considerando distintas referencias
bibliograficas muy bien investigadas.

El objetivo de esta obra es lograr que el lector se involucre, en el fascinante mundo de
las matematicas, desde un punto de vista vivencial; seguramente muchas de las paradojas
desarrolladas han sido experimentadas, de algin modo, a lo largo de la vida del ser
humano en sus diversas facetas.

Esta obra va dirigida a estudiantes con conocimientos basicos de las matematicas y
tiene el &nimo de motivarlos a llevar a cabo un estudio superior de las ciencias exactas.
A partir de su lectura, los autores, esperamos despertar la imaginacion del lector para
solucionar problemas cotidianos.

Los autores.



Epiménides y Creso

Epiménides fue un cretense que alcanzé la sabiduria. Decian de ¢l que, al haber
dormido por el espacio de 57 afios, le fue revelado el sumo conocimiento de las cosas.
Hacia cesar las pestes y recibia la comida de mano de las ninfas...

Creso, el rey de Lidia, oy6 hablar de €l y envi6 una nave a Creta para que lo trajera a
su palacio. Cuando llegd, una corte de honor acompané a Epiménides ante la presencia
del rey. Creso dijo:

—iOh, Epiménides! Soy el monarca mas rico en la actualidad y deseo recompensarte
por tu sapiencia, pues la riqueza debe servir al conocimiento. jPideme lo que quieras!

—Esta bien, Majestad —replicd Epiménides—. Te pido que me digas si la frase que
voy a pronunciar es verdadera o falsa.

—(Qué frase?

—Estoy mintiendo.

Creso se puso a pensar: "jEsta frase debe ser verdadera! Pero... jun momento! Eso
significaria que en ella Epiménides esta mintiendo, pues es lo que dice la frase. {Y una
frase que miente es falsa!".

En seguida consider6 la otra posibilidad: "{Entonces, la frase de Epiménides debe ser
falsa! Mmm... Pero eso querria decir que Epiménides no estd mintiendo, pues la frase
afirma que silo estd. Y si la frase de Epiménides no estd mintiendo, entonces esta diciendo
la verdad. jPero una frase que dice la verdad debe de ser verdadera!".

(Puedes verlo? Si la frase del sabio cretense es verdadera, debe ser falsa; y si es falsa,
tiene que ser verdadera. jEl rey esta encerrado en un circulo vicioso! Y, por mas esfuerzos
que hacia, no lograba salir de €l.

—iMe rindo! —exclamd, por fin—. No puedo decirte si la frase “Estoy mintiendo” es
verdadera o falsa. jSi es verdadera, es falsa, y si es falsa, es verdadera!

—iMajestad! —dijo Epiménides—. Cuando tengas la respuesta, mandame a llamar.
Para mi serd la recompensa mds grata que jamas haya recibido.

Hizo una profunda reverencia y abandono el palacio.



(Puedes visualizar el aprieto en el que se encuentra el rey Creso? Imagina que la frase
de Epiménides habria sido verdadera. Entonces, Epiménides esta mintiendo, pues es lo
que pondera la frase. Pero si Epiménides esta mintiendo, jsu frase es falsa! Ya lo sabes:

Si la frase de Epiménides es verdadera, debe ser falsa.

Imagina, por el contrario, que la frase de Epiménides habria sido falsa. ;Qué afirma?
Que Epiménides estd mintiendo. jEntonces, Epiménides no estd mintiendo! Pero si
Epiménides no miente, jsu frase debe de decir la verdad! Ya lo ves:

Si la frase de Epiménides es falsa, debe ser verdadera.
Anota tu respuesta:

Si la frase del sabio cretense es verdadera, debe ser falsa, y si es falsa,
tiene que ser verdadera.

Esta frase de Epiménides obtuvo el nombre de la Paradoja del mentiroso. ;Qué es lo
que nos quiere comunicar?

La paradoja del mentiroso afirma que lo verdadero y lo falso no son opuestos, como
generalmente creemos, sino que son inseparables. En efecto: si crees que la frase “Estoy
mintiendo” es verdadera, resulta ser falsa, y si crees que es falsa, resulta ser verdadera.
Lo falso no puede existir sin lo verdadero. Por otra parte, para concientizar la existencia
de lo verdadero, necesitamos de lo falso, pues lo verdadero solo se aprecia en contraste
con lo falso. Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja del mentiroso se rebela contra la opinion de que, lo
verdadero y lo falso, sean opuestos. Sostiene que lo verdadero y lo falso
son inseparables; que no hay un concepto de lo verdadero y otro de lo
falso, sino que el par verdadero-falso es uno solo.

Ahora, un chiste:

Lucas habia ganado muchisimo dinero en las carreras y Emilio sentia envidia.

—¢Como lo conseguiste, Lucas? —le pregunto.

—Fue muy fécil —contestd Lucas— lo sofié.

—¢ Lo sofaste?

—Si. Habia pensado en tres caballos, pero no estaba seguro del tercero.
Entonces, la noche anterior sofi¢ que habia un angel al pie de mi cama que me
decia: “Bendito seas, Lucas, bendito seas siete veces siete”.

Cuando me desperté, me di cuenta que siete veces siete son cuarenta y ocho, y
que el caballo que tenia el nimero cuarenta y ocho se llamaba Suefio Celestial.
Asi que en mi apuesta puse como tercer caballo a Suefio Celestial y me lo llevé
todo, lo que se dice todo.

—Pero, Lucas, jsiete por siete son cuarenta y nueve! —exclamoé Emilio.

—Entonces —contestd Lucas— dedicate a las matematicas.

Esta historia sostiene lo mismo que la paradoja del mentiroso: jlo verdadero y lo falso
son amigos inseparables!



Eubuilides y el hombre calvo

Eubtlides se paseaba con sus discipulos por las calles de la ciudad de Megara, cuando
vieron a un hombre calvo.

—iHe aqui un hombre con una frondosa cabellera! —exclamé Eubulides.

—¢Como puedes decir eso? —se asombraron los discipulos—. jEse hombre es calvo,
pues su cabellera apenas cuenta con tres pelos!

—Tres pelos es suficiente para catalogarlo como un hombre de frondosa cabellera —
insistio Eubulides.

Y, al ver que no le entendian, dio a sus discipulos la siguiente explicacién (Ayudale a
realizarla, por favor).

— ¢ Dirian que un hombre es calvo si solo tiene un pelo? —preguntd Eubulides.

—Si —contestaron a coro los discipulos.

—Dirian que es calvo si solo tiene dos pelos? —preguntd de nuevo el Maestro.

—Si ——contestaron los jovenes—. Pues, al afadir un solo pelo, que es algo tan
diminuto, la cualidad de una cabellera no puede cambiar.

—.Y dirian que es calvo si solo tiene tres pelos?

—Si, por la misma razén.

—Entonces, ;donde sittian ustedes la linea divisoria entre ser calvo y no serlo? —
pregunté Eubulides.

—Yo, la colocaria en mil pelos —dijo un discipulo.

—Es decir —dijo Eubulides—, si un hombre tiene 999 pelos, es calvo, y si tiene 1000
pelos, (ya no es calvo?

—Asi lo creo —contesto el discipulo.

—Pero, ;qué puede anadir un solo pelo? —dijo Eubulides—. Como ustedes mismos
dijeron, jun solo pelo no puede convertir una cabellera pobre en rica!
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—Yo colocaria la diferencia entre un calvo y un no calvo en un millén de pelos —dijo
otro discipulo.

—Segln ta —aclaré Eubulides—, si un hombre tiene 999999 pelos, es calvo, y si tiene
1°000000 pelos, ¢ya no es calvo?

— Si, —contesto el discipulo.

—Pero, ;qué puede anadir un solo pelo? —dijo Eubulides—. jUn solo pelo no puede
convertir a un calvo en un melenudo!

—Yo colocaria la diferencia entre un calvo y un no calvo en mil millones de pelos —
dijo otro discipulo.

—En otras palabras —acotd Eubulides—, si un hombre tiene 999999999 pelos, es
calvo, y si tiene 1000000000 pelos, ;ya no es calvo?

—Asi me parece —contesto el discipulo.

—Pero, ;qué puede anadir un solo pelo? —dijo Eubtilides—. jUn solo pelo no puede
convertir a un hombre calvo en un hombre peludo!

Todos estaban desconcertados.

—Por eso dije que un hombre que solo tiene tres pelos, posee una frondosa cabellera
—concluy6 Eubulides—. Y también es cierto al revés: un hombre con un millon de pelos
es calvo. jLas diferencias cuantitativas no existen! ;O bien cualquier cantidad es poca
cosa, o bien cualquier cantidad es un montoén! Lo mismo da mucho que poco, pues no hay
donde colocar una linea divisoria entre ellos, y unos jévenes inteligentes como ustedes
deberian comprenderlo.

Esta ensefianza de Eubtlides obtuvo el nombre de /a Paradoja del hombre calvo o el
monton. {Qué nos quiere decir?

La paradoja de Eubulides afirma que lo poco y lo mucho no son opuestos, como
solemos creer, sino amigos inseparables. En efecto: si crees que posees mucho dinero en
el banco, siguiendo el razonamiento de Eubtlides, también puedes demostrar que solo
tienes un dolar; es decir, que tienes poco. jSi tienes mucho, resulta que también tienes
poco!

Y de la misma manera, puedes demostrar que, si tienes poco, resulta que tienes mucho.
En efecto: si solo posees un dolar, siguiendo el razonamiento de Eubulides, puedes
demostrar que posees todo el dinero del mundo. Si tienes poco, resulta que tienes mucho!

Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja del calvo, o el monton, se rebela contra la opinion de
que lo poco y lo mucho sean opuestos. Sostiene que lo poco y lo mucho
son inseparables; que no hay un concepto de lo poco y otro de lo mucho,
sino que el par poco-mucho es uno solo.

Y la misma ensefianza nos entrega la leyenda hindu sobre el inventor del ajedrez...

Hace mucho tiempo, vivia un rey hindu. En una de las batallas con el reino vecino,
el rey perdid a su querido hijo, y desde entonces no encontraba alivio para su dolor.
Los consejeros y los ministros de la corte trataban de distraerlo de distintas maneras,
pero todo era inutil. El rey no podia olvidar a su hijo, muerto en batalla, y sufria de dia
y de noche.

Una manana llego al palacio un brahmén y pidié permiso para mostrar al soberano
un nuevo juego inventado por €l. El rey, sin ganas, aceptd. Pero el juego resultd ser
tan interesante que, por primera vez en muchos afios, el monarca se olvido de su pena
por el espacio de varias horas. Maravillado, exclamo:

11



—iSi tu cabeza fue capaz de inventar este juego, se merece la mas grande de las
recompensas! jPideme lo que quieras!

—Su Majestad —replico el brahman—, yo no pido mucho. Ordenad que vuestros
cortesanos pongan un grano de trigo sobre el primer cuadrado de mi tablero de ajedrez;
dos granos sobre el segundo cuadrado; cuatro granos sobre el segundo cuadrado, y asi
sucesivamente, duplicando cada vez el nimero de granos, hasta llegar a la ultima
casilla.

—Oh, jqué poco pides! —exclamo el rey, asombrado por la simpleza del brahman.

Y ordend que se le pagara inmediatamente. Pero los matematicos de la corte
hicieron el calculo, y resulté que habia que pagar al inventor del ajedrez 18 446 744
073 709 551 615 granos de trigo.

—Si se pudiera sembrar de trigo toda la superficie de la Tierra y almacenar la
cosecha durante ocho afnos —dijo el matematico principal—, jaun entonces el trigo
obtenido no alcanzaria para pagar al brahman su recompensa!

El rey estaba consternado.

—En verdad os digo, oh bondadoso monarca —dijo el brahman—, que el
problema que os aflige es pequefio como un minusculo grano de trigo. Acabais de ver
como un solo grano, por sucesivas duplicaciones, es capaz de producir una montaia.
Y de la misma manera, un pensamiento falso en vuestra mente ha producido
incontables pesares. jEncontrad ese pensamiento y desechadlo! La montafia
desaparecera inmediatamente.

Si: lo mucho y lo poco existen juntos. jAun los reyes son mendigos! Eubtlides tiene
razon:

Lo poco y lo mucho son amantes, el par poco-mucho es uno solo.

Y la paradoja del calvo nos ayuda a comprenderlo.

12



Mg N

X aao _—

L\
-
)
‘. S5
-

.Conoces a tu hermano?

Clitdbmaco asistia a las reuniones de la secta estoica. En cierta ocasion, Crisipo le
dirigio la siguiente pregunta:

—Dime, Clitdbmaco: ;conoces a tu hermano?

—iLo conozco, y muy bien! —exclam¢é Clitbmaco—. Hemos jugado juntos desde que
tengo memoria, y hemos convivido en la casa muchos afios.

—Pero yo soy de una opinidn contraria —dijo Crisipo— y creo que ti no conoces a tu
hermano.

—¢Como puedes decir tal cosa? —se ofendi6 Clitdmaco—. Si no me quieres mas en
tus clases, dimelo; jpero no me insultes asi!

—En ningin momento fue mi intension insultarte —replicé Crisipo—. Que no
conoces a tu hermano es un hecho, y te lo puedo demostrar. Pero antes dime: ;quién es el
hombre encapuchado que acaba de llegar?

—No lo s¢ —dijo Clitdbmaco.

—iEs tu hermano!

El hombre que habia entrado bajo el Pértico descubri6 la capucha: jera el hermano de
Clitébmaco! jEste no sabia qué decir!

—Debes aceptar, Clitdmaco —Ile dijo Crisipo—, que aun no conoces a tu hermano.

A esta situacion se la llamo la Paradoja del Encapuchado. Como puedes ver, afirma
que conocer y no conocer no son opuestos, como usualmente creemos, sino que son
eternos amigos. En efecto: si crees que conoces a tu hermano, Crisipo te demuestra que
no lo conoces. Por otra parte, los sabios afirman que todos somos hermanos, y si crees
que no conoces a algin hombre, en realidad, si lo conoces.

Anota este sorprendente hallazgo:
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La paradoja del encapuchado se rebela contra la opinion de que
conocer y no conocer sean opuestos. Sostiene que conocer y no conocer
son inseparables; que no hay un concepto de conocer y otro de no
conocer, sino que el par conocer-no conocer es uno solo.

Y la misma ensefianza nos entrega el cuento noruego, £l mayordomo listo.

Narra que habia una vez un mayordomo tan orgulloso de su cargo, que cuando iba de
camino y veia acercarse algin coche, gritaba:

—ijApartate, que viene el mayordomo!

Un dia se tropezé con el rey, y sin saber que era este, grito como de costumbre:

—ijApartate, que viene el mayordomo!

Pero el rey continu6 su camino sin hacerle caso y fue el mayordomo quien tuvo que
apartarse. Al llegar junto a ¢él, el rey le dijo:

—Mafiana te presentaras en el palacio y si no sabes contestar las tres preguntas que te
voy a hacer, moriras.

Y continud su camino.

El mayordomo estaba muy asustado, asi que, de vuelta a su casa, pidio al cocinero que
fuera en su lugar. El cocinero tenia fama de ser inteligente, asi que aceptd. Poniéndose
los vestidos del mayordomo, se presento en palacio y el rey salio a recibirlo a la puerta.

—Vamos a ver —le dijo—. ;Cuanta distancia hay entre el Este y el Oeste?

—~Un dia de viaje —respondi6 el cocinero—, porque el Sol sale por el Este y se pone
por el Oeste, y es lo que tarda un dia.

—iMuy bien! —dijo el rey asombrado—. ;Cuanto crees que valgo?

—Si Jesucristo fue vendido por 30 monedas de plata, ti no querras valer mas de 29 —
replico el cocinero con mucho tacto.

—iMuy bien, muy bien! —aprob¢ el rey, sumamente complacido—. Si tan listo eres,
dime: ;en qué estoy pensando en este momento?

—En que soy el mayordomo, cuando en realidad yo solo soy el cocinero —fue la
respuesta.

—En este caso, vuelve a tu casa y conviértete en mayordomo, mientras el mayordomo
se convierte en cocinero —djijo el rey, riendo.

Y asi sucedio efectivamente.

iConocer y no conocer, nuevamente, demostraron ser uno! El rey creia conocer que
quien estaba respondiendo sus preguntas era el mayordomo, pero resultd ser el cocinero.
Crisipo tiene razon:

Conocer y no conocer son inseparables; el par conocer-no conocer
es uno solo.

Siempre que creas conocer algo, habréa un aspecto de ello que no conozcas. Y el
verdadero conocimiento consiste en comprenderlo.
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.Seré amado o seré odiado?

Un joven preguntd a Socrates:

—Cuando conviene decir lo justo y cudndo conviene decir lo injusto?

—Cualquiera de las dos cosas que hagas, te arrepentirds —contestd Socrates.

—¢Por qué? —exclamo el joven, incrédulo—. Yo me hago el siguiente razonamiento:
Si digo lo justo, los dioses me amaran.

Si digo lo injusto, los hombres me amaran.

Por lo tanto, siempre seré amado.

—Y (por qué no te haces este otro razonamiento? —dijo Sdcrates:
Si dices lo justo, los hombres te odiaran.

Si dices lo injusto, los dioses te odiaran.

Por lo tanto, siempre seras odiado.

El joven se marcho triste, pues queria amor y no comprendid que, para alcanzarlo, hay
que aceptar el odio.
Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja de Sdcrates se rebela contra la opinion de que el amor
y el odio sean opuestos. Sostiene que el amor y el odio son inseparables;
que no hay un concepto de amor y otro de odio, sino que el par amor-
odio es uno solo.

Y la misma ensefianza nos entrega la historia biblica, David y Simei.

Cuenta que, cuando David huia de Jerusalén, un hombre llamado Simei empez6 a
maldecirlo y a tirar piedras contra David y contra todos sus oficiales. Y, aunque el rey
estaba protegido por la gente y por su guardia personal, Simei lo maldecia diciendo:
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—iLargo de aqui, malvado asesino! jNo eres otra cosa que un asesino!

Entonces Abisai dijo al rey:

—¢Por qué este perro muerto ha de ofender a Su Majestad? jAhora mismo voy a
cortarle la cabeza!

Pero el rey respondio:

—iEsto no es asunto de ustedes! Si ¢l me maldice, sera porque el Sefior se lo ha
ordenado. Y en tal caso, ;quién puede pedirle cuentas de lo que hace? Quizas, cuando el
Sefior vea mi afliccion, me envie bendiciones en vez de las maldiciones que hoy escucho.

Y David y sus hombres siguieron su camino, mientras que Simei se fue por la ladera
del monte, paralelo a David, maldiciendo y arrojando piedras y levantando polvo.

Cuando, después de varios meses, David emprendi6 el regreso a Jerusalén, la gente
fue para recibirlo y ayudarlo a cruzar el rio Jordan. También Simei se apresurd a bajar
con los hombres de Judé para recibir al rey David.

Cuando el rey se disponia a cruzar el Jordan, Simei se inclin6 ante €l y le dijo:

—Ruego a Su Majestad que no tome en cuenta mi falta, ni recuerde el delito que este
servidor suyo cometio el dia que su Majestad sali6 de Jerusalén. No me guarde rencor,
pues yo mismo reconozco mi culpa y, de toda la casa de José, hoy he sido el primero en
salir a recibir a Su Majestad.

Entonces Abisai dijo:

—Acaso, Simei, no merece la muerte por haber maldecido al rey escogido por el
Sefior?

Pero David respondio:

—iEsto no es asunto de ustedes! ;Por qué se oponen a mi? Ahora sé bien que soy el
rey de Israel, asi que nadie en Israel morira en este dia.

Luego, dirigiéndose a Simei, le dijo que no moriria.

El amor y el odio viven juntos. Y la prueba de ello es que el odio de Simei fue vencido
por el amor de David. jEl amor de David disolvi6 el odio de Simei! ;Cémo pudo hacerlo?
Porque el odio y el amor coexistian en el alma de Simei. Socrates tiene razon:

El amor y el odio son inseparables; el par amor-odio es uno solo.
La paradoja de Socrates afirma la unidad del amor y el odio, y la historia de David
sostiene que la transformacion del odio, en el amor, es posible. {Podemos vivir sin el odio,

solo en el amor!
Y ambos sabios, Socrates y David, nos invitan a intentarlo.
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El todo y la parte

En el afio 1611, el gran duque de Toscana presentd a Galileo al cardenal Maffeo
Barberini. Aunque era un devoto aristotélico, Barberini se sinti6 atraido por la
personalidad de Galileo.

—¢Como explica usted que la infinidad de los puntos de una linea mayor sea idéntica
ala infinidad de los puntos de una linea menor? —pregunto6 Galileo a Barberini—. ;Como
puede una linea mas pequena ser igual a una linea mas grande?

—iNunca he oido hablar de una cosa tan extrafia! —confes6 Barberini.

—Pues es la verdad —dijo Galileo—. jTodos los infinitos son iguales!

Y dio, al asombrado cardenal, la siguiente explicacion (Aytdale a realizarla, por
favor).

—Consideremos —dijo Galileo—, un intervalo AB, de 5 pulgadas de longitud, y otro
intervalo CD, de 10 pulgadas. Como el intervalo CD tiene el doble de pulgadas que el
intervalo AB, el intervalo CD parece ser mayor que el intervalo AB.

A } B
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—Asi me parece a mi —asinti6 Barberini—. Y creo que a todo el mundo.

—Ahora yo le propongo dibujar a los dos intervalos uniendo sus extremos con ayuda
del punto E, —dijo Galileo—. ;Puede ver que a cada punto P del intervalo AB le
corresponde un punto P’, del intervalo CD, y solo uno?

—Si, lo puedo ver —contest6 Barberini.

—.Y que a cada punto P’ del intervalo CD le corresponde un punto P, del intervalo
AB, y solo uno?

—También lo puedo ver —dijo Barberini.

A |
44 P\
o = o D

PP e

—iPues, entonces, acabamos de demostrar que hay tantos puntos en el intervalo AB
como en el intervalo CD! —exclamo Galileo con jubilo—. jHe cerrado mi caso! No hay
ni mas ni menos puntos en la linea grande que en la linea pequena; sino que hay el mismo
infinito de puntos en cada una de ellas. jTodos los infinitos son iguales! jPara Dios, la
parte puede ser igual al todo!

Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja de Galileo se rebela contra la opinion de que la parte y el todo
sean opuestos. Sostiene que la parte y el todo son inseparables; que no hay un
concepto de la parte y otro del todo; sino que el par parte-todo es uno solo.

La leyenda griega, de la Reina Dido, nos entrega el mismo mensaje. Cuenta que Dido,
hija del rey de Tiro, huyo de la casa en quince naves. Después de muchas aventuras, arribo
a las tierras africanas, donde puso a los pies de los aborigenes una gran piel de buey, y les
pidio:

—Por favor, véndanme el trozo de tierra que delimita esta piel. Les pagaré cien
monedas de oro.

A los nativos les parecid un trato conveniente, y lo aceptaron de inmediato.

Dido hizo cortar el cuero en tiras muy estrechas, y, atindolas, consiguio una soga muy
larga. Trazo, entonces, la gran semicircunferencia que, conjuntamente con la orilla del
mar, delimité aquel terreno que fue la cuna de la famosa ciudad de Cartago.

De esta manera, la sabia reina enseil6 a todos que hay dos formas de entender la palabra
delimitar. Los ingenuos aborigenes creyeron que, al referirse a “el trozo de tierra que
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delimita esta piel”, Dido hablaba de la piel de buey. jPero se equivocaron! Dido hablaba
de la parcela que se podria formar con aquella piel, cortandola en tiras.

jLa diferencia fue asombrosa! En vez de delimitar un pequeiio espacio, de unos
cuantos pies cuadrados, jse delimité toda una ciudad! En vez de delimitar una parte, jDido
se quedo con el todo!

La Reina Dido y Galileo estan de acuerdo: el todo y la parte no son opuestos, como
suponemos ingenuamente, sino que forman una unidad. Los aborigenes creian que
estaban vendiendo a Dido una pequefa parte de sus tierras, pero resultd que le estaban
vendiendo el gran todo. Galileo tiene razon:

El todo y la parte son amantes. El par todo-parte forma una unidad.

La persona que cree ser una parte de la Existencia, un dia descubre que es el Todo.
iEse dia puede ser hoy!
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El cuerno de Gabriel

En cierta ocasion, Jean Bernoulli le dijo a un amigo:

—iEl arcangel Gabriel sopl6 su cuerno para mi!

—¢Qué quieres decir? —preguntd el amigo, extrafiado.

—Se me presentd en un sueio y me dijo: “En ti conviven lo finito y lo infinito. Tu
cuerpo es finito, pero tu alma es infinita”. Tomo su cuerno y lo sopld de tal manera que
hasta ahora escucho su sonido.

—¢Y qué hiciste al despertar? —pregunt6 el amigo.

—Dibujé el cuerno del arcangel y me puse a estudiarlo. Y, joh, sorpresa!, encontré que
en el cuerno también convive lo finito con lo infinito.

—¢De qué modo?

—Imagina —dijo Bernoulli—, que el cuerno del arcangel Gabriel se obtiene al girar
la hipérbola:

1
y=7
Se gira alrededor del eje x, para los siguientes valores de x:

1<x<
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Entonces, el volumen del cuerno es finito, mientras que su superficie es infinita.
—¢Por qué dices eso? —preguntd el amigo.
Y Bernoulli le dio la siguiente explicacion. jAyudale a realizarla, por favor!

Comprueba que el volumen del cuerno celestial es finito:

Vcuerno = nflooyz(x)dx = nflooxizdx = — [n._]l =

jAhora verifica que su superficie es infinital Recuerda que una superficie de
revolucion se calcula por la formula

S revolucion = 2w f:y /1 + (y’(x))2 dx

Entonces, puedes escribir:

S cuerno =2m [y |1+ (y'(x))zdx =2n floox—ls Vxt+1dx >

%) oo x?2 @
21 fl x_13 \/Fdx=27'[f1 3;—3dx=27'[f1 idx:[ZT[ITlX]iO:OO

Este es el resultado de tu investigacion:

El cuerno de Gabriel, en efecto, contiene un volumen finito y una
superficie infinita.

—iYa veo por qué dices que en el cuerno de Gabriel lo finito convive con lo infinito!
—djijo el amigo.

—Pero hay algo que no logro entender —dijo Bernoulli—. Y es lo siguiente: jes
imposible que un volumen finito sea rodeado por una superficie infinita! Imagina que
llenamos el cuerno de Gabriel con pintura. Entonces, como el volumen del cuerno es
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finito, significa que adentro éste contendra una cantidad finita de pintura; pero la pintura,
al estar en contacto con el cuerno, estara pintando su superficie por dentro. ;Coémo puede
una cantidad finita de pintura cubrir una superficie infinita? jEs una paradoja!

—iNada de eso! —exclamo el amigo—. El arcangel te dijo que tu cuerpo es finito y
tu alma es Infinita, y ambos conviven en ti. Y de la misma manera el volumen finito y la
superficie infinita conviven en el cuerno de Gabriel.

Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja del cuerno de Gabriel se rebela contra la opinion de que
lo finito y lo infinito sean opuestos. Sostiene que finito e infinito son
inseparables; que no hay un concepto de finito y otro de infinito, sino
que el par finito-infinito es uno solo.

El mensaje del cuento medieval, Cenicienta, es el mismo que el de la paradoja de
Bernoulli: la que cree ser una empleada doméstica es, en realidad, la esposa del principe.
Una persona es limitada, constituye un ser finito; sin embargo, el Ser de la persona es
Infinito y Eterno.

La literatura medieval esta de acuerdo con las matematicas: lo finito y lo infinito no
son opuestos, como se suele creer, sino que forman una unidad. Jean Bernoulli tiene
razon:

Lo finito y lo infinito son amigos entrafiables. El par finito-infinito
es uno solo.

La paradoja del cuerno de Gabriel te invita a conocer el infinito que vive en ti.
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La paradoja de Russell

Bertrand Russell estaba comiendo una naranja, cuando se le ocurrié el siguiente
razonamiento.

—Consideremos el conjunto de todas las cosas que no son naranjas —se dijo en voz
alta—. ;Es ese conjunto una cosa? jCiertamente! ;Y es una naranja? jNo!, pues consiste
de cosas como escritorios, libros y péjaros; y si fuera una naranja, solo consistiria de unos
cuantos gajos. Luego, el conjunto de todas las cosas, que no son naranjas, tiene que ser
elemento de si mismo, pues s una cosa y no es una naranja.

Russell sabored otro gajo y prosigui6 razonando.

—Y también existen conjuntos que no son elementos de si mismos. Por ejemplo, el
conjunto de todos los hombres no es un hombre: es la mitad masculina de la humanidad.
Luego, el conjunto de todos los hombres no es elemento de si mismo. Un conjunto de
libros no es un libro: es una biblioteca o un quiosco. Y tampoco un conjunto de manzanas
es una manzana: o bien se trata de un arbol o de una cesta. {Hay muchos conjuntos que
no son elementos de si mismos!

Russell medit6 por unos instantes.

—Ahora fijémonos en el conjunto de todos los conjuntos que no son elementos de si
mismos —dijo, dirigiéndose al gajo de turno—. Llamémoslo C. Es decir:

C ={x:xesconjuntoox & X}

Preguntémonos ahora: jes el conjunto C elemento de si mismo?
* Supongamos que si: C es elemento de si mismo. Es decir:

CecC

Entonces, por la definicion de C:
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Ce¢c

iSi C es elemento de si mismo, C no es elemento de si mismo!
* Ahora supongamos que no, que C no es elemento de si mismo. Es decir:

cecC
Entonces, por la definicion de C:
cecC

iSi C no es elemento de si mismo, C es elemento de si mismo! jEs una paradoja!
Anoétala:

Paradoja de Russell

El conjunto de todos los conjuntos, que no son elementos de si mismos,
es elemento de si mismo y no es elemento de si mismo. Es decir, el conjunto
de todos los conjuntos, que no son elementos de si mismos, pertenece a si
mismo y no pertenece a si mismo al mismo tiempo.

Russell acabo de degustar el ultimo gajo. Su estémago digeria la naranja, pero su mente
no queria digerir la contradiccion.

—EI conjunto de todos los conjuntos, que no son elementos de si mismos, es elemento
de si mismo y no es elemento de si mismo —repetia Russell sin cesar—. ;Qué significa
esta paradoja?

—iNo es ninguna paradoja! —le dijo un amigo a quien Russell cont6 lo sucedido—.
(Algo es y no es elemento de un conjunto? jOcurre muy seguido! Por ejemplo, un hombre
estd con un pie dentro de la casa y con otro pie afuera. ;Es ese hombre elemento del
conjunto de los que estan dentro de la casa? ;Si y no!

—¢Hay mas ejemplos de ello? —preguntd Russell.

—iLos que quieras! —exclam¢ el amigo—. Una persona que se viste con una malla
transparente, ;es elemento del conjunto de los vestidos, o de los desnudos? jPertenece a
ambos!, pues su cuerpo es visible a través de la malla transparente como si fuera desnudo,
a pesar de estar cubierto con la malla como si fuera vestido.

—iYaveo! —dijo Russell—. Y creo que puedo proporcionar otro ejemplo. Un hombre
en coma pertenece, al mismo tiempo, al conjunto de los vivos y al conjunto de los
muertos; pues, aunque estd privado de movimiento como un hombre muerto, respira como
un hombre vivo.

Esta ambigiiedad no le gusto a Russell, quien intento evitar la paradoja y ofrecio a la
comunidad matemaética la Teoria de los Tipos. En ella, si ciertos individuos pertenecen al
tipo n, el conjunto de ellos pertenece al tipo (n+1). De este modo Russell prohibi6 definir
un objeto en términos de una clase que lo contenga.

Sin embargo, la Teoria de los Tipos demostrd tener sus propias dificultades. La
principal de ellas era el Axioma de Reductibilidad, el cual exigia que un tipo de un orden
elevado fuera equivalente a un individuo simple.

Después de diez afios de trabajar en la Teoria de los tipos, y una vez editado el libro
Principia Mathematica que la contenia, Russell sofio que alguien pedia el libro a la
bibliotecaria y lo tiraba a un basurero.
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—Ser elemento de un conjunto o no serlo no es la cuestion —Ie dijo la bibliotecaria—
. La cuestion es ser o no ser.

Russell no pudo entender la unidad de los opuestos pertenecer-no pertenecer. Creyo
que, si perteneces a un conjunto, no puedes no pertenecerle y viceversa. Sin embargo, las
dos palabras son interdependientes, pues no puedes comprender lo que significa
pertenecer, a no ser que lo compares con no pertenecer. jPertenecer solo se entiende en
contraste con no pertenecer! El par pertenecer-no pertenecer es inseparable.

Anota este admirable descubrimiento:

La paradoja de Russell se rebela contra la opinion de que pertenecer
y no pertenecer sean opuestos. Sostiene que pertenecer y no pertenecer
son inseparables; que no hay un concepto de pertenecer y otro de no
pertenecer, sino que el par pertenecer-no pertenecer es uno solo.

Fijate en esta anécdota:

Un inglés emigro a los Estados Unidos y adquirio la ciudadania americana.
Cuando regresd de vacaciones a Inglaterra, uno de sus parientes le recrimind por
haber cambiado la nacionalidad.
—¢Qué ganaste por hacerte ciudadano americano? —le pregunto.
—Bueno, ante todo, he ganado la Revolucién Americana —fue la respuesta.

(Qué significa pertenecer a un pais? Si solo con cambiar de pasaporte dejas de ser
inglés y empiezas a ser americano, la frontera entre pertenecer y no pertenecer no puede

ser muy seria. Y es lo que afirman ambas, la anécdota y la paradoja de Russell:

Pertenecer y no pertenecer son amigos inseparables, el par
pertenecer-no pertenecer es uno solo.

jLas paradojas barren las fronteras que traza la mente!
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El barbero desconcertado

En cierta ocasion, Bertrand Russell se qued6 a vivir en un pequeio pueblito de
Inglaterra. Estaba escribiendo uno de sus libros de filosofia y queria estar solo.

Una manana fue a ver al barbero y pidié que lo afeitara.

—Con mucho gusto —dijo el barbero, mientras le ponia la servilleta al cuello—. Yo
afeito a todos los que no se afeitan a si mismos y solo a ellos.

iY he aqui que esta frase se convirtié en un gran enigma para Russell!

Mientras el figaro daba uso a la navaja y a la tijera, Russell se preguntaba: “;Se afeita
o0 no se afeita a si mismo este barbero?”. Ayudale a averiguarlo, por favor.

—Supongamos que el barbero si se afeita a si mismo —razonaba Russell—. Entonces,
el barbero pertenece al conjunto de los hombres que se afeitan a si mismos, y ¢l no afeita
a los miembros de tal conjunto. Luego, el barbero no puede afeitarse a si mismo.

jLa primera posibilidad qued6 eliminada!

—Ahora supongamos, por el contrario, que el barbero no se afeita a si mismo —
continuaba razonando Russell—. Entonces, el barbero es miembro del conjunto de
aquellos hombres a los que rasura otra persona. jPero ¢l si afeita a los miembros de ese
conjunto! Por lo tanto, el barbero debe afeitarse a si mismo.

jLa segunda posibilidad también quedé eliminada!

—¢Qué es esto? —exclamo Russell, saltando del asiento—. jSi el barbero se afeita a
si mismo, no puede afeitarse a si mismo, y si el barbero no se afeita a si mismo, debe
afeitarse a si mismo! jEs una paradoja!

Andtala:

El barbero de Russell debe afeitarse y no afeitarse a la vez.

El matematico inglés contaba esta paradoja a aquellos amigos suyos que no eran
especialistas en logica.
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Russell agradecio al peluquero y fue a dar un paseo.

—(Qué significa esta paradoja? —se preguntaba, mientras caminaba por el prado—.
(Como puede alguien pertenecer y no pertenecer al mismo conjunto? ;Como puede
afeitarse a si mismo y no afeitarse, simultineamente?

Russell traté de encontrar la solucion a esta paradoja durante muchos afios. Un amigo,
psicologo de profesion, le dijo:

—Dentro de cada hombre también vive una mujer. Mientras el hombre se afeita, la
mujer no necesita hacerlo. ;Y es asi como un hombre se afeita y no se afeita a la vez!

Pero esta explicacion no satisfizo a Russell, porque para una mente masculina es dificil
aceptar la copresencia de algiin rasgo femenino. Russell sigui6é buscando alguna manera
de separar las acciones de afeitarse y no afeitarse, pero no encontrd ninguna. Y es que
estas palabras forman un par inseparable. Entendemos lo que significa la accion de
afeitarse Unica y exclusivamente si la contrastamos con la accion de no afeitarse.

Por ejemplo, en una tribu de barbudos no habria consciencia de lo que es afeitarse o
no afeitarse, pues se careceria de la experiencia de afeitarse. Igualmente, en una tribu de
lampifios no se sabria qué es afeitarse y qué es no afeitarse, por la misma razon.

El cuento, La hija del vendedor de garbanzos, de Las mil y una noches se muestra de
acuerdo con el barbero desconcertado. Narra que el hijo del sultan, para vengarse de los
desdenes de la hija del vendedor de garbanzos, dijo a su padre:

—~Quiero que mafiana, a la hora de la plegaria, te presentes delante de mi, vestido y
desnudo a la vez, riendo y llorando al mismo tiempo, montado y caminando sobre tus
pies. Si por tu mala suerte, no te presentas como te digo, o solo llenas una de estas
condiciones y no las otras, ten la absoluta seguridad de que tu cabeza saltard de tus
hombros.

Zeina, que asi se llamaba la hija inteligente del vendedor de garbanzos, ided un plan.
Dijo a su padre:

—En cuanto a la primera condicion, ti no haras sino ir a la casa de nuestro vecino el
pescador y pedirle que te venda una de sus redes, con la cual te confeccionaré un traje
que te colocaras sobre el cuerpo desnudo. De esta suerte estaras vestido y desnudo a la
vez.

En cuanto a la segunda condicion, no haras sino tomar una cebolla antes de dirigirte al
palacio de sultan, y en el portal te frotaras los parpados con ella. Entonces, comenzaras a
reir y llorar al mismo tiempo.

Con respecto a la ultima condicion, buscards a nuestro vecino el mulero, le pediras que
te preste un borriquillo de corta edad y lo llevaras contigo hasta llegar al palacio del bribén
del hijo del sultan. Entonces cabalgaras sobre el borriquillo y tus pies quedaran en el
suelo, de tal modo que, al mismo tiempo, estards montado y caminaras con tus pies a
medida que el animal avance. Este es mi consejo, y Al4 es el mas sabio y poderoso —
dijo.

Al cumplir perfectamente, el vendedor de garbanzos, las tres condiciones, el hijo del
sultan llegd al colmo del furor y de la contrariedad y jurd que esta vez seria a la joven a
quien hundiria sin remedio.

Al escuchar el relato de su padre, Zeina, que era una muchacha inteligente y que
olfateaba los acontecimientos, dijo:

—ijAntes de que ¢l nos ataque, ataquémosle!

Y pidi6 a un cerrajero:
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—~Quiero que me construyas una armadura de acero a mi medida, que me cubra todo
el cuerpo y, ademads, un casco del mismo metal. Pero tiene que estar construido de tal
modo que, al menor movimiento, produzca un ruido ensordecedor.

El cerrajero cumplié el encargo a satisfaccion y no tardd mucho en terminar la obra.
En cuanto cay6 la noche, Zeina se deslizo en su terrible armadura, llevando en su bolsillo
unas tijeras y una navaja; y, tomando una aguda horqueta, se dirigi6 al palacio.

Cuando vieron acercarse a aquel guerrero espantoso, el portero, los guardias del
palacio y los esclavos huyeron en todas direcciones, y Zeina llegd sin obstaculos a la
habitacion del hijo del sultan. Este, al escuchar el terrible ruido y ver entrar al que lo
producia, se sobrecogio de terror, creyendo que el aparecido era un aniquilador de almas.
Se tir6 al suelo con el corazon en los pies y quedd inmovil y desvanecido.

La hija del vendedor de garbanzos se aproximo a €l y, sacando las tijeras y la navaja,
le rasur6 la mitad de los bigotes, el lado derecho de la barba, la mitad izquierda de los
cabellos y las dos cejas. Y en seguida se fue, como habia entrado, sin que nadie se
atreviera a interceptarle el paso. jLa ofensa, que el hijo del sultan hiciera a su padre, habia
sido vengada!

Ahora llegd el momento para el hijo del sultdn de preguntarse: ;esta ¢l afeitado o no?
Este hermoso cuento de Las Mil y una noches confirma el hallazgo de Bertrand Russell:
iparece que uno puede estar afeitado y no afeitado, al mismo tiempo! Pues el hijo del
sultan tiene rasurada la mitad de los bigotes, y entera la otra mitad; tiene afeitado el lado
derecho de la barba, pero sin afeitar su lado izquierdo; tiene cortada la mitad izquierda de
los cabellos, pero sin cortar su mitad derecha.

La literatura y Russell estdn de acuerdo: afeitarse y no afeitarse no son opuestos, como
generalmente creemos, sino que forman una unidad. Anota este increible hallazgo:

Afeitarse y no afeitarse son amantes. La pareja afeitarse-no afeitarse
forma una unidad.

Las palabras no son creadas de una en una, las palabras son creadas en parejas. Y la
paradoja del barbero nos hace acuerdo de ello.
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La paradoja de Cantor

Georg Cantor no se sentia satisfecho con la aritmética de los nimeros finitos, y cred
una nueva aritmética: la de los nimeros infinitos. Los llamé transfinitos.

—Si yo fuera Dios —decia a menudo—, hubiera creado a los numeros transfinitos
para la humanidad. Son tan grandes que son capaces de expresar nuestros anhelos y
alegrias.

Leopoldo Kronecker pregunt6 a Cantor:

—¢Qué tipo de numeros son ésos? ;De donde le vino la idea de imaginar ntimeros
transfinitos?

Cantor contesto:

—iSon los nuevos numeros para la humanidad! Los nimeros transfinitos son nuestros
corazones y nuestras almas, porque el corazén humano es infinito, el alma del hombre es
infinita. jTodos llevamos en nuestro espiritu un anhelo de lo infinito! Si yo fuese el
Creador, mis nimeros tocarian el infinito, tratarian de llegar al infinito, acariciarian el
infinito.

—Para mi —dijo Kronecker secamente—, Dios hizo los nlimeros enteros, y el resto es
obra del hombre.

Kronecker nunca llegd a aceptar el suefio de Cantor, nunca llegd a comprender su
deseo de expresar en simbolos finitos la naturaleza infinita de alma humana.

Cantor era feliz con los nimeros transfinitos, gozaba con ellos como un nifio goza con
un juguete nuevo. Pero un dia se le ocurri6 el siguiente razonamiento. Ayudale a
realizarlo, por favor.

Sea A un conjunto consistente de 3 elementos: a, b y c. Entonces, el conjunto de todos
los subconjuntos de A, llamado P(A) contendra 23 = 8 elementos:

P(4) = {@,{a}, {b}, {c},{a, b}, {a, c},{b, c},{a b, c}}
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—Puedo ver que, si un conjunto A posee n elementos, ¢l conjunto P(A) poseera 2"
elementos, que es un nimero que siempre sera mayor que n, —se dijo Cantor.

El matematico alemén logré probar que esta propiedad se extiende a los conjuntos
infinitos. Este teorema obtuvo el su nombre:

Teorema de Cantor
Si un conjunto A posee infinitos elementos, su conjunto partes P(A)
poseera estrictamente mas elementos que A:

Card(A) < Card(P(A))

Para un caso particular de este teorema, cuando el conjunto A es un conjunto
enumerable, Martin Gardner propone una demostracion divertida.

Consideremos un conjunto enumerable; ;pueden los subconjuntos, de ese conjunto,
ponerse en correspondencia biunivoca con los numeros naturales? Para dilucidarlo, es
muy util, dice Martin Gardner, recurrir a una baraja de cartas.

Supongamos que tal correspondencia existe. Simbolicemos cada subconjunto con una
hilera de cartas que continta sin fin a la derecha. Una carta boca arriba (blanca) indicara
que el nimero que aparece encima estd en el subconjunto, una carta boca abajo (roja)
indicara que no lo esta.

Imaginemos a estas filas infinitas, dice Martin Gardner, alistadas en un orden
cualquiera y enumeradas 1, 2, 3, ... de arriba a abajo. Si continuamos formando tales
hileras, ;contendra finalmente nuestra lista a todos los subconjuntos?

® ® ® ®@ ® -
1 H N

: N

ol

iNo! Para demostrarlo, consideremos el conjunto diagonal, en el cual damos la vuelta
a cada una de las cartas: las que estdn boca arriba se ponen boca abajo y viceversa.
[ Pertenece este nuevo conjunto a nuestra lista?

iNo! El nuevo conjunto diagonal no puede ser el primer subconjunto, ya que su
primera carta difiere de la primera carta del subconjunto 1. Tampoco puede ser el segundo
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subconjunto, dado que su segunda carta difiere de la segunda carta del subconjunto 2. Y
tampoco puede ser el tercer subconjunto, debido a que su tercera carta difiere de la tercera
carta del subconjunto 3. En general, no puede ser el n-€simo subconjunto, porque que su
n-ésima carta difiere de la n-ésima carta del subconjunto n.

Ya que hemos creado un subconjunto que no puede estar en la lista, nos vemos
obligados a concluir que la suposicion original es falsa. jEl conjunto de todos los

subconjuntos, de un conjunto X, tiene una cardinalidad mayor que X,! De este modo,
Cantor encontrd un infinito no enumerable, equivalente al de los niimeros reales y lo
llamo X, .

Cantor decide ahora considerar el Conjunto de todos los conjuntos; lo nombra CTC.
Entonces, por el teorema que recibio su nombre, se puede escribir asi:

Card(CTC) < Card(P(CTC))

iPero el conjunto de todos los conjuntos también incluye al conjunto partes de si
mismo!

P(CTC) c CTC

Entonces:

Card(P(CTC)) < Card(CTC)

iPero esto es una contradiccion! Pues, al mismo tiempo debe cumplirse que:
Card(CTC) < Card(P(CTC)) y Card(P(CTC)) < Card(CTC)

Esto significa que:

Card(CTC) < Card(P(CTC)) < Card(CTC)

Por la propiedad transitiva, podemos concluir que:

Card(CTC) < Card(CTC)

iLa cardinalidad del Conjunto de todos los conjuntos es menor a si misma! Pero
sabemos que todo numero cardinal debe ser igual a si mismo. Entonces, la cardinalidad
del Conjunto de todos los conjuntos es, al mismo tiempo, igual y menor a si misma jEI
igual resultd ser menor! A esta demostracion se la llamo la paradoja de Cantor. Anoétala:

La cardinalidad del Conjunto de Todos los Conjuntos es, al mismo
tiempo, igual y mayor que ella misma.

Esta fue una de las primeras paradojas que se descubrio en la Teoria de Conjuntos.

Cantor no pudo entender la unidad de los opuestos igual-mayor. Creyo que, si es igual,
no puede ser mayor, y, si es mayor, no puede ser igual. Sin embargo, las dos palabras son
interdependientes, pues no puedes comprender lo que significa igual, a no ser que lo
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compares con algo mayor. jlgual es siempre respecto de algo mayor! El par igual-mayor
es inseparable.
Anota este sorprendente descubrimiento:

La paradoja de Cantor se rebela contra la opinion de que igual y
mayor sean opuestos. Sostiene que igual y mayor son inseparables; que
no hay un concepto de igual y otro de mayor, sino que el par igual-mayor
es uno solo.

El cuento medieval El gato con botas nos entrega la misma ensefianza: aunque te
consideres igual a tu cuerpo, el cual es pobre y mortal, en realidad, eres mayor a ti mismo.
jEres un alma prdspera e inmortal!

El protagonista del cuento era el hijo menor de un molinero, quien le dejo por herencia
un gato. El gato resultd ser tan inteligente que logr6 disponer al rey a favor de su amo, a
quien dio el nombre de Marqués de Carabas. Demostrd al rey que el marqués era
propietario de un magnifico castillo y de los campos que habia alrededor y que producian
en abundancia trigo y cebada. La hija del rey se enamord locamente del marqués, y la
boda se realizo6 para el placer y el contento de todos.

La literatura medieval nos muestra, asi, que una persona se cree igual a su cuerpo; sin
embargo, el alma de la persona es inconmensurablemente mayor. Los atributos de igual
y mayor no son opuestos, como soliamos creer, sino que forman una unidad. La paradoja
de Cantor tiene razon:

Los atributos de igual y mayor son amigos entraiables. El par igual-
mayor es uno solo.

La paradoja de Cantor te invita a descubrir tu alma.
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La paradoja de Richard

En el afio 1905, el matematico francés Jules Richard realizo el siguiente razonamiento.
—Se puede establecer —se dijo—, una correspondencia biunivoca entre el conjunto
de todas las formulas de un sistema dado cualquiera y el conjunto de los numeros

naturales. Dicho de otro modo, el conjunto de todas las formulas tiene la cardinalidad X,).

Y siguid diciendo:

—Como demostré Georg Cantor, la cardinalidad del conjunto de los nimeros reales
es X, que es mayor que X,. Pero, ;como ha de bastar un sistema de 16gica simbolica, en
el cual el conjunto de todas las férmulas tiene la cardinalidad X, para la discusion y el
desarrollo de una rama de las matematicas, que maneja conjuntos cuya cardinalidad es
mayor? ,Como podemos hablar, mediante un lenguaje de cardinalidad X, sobre el
conjunto de los nimeros reales, cuya cardinalidad es X, (que es mayor a X)?

jEs una paradoja! Anotala:

El conjunto R, de los numeros reales, cuya cardinalidad es X, y es
mayor que X, no puede ser discutido ni desarrollado dentro de nuestro
lenguaje, puesto que tan solo es capaz de contener X formulas.

iEl conjunto de los numeros reales no puede ser expresado con palabras! El conjunto
de los niimeros reales no puede ser expresado con ningln lenguaje, ni siquiera con un
lenguaje tan simbolico como lo es el lenguaje matematico. Sin embargo, creemos que si
podemos expresarlo y hablamos sin cesar sobre numeros reales. jLo expresable demostrd
ser inexpresable! El par expresable-inexpresable es indivisible.

Anota este sorprendente descubrimiento:

33



La paradoja de Richard se rebela contra la opinion de que expresable
e inexpresable sean opuestos. Sostiene que expresable e inexpresable son
inseparables, que no hay un concepto de expresable y otro de
inexpresable, sino que el par expresable-inexpresable es uno solo.

Con su paradoja, Richard se anticip6é a los misticos que sostienen que lo Real es
inexpresable con las palabras.
En cierta ocasion Lao Tse pronuncid esta sentencia:

Los que saben no hablan,
los que hablan no saben.

Los discipulos le preguntaron que qué significaba. El, en su lugar, pregunto:

—¢Quién de vosotros conoce la fragancia de una rosa?

Todos la conocian. Entonces, les pidio:

—iExpresadlo con palabras!

Y todos guardaron silencio.

Los misticos y los matematicos estan de acuerdo: no puedes expresar lo inexpresable
con palabras. Sin embargo, lo puedes expresar! La fragancia de una rosa no puede ser
dicha, pero puede ser percibida y disfrutada; jeso es un acto de expresion! Entonces,
expresar y no expresar no son opuestos, como generalmente opinamos, sino que forman
una unidad. Jules Richard tiene razén:

Expresar y no expresar son amigos intimos. El par expresar-no
expresar es uno solo.

Las paradojas te siguen revelando sus secretos.
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El Hotel del Infinito

En una clase, Richard Dedekind contd, a sus estudiantes, el siguiente cuento.

—En el centro de nuestro universo, hay un hotel enorme. Su nombre es Hotel del
Infinito. Tiene un numero infinito de habitaciones, que estdn enumeradas de 1 en adelante.

Un dia, cuando todas las habitaciones estaban ocupadas, llegé un piloto que estaba
viajando a otra galaxia. A pesar de no disponer de habitaciones, el gerente consigui6 dar
alojamiento al piloto. ;Cémo lo hizo?

—Trasladé al ocupante de cada habitacion a la del nimero siguiente —dijo un
estudiante—. De este modo, el que ocupaba la habitacion 1, paso a ocupar la habitacion
2; el que ocupaba la habitacion 2, pasé a ocupar la habitacién 3; el que ocupaba la
habitacion 3, pas6 a ocupar la habitacion 4; etc. jAsi, la habitacion 1 quedo libre para el
piloto!

—iCorrecto! —asintié Dedekind y prosiguié con el cuento—. Al dia siguiente se
presentaron cinco parejas de recién casados, que estaban de luna de miel. ;Pudo el gerente
recibir a los nuevos huéspedes?

—Si, —dijo otro estudiante— Solo tuvo que trasladar al ocupante de cada habitacion
a la habitacion cuyo niimero era 5 unidades mayor. De este modo, el que ocupaba la
habitacion 1, pasé a ocupar la habitacion 6; el que ocupaba la habitacion 2, pas6 a ocupar
la habitacion 7; el que ocupaba la habitacion 3, pas6 a ocupar la habitacion 8; etc. jAsi,
las primeras 5 habitaciones quedaron libres para los recién casados!

—iUna solucién perfecta! —dijo Dedekind y prosiguié con el cuento—. El fin de
semana llegd un nimero infinito de comerciantes para celebrar una convencion. ;Logro
el gerente dar alojamiento a los recién llegados?

—iPor supuesto! —djijo otro estudiante—. Solo tuvo que trasladar al ocupante de cada
habitacion a la habitacion de nimero doble. De este modo todos quedaron alojados en
habitaciones de nimeros pares, y jlas impares quedaron libres para los comerciantes!

—iUna decision sabia! —dijo Richard Dedekind y comenté—. Ninglin conjunto finito
puede ponerse en correspondencia biunivoca con ninguno de sus subconjuntos propios.
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Pero, como acabamos de ver, la situacion es muy distinta para los conjuntos infinitos
iEstos vulneran totalmente la clasica regla de que el todo sea mayor que la parte!
Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja del Hotel del Infinito se rebela contra la opinion de que
la parte y el todo sean opuestos. Sostiene que la parte y el todo son
inseparables; que no hay un concepto de la parte y otro del todo, sino
que el par parte-todo es uno solo.

La propiedad de los conjuntos infinitos, de ser equipotentes con sus propios
subconjuntos, impresiono tanto a Richard Dedekind, que definié a los conjuntos infinitos
precisamente como aquellos conjuntos que pueden ponerse en correspondencia con
alguno de sus subconjuntos propios.

El mensaje del Hotel Infinito es idéntico al que nos entregan los misticos. Asi, Teilhard
de Chardin dice:

Considerada en su realidad concreta, la sustancia del Universo no
puede dividirse, sino que, como una especie de atomo gigantesco, forma
en su totalidad la unica realidad indivisible. Cuanto mas y mas
profundamente penetramos en la materia, valiéndonos de métodos cada
vez mas poderosos, tanto mas azorados nos deja la dependencia
reciproca de sus partes. Es imposible efectuar cortes en esta red o aislar
una parte de ella sin que los bordes se nos deshilachen y se nos
enmaraien.

La paradoja del Hotel del Infinito enriquecio a la Teoria de los Conjuntos con una
nueva definicion y nos ayudd a comprender la unidad de todo lo existente.
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Vulgar versus interesante

En abril del ano 1945, The American Mathematical Monthly publicé una nota, de
Edwin Bechenbach, titulada Numeros Interesantes. Decia asi:

Dividamos, a todos los nimeros enteros positivos, en dos clases: interesantes y
vulgares. Por ejemplo, el nimero 1 es interesante porque es el primero de todos; el
nimero 2 es interesante porque es el primer nimero par y el primer nimero primo;
el niimero 3 es interesante porque es el primer nimero impar; el nimero 4 es
interesante porque es el primer nimero compuesto y el primer cuadrado; el nimero
5 es interesante porque la estrella de cinco puntas constituia el simbolo que
representaba la salud y la vida en la escuela pitagorica; el nimero 6 es interesante
porque la suma de sus divisores es 6; etc. Por esta razon los numeros 1,2, 3,4,5y
6 pertenecen a la clase de numeros interesantes.

De la misma manera, habrd nimeros que no se distinguen por ninguna
propiedad especial. Por ejemplo, esos podrian ser, tal vez, los nimeros 3876, 10013,
70005831, etc. Esos son los nimeros vulgares.

Consideremos, dice Bechenbach, al nimero mas pequefio de la lista de los
nimeros vulgares. jPero, precisamente, la propiedad de ser el mas pequeiio lo hace
interesante! Tenemos que, por lo tanto, trasladarlo a la otra lista, a la lista de
nimeros interesantes.

En Ia lista disminuida de numeros vulgares, continua Bechenbach, existira otro
nimero mas pequefio. jEsa propiedad, de inmediato, lo hace interesante! Asi que
también tendremos que trasladarlo a la otra lista.

Y de este modo, termina diciendo Bechenbach, cada niimero acabara siendo un
numero interesante, ;no es asi?
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Como puedes ver, no hay numeros vulgares, jtodos son interesantes! Anota este
sorprendente hallazgo:

La paradoja de Bechenbach se rebela contra la opinion de que vulgar
e interesante sean opuestos. Sostiene que vulgar e interesante son
inseparables; que no hay un concepto de vulgar y otro de interesante,
sino que el par vulgar-interesante es uno solo.

Hay una historia, de la vida del Buda, que nos entrega el mismo mensaje.

El Buda lleg6 a una poblacion. El emperador sali6 a recibirlo y le pidi6 ser iniciado.
Los discipulos del Buda le susurraron al oido:

—iCuidado con ese hombre! Hemos oido muchas cosas extrafias sobre ¢l. Nunca se
ha bajado de su cuadriga, nunca ha caminado sobre sus pies. En su palacio debe estar
siempre sumergido en todo tipo de deleites y lujos. Cuando asciende las escalinatas de su
palacio, estas estan alineadas de mujeres desnudas, que €l utiliza como pasamanos en
lugar de la barandilla. En su vida no ha conocido mas que vino y mujeres. Y hoy, de
repente, quiere convertirse en monje; quiere renunciar a todo y participar en disciplinas
ascéticas. jLo mas probable es que os abandone en el camino!

El Buda replico:

—Por lo que sé respecto a los seres humanos, ese hombre no abandonara. Est4 harto
de un extremo y estd pasando a otro.

Los discipulos dijeron:

—No creemos que sea capaz de caminar descalzo por las calles o mendigar su comida,
o que pueda soportar el calor y la lluvia.

—Seré capaz de soportar mucho més que vosotros —dijo el Buda.

Todos se rieron. Estaban seguros de que, en esta ocasion, el Buda estaba equivocado.

Pero el Buda demostro estar en lo cierto. A partir del dia siguiente podia verse que,
mientras el resto de los monjes caminaba por un sendero, el rey se salia del camino para
caminar a través de los espinos. Y si los monjes se sentaban bajo la sombra de un arbol,
¢l permanecia de pie al sol. Mientras que los monjes comian una vez al dia, €l solo se
alimentaba en una ocasion cada dos dias.

En seis meses se quedd hecho un esqueleto. Antes tenia un cuerpo bonito, pero ahora
se marchitd y empezaron a notarsele los huesos. Tenia los pies llagados.

El Buda les dijo a sus discipulos:

—¢Lo veis? No dejabais de decir que no podia confiarse en ese hombre, pero os
aventajara en disciplinas ascéticas.

Los monjes estaban asombrados ante la vision intuitiva del Buda. ;Cémo podia
saberlo? El Buda djjo:

—El ego siempre elige uno u otro extremo; no puede detenerse en el medio. El era rey
de reyes, y ahora es un monje de monjes. Reunio a todas las mujeres hermosas del reino
y tenia los senderos de su palacio tachonados de gemas; ahora tampoco es un monje
ordinario, sino extraordinario.

Y continué diciendo:

—Vosotros camindis por un sendero normal, pero €l elige el irregular. Todos evitais
caminar sobre los espinos, pero €l parece buscarlos. Os sentais a la sombra, y ¢él
permanece de pie al sol. jSerd el nimero uno haga lo que haga! No puede dejar de ser el
nimero uno. jOs derrotara! Ya ha derrotado a reyes, (creéis que perdonard a unos simples
monjes como vosotros? El ego elige los extremos.
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(Por qué el ego hace eso? jPorque la propiedad de ser el nimero mas pequefio de la
lista de los niumeros vulgares le convierte en interesante! Y de ese modo el pequefio
nimero debe ser trasladado a la lista de nimeros interesantes.

Si, Bechenbach tiene razon:

Lo vulgar y lo interesante son inseparables, el par vulgar-interesante
es uno solo.

La paradoja de numeros interesantes te demuestra que todo es interesante: jsolo
tienes que aprender a verlo!
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Matrices magicas

En su libro, Paradojas que hacen pensar, Martin Gardner ofrece a sus lectores un
interesante entretenimiento. Dice asi:

Copie esta matriz de 4 por 4 en una hoja, y enumere de 1 a 16 sus
casillas. Voy a hacer una exhibicion de fuerza psiquica que le dejara

atonito. [ Voy a controlar una seleccion de cuatro numeros de esta matriz,
realizada por usted!

112|106 |4
| 71|86
10112

15 (14|15 |16

Rodee con un circulo un numero cualquiera a su capricho. Por
ejemplo, el numero 16. Tache con una barra vertical la columna que lo
contiene, y haga otro tanto con la fila:
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13 |14 | 15

Ahora rodee otro numero cualquiera de los no tachados todavia. Por
ejemplo, el numero 11. Vuelva a tachar la fila y la columna de éste:

Elija a su capricho un tercer numero no tachado. Por ejemplo, el
numero 6, y suprima también su fila y su columna:
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Finalmente, rodee el unico numero restante.

@I

2 el 4
©|7|6
10112
15114 |15 |16

jAhora sume los cuatro numeros seleccionados! ;Preparado? Voy a
decirle cuanto vale la suma que usted ha calculado. Es... es... ;34! ;Es

correcto? ;Como he podido yo saberlo? ;Tal vez, he influido sobre usted
en el momento de elegir los numeros?

Compruébalo: jlos numeros que elegiste suman 34!
16+11+6+1=34

iQuizas, el lector desee intentar con otra eleccion de nlimeros! Considere
la misma matriz:

1011 [ 12
1514 |15 | 16

Esta vez rodee con un circulo el nimero 13. Tache con una barra vertical
la columna que lo contiene, y haga otro tanto con la fila:
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11234
5| 6 &
9 [10| 1|12
(12) 14 | 15| 16

Acto seguido, elija el nimero 10:
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Por ultimo, rodee el nimero 3:

1 =
©
10
14

©,

7
ll
15

12
16

15

jLa suma de los nimeros que eligio, de nuevo, es 34!
13+10+8+3 =34

(Por qué esta matriz nos obliga a que la suma de los nimeros elegidos sea
siempre 34?, pregunta Martin Gardner. Y lo explica de este modo.
En el encabezamiento de esta matriz, de 4 por 4, escribamos

horizontalmente los nimeros 1, 2, 3 y 4; y verticalmente los nimeros 0, 4, 8
y 12:

12

Estos ocho niimeros se llaman generadores de la matriz magica. Ahora,
en cada casilla, se escribe el nimero suma de sus dos generadores. Una vez
rellenado, de este modo el casillero, encontraremos la matriz inicial:

1 2 3 4
Ol O+1=1 | 0+2=2|0+3=3| 0+4=4
4| 4+1=5 | 4+2=0|4+3=7 | 4+4=5
51 &6+1-0  B11=-09 | B541=0 | B+1=8
12112+1=13|12+2=14[12+3=15[12+ 4 =16
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Veamos ahora, nos dice Martin Gardner, qué es lo que sucede al senalar cuatro
numeros segun el procedimiento indicado. Tal procedimiento garantiza que no seran
elegidos dos nimeros de una misma fila o columna. Cada numero de la matriz es suma
de un unico par de generadores; por consiguiente, la suma de los cuatro nimeros
sefalados sera siempre igual a la suma de los ocho generadores. Y, como los generadores
de esta matriz suman 34:

1+2+3+4+0+4+8+12=34
También los cuatro nimeros elegidos habran de sumar 34.

Como puedes ver, con este algoritmo siempre podran construirse matrices cuadradas
a partir de nimeros generadores; de tal manera, al elegir tres numeros al azar y sumarlos
con aquel que no fue escogido, resultard la misma sumatoria de los nimeros que
generaron la matriz.

Aunque tu elijas los nimeros al azar, lo predeterminado del algoritmo hara que la suma
de tus nimeros siempre sea la de los ocho generadores de la matriz. Y altimamente los
psicologos estan descubriendo que, cuando creemos actuar azarosamente, en realidad,
hay mecanismos psicoldgicos preexistentes que dirigen nuestro comportamiento. jEl azar
y el conocimiento son uno! Anota este sorprendente hallazgo:

Las matrices magicas de Martin Gardner se rebelan contra la opinion
de que el azar y el conocimiento sean opuestos. Sostienen que el azar y el
conocimiento son inseparables, que no hay un concepto del azar y otro
del conocimiento, sino que el par azar-conocimiento es uno solo.

Osho, nuestro mistico contemporaneo, lo explica de la siguiente manera.

Imaginaos que me hallo sentado bajo un arbol y uno de vosotros esta sentado
en la copa del arbol. De repente, me dice que puede ver, por la carretera, un vehiculo
que yo no veo. Yo afirmo que no hay ninglin vehiculo, que la carretera esta vacia.
En lo que concierne a lo que yo puedo ver, la carretera esta vacia.

Para mi, el vehiculo est4 en el futuro. Para el que esta en el arbol, esta en el
presente. Y por eso dird: “Hay un vehiculo”, y yo diré: “Ahora no hay ninguno.
Puede que en el futuro”. Pero, para €1, estaré en el presente, porque ya lo est4 viendo.

Al cabo de un rato, yo también empezaré a ver el vehiculo. Para mi, habra
llegado hasta el presente desde el futuro.

Luego, el vehiculo pasa por la carretera y desaparece de mi vista de nuevo. Para
mi ha desaparecido en el pasado. Pero para el que estd en el arbol —que lo sigue
viendo— seguira estando en el presente.

Para mi, el vehiculo estaba en el futuro, luego lleg6 al presente y desaparecio
en el pasado. Para el otro no ha hecho mas que moverse en un presente continuo.
Lo que ocurre es que estd sentado a un nivel superior al que yo estoy.

Para el que est4 sentado en la copa del arbol, no hay azar, solo hay conocimiento: jel
vehiculo siempre estd ahi! En cambio, para el que estd sentado debajo del arbol, solo hay
azar, no hay conocimiento: jel vehiculo aparecié de la nada y desaparecio en la nada!

Martin Gardner tiene razon:
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El par azar-conocimiento es uno solo.

Las matrices magicas te revelan que la magia esta en la comprension de la unidad de
los opuestos.
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Aquiles y la tortuga

Zenon amaba a su maestro Parménides, el cual afirmaba que el movimiento no existe.
Para defenderlo de los opositores, Zendn ide6 varios argumentos, llamados aporias.

En la época de Zen6n y Parménides, existian dos concepciones del tiempo y del
espacio. Una se llamaba Concepcion Monddica Finita y la otra, Concepcion de
Divisibilidad Infinita. La primera consideraba que el espacio y el tiempo estan
constituidos por un nimero finito de monadas; mientras que la segunda, que el espacio y
el tiempo son infinitamente divisibles.

Logicamente, las dos concepciones eran rivales, pues en la concepcion monadica no
se puede seguir dividiendo el espacio indefinidamente, porque en algin momento se llega
a la monada que es indivisible.

Para convencer a los defensores de la concepcion de divisibilidad infinita, Zenén
exponia la aporia de Aquiles y la tortuga; y para convencer a los defensores de la
Concepcion monadica finita, de que el movimiento no existe, Zendn exponia su aporia
de la flecha.

En este apartado conoceras la aporia de Aquiles y la tortuga, y en el siguiente, la de la
Flecha.

Si el opositor creia en la divisibilidad infinita del espacio y el tiempo, Zendn le
preguntaba:

—¢ Puedes ver que Aquiles, el de los pies ligeros, nunca alcanza a la lenta tortuga?

—No —decia el opositor—. jEstoy seguro de que la alcanza sin dificultad!

—Este es el momento para entender que no —decia Zenén—. Presta atencion a lo que
te voy a decir.

Y proseguia de esta manera:
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—Imagina que Aquiles y la tortuga hacen una carrera. ;Cual sera el resultado? jQue
Aquiles, el de los pies ligeros, no alcance jamas a la lenta tortuga! ;Por qué? Porque el
perseguidor siempre debe llegar al punto de donde el perseguido acaba de partir; de
manera que, el mas lento, necesariamente debe estar siempre algo adelantado todavia.

El opositor trataba de comprender las palabras del Maestro. Aytdale en esta dificil
tarea, por favor.

Imagina que Aquiles concede a su rival una ventaja de 100 metros. Supdn también que
la velocidad de Aquiles es 10 veces mayor que la velocidad de la tortuga. Entonces, en el
momento en el que el guerrero ha recorrido los 100 metros, que le separan de la tortuga,
esta habra adelantado la décima parte, es decir, 10 metros.

Ante esta disminucion de distancia, Aquiles se siente animado. jComo no, si el espacio
que le separaba de la tortuga se ha reducido 10 veces! Ahora su tarea es mucho mas facil:
solo hay que recorrer 10 metros. ;Y Aquiles lo hace con éxito! Pero, mientras tanto, su
rival avanzo 1 metro.

Aquiles no se desanima. jAhora solo le separa de la tortuga 1 metro! El guerrero lo
recorre, seguro de su triunfo. Pero ;qué ha pasado? jQue la lenta Tortuga avanzé 10
centimetros!

(Puedes verlo? Siempre que Aquiles llega al punto que ocupaba la tortuga, ésta habia
adelantado ya la décima parte. Puede ser muy poco, tan solo un milimetro o una micra;
ipero el hecho es que la Tortuga siempre estd delante de nuestro héroe! ;En qué momento
podria producirse el encuentro?

—ijAquiles jamas atrapara a la tortuga! —exclamaba el opositor, atdnito.

—Por eso digo que el movimiento es mera ilusion de nuestros sentidos —concluia
Zenon—. jTodo esta en eterno reposo! Aunque tus ojos te digan que Aquiles agarra a la
Tortuga, jello nunca sucede!

Anota este sorprendente hallazgo:

La aporia de Aquiles y la tortuga se rebela contra la opinion de que
el movimiento y el reposo sean opuestos. Sostiene que el movimiento y el
reposo son inseparables; que no hay un concepto de movimiento y otro
de reposo, sino que el par movimiento-reposo es uno solo.

El arte de hacer dibujos animado dio la razoén a Zenon. Para proyectar sobre la pantalla
una figura en movimiento, se hacen miles de dibujos instantaneos, ligeramente diferentes
entre si. Al proyectarlos a la velocidad de 28 dibujos por segundo, se produce la ilusion
de que la figura se estd moviendo. jPero, en realidad, cada dibujo es estatico!

Parménides y Zendn tienen razon: jel movimiento es mera ilusion de nuestros
sentidos!
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La aporia de la flecha

Para demostrar a los defensores de la Concepcion monadica finita, que el movimiento
no existe, Zendn exponia su aporia de la flecha. Si el opositor creia en la constitucion
monadica del espacio y el tiempo, Zenodn le decia:

—Si lanzas una flecha y tomas en cuenta que todos los instantes son indivisibles, te
darias cuenta de que la flecha no realiza movimiento alguno.

—¢ Por qué? —preguntaba el desconcertado opositor—. A mi me parece que la flecha
llega a su destino!

—Este es el momento para entender que no, —decia Zendon—. Presta atencion a lo que
te voy a decir.

Y proseguia de esta manera:

—¢Podria el movimiento ocurrir en un instante dado? jNo!, porque, como cada
instante es una monada y es indivisible, la flecha se encuentra en una posicion fija, de
modo que esta en reposo. ;Podria el movimiento ocurrir entre dos instantes contiguos?
iTampoco!, porque, como entre dos instantes contiguos no hay otro instante, no hay
tiempo para que el movimiento tenga lugar. {De modo que la flecha siempre estd en
reposo!

El opositor se esforzaba por comprender las palabras del Maestro. Ayadale en esta
dificil tarea, por favor.

Recuerda que Zenodn dirigia la paradoja de la flecha inicamente a personas que creian
que los instantes de tiempo son indivisibles. Bajo esta hipdtesis, supon que la flecha se
movid durante un instante. Entonces, estaria en diferentes lugares al comienzo y al final
de ese instante. Pero ello implicaria que el instante tiene un principio y un fin, es decir,
consta al menos de dos partes; y eso significaria que es divisible, al contrario de nuestra
suposicion.
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—iLa flecha siempre esta en reposo! —exclamaba el opositor, atonito— jEIl
movimiento, en realidad, parece ser una ilusion de los sentidos!

Como puedes ver, la paradoja de la flecha afirma que el movimiento y el reposo no
son opuestos, como generalmente creemos, sino que son eternos amigos. Anota este
hecho:

La aporia de la flecha se rebela contra la opinion de que el
movimiento y el reposo sean opuestos. Sostiene que el movimiento y el
reposo son inseparables; que no hay un concepto de movimiento y otro
de reposo, sino que el par movimiento-reposo es uno solo.

Hay una historia sufi que estd impregnada del mismo espiritu. Se llama Salomon y
Azrael:

Un hombre vino, muy temprano, a presentarse en el palacio del profeta Salomon,
con el rostro palido y los labios descoloridos.

Salomon le pregunto:

—¢Por qué estas en ese estado?

El hombre respondi6:

—Azrael, el angel de la muerte, me ha dirigido una mirada impresionante, llena
de colera. {Manda al viento, por favor te lo suplico, que me lleve a la India para
poner a salvo mi cuerpo y mi alma!

Salomo6n mando al viento que hiciera lo que pedia el hombre. Y, al dia siguiente,
el profeta pregunt6 a Azrael:

— ¢ Por qué has echado una mirada tan inquietante a este hombre, que es un fiel?
Le has causado tanto miedo que ha abandonado su patria.

Azrael respondio:

—iHa interpretado mal esa mirada! No lo miré con coélera, sino con asombro.
Dios, en efecto, me habia ordenado que fuese a tomar su vida en la India, y me dije:
“;Como podria, a menos que tuviese alas, trasladarse a la India?”

jAunque corras mas rapido que el viento, no te salvards de la quietud de la
muerte! Y si es asi, ;en qué se diferencia el movimiento del reposo?

ZenoOn tiene razon:

El movimiento y el reposo son amigos entrafiables; el par
movimiento-reposo es uno solo.

Con la ayuda de la aporia de la flecha, Zen6n demostraba, a los que creian en la
constitucion monadica del espacio y del tiempo, que el movimiento no existe.

50



16

iLas paredes son permeables!

En cierta ocasion, Ferdinand Mdbius y su hijo fueron a visitar un hermoso jardin que
se habia inaugurado cerca de Leipzig. Antes de entrar en el jardin, decidieron dar un paseo
alrededor de su muro.

—Si yo fuera Dios —dijo el nifio, indicando una hormiga que se desplazaba
horizontalmente sobre el muro—, haria que esta hormiga no tenga que cruzar el borde
superior del muro para oler una rosa. Haria que la hormiga, siguiendo siempre la recta
horizontal, llegue al interior del jardin. jHaria que el muro sea permeable y que la hormiga
pueda atravesarlo!

—Y yo sé como hacerlo, —dijo Mobius.

—De veras? ;Como?

—Te lo mostraré en la casa —prometié Mobius.

Después de disfrutar de hermosas rosas y tulipanes, regresaron a la casa y Mdbius se
prepard para dar a su hijo la explicacion prometida. Ayudale a realizarla, por favor

Con una tijera Mobius cortd dos tiras de papel y tomo una de ellas. Con una pega
unio los extremos opuestos, obteniendo un cilindro.
—Esta es una superficie que tiene, como bordes, dos circunferencias disjuntas —
explico—. Ademas, tiene dos lados: la cara interior y la cara exterior.
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Seguidamente tomo la otra tira y unio los extremos opuestos, girando previamente, en
180 grados, a uno de ellos.

,I

—iEsta es una superficie que tiene un solo borde! —exclamé—. ;Y también tiene un
solo lado, que es interior y exterior a la vez!
Posteriormente a esta banda se la llamo6 /a banda de Mébius.

—Si sigues esta banda, siempre horizontalmente, llegaras al otro lado de ella sin cruzar
ningin borde —explic6 Mdbius—. Y si, nuevamente, emprendes el viaje horizontal,
volveras al lado inicial sin encontrar ninguna frontera en tu camino. jLo de afuera resulta
ser lo de adentro y lo de adentro, lo de afuera! Dios hace todas las fronteras reversibles.
jLas paredes y los muros no existen!

Anota este increible hallazgo:

La banda de Mdbius se rebela contra la opinion de que fuera y dentro
sean opuestos. Sostiene que fuera y dentro son inseparables; que no hay
un fuera y un dentro, sino que el par fuera-dentro es uno solo.

El cuento sufi, Las monedas en la pared, se muestra plenamente de acuerdo con esta
interpretacion. Narra que una vez, vivia un tacafio que ponia todo su dinero, tan pronto
como lo recibia en su tienda, en una cavidad entre la pared de su casa y la de su vecino.
Moneda a moneda, introducia todo a través de un pequefio agujero que habia hecho para
este proposito.

Esta practica aumentd ain mas su avaricia, hasta que no solo no gastaba nada, sino
que, ademas, ided visitar a su vecino a la hora de comer, de modo que podia comer sin
costo para ¢él.

—Yo estoy, después de todo —se dijo a si mismo—, pagandole con mi compaiiia.
Ademas, a ¢l le gusta ser caritativo y alimentar a quienquiera que esté en su casa cuando
se sirven las comidas.

Lleg6 el momento en que incluso vendid su negocio y puso todas las ganancias en la
pared, derivando gran placer de la hospitalidad sin fin de su generoso amigo.

Cuando, después de muchos afios, su vecino murio, el avaro derrib6 la pared para
tomar el tesoro y se encontrd con que el vecino lo habia robado: jel avaro habia estado
comiendo de su propio dinero!
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iEl vecino atraveso6 la pared! Mobius y su hijo lo adivinaron correctamente: jDios hace
todas las paredes y los muros permeables!

Fuera y dentro son inseparables, el par fuera-dentro es uno solo.

jLa banda de Mobius te ensefia a atravesar los muros!
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El enunciado y su contrario

Luitzen Brouwer sostenia que el Principio del Tercer Excluido es falaz. Para
demostrarlo a sus amigos, escribié sobre una hoja la siguiente frase:

Esta frase consta de siete palabras.

Pregunt6 a los presentes:

—(Es esta frase verdadera?

—Es falsa —contestaron todos—, pues no consta de siete palabras, sino de seis.

—¢ Y qué dirian de la frase que afirma lo contrario? —pregunt6 Brouwer.

—iQue debe ser verdadera! —exclamaron los amigos—. Si un enunciado es falso, su
contrario debe ser verdadero. jAsi lo afirma el Principio del Tercer Excluido!

Brouwer escribio:

Esta frase no consta de siete palabras.

—Es la frase que afirma lo contrario de la anterior —dijo—. ;Es verdadera?
—iEs falsa —exclamaron todos—, pues esta frase si consta de siete palabras!
—Como ven —concluy6 Brouwer—, una frase puede ser falsa y también su negacion.
iEl Principio del Tercer Excluido no tiene lugar!
A esta situacion se la llam6 La paradoja del enunciado y su contrario. Nos hace
comprender que afirmar y negar no son opuestos, como generalmente creemos, sino que
son eternos amigos. Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja del enunciado y su contrario se rebela contra la opinion
de que afirmar y negar sean opuestos. Sostiene que afirmar y negar son
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inseparables, que no hay un concepto de afirmar y otro de negar, sino
que el par afirmar-negar es uno solo.

Y la misma ensefianza nos entrega el cuento ;Ahorcar no se puede perdonar!

Narra que en el afio 1701 a.C., Hammurabi, rey de Babilonia, fue informado que su
visir, el cobrador de impuestos, habia hecho inscripciones incorrectas en las tablillas.
Hammurabi se sinti6 furioso, pero decidié controlar su célera y preguntd a su bufon
Apligaum:

—(Qué me aconsejas que haga con el infeliz? ;Le mando a ahorcar o le perdono?

—jAhorcar no se puede perdonar! —contest6 el bufon.

—¢(Qué dices?

—jAhorcar no se puede perdonar! —volvi6 a decir el bufon.

—iNo te entiendo! ;Dices ahorcar, porque no se puede perdonar; o dices que ahorcar
no se puede; por lo tanto, hay que perdonar?

—iOh, rey! —dijo Apligaum solemnemente—. Lo comprenderas en seguida. jPor
supuesto que he dicho que no puedes ahorcar; por lo tanto, debes perdonar! Es
imposible ahorcar a un individuo!

—¢Por qué dices eso? jHe mandado a ahorcar a muchos!

—iNo, majestad! —dijo Apligaum con fuerza—. Te puede parecer que acabas con la
vida de un hombre en el momento en el que le aprietas la garganta con la soga. jPero la
verdad es que sigue existiendo! Su Espiritu en seguida se reencarna en otro cuerpo. jEl
Espiritu es eterno, majestad!

—iBien dicho! —exclamdé Hammurabi y perdon¢ al visir.

jAfirmar y negar, nuevamente, demostraron ser uno! Luitzen Brouwer tiene razon:

Afirmar y negar son inseparables; el par afirmar-negar es uno solo.

Y la paradoja del enunciado y su contrario nos ayuda a comprenderlo.
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La paradoja de los cuatro hijos

En el afio 1959, Martin Gardner se encontro6 en la calle con una pareja de amigos recién
casados.

—Hemos decidido que vamos a tener cuatro hijos —Ile comentaron—, y ya estamos
pensando en construir una casa con cuatro habitaciones infantiles: dos habitaciones para
nifias y dos para nifios.

—¢CoOmo saben que seran dos varones y dos mujeres? —preguntd Gardner—. jSegin
la ciencia, lo mas probable es que tengan tres niflos de un sexo y uno de sexo opuesto!

—¢CoOmo es eso? —preguntaron los futuros padres, desconcertados—. ;Acaso no es
logico que, de cuatro hijos, la mitad sea de un sexo, y la otra mitad de otro?

—iNo! —volvi6 a decir Gardner—. Lo mas probable es que tengan tres varones y una
nifia, o tres nifias y un varén.

Y dio a los futuros padres la siguiente explicacion. Aytdale a realizarla, por favor.

Considera todas las combinaciones posibles que pueden presentarse a la hora de tener
cuatro hijos. Representa a las nifias con una M (de mujer), y a los nifios con una H (de
hombre). Entonces, son posibles las siguientes combinaciones:

M-M-M-M, M-M-M-H, M-M-H-M,
M-M-H-H, M-H-M-M, M-H-M-H, M-H-H-M,
M-H-H-H, H-M-M-M, H-M-M-H,
H-M-H-M, H-M-H-H, H-H-M-M, H-H-M-H,

Como puedes ver, hay 16 posibilidades. jCuenta los casos favorables!
(Cudantas veces se repite una combinacion de dos nifios y dos nifias? jSolo 6! Estas son
todas las opciones:
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M-M-H-H, M-H-M-H, M-H-H-M,
H-M-M-H, H-M-H-M, H-H-M-M.

Por lo tanto, la probabilidad de tener una pareja de nifios de cada sexo es tan solo de
6 .
o ©8 decir, de 37,5%.

Entonces, {qué es lo mas probable en un matrimonio con cuatro hijos? Aunque resulte
dificil de creer, si cuentas las opciones, obtendras como resultado que lo mas probable es
tener un nifio y tres nifias, o una nifia y tres nifios. En efecto: estas son las posibilidades:

M-M-M-H, M-M-H-M, M-H-M-M,  M-H-H-H,
H-M-M-M, H-M-H-H,  H-H-M-H, H-H-H-M.

iSon 8! Entonces, la probabilidad de tener un nifio y tres nifias, o una nifia y tres nifios
8 1 ) ) ) ) ..
es de o= 508 decir, del 50%. En resumen: la mitad de los matrimonios con cuatro hijos

tendran un nifio y tres niflas, o una nifla y tres nifios, y solo el 37,5% tendra dos nifias y
dos nifios.

El evento que parecia ser mas probable, resultd ser menos probable; y el evento que
parecia ser menos probable, resulto ser mas probable. Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja de los cuatro hijos se rebela contra la opinion de que mads
probable y menos probable sean opuestos. Sostiene que mas probable y
menos probable son inseparables; que no hay un concepto de mas
probable y otro de menos probable, sino que el par mas probable-menos
probable es uno solo.

Y la misma ensefianza nos entrega la historia hind, La eleccion de Arjuna.

Cuando el peligro del enfrentamiento entre las dos castas rivales, los Kurus y
los Pandavas, por el reino de Hastinapura, se hizo inminente, Arjuna fue a Dwaraka
para pedir ayuda a Krishna.

Al enterarse del hecho, Duryodhana, el jefe de los Kurus, tom6 los mas rapidos
corceles que pudo reunir y arribé a Dwaraka antes de Arjuna. Al llegar, Arjuna se
encontrd con €l en el vestibulo, junto a los aposentos de Krishna. Duryodhana
sonrid a Arjuna y le dijo:

—iHe sido més afortunado que ta! Pues llegué antes y es justo que Krishna me
ayude a mi.

—No importa quién llegé antes o después —contestd Arjuna—. Krishna
ayudara a aquél que pide por una causa justa.

Ambos entraron a los aposentos. Krishna estaba durmiendo; Duryodhana se
acomodo en un asiento junto a la cabecera, mientras Arjuna se quedo a los pies de
la cama y permaneci6 a los pies de Krishna, con las manos juntas y con los ojos
cerrados.

Cuando Krishna despert6 de sus suenos, salud6 afectuosamente a ambos y les
pregunt6 por las razones de su venida. Duryodhana dijo:

—KTrishna, sabes lo que pasa entre nosotros como primos: posiblemente,
lucharemos por el antiguo trono de Hastinapura. Por eso he venido a pedir que
ayudes en la guerra, poniéndote de nuestro lado.

—Y yo te pido que te pongas del lado de nosotros, Krishna —dijo Arjuna.
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—Quiero ayudar a ambos —dijo Krishna— y les deseo proponer una eleccion.
Arjuna es el mas joven, ¢l tendra que elegir entre dos alternativas. La primera
alternativa es mi ejército de terribles guerreros, iguales a mi en valor; y la segunda
alternativa soy yo, solo yo, y no lucharé, pues he decidido no llevar armas. ;Qué
dices, Arjuna? ;Cual de las dos alternativas escoges? ¢ Eliges un ejército, o un
Krishna desarmado?

Arjuna se postro a los pies de Krishna; sus ojos estaban cegados por las
lagrimas.

—Te elijo a ti, mi Sefior —Ile dijo a Krishna—. No quiero nada més en este
mundo. Te quiero a ti.

Duryodhana se puso contento de haber conseguido el gran ejército de Krishna.
iEl no sabia que un Krishna desarmado vale mas que mil ejércitos! En el momento
en el que Arjuna eligiéo a Krishna, el destino de la guerra quedo sellado: como
resultado de ella, los Pandavas derrocaron para siempre a los Kurus y ganaron
gloriosamente el trono de Hastinapura. jLa eleccion de Arjuna fue ciento por ciento
correcta!

jLo mas probable y lo menos probable, nuevamente, demostraron ser uno!
Duryodhana no sabia que un Krishna desarmado vale més que todos los ejércitos del
mundo. Lo que parecia ser mas probable, ganar la guerra con un ejército, resultd ser
menos probable que ganar la guerra con un solo hombre. El evento que parecia ser el mas
probable, resulto ser el menos probable, y el evento que parecia ser el menos probable,
resultd ser el mas probable.

Martin Gardner tiene razon:

Lo mas probable y lo menos probable son amigos; el par mas probable-
menos probable es uno solo.

jLas paradojas te siguen revelando sus secretos!
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iLa circunferencia es un punto!

En la obra Didlogos relativos a dos nuevas ciencias, Galileo Galilei demuestra que la
circunferencia no es mas que un punto. Lo hace de la siguiente manera.
Traza el cuadrado ABCD:

Haciendo centro en B, traza un arco de circunferencia AC:

D C
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Sobre AB, traza una recta perpendicular HE y la diagonal del cuadrado BD; luego,
llama F y G a los puntos de las intersecciones que se formaron.

D E C
/'F/f
UG
A ¥ B

Al hacer centro en H, traza las circunferencias de radios HG, HF y HE:

D E &

|
/-

\
\
\!
°

A 4

)

jGalileo va a demostrar que el area del circulo rayado es igual al area de la corona
circular rayada!

Por el teorema de Pitagoras, aplicado al triangulo rectangulo FHB, Galileo puede
afirmar que:

BF? = HB?* 4+ HF?

Es decir:

HB? = BF? — HF? (1)

Pero, por construccion:

BC = HE

Y, puesto que BC y BF son radios del mismo cuadrante de circunferencia:
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BC = BF

Por lo tanto:

HE = BF (2)

Por otra parte, puesto que son radios del mismo circulo:

HG = HB 3)

Al reemplazar (2) y (3) en (1), Galileo obtiene:

HG? = HE? — HF*?

Al multiplicar ambos miembros de esta igualdad por &, Galileo obtiene:
m-HG?* =m-HE* — 1 - HF?

El primer miembro de esta igualdad representa el area del circulo rayado; el segundo
es la diferencia de las areas de los circulos de radio HE y HF; y, por consiguiente,
representa el drea de la corona circular rayada. Anota este hallazgo de Galileo:

El 4rea de la circunferencia, con centro en H y radio HG, es igual al area
de la corona circular con centro en H y radios HF y HE.

Ahora, Galileo hace que H tienda a B. ;Qué sucedera entonces? La circunferencia se
convierte en un punto y la corona se reduce a la circunferencia de radio BC. jLuego, un
punto es igual en 4rea a una circunferencia!

—iLa circunferencia es un punto! —exclamoé Galileo, atonito—. jDios convierte un
punto en una circunferencia!

Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja de Galileo se rebela contra la opinion de que
circunferencia y punto sean opuestos. Sostiene que circunferencia y
punto son inseparables; que no hay circunferencia por un lado y punto
por otro, sino que el par circunferencia-punto es uno solo.

En el Oriente, este hecho se conocia desde hace algunos siglos: Gaudapada, el célebre
filésofo hindu del siglo VIII, habia realizado el mismo descubrimiento que Galileo.
Sucedi6 asi.

Gaudapada se qued6 a pernoctar en un bosque con su discipulo Govinda. Prendieron
el fuego y, después de una ligera cena, Gaudapada recogio del suelo una rama caida,
introdujo su punta en el carbon prendido y trazo en el aire una circunferencia.

—¢Puedes ver esta circunferencia? —pregunt6 a Govinda.

—Si—dijo Govinda—. jLa puedo ver claramente!

—iNo puedes ver claramente aquello que no existe! —exclamo Gaudapada—. jSi
prestas atencidn, verds que el tizon ardiente no trazé ninguna circunferencia! En un
instante dado, ;dirias que hay una circunferencia?

—No —dijo Govinda—, pues en un instante dado solo existe la punta del tizén
ardiente, exenta de movimiento.
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—Y en otro instante dado, ;dirias que hay una circunferencia? —preguntd Gaudapada.

—No —contestdé Govinda—, pues en cualquier instante lo unico que existe es la punta
del tizon ardiente en reposo.

—Entonces, (en qué momento dirias que se trazd la circunferencia? —gritd
Gaudapada. Y afiadi6 con calma—. jGovinda! Todas las lineas que percibes en el espacio
son imaginarias.

E hizo anotar a su discipulo la siguiente sloka:

El tizon ardiente, que se deja de agitar, esta exento de toda apariencia y
permanece sin cambio. De la misma manera, la conciencia, que se deja de
agitar por actos imaginarios, esta exenta de toda apariencia y permanece
sin cambio.

El descubrimiento de Gaudapada afirma que la circunferencia y el punto no son
opuestos, sino idénticos. jLa circunferencia y el punto son lo mismo! Donde te parece ver
una circunferencia, en realidad, solo hay un punto que se mueve, una punta de un tizén
ardiente.

El mensaje de Gaudapada es el mismo que el de la paradoja de Galileo: Ia
circunferencia es solo un punto, porque la punta de un tizén agitado dibuja una
circunferencia. Galileo tiene razon:

La circunferencia y el punto son amigos entrafiables. El par
circunferencia-punto es uno solo.

La paradoja de Galileo te invita a conocerte sin actos imaginarios. Te invita a
descubrir como eres cuando permaneces sin cambio.
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El copo de nieve

Un dia del ano 1900, Helge von Koch le dijo a un colega:
—iYa sé como Dios crea el mundo! El no lo hizo en seis, dias ni descanso el séptimo;

ilo esta creando en este mismo instante, mientras le estoy hablando! El lo crea aqui y
ahora, y solo descansa cuando me voy a dormir.

—¢Como es eso? —exclamo el colega, muy extrafiado.

—Se lo puedo explicar con el ejemplo del copo de nieve.

—iLe quedaré muy agradecido!

Y Koch le dio a su colega la siguiente explicacion. Ayudale a realizarla, por favor

Para construir un copo de nieve, Koch procedi6 de la siguiente manera.

* Parti6 de un tridngulo equilatero de lado 3a.

* Sobre el tercio central de cada lado construyo, hacia el exterior, un tridngulo
equilétero de lado a, y elimind la base de esos nuevos triangulos (que son 3).
Sobre cada lado de longitud a de la nueva figura construyo, hacia el exterior y
tomando como base el tercio central, un triangulo equilatero de lado %, y elimin6

las bases de todos esos nuevos triangulos (su numero es 12).
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* Sobre el tercio central de cada lado de la figura resultante, construyd un tridngulo
equilatero de lado g, y elimind las bases de todos esos nuevos triangulos (su nimero
es 48).

(Cuales son los perimetros de estos poligonos sucesivos? El primero mide 9a, el
segundo 12a, el tercero 16a, etc. ;A donde tienden los perimetros de estos poligonos? jAl

infinito!, pues forman una progresion aritmética cuya razon, de 7> €s mayor a 1.

Ahora veamos, dice Koch, cudles son las areas de estos poligonos. El area del triangulo
original es

V3 93
A] =T (3(1)2 =T a?

En la segunda etapa se afiadieron 3 tridngulos, y su aporte fue el siguiente:

A2=3-£0L2=£0L2
4 4

En la tercera etapa se anadieron 12 triangulos. Su area puede ser calculada de esta
manera:

A3=12-‘/§(ﬁ)2=E a2

3 4

La cuarta etapa afiadi6 48 tridngulos:

ag=48- L (8) =48 o2

9 27
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La suma de todas las areas sera, entonces, ésta:

A=28g2 ¢3B 2 B 2 05

az + ces
4 4 3 27

Al excluir el primer sumando, jse trata de una progresion geométrica! Como su razoén
4 ) .
es 5, su suma arriba a lo siguiente:

%a2+(3‘/— 2+\/— 2+4\/— 2

" a+--)=

W3 5, 33 5 43

Tt e (1+5+() +(5) +

N3 2y 332 1 N3 o2 9 38 218 700
e —5\/§a

(En qué proporcion esta esta area con la del triangulo original? Calculala:

ﬂz_g
- a

Esta es la respuesta de Koch:

El copo de nieve es una curva continua (aunque no diferenciable). Su
. e . . . 8 .
longitud es infinita, sin embargo, su area es finita e igual a s del area del
triangulo original.

De este modo Koch nos ha presentado una curva mas larga que la distancia de la Tierra
a la estrella mas lejana. ;Sin embargo, su grafica cabe en un sello de correos!

—Dios nunca se detiene —concluyd Koch—. Ni en la tercera etapa de la creacion del
copo, ni en la décima, ni en la millonésima. jEl copo es una vibracion infinita! El rio de
la vida nunca se estanca. Cuando se presenta una hipotesis sobre algo, lo paralizamos
mentalmente; pero el rio de la vida sigue fluyendo. jLa creacion del mundo es aqui y
ahora!

Para crear una figura tan pequeiia como la de un copo de nieve, Dios genera una
sucesion infinita de lineas quebradas, obteniendo una curva de area finita, pero de
longitud infinita. Anota el sorprendente descubrimiento de Koch:

El copo de nieve se rebela contra la opinion de que lo finito y lo
infinito sean opuestos. Sostiene que lo finito y lo infinito son
inseparables, que no hay un concepto de lo finito y otro de lo infinito,
sino que el par finito-infinito es uno solo.

Rumi, el famoso poeta sufi, dice:

jPerderias la razon si conocieras el reino de Dios! De la vifia, solo un
racimo de uva llega a la ciudad; porque la vifia no puede trasladarse a ella.
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iSobre todo si la viia es el jardin del Amado! Este universo no es mas que
una corteza.

Tu Ser Infinito no puede trasladarse a tu cuerpo finito. jTu tienes que salir a buscarlo!
El copo de nieve de Helge von Koch te invita a conocer lo infinito.
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La apuesta del duque de Toscana

El duque de Toscana era un jugador empedernido. Mas que nada le gustaba jugar
dados, y todas las noches apostaba con sus amigos.

Un dia el obispo de Toscana le encontro en la calle y le dijo:

—iNo esté bien, duque! Usted juega a los dados, y, como eso es pecado a los ojos de
Dios, después de la muerte ira directo al infierno.

—iImposible, Eminencia! —exclamo6 el duque—. Dios es bueno y no puede haber
creado ningun infierno; ;coOmo se podria ir a una parte que no existe? Si desea usted
convencerse, en este momento lancemos tres dados. Si los tres nimeros suman 9, el
infierno existe; pero si suman 10, el infierno no existe. Si suman cualquier otro numero,
no lo tomaremos en cuenta y volveremos a lanzar. Le estoy proponiendo una apuesta muy
justa, pues tanto el 9, como el 10 tienen el mismo nimero de chances: 6. Mire usted!

Y enumero los chances del numero 9 y del nimero 10:

1+42+6=9 1+3+6=10
1+3+5=9 1+4+5=10
1+4+4=9 2+2+6=10
2+2+5=9 2+3+5=10
2+3+4=9 2+4+4=10
3+3+3=9 3+3+4=10

—iDe modo que estamos en igualdad de condiciones! —afirmd. —;Qué dice?

—iDe acuerdo! —dijo el obispo. —jComo tengo la razon, estoy seguro que Dios me
hara ganar la apuesta!

El duque saco del bolsillo tres dados, uno blanco, uno amarillo y uno rojo, y los lanzo.
Los dados cayeron sobre el empedrado. jSalieron los nimeros 3, 3 y 4, que suman 10!
iEl duque gand la apuesta!

—iSus dados deben estar cargados! —grit6 el obispo y se alejo refunfufando.
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Sin embargo, nunca mas volvio a molestar a su incoémodo rival.

De noche el duque cont6 el incidente a sus amigos.

—iMis dados no estan cargados! —les asegur6—. Pero desde hace mucho tiempo he
observado que en tres lanzamientos simultdneos de dados el 10 aparece mas veces que el
9. A pesar de que ambos tienen 6 posibilidades de salir, el 10 sale con més frecuencia que
el 9. jAlguien de ustedes me puede explicar este hecho?

Pero los amigos no tenian ninguna idea al respecto. El duque fue, entonces, a visitar a
Gerolamo Cardano, quien penso en el problema durante varios dias, pero no encontrd
ninguna respuesta satisfactoria.

50 afos mas tarde, en el afio 1610, Galileo Galilei se enterd del problema y exclamo:

—iYo sé por qué el 10 sale mas veces que el 9!

Y dio la siguiente explicacion. ;Le ayudas?

A Galileo se le ocurre la siguiente idea: escribir todos los posibles resultados del
lanzamiento de tres dados en forma de tripletas. Por ejemplo, la tripleta (3,6,4) significara
que en el dado blanco sali6 el 3, en el dado amarillo el 6, y en el rojo el 4. De esta manera
puedes anotar todos los eventos que pueden ocurrir:

(1,1,1) (1,1,2) (1,1,3) (1,1,4) (1,1,5) (1,1,6)
(1,2,1) (1,2,2) (1,2,3) (1,2,4) (1,2,5) (1,2,6)
(1,3,1) (1,3,2) (1,3,3) (1,3,4) (1,3,5) (1,3,6)
(1,4,1) (1,4,2) (1,4,3) (1,4,4) (1,4,5) (1,4,6)
(1,5,1) (1,5,2) (1,5,3) (1,5,4) (1,5,5) (1,5,6)
(1,6,1) (1,6,2) (1,6,3) (1,6,4) (1,6,5) (1,6,6)
(2,1,1) (2,1,2) (2,1,3) (2,1,4) (2,1,5) (2,1,6)
(2,2,1) (2,2,2) (2,2,3) (2,2,4) (2,2,5) (2,2,6)
(2,3,1) (2,3,2) (2,3,3) (2,3,4) (2,3,5) (2,3,6)
(2,4,1) (2,4,2) (2,4,3) (2,4,4) (2,4,5) (2,4,6)
(2,5,1) (2,5,2) (2,5,3) (2,5,4) (2,5,5) (2,5,6)
(2,6,1) (2,6,2) (2,6,3) (2,6,4) (2,6,5) (2,6,6)
(3,1,1) (3,1,2) (3,1,3) (3,1,4) (3,1,5) (3,1,6)
(3,2,1) (3,2,2) (3,2,3) (3,2,4) (3,2,5) (3,2,6)
(3,3,1) (3,3,2) (3,3.3) (3,3,4) (3,3,5) (3,3,6)
(3,4,1) (3,4,2) (3,4,3) (3,4,4) (3,4,5) (3,4,6)
(3,5,1) (3,5,2) (3,5,3) (3,5,4) (3,5,5) (3,5,6)
(3,6,1) (3,6,2) (3,6,3) (3,6,4) (3,6,5) (3,6,6)
(4,1,1) (4,1,2) (4,1,3) (4,1,4) (4,1,5) (4,1,6)
(4,2,1) (4,2,2) (4,2,3) (4,2,4) (4,2,5) (4,2,6)
(4,3,1) (4,3,2) (4,3,3) (4,3,4) (4,3,5) (4,3,6)
(4,4,1) (4,4,2) (4,4,3) (4,4,4) (4,4,5) (4,4,6)
(4,5,1) (4,5,2) (4,5,3) (4,5,4) (4,5,5) (4,5,6)
(4,6,1) (4,6,2) (4,6,3) (4,6,4) (4,6,5) (4,6,6)
(5,1,1) (5,1,2) (51,3) (5,1,4) (5,1,5) (5,1,6)
(5,2,1) (5,2,2) (5,2,3) (5,2,4) (5,2,5) (5,2,6)
(5,3,1) (5,3,2) (5,3,3) (5,3,4) (5,3,5) (5,3,6)
(5,4,1) (5,4,2) (5,4,3) (5,4,4) (5,4,5) (5,4,6)
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(5,5,1) (5,5,2) (5,5,3) (5,5,4) (5,5,5) (5,5,6)
(5,6,1) (5,6,2) (5,6,3) (5,6,4) (5,6,5) (5,6,6)
(6,1,1) (6,1,2) (6,1,3) (6,1,4) (6,1,5) (6,1,6)
(6,2,1) (6,2,2) (6,2,3) (6,2,4) (6,2,5) (6,2,6)
(6,3,1) (6,3,2) (6,3,3) (6,3,4) (6,3,5) (6,3,6)
(6,4,1) (6,4,2) (6,4,3) (6,4,4) (6,4,5) (6,4,6)
(6,5,1) (6,5,2) (6,5,3) (6,5,4) (6,5,5) (6,5,6)
(6,6,1) (6,6,2) (6,6,3) (6,6,4) (6,6,5) (6,6,6)

Como puedes ver, existen 216 posibles resultados del lanzamiento de los tres dados.
Esto es asi porque cada uno puede arrojar 6 resultados diferentes, y 63 = 216. Ahora
anota aquellas tripletas en las que la suma de los tres nimeros es igual a 10. Son éstas:

(1;3;6); (1;4;5); (1J6P3)5

(2,2,6),(2,3,5),(2,44),(2,5,3),(2,6,2),
(3,1,6),(3,2,5),(3,3,4),(3,4,3),(3,5,2),(3,6,1),
(41,5),(4,2,4),(4,3,3),(4,2,2),(4,5,1),
(5,1,4),(5,2,3),(53,2),(54,1),

(6,1,3),(6,2,2),(6,3,1).

iSon 27! En seguida indica las tripletas en las que la suma de los tres numeros es igual
a 9. Son las siguientes:

(1,2,6),(1,3,5),(1,4,4),(1,5,3),(1,6,2),
(2,1,6),(2,2,5),(2,3,4),(2,4,3),(2,5,2),(2,6,1),
(3,1,5),(3,2,4),(3,3,3),(3,4,2),(3,51),
(4,1,4),(4,2,3),(4,3,2),(4,4,1),

(51,3),(52,2),(5,3,1),

(6,1,2),(6,2,1).

iSon solo 25! ;Qué parte de las posibilidades forma el 10? Claro que si:

27

—=0.125=12.5%

216

LY qué parte de las posibilidades forma el 9? Por supuesto:

216

5
=0.1157 = 11.57%

El 10 y el 9 no tienen las mismas probabilidades de ser obtenidos: jel 10 tiene mas
posibilidades que el 9! Y esto explica perfectamente lo que habia observado el duque de
Toscana. A Galileo se le ocurrid, entonces, definir del siguiente modo los dos conceptos
basicos de la futura Teoria de Probabilidades:
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Espacio muestral
El espacio muestral de un juego de azar es el conjunto de todos los
eventos posibles que pueden producirse como resultado del juego.

Probabilidad de un suceso
Un suceso es un conjunto de eventos llamados favorables. La
probabilidad de un suceso se calcula dividiendo el nimero de eventos
favorables entre el numero total de los eventos del espacio muestral:

nimero de eventos favorables

namero total de eventos

jEstas son las definiciones que utilizamos para el célculo de las probabilidades hasta
el dia de hoy! Anota la respuesta al problema, del duque de Toscana, que dio Galileo:

En la apuesta del duque de Toscana con el obispo, el infierno tiene la
probabilidad de % = 11.57% de existir, y la probabilidad de % =12.5%
de no existir.

Gracias a este incidente, Galileo se intereso6 por los juegos de azar y mas tarde escribio
un folleto titulado Sopra le scopere del dadi (Descubrimientos sobre los juegos de dados),
que fue publicado en el afio 1718.

La apuesta del duque de Toscana, ademas de demostrar que el infierno no existe,
enriquecio a la Matematica con el concepto de la probabilidad.

De esta manera, se demostré que el ganar y el perder no son tan diferentes como
soliamos creer. Ingenuamente suponiamos que el 9 y el 10 tienen las mismas
oportunidades de ganar y de perder en el juego del lanzamiento de tres dados, es decir,
que ninguno gana ni pierde respecto del otro. Sin embargo, como descubrié Galileo, el 9
no tiene las mismas oportunidades que el 10, pues sus chances son menores. Es decir, en
el juego del lanzamiento de tres dados el 9 pierde y el 10 gana.

Siempre que alguien gana, alglin otro pierde, y siempre que alguien pierde, algiin otro
gana. jNo puede haber un ganador, sin que haya un perdedor, y no puede haber un
perdedor, sin que haya un ganador! Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja del duque de Toscana se rebela contra la opinion de
que ganar y perder sean opuestos. Sostiene que ganar y perder son
inseparables, que no hay un concepto de ganar y otro de perder, sino
que el par ganar-perder es uno solo.

La historia de Ali, el yerno de Mahoma, nos entrega el mismo mensaje.

En una batalla, Ali hizo pedazos la espada de un guerrero enemigo. Este se quedd
impotente, esperando ser abatido, pero al mismo tiempo gritando en su furia:

—iDame tu espada y te destruiré!

Ali le dio su propia espada, quedandose ¢l mismo sin ningun medio de defensa.
Su enemigo, cuando se hubo recobrado de su sorpresa, pregunto:

—Como puedes dar tu Ginica espada, en medio de una batalla, al hombre que te
odia y esta tratando de destruirte?

Ali dijo:

—Forma parte de la tradicion familiar que nadie nos pida nada en vano.
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Sobra decir que el enemigo rehus6 matar a un hombre como Ali.

El mensaje de esta historia es el mismo que el de la paradoja del duque de
Toscana: ganar y perder son lo mismo. Cualquier persona creeria que, al entregar
su espada al enemigo, Ali iba a perder la batalla y la vida. {Sin embargo, Ali fue el
ganador! No solamente conservd la vida: se gano la admiracion y la reverencia de
su propio enemigo.

Queda demostrado:
Ganar y perder son amigos entrafiables. El par ganar-perder es uno solo.

Y la paradoja del duque de Toscana te ayudd a comprenderlo.
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La paradoja del cumpleafios

En una conferencia Andrei Kolmogorov explicaba a los asistentes el concepto de
evento probable. Con este proposito les hizo la siguiente pregunta:

—Cuantas personas se necesita reunir en una fiesta, para que dos de ellas coincidan
en el dia de su cumpleafios con una probabilidad mayor del 50%?

—Hay que reunir a 366 personas —respondieron los presentes—. Asi estaremos
seguros que, como el afio tiene 365 dias, al menos dos de las personas tendran que
coincidir en el dia de sus cumpleafios.

—iNo es asi! —dijo Kolmogorov—. La respuesta correcta es 23 personas. jSolo hay
que reunir a 23 personas, y la probabilidad de que dos de ellas coincidan en el dia de su
cumpleafios serd mayor al 50%! Ustedes estdn pensando en un evento seguro, pero yo les
estoy preguntando sobre un evento probable, el que ocurre con una probabilidad mayor
del 50%.

—¢Solo 23 personas? —se sorprendieron los asistentes—. jNo puede ser!

Y Kolmogorov dio la siguiente explicacion. Ayudale a realizarla, por favor

Primero resuelve el problema para un tamafio muestral pequefio, iguala 1,2,3 y4,y
luego generalizaras el resultado.

Paran = 1 tenemos en la fiesta una sola persona. En este caso la probabilidad
de coincidir con otra persona, en el dia del cumpleaios, es cero, dado que la otra

persona no existe. Andtalo: P; = 0.

Para n = 2, en la fiesta hay dos personas. Determina el espacio muestral para este
caso:

72



(1,1),(1,2),(1,2), ...,(1,365),(2,1),
(2,2),(2,3), ...,(2,365),

Z (3.1), (3.2),(3,3), ... (3,365), ...
(365,1), (365,2), ..., (365,365)
Ya lo sabes:
10| = 3652

Los casos favorables son los siguientes:
{(1,1),(2,2),(3,3), ..., (365,365)}

Su nimero es 365. Por lo tanto:

_ 365 _ 1 _ 0
2= 3657 T35 = 0:27%

Para n = 3 en la fiesta hay tres personas. Determina el espacio muestral para este
caso:

(1I1I1)I (11112)1 (11113)1 ey (1111365)1
(1I2I1)I (11212)1 (11213) LY (1121365)1 l

0 (1,3,1), (1,3,2), (1,3,3), ... (1,3,365), ...
(365,365,1), (365,365,1), ..., (365,365,365) )

Es decir:

Q| = 3653

En este caso, en vez de calcular los casos favorables, es mas sencillo calcular los casos
no favorables. Es decir, en vez de calcular la probabilidad de que las fechas del
cumpleafios de al menos dos de las personas coincidan, es mas facil calcular la
probabilidad del suceso de que todas las personas cumplan afios en fechas diferentes. De
esta forma obtienes:

365-364-363 _ 364-363
3653 3652

1-P;=

Por lo tanto:

364-363
3652

=1 = 0.82%

Realiza el célculo para n = 4. En este caso en la fiesta hay cuatro personas. Siguiendo
el mismo método de razonamiento, obtendras que:

Q| = 365*
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Y, que:

365:364:363:362 _364-363-362
3654 T 3653

1-P =

Por lo tanto:

364-363-362
P4 =1- T = 082%
iComo era de esperar, la probabilidad crece junto con el nimero de las personas en la
fiesta!
Ya puedes comprobar si la estimacion de Kolmogorov de 23 personas es correcta.
Calcula la probabilidad de que, si en la fiesta hay 22 personas, dos de ellas coincidan en
el dia de su cumpleafios. En ese caso:

365!

_ 365t .
36522-(365-22)! 47.57%

Prp=1-
Ahora, calcula la probabilidad que, si en la fiesta hay 23 personas, dos de ellas
coincidan en el dia de su cumpleafos:

365!
36523 - (365 — 23)!

Py=1 =50.73%

jKolmogorov tiene razon!

La cantidad necesaria de invitados para tener una probabilidad mayor a
50% de que dos de ellos cumplan afios el mismo dia, es menor de lo que
comunmente se piensa. jHace falta tan solo 23 invitados!

—Como pueden ver —dijo Kolmogorov—, solo hacen falta 23 invitados para que dos
de ellos coincidan en el dia de su cumpleafios con una probabilidad mayor del 50%.
jUstedes acaban de comprender qué es un evento probable en contraste con un evento
seguro!

Anota este interesante hecho:

La paradoja del cumpleafios se rebela contra la opinion de que lo
probable y lo seguro sean opuestos. Sostiene que lo probable y lo seguro
son inseparables, que no hay como comprender qué es lo probable sin
contrastarlo con lo seguro, y viceversa. ;El par probable-seguro es uno
solo!

Muchas veces un evento que consideramos poco probable, e incluso imposible, resulta
ser seguro. Asi lo sostiene la leyenda judia de Rubén y Penina:

Cuando la reina de Saba estuvo en Jerusalén, el rey Salomon no se cansaba de
hablarle de los prodigios de Dios. Un dia, el rey Salomén estaba explicdndole que
Dios disponia los matrimonios en el Cielo, aunque le resultaba muy dificil hacer
parejas.

—NMe creo todo lo que me has contado sobre ese Dios tuyo, tan grande y
maravilloso —le interrumpi6 la reina—, pero esto no lo entiendo. ;Coémo es posible
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que disponga matrimonios en el Cielo? Con tu permiso, me gustaria poner esta
cuestion a prueba.

—De acuerdo —dijo Salomon—. ;Como lo haremos?

—Te propongo que vayamos a dar una vuelta por las calles de Jerusalén, —dijo
la reina—, donde yo elegiré una muchacha soltera que enviaras a una isla desierta.
En cuanto llegue, debera vivir prisionera en la copa de un gran arbol. Alli estara
totalmente aislada. Pienso que esto puede constituir una forma justa de demostrar
si tu Dios puede encontrarle pareja o no.

El rey Salomoén accedid, y salieron juntos en busca de la muchacha adecuada.
Las calles estaban abarrotadas de gente y tuvieron que abrirse paso a empellones
entre la muchedumbre. Dejando atras el bullicioso mercado, la reina divisé a una
preciosa muchacha que estaba sacando agua de un pozo, y dijo:

—ijAquélla es la joven! jQuiero saber como se las va a arreglar tu Dios para
encontrarle pareja alli!

La joven, que se llamaba Penina, se sintié profundamente turbada cuando
reconocio al rey Salomoén y a la reina de Saba. Sin embargo, sabia perfectamente
que era inutil tratar de protestar y tom6 inmediatamente la resolucion de ponerle al
mal tiempo buena cara.

Ellos llevaron a la infeliz muchacha a una lejana isla, completamente alejada del
contacto humano. Alli habia un bosque en el que crecia un arbol muy hermoso y
muy viejo. Excavaron en su tronco un minusculo recinto, en el que podria vivir, y
le dejaron un telar y unos instrumentos musicales para que se distrajera. Penina
llend sus solitarios dias, dedicandose a tejer una maravillosa tela, a cantar dulces
canciones y a tocar los instrumentos. Como el rey Salomén conocia el lenguaje de
los pajaros, le confio a un faisan magico que la custodiara y le procurara todo lo
que la muchacha necesitara.

En aquellos dias cierto barco navegaba cerca de la isla. Mientras el capitan
descansaba en su camarote, su hijo Rubén llevaba el timén. Al principio todo iba
bien, pero se levantd una violenta tempestad, el viento hincho las velas y las olas
enfurecidas zarandearon al barco. Una enorme ola vino a estrellarse contra la
cubierta, arrojando al agua a Rubén y a varios marineros. Por suerte, Rubén
consiguid asirse en una tabla que flotaba por ahi cerca. Se agarrdé a ella
desesperadamente, hasta que la marea lo arrastrd hasta las costas de una isla, a
muchas millas de la nave de su padre.

Cuando paso el temporal, el capitan se quedd varios dias surcando el mar en
busca de sobrevivientes y, sobre todo, de su amado hijo. Al final, abandono la
busqueda y siguid su camino.

La isla era pequefia. Un dia, que Rubén iba en busca de comida, hallé un gran
arbol que sobresalia por encima de todos los demas. Al verlo, intentd encontrar la
forma de trepar en €l para coger sus frutos, cuando por encima de su cabeza vio que
un faisan volaba en circulos con una cesta en el pico. El pajaro se poso sobre una
rama y paso cuidadosamente la cesta a través de una ventanita abierta en la corteza
del arbol.

Rubén decidi6o averiguar quién estaba escondido en el arbol. Trep6 hasta el
ventanuco, y se quedod asombrado cuando descubrié a una preciosa joven que lo
miraba.

Rubén la llamd. Penina se asusto6 al oir el sonido de una voz humana.

—¢Quién esta ahi? —pregunto ella timidamente.

—Cai al agua desde un barco durante un temporal y vine a parar a esta isla. Pero,
[quién eres ti? —preguntd Rubén.
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Entonces Penina le contd su triste historia; Rubén no podia dar crédito a sus
oidos. Se instald en una rama cerca de la ventana desde la cual los dos jovenes
podian verse. Estuvieron conversando toda la noche y, para entonces, ninguno de
los dos dudaba del amor que se profesaban y de las muchas cosas que tenian en
comun.

Al dia siguiente, cuando lleg6 el faisan con la racion de comida diaria para
Penina, descubrié a Rubén junto a ella en el cuartito y vol6 a dar la noticia al rey
Salomoén. Este qued6 encantado al oirlo. Orden6 al faisdn que llevara suficiente
comida para los dos jovenes, y les envid los mejores manjares de la cocina real.

El amor de los dos jovenes crecid y decidieron casarse. Al cabo de un afio, la
pareja tuvo una preciosa nifia.

Poco después de este feliz acontecimiento, iba a celebrarse la boda del hijo del
rey Salomoén y se enviaron invitaciones a las familias reales y a los notables del
reino. Como era de suponerse, la reina de Saba también estaba invitada. El rey
decidi6 aprovechar la ocasion para poner fin al solitario exilio de Penina y Rubén,
y envid un barco para que los trajera a la boda real.

Fue, sin duda, la mas feliz y alegre de las celebraciones.

En cuanto a la reina de Saba, fue testigo de que, a pesar de todos los obstaculos,
Dios habia reunido a Penina con el hombre con el que estaba destinada a casarse.
Era la prueba de que todos los matrimonios se conciertan en el Cielo y la reina
nunca volvio a dudar de la palabra del rey Salomoén.

Aunque el evento de encontrar pareja para una criatura encerrada en una isla parece
casi imposible, jDios lo puede hacer! La probabilidad de ese evento es 1, porque Dios es
la Totalidad de la Existencia y en la Totalidad no puede haber omision. La Totalidad es
completa y perfecta, ;de qué probabilidad se puede hablar alli?

Y es lo que afirma la paradoja del cumpleafios:

No hay como comprender qué es lo probable sin contrastarlo con lo
seguro, y no hay como comprender qué es lo seguro sin contrastarlo con lo
probable. jEl par probable-seguro es uno solo!

Todas las palabras son creadas en parejas. Por esta razon cada una se entiende

unicamente en contraste con su compaiiera. Y ello significa que las parejas no son
opuestas, sino complementarias, amigas, amantes.
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Dios es la coincidencia de los opuestos

Una maiiana Nicolds de Cusa exclamo:

—Ahora comprendo: jDios es la coincidencia de los opuestos! Los opuestos, que
nosotros consideramos totalmente separados e irreconciliables, son para El aspectos
complementarios de una y la misma realidad.

Y revelo su descubrimiento al monje con quien vivia en la misma celda. Este le dijo:

—iNo puedo creerlo! ;Todos los opuestos son lo mismo para Dios?

—Si —replico Nicolds de Cusa—. Y te puedo dar un ejemplo.

Ayudale a realizarlo, por favor

Nicolas de Cusa trazd un arco de radio R.

2R
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—Seguramente, estaras de acuerdo —dijo al compafiero—, que esta
semicircunferencia mide nR.

—Estoy totalmente de acuerdo —respondi6 el monje.

Nicolas de Cusa subdividié en dos partes iguales cada radio y, con el nuevo radio,
traz6 dos semicircunferencias pequefias:

2R

—Puedes ver que, las dos semicircunferencias pequefias juntas, de nuevo miden mR?
—pregunto.
’ . . R
—iLo veo claramente! —exclamé el monje—. Porque cada una de ellas mide oy

su suma mide R:
R R
n—+m—=mnR
2 2

Nicolas de Cusa, una vez mas, subdividié en dos partes iguales cada radio anterior, y
con el nuevo radio traz6 cuatro semicircunferencias pequefas:
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—Puedes ver que, juntas, las cuatro semicircunferencias pequefias nuevamente miden
TR —pregunto.
—iMe cuesta creerlo, pero lo veo nitidamente! —exclamo el monje.— Cada una de
.. . . R .
las cuatro semicircunferencias mide m - Y susuma mide tR:

R R R R
m-+n—+n—-+m—-=mR
4 4 4 4

—Es evidente —concluyé Nicolas de Cusa—, que puedo continuar indefinidamente
el proceso de duplicar el nimero de semicircunferencias, al dividir sus diametros para
dos. Asi obtendré una sucesion de curvas C1,C2,C3,C4,..., consistente de
semicircunferencias, cuya suma de longitudes sera siempre igual a la longitud de la
semicircunferencia grande, es decir, a R.

El monje estaba en silencio.

—iYa veo lo que ello significal —exclamo6 de pronto—. Que, al final de cuentas, la
curva limite estard constituida de circunferencias infinitamente pequefias y no sera
posible distinguirla del segmento AB que es su didmetro. jLo redondo se convirtié en lo
recto!

—iAsi es! —asintio Nicolds de Cusa—. También el valor del nimero = se hizo igual
a 2, pues la longitud de la semicircunferencia es mR y la longitud del diametro es 2R:

nR = 2R
Al dividir esta igualdad para R, obtenemos que:
=2

—ilIncreible! —exclamo el monje—. jEn el infinito, lo curvo se convierte en lo recto,
la semicircunferencia en el didmetro, y 3.14 en 2!

—Por eso te dije que Dios es la coincidencia de los opuestos —dijo Nicolas de Cusa—
. Lo que a nosotros nos parece opuesto ¢ irreconciliable, para El, es lo mismo.

Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja de Nicolas de Cusa se rebela contra la opinion de que la
semicircunferencia y el diAmetro sean opuestos. Sostiene que la
semicircunferencia y el diametro son inseparables, que no hay un
concepto de semicircunferencia y otro de diametro, sino que el par
semicircunferencia-diametro es uno solo.

Lao Tse manifiesta la misma comprension en el siguiente poema:

(Hay diferencia entre el si y el no?

(Hay diferencia entre el bien y el mal?

(Debo temer lo que los hombres temen? jQue desatino!
Tener y no tener nacen juntos,

Dificil y facil se complementan,

Entre largo y corto hay contraste,

Alto y bajo uno a otro se apoyan,

El frente y el dorso se siguen.

79



iTodo es creado en pares! Y ello significa que los pares no son opuestos, sino
complementarios, amigos, amantes.

Los opuestos coinciden para aquel que comprendio, pues los opuestos coinciden para
Dios.

80



24

El asno de Buridan

Juan Buridan, el insigne filésofo francés del siglo XIV, le dijo a un abogado que
luchaba por la justicia:

—Dices que la justicia consiste en la igualdad de derechos. jPero, la igualdad esta
muerta! Para actuar, necesitamos un poco de desigualdad, de preferencia. ;Qué dirias de
un asno que tuviese ante si, y exactamente a la misma distancia, dos haces de heno
idénticos? ;Crees que manifestaria preferencia por uno mas que por otro?

—iNo lo creo! —replico el abogado—. Tal asno no tendria ningin motivo para
escoger el haz de la izquierda antes que el haz de la derecha. jDe no haber una preferencia,
no puede haber eleccion!

—iExactamente! —dijo Buriddn—. El asno del que estamos hablando no manifestaria
ninguna preferencia y, por tanto, moriria de hambre. {Como dice el refran, moriria de sed
junto a la fuente! Asi que la motivacion es vital y la motivacion solo se produce por las
diferencias, es decir, por las desigualdades. ;Por qué, pues, quieres luchar por
eliminarlas?

Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja del asno de Buridan se rebela contra la opinion de que
igual y desigual sean opuestos. Sostiene que igual y desigual son
idénticos, que no hay igual, por un lado, y desigual, por otro; sino que el
par igual-desigual es uno solo.

Tus preferencias te hacen vivo, pues te hacen desear actuar en la vida. ;Sin deseos
estarias muerto!

El cuento jasidico, Caminando en la cuerda floja, nos entrega el mismo mensaje.
Cuenta que habia dos amigos del rey y ambos fueron declarados culpables de un crimen.
Como les amaba a ambos, el rey deseaba ser magnanimo con ellos, pero no podia
absolverlos, pues ni siquiera la palabra de un rey puede contravenir la ley.
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Entonces pronuncié este veredicto:

Se extendera una cuerda floja por encima de un profundo precipicio y,
uno tras otro, los dos deberan cruzarlo. Al que llegue al otro lado, se le

perdonara la vida.

Se hizo la voluntad del rey. El primero de los amigos alcanzo6 el otro lado.

El otro, aun parado en el mismo lugar, grit6 al primero:

—Dime, amigo, ;coémo lograste cruzar?

El primero le contesto:

—Solo sé una cosa: en cuanto sentia que me tambaleaba hacia un lado, me inclinaba
hacia el lado opuesto.

La existencia es paraddjica, la paradoja es su esencia misma. Se manifiesta a través de
los opuestos, es un equilibrio de opuestos. Buridan tiene razon:

Igual y desigual son idénticos; el par igual-desigual es uno solo.

Y la paradoja del asno de Buridan te ayudé a comprenderlo.
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El engafioso término medio

En una conversacion, con un defensor de los métodos estadisticos de investigacion,
Martin Gardner ofrecio el siguiente ejemplo:

La direccion de una empresa esta a cargo de sefior Artilugio, su hermano y seis
parientes. La fuerza laboral consiste en cinco encargados y diez operarios. Los
negocios van bien, y la fabrica precisa un operario mas.

El sefior Artilugio estd entrevistando a Félix, candidato al puesto.

—Aqui pagamos muy bien —dice el sefior Artilugio—. El salario medio es de
60000 pesetas semanales. Durante el periodo de formacioén solo cobrard usted
15000, pero pronto le subiremos el sueldo.

Al cabo de unos cuantos dias, Félix quiso ver al jefe.

—iMe ha engafiado usted! He hablado con los otros operarios y ninguno gana
mas de 20000 pesetas a la semana. ;Como puede ser de 60000 pesetas el salario
medio?

—iHe aqui la nomina! —dice el sefior Artilugio—. Yo gano 480000; mi
hermano, 200000; mis seis parientes reciben 50000 cada uno; los cinco capataces,
40000, y los diez operarios, 20000 cada uno. El total semanal es de 1°380000
pesetas para 23 personas. {Me equivoco?

—No —dice Félix—, el salario medio, en efecto, es de 60000 pesetas, pues:

1380000 + 23 = 60000 pst.

jPero, aun asi, usted me ha enganado!
—Bueno, hubiera podido hablarle no de la media, sino de la mediana.
—¢Que es eso?
—Es el salario que ocupa el lugar central en la ndmina. Mire usted su
descripcion en miles de pesetas:
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—¢Qué salario ocupa el lugar central? jEl de 40000 pesetas!

—Y qué papel juegan aqui las 20000 pesetas?

—Eso se llama moda. Es el salario que estd mas de moda en la empresa. jEs el
ganado por el maximo nimero de personas!

—Como puede ver —concluyd Martin Gardner—, los enunciados estadisticos pueden
ser en extremo engafiosos. La palabra media puede ser util, pero cuando hay valores
extremos muy dispares, como sucede con los elevados salarios de los jefes de una
empresa, el salario medio puede crear una impresion falsa.

iEl término medio resulta ser ficticio! Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja del término medio se rebela contra la opinion de que
extremos y medios sean opuestos. Sostiene que extremos y medios son
interdependientes, que no hay extremos por un lado y medios por otro,
sino que el par extremos-medios es uno solo.

Nos contentamos con el término medio estadistico porque nos hace acuerdo de la Via
Media. Los sabios siempre nos aconsejan evitar los extremos y seguir la Via Media. Y, al
escuchar hablar del término medio estadistico, creemos que hemos alcanzado la Via

Media.
(Qué es la Via Media? Buda la descubrio6 de la siguiente manera:

Cuando Buda emprendi6 su busqueda espiritual, se dedicé a practicar
innumerables austeridades.

Un buen dia acertaron a pasar dos musicos junto al arbol, bajo el que ¢l estaba
sentado en meditacion. Uno de ellos le decia al otro:

—No tenses demasiado las cuerdas de tu citara, o se romperdn, y tampoco las
dejes demasiado flojas, 0 no produciran musica. jProcura dar con el término medio!

Aquellas palabras produjeron tal impacto en Buda que revolucionaron toda su
manera de ver la espiritualidad. Estaba convencido de que habian sido
pronunciadas para ¢l y, desde aquel instante, renunci6 a todos sus rigores y
emprendi6 un camino facil y liviano: el de la moderacion. Desde entonces su
método de acceder a la iluminacion se conoce con el nombre de Via Media.

iEl engafioso término medio te puede ayudar a encontrarla!
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Los puentes de Konigsberg

Leonhard Euler tenia trece hijos. Escribia a menudo sus articulos con un bebé en
su regazo, mientras los nifios mayores jugaban a su alrededor. Fue asi como escribio el
articulo sobre los puentes de Konigsberg.

En la ciudad de Konigsberg habia, en el siglo XVIII, siete puentes que cruzaban
el rio Pregel. Unian entre si dos islas, que habia en el rio, y a cada una de ellas con las
orillas. Los pobladores de la ciudad venian entreteniéndose por largo tiempo con este
problema:

¢ Es posible recorrer los siete puentes con un paseo continuo, sin volver
a recorrer dos veces el mismo puente?

Cuando este acertijo llamo su atencion, Euler decidi6 resolver el problema de una
vez por todas. Tomd a un nifio y lo puso en su regazo; tomo un lapiz con la mano y se
puso a escribir. Ayudale en esta dificil tarea, por favor.

Euler empieza introduciendo una notacion apropiada para el problema. Usara
letras A, B, C y D para designar las cuatro porciones de tierra que estan separadas, una
de otra, por el rio Pregel; y letras a, b, ¢, d, e, f y g, para los siete puentes que cruzan el
rio.
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De este modo, Euler puede representar, como AB, al paso de la region A a la region B
(realizado sea por el puente a o por el puente b); o como ABDC, el paso de la region A
a la region B, luego a la region D, y luego a la region C, etc. Si el caminante cruza n
puentes, la combinacion correspondiente debera contener (n+ 1) letras. Asi, se
necesitaran ocho letras para determinar el cruce sucesivo de 7 puentes.

Con esta notacion, el problema queda reducido a determinar si, a partir de las
cuatro letras, A, B, C y D, se puede formar una serie de ocho letras, en la que la
combinacion AB (o BA) aparezca 2 veces, puesto que hay 2 puentes entre las regiones A
y B. Analogamente, la combinacién AC (o CA) tendra que aparecer 2 veces, puesto que
hay 2 puentes entre las regiones A y C; mientras que las combinaciones AD, BD y CD
tendran que aparecer 1 sola vez.

—Intentemos averiguar —dice Euler al niflo—, si tedricamente es posible tal
ordenacion de letras.

A fin de encontrar la regla que gobierna la situacion, Euler considera una nica region
A, ala que conduce un Unico puente.

A

Si el caminante cruza este puente, ha de haber estado en A antes de cruzar, o ha
alcanzado A después de cruzarlo (jsolo hay estas dos posibilidades!). Asi que, segun la
notacion introducida, la letra A aparecera en la serie del cruce una sola vez.

Seguidamente, Euler considera la misma region A, a la que conducen tres puentes.
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Si el caminante cruza los tres puentes, la letra A aparecera en la expresion de este
camino dos veces, ya sea que el camino comience en A 0 no.
Abhora hay cinco puentes que conducen a la region A.

A

Si el caminante cruza los cinco puentes, la letra A aparecerd en la expresion del camino
tres veces.
Euler infiere la siguiente regla:

Regla de Euler

Si el nimero de puentes es impar, aumentamos ese nimero en una unidad
y dividimos el resultado para 2. El cociente representara el nimero de veces
que aparece la letra A en la descripcion del camino.

—iVolvamos ahora al problema de Konigsberg! —exclama Euler.

* Puesto que hay cinco puentes que conducen a la isla A, en el paseo buscado, la
letra A ha de aparecer 3 veces.

* Como hay tres puentes que conducen a la regioén B, la letra B ha de aparecer 2
veces.

* Dado que hay tres puentes que conducen a la region C, la letra C ha de aparecer
2 veces.

* Ya que hay tres puentes que conducen a la isla D, la letra D ha de aparecer 2
veces.
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Es decir, concluye Euler:

* En el paseo requerido, la letra A, ha de aparecer 3 veces, y las letras B, Cy D
han de aparecer 2 veces cada una. jEs decir, el paseo constara de 9 letras!

—iPero eso es imposible! —comenta Euler al nifio que juega en su regazo—.
jPorque el paseo debe describirse por 8 letras, y hemos obtenido 9!

El bebé se muestra completamente de acuerdo con su padre. Anota la respuesta
de Leonhard Euler:

No se puede realizar una travesia de los siete puentes de Konigsberg,
sin volver a recorrer dos veces el mismo puente.

Aunque algunos habitantes de Konigsberg opinaban que algun dia se encontraria
una manera de realizar el paseo misterioso, Euler demostré que tal hazana es
imposible. Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja de los siete puentes de Konigsberg se rebela contra la
opinion de que posible e imposible sean opuestos. Sostiene que posible e
imposible son interdependientes, que no hay posible por un lado e
imposible por otro, sino que el par posible-imposible es uno solo.

(Qué es lo posible? ;Y qué es lo imposible? Un incidente de la vida de Buda nos lo
aclara de manera diafana:

En cierta ocasion, Buda se vio amenazado de muerte por un bandido llamado
Angulimal.

—Se bueno —le dijo Buda— y ayudame a cumplir mi tltimo deseo. jCorta una
rama de ese arbol!

Con un golpe de su espada, el bandido hizo lo que pedia Buda.

—Y ahora, ;qué? —Ile preguntd a continuacion.

—Ponla de nuevo en su sitio —dijo Buda.

El bandido solt6 una carcajada.

—iDebes estar loco si piensas que alguien puede hacer semejante cosa!

—Al contrario —le dijo Buda—. Eres tu el loco al pensar que eres poderoso
porque puedes herir y destruir. jEso es cosa de nifios! El poderoso es el que sabe
crear y curar.

Euler y Buda tienen razon:

Posible e imposible son amantes, el par posible-imposible es uno solo.

Y los siete puentes de Konigsberg te ayudaron a comprenderlo.
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.Cuanto espera esperar?

George Gamow y Mervin Stern eran dos fisicos teoricos de la Universidad George
Washington. Trabajaban en el mismo edificio de la universidad, el cual contaba con 8
pisos. Gamow tenia su despacho en la segunda planta, y Stern, en la sexta. Como eran
amigos, era habitual que uno fuera a visitar al otro en su oficina, para lo cual tomaba el
ascensor.

En sus frecuentes trayectos, Gamow aprecié que, cuando llamaba al ascensor, la
mayoria de las veces este venia de una planta superior; mientras que Stern se dio cuenta
justo de lo contrario: que, al llamarlo a su planta, siempre venia de alguna inferior. Juntos,
los dos amigos decidieron buscar una explicacion de este extrafio fenomeno. Ayudales en
esta dificil tarea, por favor.

Generalmente pensamos que la probabilidad de que, al llamar al ascensor, este venga
de una planta superior o de una inferior es del 50%; decimos: o viene de arriba, o viene
de abajo. Sin embargo, esto solo se cumple, de forma aproximada, en una planta
intermedia; en el resto tiende a ocurrir justamente lo que atestiguaron Gamow y Stern.

Supdn que estas junto con Stern, en la sexta planta de ese edificio de 8 pisos, y llamas
al ascensor. Supdon también que los ascensores se mueven de forma uniforme por todo el
edificio (es decir, que no hay ningiin motivo para que estén en una planta y no en otra).
(Cual es la probabilidad de que el ascensor venga de arriba?

Como te encuentras en el piso 6, y el edificio cuenta con 8 pisos, solo bajan los
ascensores que se encuentran en los pisos 6, 7 y 8, mientras que suben los ascensores que
se hallan en los pisos 1-5.

Entonces, la probabilidad con la que el ascensor venga de una planta superior es
la siguiente:
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P(viene de arriba) = % = 37.5%

Ahora imagina que estas junto con Gamow, en la segunda planta del edificio. ;Cual es

la probabilidad de que el ascensor venga de abajo?

Como te encuentras en el piso 2, y el edificio cuenta con 8 pisos, solo suben los
ascensores que se encuentran en los pisos 1 y 2, mientras que bajan los ascensores que se

hallan en los pisos 3-7.

Entonces, la probabilidad con la que el ascensor venga de una planta inferior es la

siguiente:

P(viene de abajo) = 2 =25%

Anota tu respuesta:

La probabilidad de que al estar en el sexto piso, el ascensor venga de
arriba es de 37.5%, mientras que la probabilidad de que, estando en el
segundo piso, el ascensor venga de abajo es de 25%.

Como puedes ver, en ambos casos la probabilidad es mucho menor que el 50%. Anota
este sorprendente hallazgo:

La paradoja del ascensor se rebela contra la opinion de que esperar
y no esperar sean opuestos. Sostiene que esperar y no esperar son
interdependientes, que no hay esperar, por un lado, y no esperar, por
otro; sino que el par esperar-no esperar es uno solo.

Cuando el ascensor no llega, te molestas, pues tienes que esperar. Pero, ;por qué
esperar? ;Y cuanto esperas esperar? El cuento sufi, E/ rey y el doctor, afirma que no
necesitas esperar ni un segundo, que puedes tenerlo todo aqui y ahora.

El era un doctor, y el rey de cierto pais le llamé para que tratase su enfermedad.
El sabio doctor rehusé. Entonces el rey ordeno a los soldados que lo aprehendiesen
y lo llevasen a su presencia.

Cuando estuvieron cara a cara, el rey dijo:

—Te he traido aqui, atado de pies y manos, para que me cures, porque sufro de
una inexplicable paralisis. Si me curas, te recompensaré, si no, haré que te corten la
cabeza.

El doctor dijo:

—Trasladémonos juntos a una habitacion de la que todas las otras personas sean
excluidas.

Cuando estuvieron solos, el sabio sac6 un cuchillo y dijo:

—Ahora me tomaré la revancha por haberme tratado con tal violencia —y
avanzo hacia el rey.

Aterrorizado y sin saber qué hacer, el rey saltd y comenz6 a correr alrededor de
la sala, olvidandose de la paralisis en su ansiedad por escapar del Sufi.

Mientras llamaba a los guardias, el sufi corrio hacia una ventana y escapo.

De este modo, el rey fue curado de su paralisis.
No necesitas esperar, te dice la paradoja del ascensor y el cuento sufi. ;Ya
has esperado mas que suficiente!
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Esperar y no esperar son amigos, el par esperar-no esperar es uno solo.

Puedes bajar de las alturas de tu ego y subir al cielo en un abrir y cerrar de ojos.
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Patatas disecadas

El amigo de un empresario se quejaba de la pesada carga de su vida.

—Como tu bien sabes —Ile dijo el empresario—, en mi empresa producimos patatas
fritas con formas geométricas para los nifios. Para ello tenemos que reducir la cantidad de
agua que hay en las patatas, del 99 al 98 por ciento. ;Y el resultado es increible!

—¢Qué tiene de increible?

—Si tomas 100 kilos de patatas con 99% de agua, y la reduces al 98%, ;qué cantidad
de patatas crees que obtendras?

—iEs muy simple! —dijo el amigo—. Si en 100 kilos el agua constituia el 99%, en
unos 98 kilos constituira el 98%.

—iNada de eso! —exclamo el empresario—. De los 100 kilos de patatas solo quedaran
50 kilos.

Y, viendo el asombro de su amigo, le dio la siguiente explicacion. Ayudale a realizarla,
por favor:

Llama x a la cantidad de agua que se debe eliminar de las patatas para reducir su
humedad del 99% al 98%. Los 100 kilos de patatas contenian, al comienzo:

100 - 0.99 = 99kg de agua y, al final, tan solo: (100 — x) - 0.98kg.

La cantidad de agua que perdieron las patatas es, entonces, la diferencia entre estas dos
expresiones:

99 — (100 — x) - 0.98 = x

iResuelve esta ecuacion lineal!
Reordena los términos:

92



99 —98 + 0.98x = x
Has obtenido que:

1 =0.02x

Despeja la incognita:

x=L=50kg

0.02

Anota tu respuesta:

Si tomas 100 kilos de patatas, cuya cantidad de agua es de 99%, y la
reduces al 98%, obtendras solo 50 kilos de patatas. ;El peso de las patatas
se redujo a la mitad!

jIncreible!, ;no es asi?

—iYaveo! —exclamo el amigo—. Pero ;qué tiene que ver con las pesadas cargas que
me aquejan?

—¢No te das cuenta? —dijo el empresario—. Si reduces tu preocupacion por el
mundo, tan solo en 1%, esa pesadez se reducira a la mitad. jDiseca el mundo como yo
diseco las patatas!

La pesada carga que llevas es el mundo. Incluso cuando las personas no estan contigo,
te preocupas por ellas. jPero ellas ni siquiera se enteran de tu preocupacion! Tratas de
sostener el mundo de dia y de noche y eso es lo que produce pesadez en tu vida. Eres
como la mosca que cree que hace andar el carruaje porque se sienta sobre el timén o
zumba en las orejas de los caballos.

El mundo se mueve por si solo, no necesita que lo sostengas, el mundo se mueve por
si mismo. jPuedes dejarlo a un lado y ponerte a descansar cuando quieras!

Anota este sorprendente hallazgo:

La paradoja de las patatas disecadas se rebela contra la opinion de
que pesado y liviano sean opuestos. Sostiene que pesado y liviano son
idénticos, que no hay pesado por un lado y liviano por otro; sino que el
par pesado-liviano es uno solo.

El cuento boliviano, ;El mundo se va a caer!, nos entrega el mismo mensaje:

El Conejo vio que estaba perdido. Se le venia el mundo encima; la peor desgracia
que le podia ocurrir, la tenia a cuatro pasos. Alli, delante, estaba el Zorro, astuto y
veloz. jEl Conejo no tenia escapatoria!

Fue entonces cuando pensé que la unica salida que le quedaba era enganarlo.
Hasta ese momento, a ninglin conejo se le habia ocurrido nunca burlar a un zorro.
Parecia algo imposible.

“Si no me ocurre algo muy pronto, me va a comer”, penso.

Junto al Conejo habia una piedra. ;Si al menos pudiera ocultarse tras ella! Pero
ya era tarde, porque el Zorro lo habia visto.
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La piedra era tan alta que parecia una pared. El Conejo se acerco a ella y empezo
a empujar, como si estuviera aguantandola para que no se cayera.

Vio al Zorro més cerca y empezo a gritar:

—Zorro, Zorro, ayadame, jque se va a caer el mundo!

El Zorro se acercd. Lo tenia a su lado, lo oia respirar, veia sus dientes afilados...
jHubiera sido un suicidio escapar! Por eso insistio, como si estuviera muy apurado:

—ijAyudame a aguantar la piedra, que se va a caer el mundo!

El Zorro puso sus manos delanteras en la piedra y empujo fuertemente. jNo
queria que se le cayera el mundo encima! Entonces el Conejo aprovecho para
escapar.

—Si sueltas la piedra, te va a caer el mundo encima y te va a aplastar! —Ie gritd
ya desde lejos.

El Zorro atn esta aguantando la piedra, para que el mundo no le caiga encima.

(Qué significa liberarse de la carga del mundo? Solo comprender que no
necesitas sostener el mundo, pues este se mueve por si solo. Y es lo que afirman las
patatas disecadas y este cuento de astucia:

Pesado y liviano son idénticos, el par pesado-liviano es uno solo.

jLas paradojas nos revelan los secretos de la vida!
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El misterioso nimero 9

Para explicar a sus alumnos, el criterio de Al-Khwarizmi de divisibilidad para 9, un
profesor de matematicas les dijo:

—EI niimero 9 est4 escondido en el natalicio de cada persona.

Y sinti6 un aire de desconfianza en el aula.

—iPodemos comprobarlo ahora mismo! —afirmé—. Quiero que cada uno de ustedes
escriba la fecha de su nacimiento como un solo nimero. Por ejemplo, si naci6 el 22 de
febrero del afio 1967, escribalo como 2221967.

Todos lo hicieron.

—Abhora, reordenamos las cifras y formamos con ellas otro nimero distinto, cualquiera
que mas nos guste. Por ejemplo, 1292627. En seguida restamos el nimero menor del
mayor. En nuestro, ejemplo se produce:

2221967 — 1292627 = 929340

Cada estudiante hizo lo propio con su fecha de nacimiento.

—Sumemos todas las cifras de la diferencia —siguid diciendo el profesor—. En
nuestro ejemplo se obtiene:

9+2+9+3+4+0=27

—Y también sumemos las cifras de esta suma —sigui6 indicando—. En nuestro
ejemplo obtenemos:

2+7=9

Todos los hicieron.
—¢Qué obtuvo cada uno de ustedes? —pregunto a la clase.
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—iEl nimero 9! —exclamaron todos a coro.
—Tal y como les dije: jel nimero 9 esta escondido en el natalicio de cada uno de

nosotros! —concluyo el profesor.
Como los jovenes le pidieron que les aclarara este misterio, les ofrecio la siguiente
explicacion. Ayudale a realizarla, por favor

El matematico arabe Al-Khwarizmi habia descubierto el siguiente criterio de
divisibilidad para el nimero 9:

Teorema de Al-Khwarizmi

Un ntimero es divisible para 9 si y solamente si la suma de sus cifras se
divide para 9.

(Como lo demostrarias?
Imagina que tienes un nimero n que posee a centenas, b decenas y ¢ unidades:

n =100a +10b + ¢

Represéntalo de este modo:

n=099+1Da+0O+1)b+c=99a+9% +(a+b+0)

Los términos 99a y 9b siempre se dividen para 9, sin importar los valores de a 'y
b. Entonces, el nimero n se divide para 9 siempre y cuando el término (a + b + ¢)
se divida para 9. jPero este término representa a la suma de las cifras del nimero n!
De este modo, el criterio de Al-Khwarizmi demostro ser valido.

i Ya puedes demostrar que, si haces las operaciones que ha indicado el profesor,
siempre obtendras el nimero 9! En efecto, digamos que tu fecha de nacimiento es:

n = 100000a + 10000b + 1000c + 100d + 10e + f

Y el numero desordenado es

n' = 100000b + 10000d + 1000f + 100e + 10a + ¢

Entonces, al realizar la resta, se producira:

n—n' = (100000a + 10000b + 1000c + 100d + 10e + f) —
(100000b + 10000d + 1000f + 100e + 10e + ¢)

Puedes presentar esta resta de la siguiente manera:

n—n' =100000(a — b) + 10000(b — d) + 100(d — e) + 10(e —
a+ (-0

Y también, asi:
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n—n'"=099999 + 1)(a—b) + (9999 + 1)(b — d)
+99+1)(c—f)+ 99+ 1)(d—e)
+O@+1(e—a)+(f—c)

Reordena los términos de este modo:

n—n'=99999(a — b) +9999(b —d) +999(c — ) + 99(d —e) +
9e—a)+(f—c)+(a—-b)+b—-d)+(c—f)+(d—e)+ (e—
a)

Como puedes observar, los ultimos términos se cancelan entre si. Queda lo
siguiente:

n—n'=99999(a — b) +9999(b —d) +999(c — ) + 99(d —e) +
9e—a)+(f—c)+(@a-b)+(b—d)+(c—f)+(d—-e)+ (e—
a)

Extrae el factor comun 9:

n—n'=9[11111(a — b) + 1111(b — d) + 111(c — f) + 11(d —
e) + (e —a)]

Como puedes ver, jse obtuvo un nimero divisible para 9! Segun el criterio de Al-
Khwarizmi, eso quiere decir que la suma de las cifras de la diferencia entre ny n' también
se divide para 9. Si sigues sumando las cifras de los nuevos niumeros, en algin momento
llegaras al nimero 9. ;Por qué? Porque 9 es el menor niumero positivo divisible para 9 y
las sumas de las cifras producen nimeros cada vez mas pequeios.

iEl nimero 9, en efecto, estd escondido en el natalicio de cada persona! Aunque dos
individuos tengan diferentes fechas de nacimiento, el nimero 9 esta presente en ambas,
asi que, en ese sentido, las dos fechas son iguales. Anota este increible descubrimiento:

La paradoja del numero 9 se rebela contra la opinion de que igual y
diferente sean opuestos. Sostiene que igual y diferente son amigos, que
no hay igual por un lado y diferente por otro; sino que el par igual-
diferente es uno solo.

—Para volver a Dios, tenemos que atravesar nueve puertas —solia decir Al-
Khwarizmi—. Dios se esconde dentro de nosotros detrds de nueve puertas. jEl namero
nueve es sagrado!

iPero, si no entiendes su mensaje, el nuimero 9 puede causarte problemas! En la India
lo llaman circulo vicioso del 99.

Cuenta la historia que un barbero pobre era muy feliz, como solo puede serlo a veces
la gente pobre. No tenia nada de qué preocuparse.

Era el barbero del rey, solia masajearle, arreglarle el cabello, servirle cada dia. Incluso
el rey le tenia envidia y siempre le preguntaba:

—Cudl es el secreto de tu felicidad? Siempre estds rebosante de alegria. No pareces
caminar sobre la tierra, pareces estar volando. ;Cual es tu secreto?

El barbero dijo:
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—No lo sé. En realidad, nunca antes habia oido esa palabra, secreto. ;Qué quieres
decir? Simplemente soy feliz. Me gano el pan y luego me retiro. Eso es todo.

Entonces el rey pregunto6 a su primer ministro, que era un hombre de conocimiento:

—T debes saber el secreto de este barbero. Yo soy un gran rey y no soy tan feliz, pero
ese hombre tan pobre, sin tener nada, es muy feliz.

El primer ministro dijo:

—No sabe nada acerca del circulo vicioso del 99.

El rey dijo:

—¢(Qué es eso?

El ministro se rio y replico:

—Haremos una cosa. Esta noche arrojaremos una bolsa con 99 rupias al interior de su
casa.

Al dia siguiente el barbero estaba en el infierno, no pudo dormir en toda la noche.
Cont6 las rupias de la bolsa una y otra vez: noventa y nueve. Estaba excitado, el corazon
le palpitaba, la sangre circulaba, se revolvia en la cama y no podia dormir. Se levantaba
una y otra vez, tocaba las rupias de oro, las contaba de nuevo. El nimero 99 era el
problema, porque, cuando tienes 99, quieres que sean 100.

jLa mente tiene que completar las cosas! La mente es perfeccionista. ;Noventa y
nueve? jTienen que ser cien!

Asi que el barbero paso toda la noche planeando qué hacer al dia siguiente para
conseguir una rupia. jUna rupia de oro era algo dificil de conseguir! Solo consiguid
algunos centavos de rupia, que en aquellos dias eran suficientes. Una rupia de oro
significaba casi un mes de trabajo.

Decidi6é comer pasando un dia; comer un dia y ayunar otro. Estaba triste. Al dia
siguiente llegd triste y preocupado, ya no volaba en el cielo, estaba muy sobre la tierra.
Un gran lastre, como una piedra, colgaba de su cuello.

El rey le pregunto:

—¢Qué te pasa? Pareces muy preocupado.

El barbero no dijo nada, porque no queria hablar de la bolsa.

Pero cada dia la situacion empeoraba mas y mas. No podia dar bien los masajes, porque
no tenia energia a causa del ayuno. El rey pregunté de nuevo:

—Ahora no tienes nada de energia y pareces muy triste y desgraciado. ;Qué ha
sucedido? Dimelo, puedo ayudarte.
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El barbero dijo:
—Ahora soy una victima del circulo vicioso del 99.
Para volver a ser feliz, el barbero solo tiene que comprender que no hay diferencia
entre 99 y 100. (jRecuerda la paradoja del hombre calvo de Eubulides!). Anétalo:
El par igual-diferente es uno solo.

i'Y el misterioso nlimero 9 te ayud6 a comprenderlo!
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Conejos y baldosas

En una reunidén de matematicas recreativas, con sus amigos, Martin Gardner les cont6
la historia del patio del califa Al-Mansur.

El califa llegé a enterarse de que solo viviria hasta la edad que indicaba el nimero de
baldosas en su patio. Estas resultaron ser 64, pues el patio tenia la forma de un cuadrado
perfecto, de 8 baldosas por 8, y el califa ya contaba con 63 aios.

—iSignifica que este es el ultimo afio de mi vida! —exclamo con tristeza.

Y ofrecid dar una valiosisima recompensa al que embaldosara el patio de nuevo, sin
aumentar ni disminuir el nimero de baldosas, pero logrando que la superficie del patio se
hiciera mas grande.

A la mafana siguiente, un persa, que lleg6 al palacio, dijo:

—Yo puedo hacer lo que desea el califa.

Y lo realiz6 del siguiente modo: con dos lineas rectas dividio el patio en cuatro partes,
dos trapecios, iguales entre si, y dos tridngulos, también iguales.
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El patio adquiri6 la forma de un rectangulo, cuya longitud media 13 brazas y el ancho,
5. El area del patio era ahora de... {13 X 5 = 65 baldosas! jGracias a la inventiva del
persa, el califa tenia la posibilidad de vivir no 64, sino 65 afios!

—iViviré un ano mas! —suspiro el califa con alivio.

Pero en el dibujo puedes apreciar que no tuvo lugar una transformacion real, porque
entre las dos diagonales hay un espacio vacid, cuya extension es exactamente de una
baldosa.

—Les hago la siguiente pregunta— dijo Martin Gardner a los amigos—, ;qué otra
medida podria tener el patio del califa Al-Mansur? ;O la medida de 8 por 8 es la inica
posible para aumentar en una baldosa el tamatio del patio?

Los amigos se pusieron a pensar. Ayudales en esta dificil tarea, por favor.

Como puedes ver, en la transformacion del cuadrado, de 8 por 8, en un rectangulo, de
5 por 13, intervienen tres nimeros: 5, 8 y 13. ;Te recuerdan algo? Por supuesto: jla
sucesion de Fibonacci! Su definicién es la siguiente:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, ...
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Es decir, la sucesion empieza con dos unidades, y cada término siguiente se obtiene
sumando los dos precedentes:

F0=F1=1
E,=F1+F,

Como puedes observar, los numeros 5, 8 y 13 son términos sucesivos de la
sucesion de Fibonacci. ;Crees que sea casual que cumplan con la siguiente propiedad:

82=5-13-1

(O esta propiedad satisfacen todos los términos de la sucesion de Fibonacci?
Considera las siguientes tripletas de nimeros de Fibonacci:

12=1-2-1
22=1-3+1
32=2-5-1
52=3-8+1
82=5-13-1

132=8-21+1
212 =13-34 — 1, etc.

Martin Gardner te sugiere que demuestres que, para los términos de la sucesion de
Fibonacci, siempre se cumple la siguiente propiedad:

F? = Fyy Foyp £ 1

iManos a la obra!

Hazlo por induccién. Como verificaste arriba, la base de la induccion se cumple.
Ahora, supon que has demostrado la hipotesis inductiva:

El=Fypq Fp 1

Necesitas demostrar que:

Fiovi=F Fuatl

Presenta el producto de la parte derecha de este modo:

Fy+Fpya = Fy - (Fy+ Foyg) = P+ By Fyg

Al usar la hipotesis inductiva, puedes escribirlo asi:

FoFaya = (Fy+ Fryy 2 1) + By - Fryy = Fryq - (Fpyy + F) £ 11

Por la definicion de la sucesion de Fibonacci, puedes asegurar que:

By Fryo = Fpyq - Frpr 1

Es decir,
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Fy - Foyo :Fr%+1i 1

Luego de trasponer los términos, obtienes lo que querias demostrar:
Fioi=F Fppt1

Anota tu descubrimiento:

Teorema
Para todos los términos de la sucesion de Fibonacci se cumple la siguiente
propiedad:
F{=Fy 1 Fp 21

Como pudiste apreciar, en esta formula los signos mas y menos se van
alternando. En otras palabras:

Todo numero de Fibonacci, que ocupa un lugar impar en la sucesion tiene
un cuadrado, que es una unidad mayor que el producto de los términos de
lugar par, adyacentes a él. Y todo nimero de Fibonacci, situado en un lugar
par de la sucesion, tiene un cuadrado una unidad menor que el producto de
los términos de lugar impar que lo escoltan.

Al saber esto, es facil predecir si el rectangulo, asociado a un cuadrado dado, ganara o
perderd una unidad de superficie.

Asi, si el patio del califa media 13 por 13 baldosas, el truco del persa no hubiera surtido
efecto, pues:

132 =8-21+1

iEl califa hubiera perdido un afio de vida! En cambio, si el patio del califa hubiera
medido 21 por 21 baldosas, el truco hubiera surtido un efecto positivo para el sultan.
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(Por qué? Porque:
212 =441=13-34—-1=442-1

¢ 21 5 13

\.\ N

iEl califa hubiera ganado un afio de vida! Y puedes proseguir con otras medidas del
patio de la misma manera.

(No te parece extraiio que la sucesion de Fibonacci, que fue descubierta al describir la
reproduccion de conejos, sirva para aumentar los afios de vida de una persona? jLa
sucesion de Fibonacci describe por igual a la reproducciéon de conejos y a la
transformacion de baldosas!

(Son diferentes las baldosas a los conejos? Parecen diferentes, pero se describen por
los mismos numeros de Fibonacci; asi que, en algin sentido profundo, deben ser iguales.
Anota este sorprendente descubrimiento:

La paradoja de la sucesion de Fibonacci se rebela contra la opinion
de que baldosas y conejos sean diferentes. Sostiene que baldosas y
conejos son amigos, que no hay ninguna separacion entre ellos. Baldosas
pueden convertirse en conejos y conejos pueden convertirse en baldosas.

jLas cosas no se mantienen estaticas, se transforman unas en otras! Este también es el
mensaje de esta historia hindu:

El Gurti Nanak lleg6 a una aldea. Alli vivia un hombre que conocia a Nanak. Vino un
dia a entrevistarse con ¢l y luego sigui6 acudiendo regularmente para prestarle sus
Servicios.

Uno de sus vecinos le pregunt6:

—Hermano, ;a donde vas tan regularmente?, ;a qué cita acudes con tanta exactitud?

El discipulo replico:

—Ha llegado a la cuidad un hombre santo y voy a verle todos los dias.

—NMe gustaria verle también, —le dijo aquel.

Asi, pues, empezaron a ir juntos, hasta que un dia, por el camino, el vecino conocio6 a
una esclava del amor. Y a partir de entonces ambos salian juntos, pero uno iba a la casa
de prostitucion y el otro a servir a su Gura.

Un dia el vecino le dijo al discipulo:

—Hermano, yo voy a hacer algo malo y t vas a hacer servicio. Al ponerse el sol nos
encontraremos y veremos lo que ha ocurrido en nuestras vidas.
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Este partio en busca de la mujer, pero no la encontr6 en la casa. Se fue entonces a dar
un paseo y se sentd en un lugar solitario. Enfrascado en sus descarriados pensamientos,
comenzo a cavar con su alfanje en el terreno. ;Y he aqui que topd con una moneda de
oro! Sigui6 cavando y encontr6 un anfora llana de trozos de carbon.

El discipulo, después de haber besado los pies de su Guru, se dispuso a partir. Al salir
pis6 un pincho que le atraves6 el pie. Vendandose la herida, que sangraba
abundantemente, con un jirdn de su tinica; regreso a casa cojeando.

Su vecino, al verle, le inquiri6 por lo ocurrido. Este le contd lo sucedido y aquél
replico:

—En el mismo dia, yo he encontrado una moneda de oro, y tu te has herido el pie.
Debemos preguntar como es posible esto, pues ti vas a hacer servicio a tu Gura y yo a
pecar.

Ambos acudieron a casa de Nanak y le contaron lo acaecido, pidiéndole explicacion a
tal extrafio destino.

El Gura Nanak les rogd que guardaran silencio y dijo al vecino:

—El anfora llena de carbon estaba antes repleta de monedas de oro. Tu habias dado en
tu vida anterior una moneda de oro a un santo y como premio te esperaba el anfora llena
de monedas. Pero, como tu vida habia sido conducida por caminos de maldad, las
monedas de oro se tornaron en trozos de carbon.

Luego se dirigio al discipulo:

—En el destino de tu amigo una horca estaba escrita y en el tuyo también; pero, como
me habias hecho servicio, se redujo a una pequefia herida.

iEl oro se transformo en carbdn, la horca se transformé en una pequefia herida! Las
cosas no se mantienen estaticas, se transforman unas en otras. La sucesion de Fibonacci
tiene razon:
iBaldosas y conejos son intercambiables! No hay ninguna separacion
entre ellos. Baldosas pueden convertirse en conejos y conejos pueden

convertirse en baldosas.

Tal y como lo dice Her4clito: jeste mundo es una eterna transformacion!
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Epilogo

Las paradojas nos ayudan a recordar la unidad que existe entre los opuestos.

Generalmente creemos que se puede separar y aislar entre si los opuestos, y que asi
debe hacerse. Pero, como nos lo muestran todas las paradojas, hacer eso es como intentar
separar los dos extremos de una banda de goma. Lo unico que se puede lograr es que la
banda se rompa violentamente.

Familiarizandonos con las paradojas que se han descubierto a lo largo del desarrollo
de la Matematica, podemos empezar a comprender por qué, en las tradiciones misticas
del mundo entero, se llama “liberado” a aquél que ha abandonado la ilusion de los
opuestos. En su busqueda de paz, ese hombre ya no manipula uno contra otro, a los
opuestos; sino que los trasciende a ambos.

Para el hombre liberado ya no hay bien y mal; hay mas alla del bien y del mal. No hay
verdad contra falsedad; hay la Conciencia que las trasciende a ambas. No hay vida contra
muerte; hay un centro de aprehension de ambas, que las incluye a ambas.

Para un hombre asi, la cuestion no es separar los opuestos para lograr un progreso
hacia lo positivo, sino mas bien unificar y armonizar los opuestos, tanto positivos como
negativos, descubriendo un fundamento que les sostenga a ambos. Ese fundamento es,
precisamente, la Conciencia de la unidad de todos los opuestos.

La liberacién no consiste, entonces, en liberarse de lo negativo, como comunmente
suponemos; sino en liberarse totalmente de los pares de opuestos. Este liberarse de los
pares es el descubrimiento del Reino de los Cielos aqui en la Tierra. El Cielo no es un
estado en que se dan todos los extremos positivos sin ninglin negativo, sino un estado de
entendimiento de las no-oposiciones, o de la no-dualidad.

El libro religioso hindti Bhagavad Gita lo expresa maravillosamente:

Contento con tener lo que por si solo llega,
Mas alla de los pares, liberado de envidia,
Sin apego al éxito ni al fracaso,
Aun cuando actie, no se encadena.
Hay que reconocer como eternamente libre
A quien no abomina ni anhela;
Porque quien se ha liberado de los pares,
Facilmente se libera del conflicto.

Como dice Ken Wilber:
Cuando se comprende que los opuestos son uno, la discordia se
disuelve en concordia, las batallas se convierten en danzas, los antiguos

enemigos se revelan amantes.

iY las paradojas matematicas nos invitan a descubrirlo!
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