UNIDAD IV
INTEGRALES DEFINIDAS
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Encontrar el area A de una region acotada por el eje x y la grafica de una funcion no
negativa continua y = f(x) definida sobre un intervalo [a, b].

El drea de esta region se denomina area bajo la grafica de f sobre el intervalo [a, b]. El reque-

rimiento de que f sea no negativa sobre [a, b] significa que ninguna parte de esta grafica sobre
el intervalo esta por abajo del eje x.
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I Area de un triangulo Suponga por el momento que no se conoce ninguna férmula para
calcular el drea A del tridngulo rectdngulo proporcionado en la FIGURA 5.3.2a). Al superponer un sis-
tema rectangular de coordenadas sobre el tridngulo, como se muestra en la figura 5.3.2b), se ve
que el problema es el mismo que encontrar el drea en el primer cuadrante acotada por las lineas
rectas y = (h/b)x, vy = 0 (el eje x) y x = b. En otras palabras, deseamos encontrar el drea bajo la
grafica de y = (h/b)x sobre el intervalo [0, b].
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FIGURA 53.3 Aproximacion del drea A usando tres rectingulos
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Al usar rectangulos, la FIGURA 5.3.3 indica tres formas diferentes de aproximar el area A. Por
conveniencia, seguiremos con mayor detalle el procedimiento sugerido en la figura 5.3.3b).
Empezamos al dividir el intervalo [0, »] en n subintervalos del mismo ancho Ax = b/n. Si el

punto fronterizo derecho de estos intervalos se denota por x;’, entonces
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x5 = Ax=
x¥ = 2Ax
x5 = 3Ax
x¥ = nlAx
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Como se muestra en la FIGURA 5.3.4a), ahora construimos un rectangulo de longitud f(x) y ancho
Ax sobre cada uno de estos n subintervalos. Puesto que el drea de un rectangulo es largo X
ancho, el drea de cada rectiangulo es f(x;)Ax. Vea la figura 5.3.4b). La suma de las dreas de los
n rectangulos es una aproximacion al nimero A. Escribimos

A = f(xDAx + f(xAx + - + f(xD)Ax,

0 en notacién sigma,

A= f(xHAx. (4)
k=1

}.* ‘1‘1* 'PJ
el drea es
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Parece valido que reduzcamos el error introducido por este método de aproximacion (el area
de cada rectingulo es mayor que el drea bajo la grafica sobre un subintervalo [x;_, x;]) al divi-
dir el intervalo [0, b] en subdivisiones mds finas. En otras palabras, esperamos que una mejor
aproximacion a A pueda obtenerse usando mas y mas rectangulos (n — 00) de anchos decrecien-
tes (Ax — 0). Luego, YA

A= if(.tf)&x. flx) = %J:, xi= R(E) f&H) = % k 'y Ax= 2,
k=1

n I n

de modo que con ayuda de la férmula de suma ii) del teorema 5.3.2, (4) se vuelve

n M + 1
Aﬁz(ﬁ'k)—b=b—ﬁzk=b}:-”{” )___@(14_1). 5)

=\n n A e n- 2 2 n

Finalmente, al hacer n — 00 en el miembro derecho de (5), obtenemos la férmula conocida para
el drea de un tridngulo:

g i 1y_ 1
A—Ebh-hm (] +—)—2b.~’1.
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* La suma de las dreas de los n rectangulos
Ef(.r’f*}ﬁ.r = fxPAx + fHAx + D Ax + -+ + f(x)Ax,
k=1

representa una aproximacion al valor del drea A bajo la grafica de f sobre el intervalo
[a, b].

Con estas notas preliminares, ahora ya es posible definir el concepto de drea bajo una gra-
fica.
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Definicion 5.3.1 Area bajo una grifica

Sea f continua sobre [a, b] y f(x) = 0O para toda x en el intervalo. El area A bajo la grafica
de f sobre el intervalo se define como

A = lim Y f(xF)Ax. (6)

n—0 L — |

Es posible demostrar que cuando f es continua, el limite en (0) siempre existe sin importar
el método usado para dividir [a, b] en subintervalos; es decir, los subintervalos pueden tomarse
o no de modo que su ancho sea el mismo, y los puntos xi pueden escogerse en forma arbitraria
en los subintervalos [x,_;, x,]. No obstante, si los subintervalos no tienen el mismo ancho,
entonces en (0) es necesario un ftipo diferente de limite. Necesitamos sustituir n — o0 por el
requerimiento de que la longitud del subintervalo mas ancho tienda a cero.
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FIGURA 54.1 Punto muestra xj
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B Introduccion En la seccién previa vimos que el drea bajo la grafica de una funcién continua
no negativa f sobre un intervalo [a, b] se definia como el limite de una suma. En esta seccion
verd que el mismo tipo de proceso limite conduce al concepto de integral definida.

Considere los siguientes cuatro pasos:

« Divida el intervalo [a, b] en n subintervalos [x;,_;, x.] de anchos Ax, = x, — x4,
donde

=X < X <= X << " LWk X = b. (1)

La coleccion de nimeros (1) se denomina particion del intervalo y se denota por P,
* Sea ||P| el mayor nimero de los n anchos de los subintervalos Ax;, Ax,, ..., Ax,. El
nimero ||P|| se denomina norma de la particién P.
» Escoja un nimero x{ en cada subintervalo [x; |, x;] como se muestra en la FIGURA 5.4.1.
Los n nimeros x7, x3, x3, ..., x se denominan puntos muestra en estos subintervalos.
» Forme la suma
"
S, s pumas de

. 2
ey Riemann 2)
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Aunque el procedimiento anterior parece muy semejante a los pasos que llevan a la defini-
cion de drea bajo una grdfica dada en la seccion 5.3, hay algunas diferencias importantes.
Observe que una suma de Riemann (2) no requiere que f sea continua 0 no negativa sobre el
intervalo [a, b]. Asi, (2) no necesariamente representa una aproximacion al drea bajo una grafi-
ca. Tenga en cuenta que “drea bajo una gréifica” se refiere al drea acotada entre la grdfica de una
funcion continua no negativa y el eje x. Como se muestra en la FIGURA 5.4.2, si f(x) < 0 para algu-
na x en [a, b], una suma de Riemann puede contener términos f(x})Ax;, donde f(x};) < 0. En
este caso, los productos f(xi’) Ax; son niimeros que son los negativos de las dreas de rectingulos
trazados abajo del eje x.
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FIGURA 54.2 La funcion f es

positiva y negativa sobre el
intervalo [a, b]
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Definicion 5.4.1 La integral definida

Sea funa funcion definida sobre un intervalo cerrado [a, b]. Entonces la integral definida de
fdea ab, que se denota por [ Ei"f(x) dx, se define como

b n
J_f{.r] dx = lim zf(.\'f)A.\‘k. «—— Sumas de (4)
E IP—0k=1 Riemann

Si el limite en (4) existe, se dice que la funcion fes integrable sobre el intervalo. Los nume-
ros a y b en la definicién precedente se denominan limite inferior y limite superior de integra-
cion, respectivamente. La funcion f se denomina integrando. El simbolo integral [, segin lo
usaba Leibniz, es una S alargada que representa la palabra suma. También observe que | P| —0
siempre implica que el nimero de subintervalos n se vuelve infinito (n — ©9).



I Integrabilidad En los dos teoremas siguientes se plantean condiciones que son suficientes
para que una funcion f sea integrable sobre un intervalo [a, b]. No se proporcionan las demos-
traciones de estos teoremas.

Teorema 5.4.1 Continuidad implica integrabilidad

Si fes continua sobre el intervalo cerrado [a, ], entonces [ :f(.r) dx existe; es decir, fes inte-
grable sobre el intervalo.

Teorema 5.4.2 Condiciones suficientes para integrabilidad

Si una funcion f esta acotada sobre el intervalo cerrado [a, b], es decir, si existe una cons-
tante positiva B tal que —B = f(x) = B para toda x en el intervalo y tiene un nimero finito
de discontinuidades en [a, b], entonces f es integrable sobre el intervalo.
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Teorema 5.4.3 El drea como integral definida

Si f'es una funcion continua sobre el intervalo cerrado [a, b]y f(x) = 0 para toda x en el inter-
valo, entonces el area A bajo la grafica sobre [a, b] es

b
A= J f(x) dx. (6)
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I Propiedades de la integral definida A continuacion se analizardn algunas propiedades
importantes de la integral definida que se defini6 en (4).
Las dos siguientes definiciones son utiles cuando se trabaja con integrales definidas.

Definicion 5.4.2 Limites de integracion

i) Igualdad de limites Si a estd en el dominio de f, entonces
J f(x)dx = 0. (7)
ii) Inversion de limites Si fes integrable sobre [a, b], entonces

it b
J fx) dx = — J £(x) d. (8)
b a

(&)



Teorema 5.4.4 Propiedades de la integral definida

Si fy g son funciones integrables sobre el intervalo cerrado[a, b], entonces
"k

b
i) | kf(x)dx = k,[ f(x) dx, donde k es cualquier constante g

h

b b
ii) | [f(x) = g(x)] dx = J f(x) dx = J g(x) dx.

—— : bl- X
L =
o
J 4 fx) dx

Teorema 545 Propiedad aditiva del intervalo

Si f es una funcion integrable sobre un intervalo cerrado que contiene a los numeros a, b y
c, entonces

b
Jﬂ_.t) dx = Jﬂr dx + Jf(x (10)
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Teorema 5.4.6 Integral definida de una constante
.‘.
Para cualquier constante k, 1 y=k
b b i i
il i : & I
I l
. —
a b
Si k>0, entonces el teorema 5.4.6 implica que [ :k dx es simplemente el area de un rectan- [e—b—a—
gulo de ancho b — a y altura k. Vea la FIGURA 5.4.10. FIGURA 5.4.10 Si k > 0, el drea

bajo la grifica es k(b — a)

NS Ke R |ntegral definida de una constante

Por el teorema 5.4.6,

8 8
J'deZSJ' dx = 5(8 — 2) = 30.
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Teorema 5.4.7 Propiedades de comparacion

Sean f'y g funciones integrables sobre el intervalo cerrado|a, b].

i) Sif(x) = g(x) para toda x en el intervalo, entonces

b b
J f(x)dx = J g(x) dx.

a a

ii) Sim = f(x) = M para toda x en el intervalo, entonces
b

mb — a) = Jf(x) dx = M(b — a).

a

VA YA —
Y= f(x) y = f(x) |
|
| M
m : | .
minimo ——i el drea es el drea es maximo
: m(b — a) Mb —a) /
a T " 5 > X

a) b)
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I Area neta con signo Debido a que la funcién f en la FIGURA 5.4.12 asume valores tanto positi-
vos como negativos sobre [a, b], la integral definida fﬂbf(x) dx no representa drea bajo la grafica

de f sobre el intervalo. Por el teorema 5.4.5, la propiedad aditiva del intervalo,

b £y €3 b
Jf(x) dx = J f(x) dx + J f(x) dx + Jf(x) dx.

YA
V= f(x)

> X

FIGURA 5.4.12 La integral
definida de f sobre [a, b] propor-
ciona el area neta con signo

(14)
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Debido a que f(x) = 0 sobre [a, ¢;] y [c5, b] tenemos

ff}(x)dx#, y f

a C

b
f(x) dx = As,,

donde A, y Az denotan las dreas bajo la grafica de f sobre los intervalos [a, ¢,] y [¢», b], respec-
tivamente. Pero puesto que f(x) = 0 sobre [c;, ¢,] en virtud de (13), tenemos [ {f‘lf fx)dx =0y
asi [ ;}1 f(x) dx no representa drea. No obstante, el valor de [ :ff(x) dx es el negativo del drea ver-

dadera A, acotada entre la grifica de f y el eje x sobre el intervalo [cy, ¢;]. Es decir,
f;;lf(X) dx = —A,. Por tanto, (14) es
b
Jf(x)d.r :AI + (_Az) +A3 :AI _A2 +A3

Vemos que la integral definida proporciona el area neta con signo entre la grifica de f'y el eje
x sobre el intervalo [a, b].



Teorema Fundamental del Calculo

Teorema 55.1 Teorema fundamental del cdlculo: forma de antiderivada

Si f es una funcion continua sobre un intervalo [a, b] y F es una antiderivada de f sobre el
intervalo, entonces

b
Jf(-r) dx = Jfi{h) — H{g); (1)

b

il

b
La diferencia F(b) — F(a) en (1) suele representarse por el simbolo F{x}]:: es decir, [ f(x)dx = Jﬂ-r) dx]
i

— —_—
integral integral
definida indefinida

Puesto que el teorema 5.5.1 indica que F es cualquier antiderivada de f, siempre es posible esco-
ger la constante de integracion C como igual a cero. Observe que si C # 0, entonces

b b
(Fix) + €)| =D + €) — @ + C)=F8b) — Fla)= F(X)] ;

a a

= F(X)}

(&)

b
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M]3\ Ee Bl Uso de (1)

En el ejemplo 4 de la seccién 5.4 se apel6 a la definicion mas bien larga de integral definida para

demostrar que [ _12,1*3 dx = —L. Puesto que F(x) = x* es una antiderivada de f(x) = x°, a partir
de (1) obtenemos inmediatamente

EJEMPLO 2 JVELKERD)

3
Evalue J x dx.
|

Solucion Una antiderivada de f(x) = x es F(x) =

+°. En consecuencia, (1) del teorema 5.5.1
proporciona

3 273
X L.
L.\:dx— 211—2 2—4. 5]

]



NS Mo mkN Uso de (1)

5

Evalis J“(?)xl ok D

Solucion Aplicamos ii) del teorema 5.1.2 y la féormula de integracion 2 de la tabla 5.1.1 a cada

término del integrando, y luego usamos el teorema fundamental:

j“(}rz —= x4 Didx= (.r3 - X 4 .r)}-
2 - -2

_ =8 — 2% & — —8.—2 —2Z)="320.

EJEMPLO 4 BVEKRND

m

Evalue J' cos x dx.

/6

Solucion Una antiderivada de f(x) = cos x es F(x) = sen x. En consecuencia,

1
/6 /6

T § v | |
J cos xdx = senx —senw—senE—O—E——E.

(&)



I Funciones continuas por partes Se dice que una funcion f es continua por partes sobre un
intervalo [a, b] si existe a lo mds un nimero finito de puntos ¢;, k=1, 2, . .., n, (¢, < ¢p)
en los que ftiene una discontinuidad finita, o salto, sobre cada subintervalo abierto (¢;_;, ¢). Vea
la FIGURA 5.5.2. Si una funcidn f es continua por partes sobre [a, b], estd acotada sobre el interva-
lo, y entonces por el teorema 5.4.2, fes integrable sobre [a, b]. Una integral definida de una fun-
cién continua por partes sobre [a, b] puede evaluarse con ayuda del teorema 5.4.5:

b c c; b
Jf(x)dx = J’ Jlx)dx + Jf(x)dx + - + If(x)dx

a a cy

y al tratar a los integrandos de las integrales definidas en el miembro derecho de la ecuacion
anterior simplemente como si fuesen continuos sobre los intervalos cerrados [a, ¢,], [¢;, ¢2], . . .,
[CH’ b]‘

YA

T I i

discontinuidades finitas
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Ao lvA [ntegracion de una funcién continua por partes

4
Evalie J’ f(x) dx donde

—1

xtl, —l=2x<0
flx) = 4 x, D=x< 2
3, 2=<x =4,

Solucion La grifica de una funcién f continua por partes se muestra en la FIGURA 55.3. Luego,

por el andlisis precedente y la definicién de f:

0

|

4 2 4
J f)ydx = | f(x)dx + Jf(x) dx + Jf(_r) dx
—1 —1 0 2

0

J—1 0

—(1x3+x)0 P | e
2 a4 27 e

2

2 4
= (x+l)dx+dex+J3dx

|

s}



A3\ Nel: N Integracion de una funcién continua por partes

Evalie J’ |lx — 2| dx.
0

Solucion Por la definicion de valor absoluto,

|r—2|= X2 six— 2=10 o |x—2|= X — 2 six =2
’ —x —2) BMx—2<0 =

3 2 3
J|x—2|dx |x—2|d.x+[|x—2|dx
0 0 2

r2

2 3

= | (—x + 2)dx + j(r—Z)dx

SERI (P

= (— 2+4)+( 6) 2-—4) =

-

t\JIv—‘

5



Teorema 5.5.3 Sustitucién en una integral definida

Sea u = g(x) una funcién cuya derivada es continua sobre el intervalo [a, b], y sea f una fun-
cién continua sobre el rango de g. Si F'(u) = f(u) y ¢ = g(a), d = g(b), entonces

b g(b)
Jf(g(x))g'(x) dx = J faw) du = F(d) — F(c). (12)

gla)

Siu=2x*+ 1, entonces x = 0 implica ¥ = 1, mientras que con x = 2 obtenemos
u=9. Asi, por el teorema 5.5.3,

u limites
|

W

2 2 9 . e
Evalue J mxdx_ J A\ /2)(2 4 1xdy= i[ ul/z dis ‘_II’IngldLll, n
0 1

con respecto a u
0

1”3/2:|9

- 43/2]

_ dcaals  gape 13
6[9 1°+] 3

e



Teorema 5.5.4 Regla de la funcién par

Si f es una funcién par integrable sobre [ —a, a], entonces

Jaf(x) dx = 2Juf(.r) dx.
—d 0

(13)

[ f@dy | [f) de

|
[
[
|
[
|
[
|
. = X
a

(&)




Teorema 5.5.5 Regla de la funcién impar

Si f es una funcién impar integrable sobre [ —a, a |, entonces

J f(x)dx = 0.

—d

(14)

YA

(&)




=13 JKo MM Uso de la regla de la funcion par
|

Evalie J (x* + x?) dx.

—1

Solucién El integrando f(x) = x* + x* es una funcién polinomial cuyas potencias son todas
pares, de modo que f necesariamente es una funcién par. Puesto que el intervalo de integracién
es el intervalo simétrico [—1, 1], por el teorema 5.5.4 se concluye que es posible integrar sobre
[0, 1] y multiplicar el resultado por 2:

| 1
J Ot + XD dx = 2[ (x* + x%) dx
—1 0

1l <. 1 5\][
P _|__ )
2(5)&' 3x )L



=13 JHoMukl Uso de la regla de la funcion impar

/2

Evalie J sen x dx.

—r/2

Solucion En este caso f(x) = sen x es una funcién impar sobre el intervalo simétrico
[—/2, mw/2]. Asi, por el teorema 5.5.5 de inmediato tenemos

/2
J sen xdx = 0. 1]

—r/2

(&)



Aplicaciones de ia Integral

I Introduccién Si fes una funcién que asume valores tanto positivos como negativos sobre
[a. b], entonces la integral definida [”f(x) dx no representa el drea bajo la grifica de f sobre el
intervalo. Como vio en la seccion 5.4, el valor de [”f(x) dx puede interpretarse como al drea
neta con signo entre la grafica de f'y el eje x sobre el intervalo [a, b]. En esta seccion investiga-

mos dos problemas de drea:

* Encontrar el area total de una region acotada por la grifica de f'y el eje x sobre un
intervalo [a, b].
« Encontrar el area de la region acotada entre dos graficas sobre un intervalo [a, b].

Veremos que el primer problema es justo un caso especial del segundo problema.

E’X’



I Areatotal Suponga que la funcion y = f(x) es continua sobre el intervalo [a, b] y que f(x) <0
sobre [a, ¢) y que f(x) = 0 sobre [c, b]. El area total es el drea de la region acotada por la gra-
fica de f, el eje x y las rectas verticales x = a y x = b. Para encontrar esta drea se emplea el valor
absoluto de la funcién y = |f(x)|, que es no negativa para toda x en [a, b]. Recuerde que |f(x)]|
estd definida por partes. Para la funcion f'que se muestra en la FIGURA6.2.1a), f(x) < 0 sobre el inter-
valo [a, ¢) y f(x) = 0 sobre el intervalo [¢, b]. Por tanto,

- —f(x), para f(x) <0
|f(.?{:)| {f(.r), Pﬂrﬂ f(.r) = 0 (I)

YA

a) La integral definida de f
sobre [a. b] no es drea

(2}



Como se muestra en la figura 6.2.1b), la grifica de y = |f(x)| sobre el intervalo [a, ¢) se obtie-
ne al reflejar esa porcién de la grafica de y = f(x) en el eje x. Sobre el intervalo [c, b], donde f{(x)
= 0, las grificas de y = f(x) y y = |f(x)| son las mismas. Para encontrar el drea total A = A| +
A, mostradas en la figura 6.2.1b) usamos la propiedad aditiva del intervalo de la integral defini-
da junto con (1):

b G b
J f0)| dx = | |f)] dx + J f@lde

“a

IS b
i (—f(x)) dx + J.f(-l‘) dx

il «

:Al +.A:;_

b) La integral definida
de | fl sobre [a. b] es drea



Las ideas del andlisis precedente se resumen en la siguiente definicion.

Definicion 6.2.1 Area total

Si y = f(x) es continua sobre [a, b], entonces el area total A acotada por su grifica y el eje x
sobre el intervalo esta dada por

b
A= J | f(x)| dx. (2)

(1

(&)



RSV IRB Area total

Encuentre el drea total acotada por la grdfica de y = x° y el eje x sobre [—2, 1].

Solucion Por (2) se tiene

I
A= J' |x3|dx.

En la FIGURA 6.2.2 comparamos la grifica de y = x*y la grifica de y = |x*|. Puesto que x’ < 0 para
x <0, se tiene sobre [ —2, 1],

iy =
)] = {x_f’ ool

! D=x=1.




Entonces, por (2) de la definicion 6.2.1, el area que se busca es

A

r1
v*| dx
=32

ro :
x| dx + J Ix?| dx

-2 0

r0 1

(—x7) dx + J' x° dx

—2 0

(&)



A2 g d Area total

;“ Encuentre el drea total acotada por la grifica de y = x* + 2x y el eje x sobre [ —2, 2].
}u:xlﬂ lt:
61 : Solucion Las grificas de y=f(x) y y = |f(x)| se muestran en la FIGURA6.2.3. Luego, por la figu-
,' ra 6.2.3a), vemos que sobre [ —2, 2],
41 ] >
| xt _ - +2), -2=a<i
7 j e = {.‘i:l + 2, D=x=2.
AN : | > x
=2 2 En consecuencia, el drea total acotada por la grafica de f sobre el intervalo [—2, 2] yel eje x es
a) (2 .
A= | |x°+ 2x| dx
VA [0 2
g - = | &+ 2x|dx+ J | + 2x| dx
J-2 0
o 2
= —{x" + 2x) dx + J (x> + 2x) dx

0

=3 = 27| |3+

‘ I ( 3 X . R X ,

- —p=(2 =4} (>+a)—0=38 o
b) B 3 3 o

I e
Y




I Area acotada por dos graficas El andlisis anterior es un caso especial del problema
mas general de encontrar el drea de la region acotada entre la grifica de dos funciones fy gy
las rectas verticales x = a y x = b. Vea la FIGURA 6.2.4a). El drea bajo la grafica de una funcion con-
tinua no negativa y = f(x) sobre un intervalo [a, b] puede interpretarse como el drea de la region

acotada por la grafica de f'y la grafica de la funcion y =0 (el eje x) y las rectas verticales x = a

x=p.
Y y = flx)

v = f(x) i
YA - D‘P/

o fxf)— g(of)

|

|

|

|

| — ; r=g| ¥

y=gix) | = Y=2x)
L_//' 0
I B S R | lf:
| I

= 1

i
|
i
I
|
|
|
I
1
|
1
|
I
I
I
I
|
i

| [
| |
L L
i b i e b

a) f(x) = g(x) sobre [a, b] b) Construccion de n rectangulos

entre dos grificas
FIGURA 6.24 Area A acotada entre dos grificas
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# Construccion de una integral Suponga que y = f(x) y y = g(x) son continuas sobre [a, b] y
que f(x) = g(x) para toda x en el intervalo. Sea P una particion del intervalo [a, b] en n subin-
tervalos [x;_, x;]. Si escogemos un punto muestra x; en cada subintervalo, es posible construir
n rectangulos correspondientes que tengan el drea

= [fGx) — 8(x)]1Ax,.

Vea la figura 6.2.4b). El drea A de la region acotada por las dos gréficas sobre el intervalo [a, b]
es aproximada por la suma de Riemann

EIAR = E] [f(xF) — g(x)] Axe,
k= k=

lo cual a su vez sugiere que el drea es
A= lim E [F(x§) — g(xi) ] Ax;.
1P—0 =

Puesto que fy g son continuas, también lo es f — g. Entonces, el limite anterior existe y, por defi-
nicion, la integral definida

b
= J [f(x) — g(x)] dx. (3)

oo



FxE) + (—'(xd))
= f(xf) — g(xf)

¥ &
v=flx) \
s
-y
b
vy =glx) y

a) fix) =0y g{x) <0 sobre [a, b]

la longitud es f(x)
puesto que flxf) =0

la longitud es —g(a})
puesto que gl(xj) <0

la longitud del rectangulo es
[ —2() — (—f(xf)
= f(xF) — 2(xf)

b) f(x) <0y g(x) < 0 sobre [a, b]

(8}



Definicion 6.2.2 Area acotada por dos graficas

S1fy g son funciones continuas sobre un intervalo [a, b], entonces el drea A de la region aco-
tada por sus graficas sobre el intervalo esta dada por

b
A= J | f(x) — glx)| dx. (4)

i

cualquier caso, sobre cualquier subintervalo de [a, /], el integrando idéneo siempre es
(grafica superior) — (grafica inferior).
Asi como en (1), el valor absoluto del integrando esta dado por

—(flx) — gx)), paraf(x) — gx) <O (5)
Jx) — g(x), para f(x) — g(x) = 0.

Una manera mds préctica de interpretar (5) consiste en trazar las graficas de f'y g con precision
y determinar visualmente que:

f(x) — glx)| = {

g(x) — f(x), siempre que g es la grafica superior
f(x) — g(x), siempre que fes la grafica superior

1f(x) — g0)| = {

(g}




3 = 1
(¥ 1‘_‘1 iy .].']

En la figura 6.2.6, el drea A acotada por las graficas de f'y g sobre [a, b] es

(v
A= | |fx) — gx)| dx
Fe & b
- If(x) . g(.r)| dx + J' |f(‘f) T g(.r)l dx -+ J’ |f(r) — g(x)| dx

) 3 b
J [g(f} — f0)] dx + J [f(i}‘J — g(x)] dx + [ [g(l:r) — f(x)] dx.

[ ]

¢ es la grafica superior f es la grafica superior g es la grafica superior

(2)



A3V JLeMEN Area acotada por dos graficas
Encuentre el drea acotada por las grificas de y = Vxy y = x%

Solucion Como se muestra en la FIGURA 6.2.7, 1a region en cuestion se localiza en el primer cua-
drante. Puesto que 0 y 1 son las soluciones de la ecuacién x* = VX, las grificas se cortan en los
puntos (0, 0) y (1, 1). En otras palabras, la region se encuentra entre las rectas verticales x=0y
x = 1. Puesto que y = Vx es la gréfica superior sobre el intervalo (0, 1), se concluye que

y A Y= v

: > X

(0, 0) @




A3 JIsN Area acotada por dos graficas

Encuentre el drea de la regién acotada por las graficas de y = x* + 2xy y=—x+4 sobre el inter-
valo [ —4, 2].

.
1 W = Ty
YA N =X+

(2}



Solucion Las funciones dadas se denotan por

yi = x* + 2x y y, = —x + 4.

Como se muestra en la FIGURA 6.2.8, las graficas se cortan sobre el intervalo [ —4, 2].
Para encontrar los puntos de interseccién resolvemos la ecuacién x> + 2x = —x + 4 o

x* 4+ 3x — 4 = 0y encontramos que x =—4 y x = 1. El drea en cuestién es la suma de las dreas

9

2 | 2
. :J Iyz—yxlrir:J y2 — »i| dx + J lv2 — yi| dx.
4 —4 I

"
3 ¥ =¥ Ty
YA Y =Xt

(&)



Pero como y, = —x + 4 es la gréfica superior sobre el intervalo (—4, 1) y y, = x* + 2xes la
grafica superior sobre el intervalo (1, 2), es posible escribir

1 -

A= | [(—x+4) — (x*+ 2x)] dx + J [(x* + 2x) — (—x + 4)] dx
— l

| -

1

= | (—x?=3x+4)dx + [h(x1 + 3x — 4) dx

.J_4 1

_f_ 13 3, : 13,35 4\

= ( 3 5 + 4.1:) » + (3.1: + 7% 4.1)]]

(.1 3 (64, 8 ey 3 N TN
_(3 2+4) (3 2 16)+(3+6 s) (3+2 4)_3. .

(8)



@ ® ®© o & & ¢

y2(x) = x* +2x

yl(x) = —x+4
eql : x = —4
a2 i =2

Intersect(y2, y1)

— A= (-4, 8)
— B=(1,3)

a = IntegralBetween(y1,y2, —4,1)

— 20.83

b = IntegralBetween(y2,y1,1,2)

— 2.83

c=a+b

15

10

-3 i) A

-10

&
|
e [}




NSV Area acotada por dos gréficas

Encuentre el drea acotada por las grificas y> = 1 — xy 2y = x + 2.

e 8 v, ; ey .
Solucion Observamos que la ecuacion y- = | — x define de manera implicita dos funciones,

v»= V1 —xyy, = —VI1 — xparax= 1. Si definimos y; = 5x + 1, por la FIGURA 6.2.10 vemos
que la altura de un elemento de drea sobre el intervalo (—8, 0) es y; — y,, mientras la altura de
un elemento sobre el intervalo (0, 1) es y» — v,. Por tanto, si se integra con respecto a x, el area

deseada es la suma de

] |
A = J (v — y1) dx y Az = J (ya — y1) dx.
]

—8

(2}



Por tanto, el drea de la region es la suma de las dreas A = A, + A,: es decir,

= r[(%+ 1)-(-@)] dr + L'[m—(—m)]dx

J-3g

Fo 1
(:?l*r-kl-l—\.f ){1’,1+2J V1 — xdx
J_g
1
(1—1]11}

(—ltj i = —(l — x)Y )r
4 8 0

j 2 / 4 4 .. 32
. 3;: — = e PN 3.'2 S — 3.-' T —
1 (16 8 3 9 ) 3 0 + 3 1 .

ml-r-u

]

| b

(&)



Volumenes de soélidos: metodo de [las rebanadas

§ Introduccion La forma que indiscutiblemente viene a la mente al evocar las palabras cilin-
dro recto es el cilindro circular recto; es decir, la conocida forma de una lata de aluminio. Sin
embargo, un cilindro recto no necesita ser circular. Por geometria, un cilindro recto se define
como un solido acotado por dos regiones planas congruentes, en planos paralelos y una superti-
cie lateral que es generada por un segmento de recta perpendicular a ambos planos y cuyos extre-
mos constituyen los limites de las regiones planas. Cuando las regiones son circulos, obtenemos
el cilindro circular recto. Si las regiones son rectangulos, el cilindro es un paralelepipedo rectan-
gular. Algo comtin a todos los cilindros, como los cinco mostrados en la FIGURA 6.3.1, es que su
volumen V estda dado por la formula

V=A-h, (1)

donde A denota el drea de una base (es decir, el drea de una de las regiones planas) y / denota la
altura del cilindro (es decir, la distancia perpendicular entre las regiones planas).

@” |/\m Qh

FIGURA 6.3.1 Cinco cilindros rectos diferentes




| Método de las rebanadas Suponga que Ves el volumen del s6lido mostrado en la FIGURA 6.3.2
acotado por planos que son perpendiculares al eje x en x=a y x=5b. Ademds, suponga que cono-
ce una funcion continua A(x) que proporciona el drea de una region de seccion transversal que
se forma al rebanar el sélido por un plano perpendicular al eje x; en otras palabras, una rebana-
da es la interseccion del solido y un plano. Por ejemplo, para a < x; < x, < b las dreas de las
secciones transversales mostradas en la figura 6.3.2 son A(x;) y A(x>). Con esto en mente, supon-
ga que rebana al solido en cortes delgados por planos paralelos (semejantes a rebanadas de pan
de caja comercial) de modo que el grosor o ancho de una rebanada es Ax;. Al usar cilindros rec-
tos para aproximar los volumenes de estas rebanadas es posible construir una integral definida
que proporcione el volumen V del sélido.

i e
area de [

planos perpendiculares
una seccion |

/nl eje x
B~ [ [ . transversal | :
' A(xf) —b
£
.M:Ilj"' AL'.'!:'"" : [
" | ;
: _a |
| 5 i |
' p— |
|
L | . 1 )
& '.:I\-\ .'t‘: b : - ‘l'-.{'_] "[j?_.‘"k :
Una pieza de pan es una rodaja — Ax,

FIGURA 6.3.2 Las regiones o las .
formada por dos rebanadas FIGURA 6.3.3 El volumen de un

secciones transversales tienen
. . cilindro recto es una aproximacion (
areas conocidas

al volumen de una rebanada



Definicion 6.3.1 Volumen por rebanadas

Sea V el volumen de un so6lido acotado por planos perpendiculares al eje xen x =a y x = b.
S1 A(x) es una funcion continua que proporciona el drea de una seccion transversal del solido
formado por un plano perpendicular al eje x en cualquier punto en el intervalo [a, b], entonces
el volumen del solido es

II?
V = J A (x) dx. (3)

i

Tenga presente que no hay nada especial sobre la variable x en (3); dependiendo de la geo-
metria y el andlisis del problema también es posible terminar con una integral [“A(y) dy.

Volumes by Slicing @



a) Un plano perpendicular al eje x
corta al s6lido en un cuadrado

base de la seccidn
~ transversal
cuadrada

b) Base circular del sélido

FIGURA 6.3.4 Sdélido en el

ejemplo 1

A3\ el Solido con secciones transversales cuadradas

Para el sélido en la FIGURA 6.3.44), las secciones transversales perpendiculares a un didmetro de una
base circular son cuadradas. Dado que el radio de la base es 4 pies, encuentre el volumen del
solido.

Solucion Sean x y y ejes como se muestra en la figura 6.3.4a); a saber: el origen esta en el cen-
tro de la base circular del s6lido. En esta figura, una seccion transversal cuadrada se muestra per-
pendicular al eje x. Puesto que la base del sélido es un circulo, tenemos x> + y* = 4°. En la figu-
ra 6.3.4b), la linea discontinua en xj representa la seccion transversal del sélido perpendicular al
eje x en el subintervalo [x;, |, x,] en una particion del intervalo [—4, 4]. A partir de esto vemos
que la longitud de un lado de la seccion transversal cuadrada es 2y} = 2V 16 — (x})%. Por tanto,
el drea de una seccidn transversal cuadrada es

Al =(2V16 — (PP = 64 — 4(x})*
El volumen del cilindro recto que aproxima el volumen del sélido o rebanada en el subintervalo
[Xe—1, %] es
Vi = AlxE) Axy= (64 —4(xFP) Ax,
Al formar la suma X;_,V, y tomar el limite cuando ||P| — 0 obtenemos la integral definida

] - 2-(5)

3

Y512

_ 1024
. :

4
V= J‘ (64 — 4x%) dx = 64x — 3

ef —4

s



I Meétodo del disco Como acaba de analizarse, el volumen V de un sélido puede encontrarse
por medio de una integral definida siempre que se conoce una funcién A(x) que proporciona el
area de una seccion transversal formada al hacer pasar un plano por el sélido de forma perpen-
dicular a un eje. En el caso de encontrar el volumen de un sélido de revolucion. siempre es posi-
ble encontrar A(x); el eje en cuestion es el eje de revolucion L. Vemos que al rebanar el sélido
por medio de dos planos paralelos perpendiculares al eje de revolucion, el volumen de las reba-
nadas resultantes del solido pueden aproximarse por cilindros circulares rectos que son discos o
arandelas. A continuacién se ilustrard la construccion de una integral de volumen usando discos.

A )
eje de revolucion

a) Region

O

b) Sdlido



I Construccion de una integral Sea R la regién acotada por la grifica de una funcién continua
no negativa y = f(x), el eje x y las rectas verticales x = a y x = b, como se muestra en la FIGURA

6.3.6. Si1 esta region se hace girar alrededor del eje x, encontramos el volumen V del sélido de
revolucion resultante.

Y A

= X

a b

FIGURA 6.3.6 Region a girar
alrededor del eje x

(&)



Sea P una particién de [a, b] y sea xj' cualquier nimero en el k-ésimo subintervalo [x;_, x;]
como se muestra en la FIGURA 6.3.7a). A medida que el elemento rectangular de ancho A x; y altu-
ra f(x}) gira alrededor del eje x, genera un disco sélido. Luego, la seccion transversal del sélido
determinada por un plano que corta la superficie en x}’ es un circulo de radio r = f(x}), y asi el

drea de la seccién transversal es A(x}) = 7 [ f(x{)]". El volumen del cilindro circular recto, o
disco sélido, de radio r = f(x¥) y altura h = Ax, es wr’h o

= AP Axe = w[fD1? Axe

f(xE) " l

f(xi) m
A | .

ﬂ/ﬁt\ buhl T At

Xp—1 X X

—]

A X — X~ Xp_
a) Region b) Disco

e



[La suma de Riemann
vac = EA(If) Ax, = E”T[f(«’fif:)]2 A x;
k=1 k=1 k=1

representa una aproximacion al volumen del sélido mostrado en la figura 6.3.7d). Esto sugiere
que el volumen V del s6lido de revolucion esta dado por

V=1im > w[f&H]?Ax,

IAI—0 £=

b
o bien, V = J [ f(x)]* dx. (4)

a

ﬂ .\'k A= .l'ﬁ. - ‘TR —1

a) Region b) Disco ¢) n discos d) Sélido de revolucion @
.! \
Volumes of Revolution Animation




A3 el Meétodo del disco

Encuentre el volumen V del sélido formado al girar alrededor del eje x la region acotada por las
grificas de y=Vx,y=0yx=4.
5

Fx)

\7{ Ax

a) Region b) Disco ¢) Solido de revolucion

Solucion En la FIGURA 6.3.8a) se muestra la region en cuestion. Luego, el drea de una rebanada
de la seccién transversal xi° es

AGt) = w[f6D]? = w () F]* =
y asi el volumen del disco correspondiente mostrado en la figura 6.3.8b) es
V. = AQGY) Ax, = arxt Ax,.

Por tanto, el volumen del solido es

2.
Il
3
:-_‘1:-’ il
.
-~
Il
g
S|
':-.l-r_
Il
o0
S|



a) Region

fxf)

YA

b) Esfera

=A]3\ e BN \olumen de una esfera

Demuestre que el volumen V de una esfera de radio res V = $7r.

Solucién Una esfera de radio r puede generarse al girar un semicirculo f(x) = Vr? — x? alre-
dedor del eje x. Por la FIGURA 6.3.9 vemos que el drea de una region de la seccién transversal del
s6lido perpendicular al eje x en x7* es

A@f) = w[f(&H)) = 7(Vr? — (F))? = w(r? — («F))
y por tanto, el volumen de un disco es

V. = A(xF) Ax, = 7(r? — (xF)?) Ax,.

Al usar (4) observamos que el volumen de la esfera es

- ' 2 .2 _ L 0 1 23_(_ 23)_5 3
V—Jl;n‘{r x)fir—vr(rx 3.1. )] .—77'3?' 71'3?' —311':'. [ |

-



I Meétodo de la arandela Sea R la region acotada por las graficas de las funciones continuas
y=f(x),y=g(x)y las rectas x = a y x = b, como se muestra en la FIGURA 6.3.10a), que se hace girar
alrededor del eje x

Vi

e



Entonces una rebanada perpendicular al eje x del sélido de revolucién en xj
es una circular o anillo anular. Cuando el elemento rectangular de ancho A x; que se muestra en
la figura 6.3.10a) gira alrededor del eje x, genera una arandela.




El drea del anillo es . A(x7) = drea del circulo — drea del orificio

w [ )] — wlg(xD)]* = w([fD]* — [eGD]?)

y el volumen V, de la arandela representativa mostrada en la figura 6.3.10b) es

Vi = AG}) Ax, = w([f(xD]* — [8(xH)]?) Ax.

En consecuencia, el volumen del solido es

b
V= f ([ f(x)]* — [g(x)]?) dx.

a



A3\ |JHel® [étodo de la arandela

Encuentre el volumen V del s6lido formado al girar alrededor del eje x la region acotada por las
grificasde y=x+2, y=x, x=0y x=3.

Solucion En la FIGURA 6.3.11a) se muestra la region en cuestion. Luego, el drea de una seccién
transversal del sélido correspondiente al plano perpendicular al eje x en x} es

AGE) = mfok + 2 — (Y= w(dxt + 4).
El proceso usual de sumas y limites acostumbrado lleva a la integral definida para el volumen V

del solido de revolucion:

3 3
V= 'n'J (A4x + 4)dx = w(2x* + 4x)] = 30r.
0 0

a) Regién b) Arandela ¢) Sélido de revolucion

€



A3\ el [ntegracion con respecto a y

Encuentre el volumen V del s6lido formado por la regién que gira alrededor del eje v acotada por
las graficas de y = Vxy y=x.

YA
Conigil B o 5
y = '\/; ¥
"'!
k
. N
k=2 £ Y=2X
Yi—1
> X
a) Region b) Arandela y solido de revolucion

(3



Solucion Cuando el elemento rectangular horizontal en la FIGURA 6.3.12a) gira alrededor del eje
y genera una arandela de ancho Ay,. El drea A(y;) de la region anular en y{ es

A(y7) = area del circulo — area del orificio.

El radio del circulo y el radio del hueco se obtienen al despejar, a su vez, y=xy y = Vx para
x en términos de y:

A = m(yF)’ — w1 = =((OF — OH.
Asi, el volumen de una arandela es
Vi = A Ay = () — D) Ay

Usualmente sumando los V; y tomando el limite de la suma cuando |P| — 0 llevan a la integral
definida para el volumen del solido:

1 l 1 L 2
— 2 _ 4 — — _1'3 —_ 15 = —
V—'ITL (v V') dy 1?(3} 5) )L 37

(380



I Revolucion alrededor de una recta El siguiente ejemplo muestra como encontrar el volumen
de un sélido de revolucion cuando una region se hace girar alrededor de un eje que no es un
eje de coordenadas.

=NI3\IJXe N Fje de revolucion que no es un eje de coordenadas

Encuentre el volumen V del sélido que se forma al girar la regién alrededor de la recta x =4 que
se muestra en el ejemplo 2.

y=N%,y=0yx=4,

e



Solucion El sélido de revolucion en forma de domo se muestra en la FIGURA 6.3.13. Por inspec-
cion de la figura vemos que un elemento rectangular horizontal de ancho Ay, que es perpen-
dicular a la recta vertical x =4 genera un disco s6lido cuando gira alrededor de ese eje. El radio
r de ese disco es

r = (valor x mds a la derecha) — (valor x mds a la izquierda) = 4 — x{,

=A%, y=0yx=4,

(&)



y entonces su volumen es
V. = w4 — x¥)* Ay,.
Para expresar x en términos de y se usa y = \/x para obtener x} = (y¥)’. En consecuencia,
Vi =3 — (J?f-:)z)z Ay

Eso conduce a la integral

V=aua h(4 - },2)2 dy
Jo

= WJ (16 — 8y* + y%) dy
0

_ 85,1 5\°_ 256
—17(16} 3 +5})]ﬂ— 57

(&)



Volumenes de solidos: méetodo de [os cascarones

I Introduccion En esta seccion continuamos el andlisis de como encontrar volimenes de soli-
dos de revolucion. Pero en lugar de usar planos perpendiculares al eje de revolucion para reba-
nar el solido en rodajas cuyo volumen puede aproximarse por cilindros circulares rectos regula-
res (discos o arandelas), desarrollamos un nuevo método para encontrar volumenes de solidos de
revolucion que utiliza cascarones cilindricos circulares. Antes de construir un integral que repre-
sente el método de los cascarones es necesario encontrar el volumen del cascarén cilindrico
general que se muestra en la FIGURA 6.4.1. S1, como se observa en la figura, r, y r, denotan respec-
tivamente los radios interior y exterior del cascardn, y 4 es su altura, entonces su volumen esta

dado por la diferencia |
il ur=>

volumen del cilindro exterior — volumen del cilindro interior
= wr;h — wrih = Tr(r% == rf)h =q(r, + ), —r)h




a) Region b) Arandela ¢) Solido de revolucion

FIGURA 6.4.2 Cuando el elemento rectangular rojo en a) gira alrededor del eje y se genera el cascarén rojo en b)

S



I Construccion de una integral En la seccién 6.3 vimos que un elemento rectangular de area
que es perpendicular a un eje de revolucion genera, al girar, ya sea un disco circular o una aran-
dela circular. No obstante, si hacemos girar el elemento rectangular mostrado en la FIGURA 6.4.2a)
alrededor del eje y, generamos un cascarén hueco como se muestra en la figura 6.4.2b). Para
encontrar el volumen que se observa en la figura 6.4.2¢), sea P una particion arbitraria del inter-
valo [a, b]:

a=x0<x1<xz<‘°'<x”_1<,\’,’”=b.

La particion P divide el intervalo en n subintervalos [x;_;.x;]., k= 1,2,...,n, de ancho
Ax;, = x; — x;_;. Si identificamos el radio exterior como r, = x; y el radio interior como
¥y = X;—; y definimos x; = %(xk + x;_,), entonces x; es el punto medio del subintervalo
[x¢_1. X;]. Con la identificacién adicional & = f(x}) por (1) se concluye que el volumen repre-
sentativo del cascarén en la figura 6.4.2b) puede escribirse como

Vi = wike + X)X — i)

Xk = Xk—1
= 27 5 (% — X3-—y1)

o bien, Vi = 2mxi f(xF) Ax,.




Una aproximacion al volumen del sélido esta dada por la suma de Riemann
D Vi = D2 () Axg. (2)
k=1 k=1

Cuando la norma || P| de la particién tiende a cero, el limite de (2) es una integral definida que
se usa como la definicion del volumen V del sélido:

b
V = ZTTJ XX ux. 3)

P



Por ejemplo, f(x), que representa la altura del rectingulo en la figura 6.4.2, puede ser
1a arrerencia f(x) — g(x) si el elemento rectangular esta entre las graficas de dos funciones
y=f(x)yy = gkx),f(x) = g(x). Para establecer una integral para un problema dado sin aden-
trarse en un tedioso analisis, considere que un cascardn es una delgada lata de aluminio a la que
se han quitado las partes superior e inferior. Para encontrar el volumen de la concha (es decir, el
volumen del metal en la analogia de la lata de aluminio), imagine que la lata se corta en forma
recta a lo largo de su lado y que se aplana como se ilustra en la FIGURA6.4.3a) y b). Como se mues-
tra en la figura 6.4.3c¢), entonces el volumen de la concha es el volumen de este solido regular:

volumen = (longitud) - (ancho) - (grosor)
= (circunferencia del cilindro)- (altura) - (grosor)
= 2arrht. (4)

27r N Shell method animation
T\k \
k3
\ =1

a) La arandela se corta por su lado b) Se aplana c¢) El resultado es un sélido rectangular @



(N3 BEN Uso del método de los cascarones

'Use el método de los cascarones para encontrar el volumen V del sélido que se forma al girar
alrededor del eje y la region acotada por las grificas de y = Vxyy=nx.

Solucion Este problema se resolvio en el ejemplo 5 de la seccion 6.3. En ese ejemplo vimos
que usar un elemento rectangular horizontal perpendicular al eje y de ancho Ay, generaba una

arandela al girarlo alrededor del eje y. En contraste, cuando un elemento rectangular vertical de

ancho Ax; gira alrededor del eje y genera un cascarén. Con ayuda de la FIGURA 6.4.4a) en (4) se
hace la identificacion r = x;

h = gréfica superior — grafica inferior = \/E — X
y t = Ax;. A partir del volumen del cascarén,
V, = 27Txf(\/r—f = t'f) Ax, = 2W((.tf}3f@ = (xf.‘)z) Axy,

obtenemos la integral definida al determinar el volumen del sélido:

|
V= 27TJ (x*? — x?) dx
0



M]3\ el Uso del metodo de los cascarones

Encuentre el volumen V del sélido que se forma al girar alrededor del eje y la grifica de y=sen x*
yy=0,0=x= V.

Solucién La grifica de y = sen x” sobre el intervalo indicado en la FIGURA 6.4.5 se obtuvo con
ayuda de un SAC.

y= sen.x-
YA
o i3 = 1"1.1';‘,
..-I
h=fep) A
N
T
I
I
i\ = X
x> ™
-~ = X} —4 k

a) Region b) Sélido de revolucién
FIGURA 6.4.5 Region y solido de revolucién en el ejemplo 2



]3| Kelrl Uso del método de los cascarones

Encuentre el volumen V del sélido que se forma al girar alrededor del eje y la grifica de y = sen x”
yy=0,0=x= V.

Solucién La grifica de y = sen x” sobre el intervalo indicado en la FIGURA 6.45 se obtuvo con
ayuda de un SAC.

Cuando este elemento gira alrededor del eje y, se genera un cascarén con radio r = x, altura
! ') -
h = sen(x})” y grosor t = Ax;. Por (4), el volumen del cascaron es

V. = 2w xisen(x})* Ax,.

Asi, por (3) se tiene

Vo
V= 27TJ x sen x- dx.
0

Si u=x", entonces du = 2x dx y x dx = 3du. Los limites de integracién u se determinan a partir
del hecho de que cuando x=0, u=0y x = V7, u = 7. En consecuencia, el volumen del séli-
do de revolucion mostrado en la figura 6.4.5b) es

m

V= ‘?TJ' sen u du = —1r COs u] =qa(l + 1) = 2.
0 0

(&)



N3\ HelkE Eje de revolucion que no es un eje de coordenadas

Encuentre el volumen V del s6lido que se forma al girar la region acotada por las graficas de
x = y? — 2y y x= 3 alrededor de la recta y = 1.

Ny=1
U-.

————— >\

(3;—1)

a) Region
FIGURA 6.46 Region, cascaron

g
— e—h=3—x}

b) Cascardn

¢) Solido de revolucion

e



N3\ HelkE Eje de revolucion que no es un eje de coordenadas

Encuentre el volumen V del s6lido que se forma al girar la region acotada por las graficas de
x = y? — 2y y x= 3 alrededor de la recta y = 1.

Solucion En este caso, un elemento rectangular de drea perpendicular a una recta horizontal que
gire alrededor de la recta y = 1 generaria un disco. Puesto que el radio del disco no se mide desde
el eje x sino desde la recta y = 1, serfa necesario resolver x = y* — 2y para y en términos de x.
Este inconveniente puede evitarse si se usa un elemento horizontal de drea, que entonces genera
un cascarén como el que se muestra en la FIGURA 6.4.65). Observe que cuando x = 3, la ecuacion
3 = y* — 2y, o en forma equivalente (y + 1)(y — 3) = 0, tiene las soluciones —1 y 3. Por tanto,
solo es necesario partir el intervalo [1, 3] sobre el eje y. Después de hacer las identificaciones
~=yi—1,h =3 — xiyt= Ay, por (4) se concluye que el volumen de un cascar6n es

Vi = 2@(yi — D3 — x{)Ay,
=27 (yf — DG — ) + DAy,
= 2m(—(F) + 30%)° + y£ — 3) Ay

(&)



N3\ HelkE Eje de revolucion que no es un eje de coordenadas

Encuentre el volumen V del s6lido que se forma al girar la region acotada por las graficas de
x = y? — 2y y x= 3 alrededor de la recta y = 1.

A partir de la dltima linea se observa que el volumen del sélido es la integral definida

3
V= 2-4 (—y’ + 3y + y — 3)dy
1

= _l,4+,3+l,2_3, :
L Y y 7Y y 1

31 9 1 1 -
2']1{(—?4‘274‘5—9)—(—14‘1+E—3)}—81'T.

(&)



GRACIAS

Ing. Kléber Jaramillo, MSc.





