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LA MATEMATICA EMPIRICA

La prehistoria

La expresion: el mundo estd impregnado de matematica,
convertida en lugar comun en una era tecnoldgica como la actual,
es una expresién valida para todas las épocas humanas, tan
consustanciados estan el contar y el comparar con las especificas
actividades del hombre: pensar, hablar y fabricar instrumentos.

En la mente y en la accién del hombre prehistorico no estan
ausentes los nimeros mas simples, las formas mas elementales y la
ordenacion mas visible de las cosas. En el hombre que da nombre a
las cosas y a los actos; que conserva el fuego e imagina trampas
para cazar animales; que construye viviendas y tumbas; que
observa el movimiento de los astros y destaca direcciones
especiales; que computa distancias con su cuerpo y sus pasos; que
graba escenas de un impresionante realismo; en ese hombre y en
esas actividades estadn prefigurados los conceptos basicos de la
matematica: nimero, medida, orden.

Al pasar de la etapa paleolitica a la neolitica el proceso se afina:
las nuevas técnicas agricolas y pastoriles, la cerdmica y la
carpintera; la industria textil; la mineria y la metalurgia, el trueque
de bienes y objetos, la navegacién y el transporte, las normas que
rigen la naciente organizacion familiar, social y econémica exigen
una precisién cada vez mayor en el contar, en el medir y en el
ordenar. El hallazgo del proceso deductivo y de la relacién causa-
efecto y los inagotables recursos de la imaginacién humana haran
el resto.

Y cuando asoma la escritura, como subproducto de la cultura
urbana, ese saber matematico, ain vago y nebuloso. Comienza a
adquirir consistencia.

Una hipétesis verosimil acerca del origen de la escritura vincula
este origen con practicas aritmeéticas. En efecto, segun tal hipotesis,
la escritura nace a mediados del IV milenio antes de Cristo en la



Baja Mesopotamia, en el seno de la cultura urbana de los sumerios
cuyas ciudades estaban construidas alrededor del templo, edificado
sobre una colina artificial, como una torre escalonada, que no sélo
representaba la unidad espiritual de la comunidad, sino que
encerraba ademas su riqueza econdémica. Los bienes del templo,
acumulados en sus talleres y graneros, eran administrados por los
sacerdotes. Y es explicable que a medida que esos bienes
aumentaban con el crecimiento de la poblacién, se tomaba mas
dificil retener de memoria las "cuentas del templo", es decir, los
datos relativos a los tributos que se debian al dios y la cantidad de
semillas y de ganado que se entregaba a los campesinos y pastores;
de ahi la necesidad de fijar signos convencionales que permitieran
retener esos datos sin confiar en la memoria individual. Que tal
fuera el origen de los primeros signos grabados, lo comprobaria el
hecho de que las tablillas pictograficas de Erech del 3.500 a. C., que
son las mas antiguas que se conocen, contienen signos que
representan una cabeza de vaca, una espiga de trigo, un pez,
acompanados de signos especiales que sin duda representan signos
numéricos. Por lo demads, cabe recordar que entre los sumerios
existia la costumbre de marcar con sellos individuales los objetos
de propiedad personal, y que por ser el dios de la ciudad el inico
propietario de la tierra y de todos sus frutos, los sellos que
marcaban los bienes del templo adquiririan un sentido mas
convencional y una mayor difusion.

Letras y niimeros

Esta notacién numérica de las “cuentas del templo"” pone de
relieve ciertas conexiones entre la escritura y los sistemas de
numeraciéon que pueden dar pabulo a la tentadora hipétesis de
admitir que los sistemas escritos de numeracion fueron anteriores
a la escritura misma.

Observemos en primer lugar que todos los pueblos sin
excepcidn, sean o no primitivos, tengan o no escritura, disponen de



palabras especiales para designar los numeros y fracciones
sencillas, asi como disponen de gestos y signos convencionales
para indicar nimeros o unidades.

Igualmente se encuentra en los pueblos primitivos una gran
variedad de procedimientos de cémputos, que se presentan
siempre como una relacidén cualitativa de un signo a la cosa
significada, y siempre también bajo el imperio de una imagen
concreta. (1)

Tal presencia constante de lo concreto en la numeracién
primitiva se puede presentar bajo diversos aspectos. Asi, un
primitivo dird que ha tomado tantos peces como dedos tiene la
mano, y si designa este hecho con una palabra que deriva de la
palabra "mano", esa palabra no quiere significar el nimero 5, sino
solamente que los objetos en cuestion son tantos como los dedos
de la mano. Por otra parte, el ejemplo abstracto no cabe en la
mentalidad primitiva. Asi, un indio norteamericano, a quien se
trataba de familiarizar con el inglés, no pudo traducir: "Ayer el
hombre blanco maté seis osos”, pues ese hecho significaba una
imposibilidad material.

En otros casos los numeros 1, 2, 3 se designan con vocablos
diferentes segln se refieran a personas, dias u objetos, y en este
ultimo caso segun sean ellos esféricos o alargados. Quiza pueda
verse un residuo en nuestro léxico actual cuando al referimos a
zapatos decimos "un par"”, mientras que para los bueyes, por
ejemplo, decimos "una yunta".

También se han facilitado los calculos mediante el uso de
objetos materiales, como hojas secas o piedrecillas, que actian a la
manera de unidades en la forma como atin se acostumbra para el
puntaje en los juegos de naipes. Nuestra palabra "calculo” proviene
del latin calculi (guijarros), y los abacos para contar y sumar que se
perfeccionaron en los tiempos historicos, hasta construir
rudimentarias mdaquinas de calcular, no son sino dispositivos
mecanicos fundados en el agrupamiento de objetos materiales.

En este campo como en tantos otros la variedad preside la
actividad humana: asi nativos de la isla Fidji indican el namero de
victimas logrado en la caza mediante entalladuras en sus mazas,
con la caracteristica de que después de nueve entalladuras iguales,
la siguiente es algo mas larga, de ahi que con un sistema limitado



de numeraciéon hablada pueden llegar a contar nuUmeros
relativamente grandes. Por ejemplo, al observar cinco entalladuras
largas y cuatro ultimas cortas, el nativo tendra idea del numero 54
para el cual seguramente en su lenguaje no dispone de la palabra
adecuada. Si este sistema de entalladuras se toma convencional,
entre él y un sistema de numeracion escrita de tipo decimal aditivo
s6lo existiria una diferencia de grado, no esencial. (2)

Al pasar a los sistemas escritos de numeracion, se advierte igual
variedad; ya en la base, es decir en el nimero simple que sirve de
jalon para expresar los nimeros mayores; ya en la lectura, que
puede ser de tipo aditivo, con variantes distintas, o posicional. En
los sistemas aditivos el valor del nimero se obtiene sumando (en
ocasiones restando) los valores correspondientes a cada signo
individual, independientemente de la posicion del signo en el
contexto; mientras que en los sistemas posicionales el valor de
cada signo depende de la posiciéon de éste en el contexto. Por la
base 10 y el tipo de lectura, nuestro sistema actual es decimal y
posicional.

En cuanto a la base de los sistemas escritos antiguos, que
probablemente provienen de bases ya existentes en los sistemas
orales, se advierte igual variedad: puede ser 2, como lo comprueba
el hecho de que seguimos hablando de pares y de yuntas, puede ser
3, 4 0 5 aunque la base mas difundida es 10, que ya Aristodteles
justificaba en vista del numero de dedos de la mano. En el idioma
francés actual quedan rastros de una base 20 de los celtas, base que
fue adoptada también por pueblos primitivos descalzos; nuestras
docenas son también residuos de una base 12, utilizada ya por el
numero (aproximado) de lunaciones del afio, ya por su comodidad
en las medidas, en vista de la facilidad que ofrece el mayor nimero
de sus divisores, frente por ejemplo a los de la base 10.

Casi todos los sistemas antiguos de escritura disponen de signos
especiales para representar los nimeros. Constituyen excepcion el
griego, el arabe, el hebreo y otros que utilizan para ese fin las letras
del alfabeto respectivo. El caso griego tiene un interés especial, ya
que se conocen dos sistemas de numeracion escrita, ambos
aditivos. Un sistema, cuyos signos se llaman herodianicos (por
Herodiano, gramatico griego del siglo II que estudio, y expuso estos
signos), en el cual la unidad y las primeras cuatro potencias de 10



se indican con las iniciales de las palabras respectivas, agregandose
un signo especial para el 5; y un segundo sistema en el cual los
nueve digitos, las nueve decenas y las nueve centenas se
representan por las 24 letras del alfabeto griego en su orden,
intercalando tres letras de un alfabeto arcaico para el 6, el 90 y el
900; y en el cual se indican con apices y otros signos especiales las
fracciones unitarias y los nimeros superiores al millar. Por el
empleo de las letras del alfabeto arcaico se supuso que el segundo
sistema fuera anterior al primero, pero el hecho es que el primer
sistema cayd en desuso hacia el s. IV a. C., quedando en vigencia el
segundo.

Es interesante destacar que en algunos casos el sistema de
numeracion escrita presenta, frente a la escritura, cierta prelacion,
si no cronoldégica, por lo menos en el sentido de la sencillez y de la
abstraccién. Un ejemplo lo ofrecen las escrituras cretenses de las
que se reconocen tres tipos: uno pictografico y dos lineales A y B.
Son todos del II milenio y la ultima de ellas; la lineal B, que resulto
pertenecer a un idioma griego arcaico, fue descifrada por Michael
Ventris en 1952. De tal escrituras ya se habian identificado no s6lo
los signos numéricos pertenecientes a un sistema decimal aditivo,
sino también algunas operaciones aritméticas simples: sumas y
probablemente calculos de porcentajes, y sin duda tal
desciframiento previo ayudo6 al posterior desciframiento de la
escritura. (3)

Notas complementarias

(1) Los “ntimeros corporales”. Es natural que el hombre para contar
y hasta para sumar haya acudido a lo que tenia mas cerca: su
propio cuerpo; en especial los dedos de las manos y eventualmente
de los pies. Aun hoy hablamos de digitos (del latin digitus = dedo)
para referirnos a las cifras 1 a 9 inclusive. Los antiguos romanos
hablaban de “numerarse por digitos”: contar por los dedos;
también el primitivo y el nifio “cuentan con los dedos” (no “cuentan



los dedos”). Este calculo digital se ha extendido y convertido en un
“calculo corporal”, como ocurre con ciertos pueblos primitivos, que
ademas de los dedos de las manos y de los pies utilizan otras partes
del cuerpo , para contar y sumar; mientras que el calculo digital
mismo, mediante simbolismos adecuados relacionados con las
posiciones de los dedos frente a otras partes del cuerpo, se
perfecciono permitiendo el recuento de numeros bastante grandes,
como presenta en sistemas de épocas historicas; ya en la
antigliiedad y hasta en tiempos medievales.

(2) Los “quipos” peruanos. Un dispositivo semejante para contar es
el fundado en las cuerdecillas con nudos, de los cuales el mas
conocido es el “quipo” (del quechua kipu = nudo) peruano con el
cual, mediante un sistema de cuerdas de distintos colores con
nudos en numeros y disposicion diferentes, los antiguos peruanos,
sin disponer de escritura, realizaban un cabal sistema de
numeracion escrita que les permitié registrar cuanto dato de
utilidad para el Estado podia registrarse, gracias, claro es, también
a la prodigiosa memoria de sus calculadores.

(3) La cronologia maya. Otro ejemplo lo ofrecen los mayas de cuya
escritura jeroglifica se descifraron udltimamente 1961, con
calculadoras electronicas, algunos textos religiosos: mientras que
ya se conocian sus dos sistemas de numeracién. En uno de ellos,
con signos jeroglificos, cada nimero indicaba se indicaba con una
cabeza de dios, de hombre o de animal ; mientras que en el otro de
indole mas abstracta se utilizaba un sistema posicional de base 20
(aunque no coherente), en el cual no figuran sino tres signos un
punto para la unidad, una barra para cinco unidades y una especie
de conchilla u ojo semicerrado para indicar en cero: de manera que
en este sistema cada cifra esta representada por un determinado
grupo de pocos puntos y barras. El nimero se forma ordenando las
cifras de abajo hacia arriba. Este sistema, utilizado principalmente
con fines cronolégicos, no es coherente en el sentido que la tercera
unidad no es 400 = 20, sino 360 discrepancia que se explicaria en
vista de aquellos fines por ser el afio oficial maya de 360 dias.
Mientras que este sistema permite expresar numeros muy
grandes en los codices mayas aparecen niumeros que superan los



doce millones, es sintomatico destacar en cambio que la escritura
maya no ha podido superar la etapa pictografica. Es posible que el
afan de fijar con precision las fechas vinculadas con los dioses
patronos de la ciudad o de cada individuo estimulara en los mayas
la busqueda de un adecuado sistema de numeracién escrita que
resulté dotado de un grado de abstraccion muy superior al que
revela su incipiente escritura.

Formas y problemas

El contar y el numerar, con ser actividades comunes vy
frecuentes, no agotan el campo de las nociones matematicas del
hombre primitivo y conjeturalmente del prehistorico.

Por su nombre: geometria en griego alude a “medir la tierra”, los
conocimientos geométricos tuvieron un origen practico. Por lo
menos, asi lo atestigua Herodoto en un conocido pasaje de su
Historia: “El rey Egipcio dividi6 en suelo del pais entre sus
habitantes, asignando lotes cuadrados de igual extensién a cada
uno de ellos y obteniendo sus principales recursos de las rentas
que cada poseedor pagaba anualmente. Si el rio arrasaba una parte
del lote de un habitante, éste se presentaba al rey y le exponia lo
ocurrido, a lo que el rey enviaba personas a examinar y medir la
extension de la perdida y mas adelante la renta exigida era
proporcional al tamafio reducido del lote. En virtud de esta practica
que, pienso, comenzd a conocerse la geometria en Egipto, de donde
paso a Grecia”.

Mas no s6lo el hombre midi6 la tierra; otras mediciones exigio la
construccion de sus viviendas y tumbas, de sus graneros y canales.
Por lo demas nuevas nociones geométricas surgieron de las formas
y figuras con que el hombre decor6 y ornament6 sus viviendas y
sus objetos, asi como de la observacion de formas que atrajeron su
atencién por su sencillez o su simetria: la linea (“linea" viene de
lino), el circulo, los poligonos y poliedros regulares. El ladrillo, de
antigua dala, aportd probablemente la nocién de angulo recto,
mientras que nuevas formas geométricas nacian de los



movimientos: ya las danzas humanas, ya del andar de los astros en
la béveda celeste.

Por ultimo, cabe mencionar otras nociones matematicas de
origen completamente distinto: es el conjunto de problemas,
enigmas y adivinanzas que componen el folklore matematico que
practican todos los pueblos. Mostrando a veces curiosas
coincidencias de temas en pueblos totalmente alejados
explicandose tal coincidencia solamente por trasmisién oral a la
manera de semillas que lleva el viento, favorecidas por el caracter
recreativo, enigmatico y, a veces, sorprendente del problema.

Sin embargo, no obstante tal finalidad extra matematica, las
cuestiones del folklore matematico encierran interesantes nociones
de orden aritmético y, a veces, hasta algebraico.



LA MATEMATICA PREHELENICA

Los babilonios

Hasta el primer tercio de este siglo, los conocimientos que se
poseian acerca de la matematica de los pueblos que habitaron la
Mesopotamia: sumerios, acadios, babilonios, asirios... eran escasos
y no revelaban mayor contenido cientifico.

Sin duda, ya se habia advertido la caracteristica fundamental,
entonces mas bien sorprendente, que ofrecian los sistemas de
numeracioén utilizados en los textos cuneiformes. En efecto, hacia el
afo 3.000 a. C. los sumerios introdujeron un sistema de
numeracion posicional de base 60, que en definitiva es el sistema
sexagesimal que aun utilizamos nosotros para las medidas de
tiempo y angulares.

En ese sistema las cifras de 1 a 59 se escribian de acuerdo con
un arcaico sistema decimal aditivo, sobre la base de dos signos
cuneiformes: uno vertical para la unidad y otro horizontal para el
10. Pero a partir de 60 y para las fracciones el sistema se toma
posicional, las potencias sucesivas de 50, en orden creciente o
decreciente, se representan por la unidad, y cada conjunto
numérico hasta 59 debe computarse 60 veces menor que el
anterior.

La inexistencia de un signo para el cero, que no aparecera hasta
los tiempos helenisticos, asi como de un signo que separe la parte
entera de la fraccionaria, hace que el sistema no sea coherente para
nosotros, aunque el contexto del problema, y a veces
ocasionalmente ciertos signos especiales, impedian al calculista
sumerio caer en equivocos.

Ya desde comienzos de este siglo (1906) se habia revelado el
caracter posicional del sistema sumerio al descifrarse textos
cuneiformes con tablas de multiplicacién, de reciprocos, de
cuadrados,... y algunos calculos; pero fue recientemente con la



labor de desciframiento que hicieron conocer Neugebauer (1935) y
Thureau Dangin (1938) que esta matematica sexagesimal muestra
su verdadera faz.

Los textos ultimamente descifrados pertenecen al periodo
babilénico (I milenio a. C.) aunque registran conocimientos de los
sumerios del milenio anterior; la indole y la solucién de las
colecciones de problemas que aportan esos textos no solo justifican
la necesidad de un sistema de numeracién flexible como el
posicional, sin el cual aquella solucién hubiera sido imposible, sino
que arrojan nueva luz sobre las relaciones entre la matematica
prehelénica y la matematica griega, de manera que actualmente
nociones y figuras de la matematica antigua adquieren nuevas
interpretaciones en la historia de la matematica.

Aunque en algun caso se ha querido ver la expresion de reglas
generales, los problemas de los textos babilénicos son problemas
numéricos particulares, con datos escogidos al efecto, en especial
para que los divisores no contengan sino factores 2, 3 y 5; en
muchos casos no tienen otra finalidad que el calculo numérico, en
otros se trata de aplicaciones de distinta indole.

Desde el punto de vista matematico, las novedades mas
importantes que registran los textos babilonicos se refieren a la
solucién algebraica de ecuaciones lineales y cuadraticas, y el
conocimiento del llamado "teorema de Pitagoras" y de sus
consecuencias numéricas.

En los problemas de primer grado con una sola incégnita las
tablas de multiplicacién o de reciprocos ofrecen de inmediato la
solucion; en los sistemas lineales, en cambio, a veces con varias
incognitas, ya entra en juego la habilidad algebraica del calculista.
(1)

Tal habilidad se pone de relieve mas claramente en los
problemas, a veces agrupados en colecciones, que exigen la
resolucion de ecuaciones cuadraticas o reducibles a cuadraticas;
resolucién que el calculista babilénico lleva a cabo utilizando la
actual resolvente a veces mediante el recurso de reducir el
problema a la determinaciéon de dos numeros de los cuales se
conoce el producto y la suma (o la diferencia). (2)

Otros problemas, de interés aritmético o algebraico, traen la
suma de términos en progresion aritmética o en progresion



geométrica de base 2; la suma de los cuadrados de los diez
primeros ndmeros mediante una expresioén correcta y hasta una
ecuacion exponencial resuelta en forma aproximada. (3)

Los problemas que se refieren a aplicaciones geométricas
revelan el conocimiento de la proporcionalidad entre los lados de
triangulos semejantes, de las areas de tridngulos y trapecios asi
como de volimenes de prismas y cilindros; en cambio, para la
longitud de la circunferencia y el area del circulo se adoptan los
valores poco aproximados de dar para la circunferencia el valor de
tres diametros (valores que se conservan en la Biblia) y para el
circulo el triple del cuadrado del radio. También son erroneas las
expresiones del volumen del tronco de cono y de la piramide de
base cuadrada y del cono.

Pero, sin duda, el conocimiento geométrico mas interesante que
revelan las tablillas es del llamado “teorema de Pitagoras”, y en
especial, como consecuencia, la ley de formacion de los tripletes-
pitagdricos, es decir, de las ternas de nimeros enteros, que, a par
de representar medidas de los lados de triangulos rectangulos,
expresan la posibilidad aritmética de descomponer un numero
cuadrado en suma de dos cuadrados.

El conocimiento del "teorema de Pitagoras”, un milenio largo
antes de la existencia de su pretendido autor, se pone de manifiesto
en distintos problemas cuya solucion correcta no podra lograrse
sin ese teorema (4) y, en especial, mediante un texto: el Plimpton
322 (del nombre de la coleccidon que se conserva en la Columbia
University) que se hizo conocer en 1945 y que presupone el
conocimiento de la ley de formacion de los tripletes pitagoricos,
que aparecera por primera vez en Occidente en los Elementos de
Euclides hacia el 300 a. C. (5)

No es ésta la Unica conexion entre los datos que aportan las
tablillas de los babilonios y la clasica matematica griega. Desde el
punto de vista técnico, es mas importante sefialar la atmdsfera
comun de algebra no lineal, de algebra cuadratica, que preside
ambos campos; atmdsfera que en las tablillas de los babilonios se
revela en las ecuaciones algebraicas, y en los Elementos en toda la
obra, en espacial el libro II, que el historiador de la matematica
Zeuthem bautizé proféticamente de algebra geométrica hace casi
90 afios, cuando ni por asomo podia pensarse en la vinculacién que



hoy se vislumbra entre la geometria griega y la milenaria algebra
de los babilonios.

Es posible que mediante esta algebra geométrica podamos
hacer alguna conjetura acerca del origen de los conocimientos de
los babilénicos. Sean dos nimeros a y b representados por los
segmentos AB y AD (fig. 1), respectivamente; si a continuacion de
AB se lleva BC=AD los segmentos AC y DB seran, respectivamente,
a + by a - b. Introduciendo el centro O de simetria de la figura,
resulta facilmente AO =0C =% (a+b)yDO=0B="% (a-b)y,por
lo tanto, de AB = AO + OB y AD = AO - OD se desprenden las
relaciones entre dos niimeros, su semisuma y su semidiferencia,
que los babilonios utilizaron en sus problemas.

Supongamos ahora que en pos de conjeturas elevamos al
cuadrado la figura y obtenemos el cuadrado de lado AC
descompuesto en cuadrados y rectangulos. Asi:

(a +b)?=AE; (a -b)?=FG;ab=LI=IM = DL

/ £
)
/ H 3
f N A
()
A 0 o 8 ’

Fig. 1
Y distintas composiciones de esas figuras llevan a las identidades:
(a +b)?=a?+b%+2ab; (a-b)?+2ab = a®+ b%

(a+b)(a-b)=a?-b%



(a+b)? - (a-b)? =4ab
0

[1/2 (a+b)]*- [1/2 (a-b)]*=ab

que los babilonios utilizaron en la resoluciéon de sus ecuaciones
cuadraticas.

Hagamos un paso mas y tracemos las diagonales LI, IM, MD, DL
de los rectangulos que bordean la figura que no serdn sino las
hipotenusa ¢ de los triangulos rectangulos de catetos a y b, y por
tanto el cuadrado LM = DI es el cuadrado construido sobre esa
hipotenusa. De la figura se deduce una propiedad geométrica que
los babilonios parece que no utilizaron, como lo hara en cambio
mas tarde Diofanto; esa propiedad dice que si al cuadrado de la
hipotenusa se le suma o se le resta cuatro veces el tridngulo se
obtiene, en ambos casos, un cuadrado, o en simbolos ¢? # 2ab = (a *
b)? propiedad que implicitamente contiene el llamado "teorema de
Pitdgoras"”, aunque el teorema puede obtenerse directamente
utilizando una de sus numerosas “"demostraciones" por
descomposicion de figuras; asi, por ejemplo, una demostracion
muy simple, que aparecera en escritos arabes del s. IX, consiste en
suprimir del cuadrado DI los triangulos LGI e IHM, desplazandolos
respectivamente a DCM y LAD; el cuadrado DI se convierte en la
figura equivalente LGHMCAL, suma de los cuadrados AG y BM de los
catetos.

Como curiosidad agreguemos que el matemdatico Hamilton del
siglo pasado al reproducir esa demostracion sombre6 en la figura
LIMCAL esos cuatro triangulos, inscribiendo en el pentagono
concavo LGHMDL una leyenda que parafraseamos: Como se ve: Soy
a’ + b? - ab; si me adoso los dos tridngulos compongo el cuadrado
de la hipotenusa, si me sustento sobre los dos triangulos,
compongo la suma de los cuadrados de los catetos.

Una ultima conjetura nos llevaria a los tripletes pitagoricos. De
la propiedad (a + b)? = (a - b)* + 4ab se puede llegar a la
descomposicion de un cuadrado en suma de los cuadrados, es
decir, a la ecuacion pitagdrica (;0 habria que llamarla seudo-
pitagoérica?) x? + y* = z%, sin mas que tomar para a y b niimeros
cuadrados m? y n? llegindose a las expresiones x = m? - n%



y =2mn; z = m? + n? con las cuales se ha construido la tabla del
Plimpton 322.

Conjeturas de otra indole merecerian las consideraciones acerca
de la finalidad que persiguieron sumerios y babilénicos con su
sorprendente algebra. Sin duda en sus albores la matematica naci6
bajo los signos que Spranger sefalo al calificar de semi-juego y
semi-religiosidad, pero en el algebra de los babilonicos la
atmdsfera técnica que envuelve a sus problemas revela también
aspectos mas positivos, menos misticos. Una hipoétesis verosimil,
que la indole de los problemas corroboraria fija a los textos
matematicos de los babilonios une finalidad formativa: su estudio y
practica serian considerados indispensables en el aprendizaje y
adiestramiento de escribas y funcionarios de pueblos de un
avanzado desarrollo comercial.

Notas complementarias

(1) Un problema de primer grado. He aqui un ejemplo del tipo de
problema de mezclas en el que ademas se utilizan unidades de
medidas agrarias de la época. Se conocen la extension total (1.800)
de un campo compuesto de dos parcelas, en cada una de las cuales
el rendimiento del grano por unidad de area estd afectado por
coeficientes diferentes (2/,y 1/,). Se desea saber la extension de cada
parcela conociendo la diferencia (500) del producido de la cosecha.
De acuerdo con nuestros simbolos el problema exige la resolucién
del sistema de dos incognitas:

x+y=1800;2/3x-%y=500

de solucién x=1.200; y = 600
Aunque la marcha que sigue el calculista no es clara y
aparentemente presupone un método de falsa posicion, en

realidad, los calculos encierran un proceso correcto en el cual
implicitamente se hace intervenir, al lado de la suma conocida de



las incégnitas, su diferencia desconocida x - y = 2z. En efecto, el
calculista comienza admitiendo que las dos parcelas son iguales (a
la semisuma 900) y con esa hipotesis falsa llega al valor erréoneo de
la diferencia de producido: 150 (es decir 1/, = 2/, - % de 900). Para
compensar el error de 350 = 500 - 150 reconoce, sin decirlo, que
ese error es los 7/ (suma de 2/, y %) del valor que, sumado y
restado al dato inicial erréneo, dara la extension de parcelas. Para
obtener aquel valor debera dividir 350 por 7/, , operacién que, por
la presencia del factor 7, las tablas no facilitan; el calculista obvia la
cuestion preguntandose simplemente por cuanto debe multiplicar
7/ para obtener 350; su respuesta es obvia: 300, y este dato,
sumado y restado a 900, da los valores de las incognitas. Es facil ver
que, aun con un lenguaje de valores erroneos, la marcha del
proceso es la que hoy se seguiria si se introducen los valores
x=900+z y =900 - z, y se calcula z de acuerdo con la segunda
ecuacion.

(2) Un problema de segundo grado. He aqui el enunciado de un
ejercicio tipico tomado de una tablilla de los babilonios: Largo y
ancho. He multiplicado largo y ancho y he obtenido el area. He
agregado al area el exceso del largo sobre el ancho: 183, ademas he
sumado largo y ancho: 27. Se pide largo, ancho y darea. Este
problema, al sumar areas y longitudes absurdo desde el punto de
vista practico, revela claramente que su interés es exclusivamente
técnico o numérico. Con nuestros simbolos el problema lleva el
sistema de segundo grado: xy + x -y =183 ; x +y =27,y aunque
pueda parecer anacronico conviene seguir con nuestros simbolos la
marcha de los calculos que sefiala la tablilla, para poner de
manifiesto su caracter algebraico. El calculista comienza por sumar
los dos datos numéricos 183 + 27 =210, [x (y + 2) = 210] y agrega
2; (x+y +2 =29 ). Lo que sigue es el método actual de nuestra
resolvente para obtener los valores de dos nimeros (en este caso x
ey + 2), conociendo su suma 29 y su producto 210. En efecto, toma
la mitad de 29: 14 % de cuyo cuadrado resta 210, obteniendo %,
cuya raiz cuadrada %2 suma y resta a 14 % obteniendo los valores
15y 14, de este ultimo resta 2, llegando a la solucion del problema:
15, 12, 180.



Por supuesto que el calculista no advirtié la existencia de una
segunda solucién x = 13,y y = 14, por cuanto estos problemas, por
su probable caracter didactico son problemas artificiales con
soluciones preparadas de antemano y son estas soluciones las que
se buscan y no otras.

(3) Un problema de interés compuesto. Se trata del clasico
problema de la determinaciéon del tiempo en que se duplica un
capital, a una determinada tasa de interés compuesto. En el caso de
la tablilla esa tasa el del 20 %, dato que a la par que puede interesar
a la historia econémica de esos pueblos, facilita bastante la solucion
aritmética. El problema es trascendente y exige la solucion de la
ecuacion exponencial 1,2* = 2, para lo cual el calculista después de
comprobar que x esta entre 3 y 4 y mas préximo a 4 que a 3,
determina el incremento 4 - x mediante la proporcién de los
incrementos ofreciendo quizas el primer ejemplo de la aplicacién
del mas tarde llamado método de falsa posicion. De acuerdo con
esta hipotesis, aquel incremento esta dado por el cociente

(1,2% — 2) + (1,2% — 1,2%)

que da el tiempo de doble capitalizaciéon con error (por defecto)
inferior a seis dias.

(4) El teorema de Pitagoras. Varios problemas de las tablillas son
variantes de un problema frecuente en el folklore matematico: el
problema de la cafia, cuya solucién exige el conocimiento del
teorema de Pitagoras. Veamos un caso simple: una cafla que se
apoya en una pared de igual altura que ella de desliza sin caer.
Calcular su altura x conocido el deslizamiento a de su tope y la
distancia b en que se ha apartado el pie de la cafia respecto de la
pared. Este problema, que equivale a la determinacién del radio de
un circulo del cual se conoce una semicuerda y la flecha respectiva,
exige la aplicacidon del teorema de Pitagoras que da por soluciéon
x = % (a® + b?) = a; y son estos calculos, efectivamente, los que
efectta el calculista babilénico partiendo de a = 3; b = 9, obteniendo
x=15.



(5) El texto Plimton 322. (Se reproduce a continuacion el texto de
la tablilla en signos modernos, tomados de O. Neugebauer. The
Exact Sciences un Antiquity. Nueva York, Dover, 1969, pag. 37) Se
trata de la parte derecha de una tablilla mutilada que comprende a
cuatro columnas: la primera, a partir de la derecha, no contiene
sino los numeros 1 a 15 para ordenar las filas; la segunda y tercera,
encabezadas respectivamente con palabras “diagonal” (d) y
“ancho” (b), contienen nimeros enteros aparentemente sin orden
alguno, mientras que la cuarta columna, encabezada por un
término ininteligible, contiene expresiones fraccionarias, a veces
hasta con siete fracciones sexagesimales. Descifrada la tablilla, el
resultado fue que las columnas (d) y (b) comprenden los
componentes de tripletes pitagdricos correspondientes a la
hipotenusa y a un cateto, es decir, d = m? + n? y b = m? - n? cuyo
otro cateto b = Zmn, del cual sus valores, que figurarian
probablemente en la parte que falta, deben cumplir la condicién de
no contener sino divisores de 2, 3, 5, circunstancia que explicaria el
aparente desorden de las columnas d y b, pues la cuarta columna
contiene los valores numéricos de (d/a)? es decir, con nuestro
léxico los valores de sec’ a siendo a el angulo opuesto a.
Agreguemos que los valores de la cuarta columna decrecen de
manera casi lineal, asi como los valores de o decrecen bastante
uniformemente entre 45° y 31°, lo que hace suponer que otras
tablillas contendrian los valores correspondientes a los otros
sectores de 15°,

Por ejemplo, en la fila sexta los valores de las tres columna son
en el sistema sexagesimal,

d=81;d=519; (d/a)?=1;47.6.41.40

Es facil ver que en este caso m = 20, n = 9: d = 481; b = 319
resultando a = 360, que no figura, pero que cumple con la condicién
de no contener sino factores 2, 3, 5 y que (d/a)? = (481/360)>
expresado en el sistema sexagesimal es precisamente el valor que
aparece en la cuarta columna. Para estos valores a es
aproximadamente 40°.



I H(=b) MI(=d) v
[1,59,0,] 1 1,59 2,49 1
[1,56,56 ]58 14,50,6,15 56,7 3,12,1 2
[1,55,7]41,15,33,45 1,16,41 1,50,49 3
[1,]5[3,1]0,29,32,52,16 3,31,49 59,1 4
[1,]48,54,1,40 1,5 1,37 5
[1,]47,6,41,40 5,19 8,1 6
[1,]43,11,56,28,26,40 38,11 59,1 7
[1,]41,33,59,3,45 13,19 20,49 8
[1,]38,33,36,36 9,1 12,49 9
1,35,10,2,28,27,24,26,40 1,22,41 2,16,1 10
1,33,45 45 1,15 11
1,29,21,54,2,15 27,59 48,49 12
[1,]27,0,3,45 7,12,1 4,49 13
1,25,48,51,35,6,40 29,31 53,49 14
[1,]23,13,46,40 56 53 15

Los egipcios

Comparada con el contenido de las tablillas de los babilonios, la
matematica de los egipcios resulta de un nivel muy inferior. Una de
las causas reside en el sistema de numeracion adoptado por los
egipcios: aditivo decimal compuesto de ocho signos jeroglificos
para indicar la unidad y las primeras siete potencias de 10 y que en
el contexto numérico se escribian de derecha a izquierda segun las
potencias decrecientes.

Con ese sistema, el escriba o calculador egipcio realizaba
operaciones aritméticas elementales, con numeros enteros o
fraccionarios, utilizando una técnica operatoria. No exenta de
ingeniosidad, de la cual cabe destacar dos notas caracteristicas: la
multiplicacion por duplicacion y el uso casi exclusivo de fracciones
unitarias, es decir, de numerador la unidad.

El conocimiento de los métodos de calculo de los egipcios y de
su aplicacién en distintos problemas proviene de algunos papiros,



no muy numerosos, entre los cuales sigue siendo mas importante el
papiro Rhind (del nombre de su propietario que lo lego al museo
Britanico) que data de la época de los hiesos (s. XIII a. C) aunque,
como nos lo asegura su autor o compilador, el egipcio Ahmes: su
contenido proviene de épocas anteriores. Aproximadamente de
comienzos del Il milenio.

Aunque el papiro declare que contiene “las reglas para lograr un
conocimiento de todo lo oscuro y de todos los misterios que
residen en las cosas..” es en realidad un manual de aritmética,
probablemente destinado a la formacién de los escribas oficiales
que tenian a su cargo el conocimiento y la practica de los calculos
que exigia la tipica organizaciéon econémica de la sociedad egipcia.
(1)

El interés mayor que ofrece la aritmética de los egipcios reside
en su caracteristico uso y manejo de las fracciones. Si se exceptia
2/, (y ocasionalmente 3/, ), fraccién para la cual existia un signo
especial y de la cual, por lo demas, conocian la descomposicién en
1, + 1/, el calculista egipcio utiliza exclusivamente fracciones
unitarias Y. por tanto, todo cociente o parte de un cociente menor
que la unidad debia expresarse como suma de fracciones unitarias,
problema indeterminado desde el punto de vista teérico y que los
egipcios resolvieron empiricamente, aunque tratando de dar, y a
veces en forma ingeniosa, la descomposiciéon mas simple.

Muchas de esas descomposiciones eran conocidas de memoria
por el escriba, pero para denominadores no pequefios la cuestion
se tornaba dificil, de ahi que sea explicable que el papiro Rhind se
abriera con una tabla que facilitaba esa descomposicién dando la
misma para todos los cocientes de dividendo 2 y divisor impar
desde 5 hasta 101. (2)

El conocimiento aritmético de los egipcios no se limita a las
operaciones elementales con enteros y fracciones: en los papiros
matematicos aparecen progresiones aritméticas y geométricas y
hasta algin ejemplo de raiz cuadrada. En cuanto a las aplicaciones
se trata en general de problemas de reparticién proporcional o de
medidas de capacidad, de superficie o de volumen, asi como
cuestiones de distinta indole que conducen a problemas de primer
grado con una o mas incoégnitas. (3)



Los conocimientos geométricos de los egipcios son mas bien
extensos: disponen de reglas exactas para el area de triangulos,
rectangulos y trapecios, asi como para el volumen de prismas y
piramides. En un ejemplo aparece la determinacion de la
inclinacién del plano oblicuo de una piramide, aunque entendida
mas como factor de proporcionalidad que medida angular,
mientras que el maximo logro de la geometria egipcia debe verse
en la determinaciéon correcta del volumen del tronco de piramide
de base cuadrada, mediante un calculo de dificil interpretacion.
Ademas se debe al calculista egipcio una excelente aproximacion
para la cuadratura del circulo. (4)

Notas complementarias

(1) La multiplicacién y divisiéon egipcias. Para multiplicar por
duplicacion el egipcio escribia en columna el factor mayor y
sucesivamente sus dobles, mientras que en otra columna la
izquierda sefialaba la unida y sus dobles. La operacion se
suspendia al llegar el mayor doble inferior al segundo factor; el
calculista marcaba entonces con un signo especial los dobles cuya
suma componian este segundo factor y sumaba los términos
correspondientes de la primera columna. Esa suma es el resultado.
Alaizquierda puede verse el producto 34 x 27 = 918.

/1 34
/2 68
4 136
/8 272
/16 544
27 818

Para abreviar la operacion en algunos casos se multiplicaba por 10
y a veces este multiplo se dividia por 2 con lo cual, en la columna
de la izquierda, ademds de dobles, aparecian los nimeros 10 y 5,
que habia que tomar en cuenta en el calculo del segundo factor.
Para dividir procedian como en la multiplicacién considerando
la division como una multiplicacion de producto y un factor



conocidos. Dividir por ejemplo 1.120 por 80 es una multiplicacion
"comenzando con 80". A la izquierda esta indicado el calculo que se
ha facilitado comenzando por tomar el décuplo del divisor. Como
en este caso, de la columna de la derecha se obtiene la suma 1.120,
el resultado es de una division exacta 1.120 + 80 = 14.

(Pero qué hubiera ocurrido si en lugar de 1.120 el dividendo
hubiera sido 1.150? Con nuestro léxico, de los calculos anteriores
hubiéramos deducido que el cociente entero es 14 y el resto es 30,
pero en las divisiones egipcias no hay resto: el cociente es siempre
exacto, para lo cual en este caso se hubiera acudido a las fracciones
y proseguido la operacion introduciendo en la columna de la
izquierda las fracciones 1/, , 1/, , 1, , ¥y con los correspondientes
valores 40, 20, 10, se habria llegado a la suma exacta 1.150 y al
cociente exacto 14 1/, 1/,

1 80
/10 800
2 160
/4 320
14 1.120

(2) Las fracciones unitarias. El ejemplo anterior, donde los valores
comodos 80 y 30, del divisor y el resto, facilitaron sobremanera las
operaciones, no es un ejemplo adecuado para mostrar los calculos
egipcios con fracciones unitarias, ya para construir la tabla de los
cocientes 2 = n, ya para utilizar sus datos.

Asi sefialaba Van der Waerden la marcha del proceso en lIa,
obtencion del cociente 2/, = 1/,01/,,. ¥/;ss- El calculista ha utilizado la
fraccion auxiliar 1/, reconociendo que 31/,,-11/,1,, Conociendo
ademas la descomposicién 1/,-1%1,, y que evidentemente 2 = 1
Y Vs
, mediante un proceso de "completar la unidad" llega a la
descomposicion 2 = 1 1,1/,,1/,1 y como 1/,1/c = 31 (1/;,,Y4s5) se llega
a la descomposicion de la tabla.

Supongamos que haya que dividir 11 por 23. El calculista
procederia asi: 11/,,=1/,,10/,.=1,.5-2/,, acudirfa a la tabla que
descompone 2/,; = 1/,,1/,,4, y seguiria

11/23 = 1/23 5/12 5/276 = 1/23 1/12 1/276 1/3 1/69



Sin necesidad de volver a la tabla, y el resultado seria
11/23 = 1/3 1/12 1/23 1/69 1/276

1 2/3 1/30

/2 1 1/3 1/15

4 2 2/3 1/10 1/30

/8 5 1/3 1/5 1/15

10 6 2/3 1/5 2/15 =7

Consideremos por ultimo el problema de dividir 7 panes entre
10 personas. Sin explicacion alguna el papiro da el resultado: 2/,1/,,
y se dispone a comprobarlo mediante la multiplicacién de ese dato
por 10 tal como se ve en la izquierda. Al multiplicar por 4 aparece
el cociente 2 + 15 que la tabla da como 1/,,1/,,. En este caso no hubo
que acudir mas a la tabla.

(3) Problemas de primer grado. He aqui un par de problemas de
primer grado resueltos por los egipcios. Una cantidad y su séptima
parte dan 19. Para resolverlo, el calculista toma sucesivamente 7
mas 1, es decir, 8. Divide 19 por 8 obteniendo 2 141, y este
resultado lo multiplico por 7, obteniendo 16 1/,1/, que es la cantidad
buscada, comprobandolo al agregarle 2 1/,1/,, y obtener 19.

Menos simple es el problema de dividir 100 panes entre cinco
personas siguiendo una progresion aritmética (serian de distintas
clases sociales), de manera que la parte de las dos ultimas sea 1/, de
las partes de las tres primeras. Aqui escuetamente el papiro dice:
'Toma como diferencia 5 1/, de donde 23, 17 1, 12, 6 1/, 1.
Aumenta esos numeros en la proporcion 1 2/, y obtendras las partes
que corresponden a cada persona". Y la solucion es correcta.

En efecto, el nimero 5 1/, es la razon entre la diferencia de la
progresion y la parte de la ultima persona, que puede deducirse de
los datos del problema, pues las dos ultimas personas reciben dos
de esas partes mas una diferencia, mientras que las tres siguientes
reciben 3 de esas partes mas 9 diferencias, que han de ser
equivalentes a 14 partes y 7 diferencias, de ahi la razén 11/, es
decir, 5 %. Admitiendo que la Ultima parte es 1 pan la suma, de
acuerdo con la diferencia 5 %2, daria 60 panes y no 100 como exige



el problema; de ahi la Gltima parte de la solucion el elevar los
valores anteriores en la proporciéon de 60 a 100, es decir, en la
proporcion 3 a 5.

(4) La cuadratura del circulo. La regla del calculista egipcio para
obtener el area del circulo, consiste en adoptar como lado del
cuadrado equivalente al circulo el diametro menos un noveno del
mismo, lo que significa para nuestro T el valor 256/ =%
3,1604...bastante aproximado con un error relativo por exceso de
0,6 %. En cuanto al origen de esta regla observamos que si hoy
desearamos conocer qué fraccidon del didmetro, de la forma 1-1 /n
debe tomarse para obtener el lado del cuadrado equivalente
encontrariamos para n el valor 8,7..bastante préximo a 9, de ahi
que cabe sospechar que los egipcios obtuvieron su regla operando
por tanteos con fracciones unitarias y complementos a la unidad.



LA MATEMATICA HELENICA

Los griegos

Un largo milenio transcurre entre la época de las tablillas
cuneiformes y de los papiros egipcios que hemos resefiado, y la
época de la revolucién intelectual que tendra por teatro el mundo
griego del Mediterraneo oriental; revolucion que significo el
advenimiento del sabio y de un saber cada vez mas consciente de
su propia misién y de la responsabilidad que le impone la exigencia
de su comprobacion o de su verificacion.

Al hacerse referencia al nacimiento de este nuevo tipo de saber:
la ciencia, suele atin hablarse de "milagro griego", expresion que
encierra la idea de un surgimiento de la ciencia, del arte y de la
filosofia como de la nada, por generacion espontanea.

Mas hoy, al respecto, y en especial para la matematica, cabe ser
cauteloso. Por lo pronto, la ciencia prehistérica ha puesto de relieve
el largo camino recorrido por el hombre en la senda del saber hasta
llegar a los umbrales de la ciencia. Por su parte, ya no es posible
dejar de considerar que el "milagro griego" tuvo como antecedente
el saber que desarrollaron los paises orientales, en especial Egipto
y la Mesopotamia. La misma tradicion griega atestigua la
importancia que los primeros griegos atribuian a ese saber y es
significativo que, segtn tal tradicion, grandes sabios y filésofos del
periodo helénico habian estado en Oriente, en especial en Egipto,
frecuentando los sacerdotes de esa region.

Otro factor que ha contribuido a mantener la creencia en el
"milagro griego" proviene de las caracteristicas del periodo
inmediato anterior al advenimiento de la ciencia griega, alla hacia
el siglo VI a. C. En efecto, el medio milenio anterior a este siglo es
una de las épocas mas oscuras e inciertas de la historia del
Mediterraneo, aunque tal oscuridad no proviene de causas
intrinsecas, sino del hecho de tratarse de una época de
movimientos de pueblos y de la apariciéon de las armas de hierro



que aportaron un poder destructor desconocido hasta entonces;
movimiento y destrucciéon que han contribuido a silenciar ecos y
documentos que podrian informarnos acerca de los origenes de la
ciencia en Grecia.

Por lo demas, en este periodo, Grecia mantuvo relaciones
comerciales y bélicas con los pueblos del Cercano y Medio-Oriente,
y si bien es cierto que los griegos no supieron leer las jeroglificos
egipcios ni los signos cuneiformes, el hecho de desconocer el
idioma no significa ignorar totalmente sus bienes culturales y las
conexiones que actualmente se advierten entre la matematica
griega y la antigua matematica de los babilonios, como
consecuencia de las tablillas descifradas en este siglo,
comprobarian tal afirmacion.

Una ultima observacion, de cardcter mas bien paraddjico,
reafirma la cautela con la cual deben tomarse las informaciones
relativas a la antigua matematica griega. En efecto, mientras hoy a
30 6 40 siglos de distancia, conservamos en las tablillas
cuneiformes y en los papiros egipcios documentos originales o
copias fieles de las contribuciones matematicas de los antiguos
pueblos orientales, nada de eso ocurre con los griegos; a pesar de
ser mucho mas recientes, pues de las no muy numerosas
producciones matematicas que han sobrevivido hasta hoy, solo
disponemos de copias y compilaciones tardias a veces posteriores
en varios siglos, cuando no meras traducciones.

Esto es particularmente cierto para la matematica del periodo
helénico (siglos VI a IV a. C.), ya que de los escritores anteriores a
Euclides no se conoce sino el fragmento, relativo a las "lunulas” de
Hipdcrates, de la "historia de la matematica" de Eudemo de Rodas,
que, a su vez, se conoce mediante una reproducciéon no muy fiel,
aparecida en un comentario aristotélico de Simplicio del s. VI, es
decir, de un milenio después.

De ahi que la historia de la matematica del periodo helénico
haya sido reconstruida sobre la base de fuentes indirectas,
informaciones dispersas en autores de la época posteriores, en
especial, en los escritos de comentaristas del ultimo periodo de la
ciencia griega, entre los que cabe destacar el resumen historico,
que aparece en Los comentarios del libro 1 de los Elementos de



Euclides de Proclo; probablemente fundado también en la
“historia" de Eudemo. (1)

En este resumen, al lado de figuras conocidas de la filosofia y de
las ciencias griegas, aparecen nombres de los cuales se tienen
escasas o ninguna noticia. Faltan, en cambio, nombres importantes
como el de Democrito de Abdera, omision que se explica en vista de
la tendencia neoplatdnica de Proclo. Contraria a las concepciones
filos6ficas de Democrito. Pero, salvadas esta y otras lagunas, ese
resumen histérico sefiala en lineas generales el proceso seguido
por la matematica griega durante el periodo helénico.

Notas complementarias

(1)  Elresumen historico de Proclo. Cuenta Proclo en la segunda
parte del Prélogo a sus comentarios;...muchos autores informan
que los egipcios fueron inventores de la geometria, que naci6 de la
medida de los campos, necesarias debido a las crecidas del Nilo que
borraban el limite entre las propiedades. Por lo demas, no ha de
asombrar que haya sido una exigencia practica la determinante de
la invencién de esa ciencia, pues todo lo que esta sujeto a la
generacion procede de lo imperfecto a lo perfecto, y que es natural
que se produzca una transicién de la sensaciéon al razonamiento y
de este a la inteligencia. De manera que asi como los fenicios,
debido al intercambio y transacciones comerciales, fueron los
primeros en tener un conocimiento cabal de los nimeros, por la
razon mencionada los egipcios inventaron la geometria.

Tales que estuvo en Egipto, fue el primero que introdujo la
teoria en Grecia; él mismo realizo varios descubrimientos y
encamino a sus sucesores hacia sus principios; algunas cuestiones
las resolvi6 de una manera mas general; otras de una manera mas
intuitiva. Después de él se menciona a Mamerco, hermano del poeta
Estesicoro que se intereso por la geometria, a la cual debié su fama,
segun cuenta Hipias de Elis.

Los siguié Pitagoras quien trasformo él estudié de la geometria
en una ensefianza liberal, remontandose a los principios generales



y estudiando los teoremas abstractamente y con la inteligencia
pura; se le debe el descubrimiento de las figuras c6smicas. Mas
tarde Anaxagoras de Cazomene se ocupé de distintas cuestiones
geométricas asi como Enépides de Quios, algo mas joven que
Anaxagoras, ambos mencionados por Platén en Ricales como
famosos matematicos. Mas tarde, fueron célebres en geometria
Hipécrates de Cirene; Hipdcrates ademas fue el primero que
compuso Elementos.

Platon, que los sigue, dio a la geometria, como a toda la
matematica, un impulso extraordinario mediante el gran interés
que demostré por ella, del cual dan fe sus escritos repletos de
consideraciones matematicas, que en todo momento despiertan la
admiracion hacia esa ciencia de aquellos que se consagran a la
filosofia.

Al mismo periodo pertenecen Leodema de Taso, Arquitas de
Tarento y Teeteto de Atenas, que aumentaron el numero de
teoremas de geometria, mientras le deban una forma mas
cientifica. A Leodemas sigue Neoclides y el discipulo de éste: Ledn,
que acrecieron el saber geométrico de manera que Ledén pudo
escribir unos Elementos, muy superiores por el valor y el nimero
de sus demostraciones. Leén ademas descubrié las distinciones que
indican si un problema puede resolverse o no.

Algo mas joven que Leodn, y compafiero se los discipulos de
Platén, es Eudoxo de Cnido, quien aumento el nimero de los
teoremas geométricos, agrego tres nuevas proporciones a las tres
antiguas, y mediante el analisis hizo progresar lo que Platén habia
aprendido respecto de la seccion. Amticlas de Heraclea, discipulo
de Platon, y Menecmo, discipulo de Eudoxo como miembro del
circulo de Platén, y su hermano Dinotrasto perfeccionaron atin mas
la geometria en su conjunto. Teudio de Magnesia gozé de gran
renombre tanto en matematica cuanto en otra doctrina filosdfica,
pues coordino Elementos y generalizo muchas cosas particulares.
Igualmente Ateneo de Cicico, de la misma época, se hizo célebre
como matematico y en especial como gedmetra. Todos ellos se
congregaban en la Academia e instituyeron en comun sus
investigaciones. Hermotimo de Colofén desarrolld lo que habia
encontrado Eudoxo y Teeteto, descubri6 muchas proposiciones
relativas a los Elementos y se ocup6 de los lugares. Filipo de



Mende, discipulo de Platén e iniciado por éste en la matematica,
realiz6 investigaciones siguiendo las indicaciones de su maestro,
aunque se propuso también todas aquellas cuestiones que segin su
entender podian contribuir al desarrollo de la filosofia de Platén. Es
hasta estos ultimos que se han ocupado los historiadores que
trataron el desarrollo de la geometria.

Tales

La matematica griega comienza con el mismo nombre con que
se inicia la filosofia griega: Tales de Mileto, uno de los "siete sabios
de Grecia", primero a quien se dio ese nombre, no ya por su género
de vida y sus preceptos con referencia a la conducta moral, sino por
el hecho de estudiar los secretos de la naturaleza y hacer conocer
sus investigaciones.

En efecto, Tales, como sus conciudadanos mas jovenes:
Anaximandro y Anaximenes, fue un filésofo de la naturaleza, un
"fisidlogo" que por sus observaciones empiricas sobre los seres,
sobre las cosas y sobre los fendmenos, en especial meteorolégicos,
llego a la concepcion de estar todo el Universo sometido a un
proceso, a una transformacion continua, como si algo viviente lo
habitase ("Todo esta lleno de dioses"), proceso y transformacion
cuyo origen, causa y devenir busca ("el agua es el principio de todas
las cosas, pues todo proviene del agua y todo se reduce a ella").

Como en todos los casos de los pensadores antiguos, no se
dispone de Tales sino de escasas referencias debidas a
comentaristas muy posteriores, pero cabe destacar que es el Unico
entre los filésofos de Mileto a quien se atribuyen conocimientos
cientificos en sentido estricto: ya astronémicos, ya matematicos.

Asi, se le atribuye la prediccién de un eclipse de sol que, segiin
los astronomos modernos, fue el del 28 de mayo de 585 a. C. (fecha
esta ultima que, aun convencional, puede servir para fijar el
nacimiento de la ciencia griega), eclipse que reviste un singular
interés histérico, pues ocurrié cuando medas y lidios estaban por



entrar en batalla, que el fenémeno celeste detuvo, y facilité
gestiones de paz.

Actualmente se duda de tal prediccién por parte de Tales, en
vista de la propia concepcidén cosmolodgica que se le atribuye, y de
los conocimientos teéricos que exige, salvo que estuviera en
posesion de reglas de los antiguos babilonios, lo que no es muy
verosimil. Mas verosimil resulta suponer que la prediccion del
eclipse no fue sino una atribucién gratuita, consecuencia de la fama
y de la popularidad alcanzadas por Tales en su condicién de sabio.

Algo semejante podria decirse con respecto a las contribuciones
matematicas, o0 mejor geométricas, que se atribuyen a Tales y que
consisten en algunas propiedades tedricas y en un par de
problemas practicos, (1) cuyo interés reside esencialmente en que
tanto unas cuanto otros se refieren a propiedades generales de
rectas, igualdades entre angulos, y semejanzas de figuras, es decir,
propiedades cuya indole las distingue del conocimiento empirico
de los egipcios, con el cual directa o indirectamente Tales pudo
entrar en contacto.

También aqui, como en el caso de la prediccién del eclipse, la
atribucion de conocimientos geométricos tedricos puede fundarse
en la fama de la que Tales gozo en vida y que, sin duda, se trasmitio
deformada a las generaciones posteriores. Mas también puede
darsele un sentido distinto, vinculado con la revolucién intelectual
que se estaba produciendo en el mundo griego en tiempos de Tales:
el nacimiento de un nuevo saber.

La nota esencial de ese nuevo saber fue su acentuado caracter
discursivo, su tdénica racional, que en sus comienzos se manifesto
meramente en los intentos de explicacion de los fendémenos
naturales sin acudir a causas extra-naturales, pero que pronto
adquirié una so6lida consistencia y logré conquistas perdurables en
la rama mas fecunda y mas ddcil a los dictados de la razén: en la
matemadtica, mediante la demostracién rigurosa de sus
propiedades, traduccién en su campo de la explicacion de los
fenomenos naturales. Y si Tales, el "primero entre los siete sabios",
habia sido también el primero, cronolégicamente, en poner de
manifiesto las exigencias de la razén en el campo, de la naturaleza
mediante la "explicacion racional de sus fenémenos", ;por qué no
dotarlo de igual capacidad en el campo matematico, atribuyéndole



el invento de la "demostracién”, en vista de la similitud de los
fundamentos de ambos procesos? Sean o no exagerados los méritos
que, las generaciones futuras asignaron a Tales, es indudable que
termina con él una etapa en la marcha del saber: la etapa pre-
cientifica, para iniciarse el periodo del saber critico, objetivo,
cientifico.

Varios factores contribuyeron al advenimiento de esta especial
conciencia cientifica que ante todo significé una liberaciéon, atin no
total, de la marafa de elementos extra-cientificos que envolvian al
saber oriental. Por un lado, el caracter del pueblo griego, pueblo de
legisladores y de colonizadores que, en contacto con pueblos
orientales de larga tradiciéon cultural, heredaron de ellos lo que
ofrecian mas objetivo: el saber. Ese pueblo disponia ademas de un
idioma que una estupenda tradicion literaria, casi familiar, habia
tornado bastante flexible como para permitirle lanzarse a nuevas
aventuras. Si en esa tradicion figuraba un poeta épico como
Homero, también incluia un poeta mas didactico como Hesiodo y,
por tanto, mas afin con el saber.

También pudo haber contribuido al movimiento de libacién la
indole especial de la religion griega, con su antropomorfismo y la
vinculacién de sus mitos, dioses y cultos con fenémenos naturales,
asi como los juegos olimpicos, que se inician en el siglo VIII a. C. en
los que lo colectivo, representado por sus facetas religiosas y
nacionales, se combina con lo individual, encarnado en el
reconocimiento de los propios méritos y en la libertad y valores
personales.

Por ultimo, cabe acentuar el caracter especial de la cuna del
nuevo saber: la ciudad de Mileto, nudo de rutas comerciales y
floreciente mercado, ubicada en las costas de una regién como el
Asia Menor, rica en razas y culturas diferentes; factores todos que
permitieron a los milesios ponerse en contacto con pueblos y
problemas diversos que estimularon su actividad intelectual.

Notas complementarias



() Las contribuciones geométricas de Tales. Segliin constancias
posteriores, se atribuy6 a Tales la demostracién de los siguientes
teoremas: Todo didmetro biseca a la circunferencia. Los angulos en
la base de un triangulo isésceles son iguales. Angulos opuestos por
el vértice son iguales. Los angulos inscritos en una
semicircunferencia son rectos; y la resolucion de los problemas:
Determinar la distancia de una nave al puerto. Determinar la altura
de una pirdmide conociendo la sombra que proyecta: problemas
cuya solucion exigi6 a su vez el conocimiento de la igualdad de los
triangulos que tienen dos lados y el angulo comprendido
respectivamente iguales, y la proporcionalidad de los lados
homologos de dos tridngulo, semejantes.

Respecto de esta ultima propiedad cabe recordar que en papiros
egipcios y en tablillas cuneiformes se encuentran aplicaciones
numéricas de las propiedades de los tridngulos semejantes, pero
tales aplicaciones practicas no presuponen el conocimiento previo
de la demostracion tedricas de ellas. De ahi que de atribuir alguna
contribucién original de Tales al respecto, deberia referirse a la
deduccién racional de esas propiedades, pero nada de eso aparece
en las referencias disponibles, donde a lo sumo se indica el método
utilizado, por ejemplo, midiendo la sombra proyectada por la
pirdmide en el instante en que la propia sombra del operador era
igual a la altura de su cuerpo. Pero aun en este caso, fundado sobre
un método de comprobacion intuitiva, nada prueba que Tales haya
demostrado el teorema que, con frecuencia, lleva su nombre en los
textos elementales de geometria, pero cuya primera demostracion,
nada facil, aparece en el libro VI de los Elementos de Euclides.

Al respecto de esta inconsistencia historica cabe citar la feliz
“boutade” del matematico Félix Klein, quien recordaba que si un
teorema lleva el nombre de un matematico, es seguro que este
matematico no es su inventor. Tal cosa ocurre precisamente con el
teorema de Tales y, puede agregarse, con el "teorema de
Pitagoras”; el "binomio de Newton", el triangulo de Pascal...



Los pitagdricos

El juego de la razén y la indole del ente primordial capaz de
engendrar todas las cosas, son los fundamentos que caracterizan a
las corrientes filosoficas que alimentan el pensamiento helénico.

En cierto sentido dirfase que la geografia influyé en esas
corrientes. Mientras que de las colonias de Asia Menor provienen
los "fisidlogos" con su acentuada tendencia hacia "la naturaleza de
las cosas", fincada en entes de consistencia natural: agua, aire,
fuego..; de las colonias italicas provendra una corriente mas
mistica con un ente primordial de naturaleza ambivalente, como
habitante de dos mundos: del mundo de la razén y del mundo de
las cosas. Ese nuevo ente fue el nimero y sus artifices fueron los
pitagdricos o italicos.

Si las figuras de los fisidlogos son legendarias, también lo es y
quiza con mayor razon la de Pitagoras, filésofo que habria vivido a
lo largo de gran parte del siglo VI a. C. y cuya vida y doctrinas han
sido deformadas por la atmoésfera mistica que las envolvio,
contribuyendo sin duda a esa deformacién la imposicion del
secreto y del silencio misticos que regian en la escuela que habia
fundado Pitagoras, en especial, en lo referente a los conocimientos.

Pitagoras y su escuela pertenecen por igual a la ciencia y a la
filosofia, a la mistica y a la politica; pues Pitdgoras no fue sélo un
fil6sofo, sino también un sacerdote de ritos arcaicos y hasta un
politico, pues fueron las luchas politicas de mediado, del siglo V a.
C. las que provocaron la destruccion de la escuela fundada por
Pitdgoras en Crotona (Italia) y la emigracién de los pitagoricos y de
sus doctrinas a la metrépoli, donde hacia esa época comenzaron a
difundirse.

No es facil reconstruir el camino que del misticismo pitagérico
condujo a las verdades matematicas. Se ha querido ver una
influencia del orfismo y del poder especial que ese mito otorgaba a
la musica, asi como a la vinculacion existente entre la armonia
musical y la armonia reflejada en los ndmeros, vinculacion
fortalecida por el descubrimiento que se atribuye a Pitagoras de la
relacion simple entre las longitudes de las cuerdas de la lira y los



acordes de los sonidos emitidos por sus vibraciones. En efecto,
cuando la longitud de la cuerda se reducia a la mitad, es decir, en la
relacion 1:2, se obtenia la octava; si en cambio las relaciones eran
3:4 6 2:3 se obtenian, respectivamente, la cuarta y la quinta. Si se
agrega que en estas relaciones simples aparecen los cuatro
primeros digitos 1, 2, 3, 4, que a su vez dispuestos en forma de pila
dibujaban el triangulo equilatero; y que su suma era 10, nimero
mistico con propiedades geométricas (por ejemplo, el nimero de
caras y aristas del tetraedro), etcétera, se explica como esta
combinacién de sonidos, nimeros y figuras convirtié al numero en
"esencia de todas las cosas”.

Aristoteles, que prefiere hablar de pitagéricos, no de Pitagoras,
expone de esta manera esa conclusién: "Los asi llamados
pitagdricos, habiéndose aplicado a la matematica fueron los
primeros en hacerla progresar, y nutridos de ella creyeron que su
principio fuera el de todas las cosas. Ya que los nimeros por su
naturaleza son los primeros que se presentan en ella, les parecio
observar en los numeros semejanzas con los seres y con los
fenémenos, mucho mas que en el fuego, o en la tierra o en el agua
(por ejemplo, tal determinacion de los niimeros les parecia que era
la justicia, tal otra el alma o la razoén, aquella otra la oportunidad y,
por asi decir, analogamente toda otra cosa), y como también veian
en los numeros las determinaciones y las proporciones de las
armonias y como, por otra parte, les parecia que toda la naturaleza
estaba por lo demas hecha a imagen de los nimeros, y que los
numeros son los primeros en la naturaleza, supusieron que los
elementos de los numeros fuesen los elementos de todos los seres
y que el universo entero fuese armonia y numero. Y todas las
concordancias que podian demostrar en los nimeros y en las
armonias con las condiciones y partes del universo y con su
ordenacidn total, las recogieron y coordinaron".

Es posible que un primer resultado de tal coordinacién y
ordenacion, fuera el advenimiento de la matematica, como ciencia,
a la sombra de tal concepcién metafisica y aliado de tal mistica de
los niimeros. Por lo menos esto es lo que se deduciria de la frase de
Proclo al afirmar que Pitdgoras "transformé el estudio de la
geometria en una ensefianza liberal remontandose a los principios
generales y estudiando los teoremas abstractamente y con la



inteligencia pura ... " De ser asi, seria mérito de Pitagoras o de los
pitagdricos el de haber convertido el conjunto de los conocimientos
matematicos en una estructura racional deductiva, con la
introduccién de la demostracidén como recurso caracteristico de la
matematica como ciencia.

En cuanto al tratamiento de esta disciplina en la escuela
pitagorica, se dispone de algunos datos, aunque por comentaristas
tardios como San Hipdlito del siglo III, quien refiere que en la secta
pitagdrica los adeptos se distinguian en novicios y en iniciados, Los
primeros sélo podian escuchar y callar (exotéricos o acusticos),
mientras que los segundos (esotéricos o matematicos), podian
hablar y expresar lo que pensaban acerca de las cuestiones
cientificas de las que se ocupaba la escuela. De ahi que sea probable
que se deba a los pitagéricos el nombre de la nueva ciencia:
matematica (de mathemata = ciencias) que significa algo que puede
aprenderse. También informa San Hipoélito acerca de su contenido
al decir que los pitagdricos mezclaban astronomia y geometria,
aritmética y musica. Proclo, un par de siglos después, es mas
explicito al expresar que los pitagoricos distinguian en la
matematica cuatro ramas: la aritmética (de aritmein = contar) que
consideraba al ndmero en si, debiéndose entender por numero,
entre los griegos, nuestros ndmeros enteros y faccionarios
positivos; (1) la geometria, que consideraba la cantidad ya no
discreta sino continua pero también en si, perdiendo asi en
consecuencia la palabra “geometria” su antiguo sentido etimolégico
de "medir la tierra"; (2) la musica, como estudio de la cantidad
discreta, pero no en si sino en sus relaciones mutuas; y la
astronomia, como estudio de la cantidad continua, no en si sino en
movimiento.

Ya hicimos referencia al llamado "teorema de Pitagoras" que los
babilénicos conocian, asi como su consecuencia numérica: la ley
general de formaciéon de los "tripletes pitagéricos". Es posible que
los pitagoricos demostraran el teorema, probablemente por
descomposicion de figuras, aunque en el estudio de los "triplete” no
lograron la generalidad de los babilonios. (3)

Fue el conocimiento de un caso particular del teorema de
Pitdgoras, quien aporté una consecuencia importante para el
destino de la secta cuando no de la matemadtica toda: el



“descubrimiento de los irracionales”, es decir, el descubrimiento de
pares de cantidades diferentes, tales que la mayor no es multiplo
de la menor ni multiplo de una parte de la menor; y por tanto cuya
razon no resulta expresable mediante un nimero entero ni
fraccionario. Si se piensa que los griegos no conocieron otra clase
de nimeros y que la matematica pitagorica exigia que el nimero
era la esencia de todas las cosas, se explica que para los pitagoricos
aquellas cosas simplemente no existian; el hecho de presentarse en
figuras consideradas perfectas, como el cuadrado o muy simples,
como el tridngulo rectangulo isésceles, asi como el caracter tajante
y categoérico de la demostraciéon que probablemente se desarrolld
en el seno de la escuela, tornaron ain mas desconcertante el
descubrimiento; el hecho es que varias leyendas rodean al suceso, y
el secreto se impuso al descubrimiento. (4)

Una visién de conjunto de las contribuciones matematicas que
se atribuyen a los pitagdricos produce una impresiéon mas bien
extrafia, en vista de que las contribuciones mas importantes y
numerosas son geométricas, mientras que las contribuciones
aritméticas son pobres y escasas, hecho de visos mas bien
paraddjicos si se piensa en la concepcion pitagérica de la
omnipotencia del nimero, esencia de todas las cosas.

Una solucién de esta aparente contradiccién ha sido dada
ultimamente como consecuencia del desciframiento de las tablillas
cuneiformes de este siglo. En efecto, segin Neugebauer "lo que se
llama pitagoérico en la tradicion griega deberia probablemente ser
llamado babilonio"”, pues los pitagéricos habran bebido sus
conocimientos matematicos en la aritmética y en el algebra de los
babilonios, pero es natural que imprimieran a esos conocimientos
su propio estilo, es decir "el caracter especificamente griego", como
se expresa Van der Waerden, anteponiendo al mero caracter
operativo e instrumental de los babilonios el rigor logico y la
demostracion matemadtica. Y fue en esa tarea, que el comienzo no
encontraria contradiccion con la propia metafisica, cuando
chocaron con el "escandalo de los irracionales”, que los obligo a
torcer el rumbo de sus investigaciones abandonando el campo de la
aritmética donde los irracionales cerraban el paso a todo proceso, y
transformando las consideraciones aritméticas y algebraicas en
cuestiones de indole geométrica.



Notas complementarias

(1) La aritmética pitagorica. Dejando de lado todos los fantasticos
atributos que los pitagéricos concedian a ciertos numeros,
consideremos algunos resultados positivos que se atribuyen a los
pitagdricos en el campo de la aritmética. Por lo pronto, se les debe
la distinciéon entre la aritmética como ciencia o teoria de los
numeros y la logistica como arte o practica de calculo, separando
netamente los nimeros abstractos, esencia de las cosas, de las
cantidades concretas, que el hombre maneja en sus transacciones
comerciales y en los menesteres ordinarios de la vida. También se
les debe la clasificacidn de los nimeros en vista de sus propiedades
aritméticas: pares e impares, perfectos, amigos.

Nuestro l1éxico actual conserva reminiscencias pitagéricas; las
palabras cuadrado y cubo mantienen su doble acepcion de niimero
y de figura en inglés figure es también cifra. En cambio expresiones
de indudable origen pitagérico como las de los "numeros
figurados": triangulares, pentagonales, poligonales,... no conservan
sino un interés histérico, aunque ha sido esta aritmogeometria de
los ndmeros figurados el origen de las primeras propiedades de la
teoria de nimeros.

Véase en la figura siguiente un nimero de puntos rectangular tal
que el nimero de un lado (la altura) supera en una unidad al otro
(la base). Si se descompone en escuadras de carpintero, en la forma
indicada por la figura, cada escuadra, o gnomon segin la



nomenclatura griega, contiene un nimero par, de ahi la propiedad:
la suma de los primeros n nimeros pares sucesivos es el producto
de este numero por el sucesivo. Si se supone eliminada la fila
inferior, el rectdngulo se convierte en un cuadrado y cada gnomon
contiene ahora un nimero impar, de ahi la propiedad: la suma de
los primeros n niumeros impares es el cuadrado n? de ese niimero.
Por ultimo, si se supone bifurcado el nimero rectangular por la
linea de puntos, cada mitad se convierte en un numero triangular y
de ahi la propiedad: la suma de los primeros n nimeros sucesivos
es el semiproducto de ese numero por el sucesivo. En la figura n =
6, de ahi que la suma de los primeros seis pareses n(n+1)=42;la
suma de los primeros seis impares es n? = 36; y la suma de los
primeros seis sucesivoses % n(n+1)= 21.

También se atribuye a los pitagoricos el conocimiento de las tres
medias: aritmética, geométrica y armoénica. Esta dltima
designacidn, resto fésil de las contribuciones de los pitagéricos que
aun se emplea en matematica, proviene de que las razones que
caracterizan la octava, la quinta y la cuarta musicales pueden
formarse con la terna 6, 8, 12 que constituye una terna en
progresion armonica. Con nuestros simbolos si, ¢ y h son,
respectivamente, las medias aritmética Y armonica de los nimeros
ayb,serac-a=b-c;(h-a):a=(b-h):boseac=% (a+b)
y h=2ab:(a+b).

Por otra parte, se atribuye a los pitagoricos la llamada
proporcién musical (que segin una referencia Pitagoras habria
traido de Babilonia), que expresa a:c = h:b, o con nuestro 1éxico: la
media geométrica de dos nimeros es la media geométrica de sus
medias aritmética y armonica.

(2) La geometria de los pitagoricos. Dos tendencias presiden la
geometria de los pitagéricos: por un lado, el sentido de armonia
universal que campea en su metafisica y, por el otro, la
preocupaciéon casi exclusiva por el estudio de las propiedades de
figuras concretas, planas o solidas, probable herencia de
conocimientos orientales pero ahora, claro es, amasados con el
método deductivo.

De tal combinacion surge la preferencia que se advierte en la
geometria pitagorica por los poligonos y poliedros regulares. Asi es



de origen pitagérico el teorema que enumera las escasas
posibilidades (triangulos, cuadrados, hexadgonos) de llenar un area
con poligonos regulares. En cambio, la construccién geométrica de
esos poligonos exige mayores conocimientos. Si bien tal
construccion es muy sencilla cuando se trata del cuadrado y del
hexagono: y de los infinitos poligonos que derivan de ellos, la cosa
no es tan simple cuando se trata del pentagono. Se sabe, por
comentaristas muy posteriores, que los pitagéricos utilizaban,
como simbolo de reconocimiento de la secta, un pentagono
concavo: la estrella de cinco puntas que es un pentagono regular,
cuya construccion por tanto conocian. Esa construccion es un caso
particular de un grupo de problemas, caracteristicos de la
geometria griega, llamados de "aplicacion de areas" y precisamente
se sabe por referencias de Proclo que el aristotélico Eudemo de
Rodas atribuia a los pitagéricos el descubrimiento y conocimiento
de ese tipo de problemas. Pero hoy sabemos algo mas pues, en
virtud de los conocimientos matematicos revelados por las tablillas
cuneiformes descifradas en este siglo, se comprueba (que muchos
problemas numéricos resueltos por los matematicos babilonios no
son sino la contraparte algebraica de los problemas de "aplicacion
de areas", circunstancia que pone de relieve una vinculacion, sobre
la base efectiva de la naturaleza de los problemas, entre la
matematica de los babilonios y la de los pitagdricos.

Un ejemplo tipico es el problema de dividir un segmento en
media y extrema razon, que encierra la posibilidad de Ila
construccion del pentdgono regular. Se trata de dividir un
segmento dado en dos partes de manera tal que el cuadrado
construido sobre la parte mayor sea equivalente al rectangulo
cuyos lados son el segmento dado y la parte menor. Una simple
transformacion de figuras permite reducir el problema a la
determinacion de un rectangulo conociendo su area y la diferencia
entre sus lados, problema que traducido aritméticamente consiste
en determinar dos numeros conociendo su producto y su
diferencia, tipico problema del algebra de los babilonios.

En cuanto al conocimiento y construccion de los poliedros
regulares parece natural que los pitagéricos se interesaran por
estos cuerpos simétricos y "armoniosos"; interés que se trasmitio a
Platon proporcionandole las bases materiales de su cosmogonia,



como lo revela la denominacién de cuerpos platénicos que se ha
dado a los poliedros regulares, aunque en un "escolio" del ultimo
libro de los Elementos de Euclides se agrega que estos “cuerpos” no
se deben a Platén, pues tres de ellos: el cubo, el tetraedro y el
dodecaedro se deben a los pitagéricos, mientras que el octaedro y
el icosaedro se deben a Teeteto. De todas maneras los poliedros
regulares, todos o no, constituyeron uno de los temas de la
geometria pitagorica.

(3) El teorema de Pitagoras y la ecuacion pitagorica. Después del
desciframiento de las tablillas de los babilonios de este siglo, es
sabido que los babilonios no sélo conocieron el "teorema de
Pitagoras”, que aplicaron en la resolucidon de problemas, sino que
tuvieron también un conocimiento completo de los “tripletes
pitagoricos”, es decir, de la solucion en nimeros enteros de la
llamada ecuacién pitagérica: x> + y* = z% No obstante, puede atin
mantenerse la opinion del historiador de la matematica Zeuthen,
quien sostuvo que ese teorema constituyé el origen de la geometria
racional en la escuela pitagérica y que las deducciones que
paulatinamente fue realizando la escuela tuvieron por objeto lograr
una demostracion general del teorema, advertida su verdad en
casos particulares.

En cuanto a la ecuacidn pitagoérica se atribuye a la escuela la
solucién particular

x=% (n®*-1);y=n;z=1/2(n?+1);

con n impar, solucién que probablemente dedujeron de Ia
propiedad conocida de ser todo nimero impar diferencia de dos
cuadrados, de manera que si, a su vez, ese impar es un cuadrado,
queda satisfecha la ecuacion.

(4) El descubrimiento de los Irracionales. La demostracion que
trae Aristoteles en uno de sus escritos alude al descubrimiento de
la irracionalidad del ndmero que hoy expresamos como V2. En
efecto, un caso particular del teorema de Pitdgoras muy facil de
demostrar independientemente del caso general, comprobada que
el cuadrado construido sobre la hipotenusa de un triangulo
rectangulo isdsceles era el doble del cuadrado construido sobre



cualquiera de los dos catetos. Era claro que la hipotenusa no podia
ser multiplo del cateto, pues era mayor que él, pero menor que su
doble, de ahi (que la razon entre la hipotenusa y el cateto debia ser
un multiplo m de la parte n® del cateto, siendo m y n numeros
primos entre si y, por tanto, no podian ser ambos, pares. Ahora
bien, de la propiedad que hoy expresariamos m? = 2n? es facil
deducir que m, por contener el factor 2, debe ser par, también lo ha
de ser entonces su cuadrado y por contener este el factor 4, n* ha
de contener el factor 2 y, por tanto, también n, ha de ser par, luego
ny m son ambos pares, contradiccion que implicaba la inexistencia
demyn.

Los eleatas

El siglo V a. C. fue el gran siglo griego, el "siglo de Pericles”, el
siglo del auge de las artes plasticas y literarias, de la musica y del
teatro, el siglo en el cual la filosofia, superado el empirismo de los
fisidlogos y el misticismo de los pitagoricos, se dirige hacia los
problemas que han de constituir sus futuros temas de
investigacion: los problemas légicos, la metafisica, la teoria del
conocimiento, la ética; temas que en buena medida se vinculan con
la matematica, primer esfuerzo cientifico concreto de los griegos.

La primera figura, cronolégicamente, de la filosofia griega del
siglo V es Parménides de Elea, que se habria formado en la escuela
de esa colonia italiana: aunque una antigua leyenda asegura que
Parménides fue instruido por un pitagorico.

Con Parménides se presenta un nuevo protagonista en el
pensamiento reflexivo: es el juego de la razon con el proceso
dialéctico del pensar, surgiendo como primer producto de ese
proceso la distincién entre la apariencia y la esencia de las cosas.
Segun Parménides, frente a la realidad sensible que percibimos,
cambiante y efimera, existe la realidad eterna, inmutable e inmovil
del ser. La ciencia ha de buscar esa realidad detras de las
apariencias del mundo de los sentidos y distinguir la verdad (el
ser) de la opinién (el no ser). Sin duda que en su poema Sobre la



naturaleza, exento en tono profético y alegérico, Parménides no
sefiala el camino para llegar a la verdad, pero no es menos
indudable que con él se inicia la critica del conocimiento y se
introduce en la construccién cientifica un rigor légico que busca y
trata de encontrarlo en el poder racional del hombre, el caracter de
permanencia que otorga al conocimiento su esencia, su objetividad,
y en su discipulo Zenon de Elea puede advertirse con qué eficacia
se esgrime ese poder mediante sus clasicos argumentos (1) en
contra de la pluralidad y del movimiento, argumentos de tinte
paraddjico que se han interpretado como criticas dirigidas a las
concepciones pitagoricas, al denunciar los absurdos que implicaba
la concepcién de los cuerpos como suma de puntos, del tiempo
como suma de instantes, del movimiento como suma de pasajes de
un lugar a otro.

Las criticas de Zen6on no dejaron de tener influencia en el
desarrollo ulterior de la matematica. Por lo pronto, introduce la
continuidad, como una de las notas del ser, y elimina asi la
discontinuidad que habia procurado a los pitagéricos "el escandalo
de los irracionales". Por lo demas, la dicotomia del ser y no ser
sienta las bases del principio légico de “no contradiccion” de
perdurables consecuencias en el proceso discursivo, en especial en
la matematica donde dara lugar a un recurso de demostracion: el
meétodo de reduccion al absurdo.

Notas complementarias

(1) Los argumentos de Zendn. La importancia matematica de los
argumentos de Zendén no reside s6lo en el concreto significado
matematico que algunos de ellos poseen, sino en el hecho de que, al
tomar como blanco de sus ataques la concepcion pitagérica y en
especial los conceptos matematicos en ella implicados, ha
contribuido a forjar la concepcién racional de los entes geométricos
fundamentales, tal como se presentara mas adelante.

Asi, en sus argumentos en contra de la pluralidad refuta la
hipdtesis de estar compuestas las magnitudes geométricas de



elementos indivisibles y extensos. En efecto, tal hipotesis conduce a
un absurdo pues si algo esta compuesto de elementos indivisibles,
éstos no tienen extension y un conjunto de elementos inextensos,
por grande que sea su numero, no puede dar sino una cantidad
inextensa, es decir, nula. Por otra parte, las unidades que
componen toda pluralidad deben estar separadas entre si por algo,
entre este algo y la unidad anterior debe haber a su vez otro algo
(el vacio no existe), y asi sucesivamente, de manera que un
conjunto de infinitos elementos no puede dar sino una cantidad
infinita. Luego toda pluralidad es nula e infinita al mismo tiempo.

También los cuatro argumentos en contra del movimiento: la
dicotomia, el Aquiles, la flecha en el aire y el estadio, van dirigidos a
combatir la tesis de los pitagdricos. Veamos el Aquiles, que es el
argumento de contornos mas dramaticos. Aquiles, "el de los pies
ligeros"”, no alcanzard la lenta tortuga, por escasa que sea la
distancia con la que la tortuga precede al corredor. Pues, cuando
Aquiles ha recorrido esa distancia y llega donde estaba la tortuga,
ésta estara en un lugar algo mas adelante; cuando Aquiles llegue a
ese lugar la tortuga habra avanzado otro poco y asi sucesivamente.
De ahi que la conclusién es evidentemente absurda: de suponer
finito el nimero de lugares, Aquiles no alcanzara jamas a la tortuga,
de suponerlo infinito, el lugar del encuentro existe, pero mas alla de
esos infinitos lugares.

Los dos argumentos anteriores, asi como algin otro, aluden a la
divisibilidad infinita de las cantidades y ponen por tanto en
evidencia el peligro que entrafiaba el manejo poco cuidadoso de un
concepto tan vago y riesgoso como el infinito, de ahi que sea
probable que otra de las consecuencias indirectas de las criticas de
Zen6n fuera esa caracteristica de los matematicos griegos
posteriores de tratar de eliminar o de reprimir el infinito de su
ciencia.

La matematica del siglo V

En el siglo V a. C. la matematica ain no se habia sistematizado.
No obstante, la labor de los pitagéricos habia dejado dos saldos



importantes, uno de cardcter general: la exigencia de la
demostracion, y otro de caracter circunstancial: la consagracion
casi exclusiva de los matematicos a las investigaciones geométricas.

De ahi que los matematicos del siglo V se dedicaron a la
buisqueda de nuevas propiedades de las figuras, ya de caracter
general; nuestros teoremas, ya de caracter particular; nuestras
construcciones, que deben considerarse como "teoremas de
existencia" pues para los antiguos construir una figura, partiendo
de elementos dados y con propiedades prefijadas, era demostrar
que tal figura existe o, lo que es lo mismo, deducir su existencia de
propiedades conocidas.

Como las primeras figuras de las que partieron los griegos
fueron la recta y la circunferencia, todas las proposiciones
geométricas fueran teoremas o construcciones, debian fundarse
sobre esas dos figuras y sus relaciones y conexiones mutuas.

Por su parte, y ésta es otra de las caracteristicas de la
matematica del siglo, muchas de esas nuevas propiedades fueron
logradas mediante la busqueda y la persecucion de algunos
problemas particulares que, a manera de polos atrajeron la
atencion de los matematicos. Esos problemas, hoy llamados "los
problemas clasicos de la geometria”, fueron tres: la trisecciéon del
angulo, la duplicacién del cubo y la cuadratura del circulo.

La division de un dngulo cualquiera en tres partes iguales
mediante construcciones con rectas y circunferencias o, como suele
también decirse, con regla y compas, es un problema que ha de
haber nacido naturalmente y si llamo¢ la atencién fue seguramente
por la desconcertante discrepancia entre la sencillez de sus
términos y la imposibilidad de resolverlo con regla y compas;
imposibilidad tanto mas llamativa cuanto con esos medios podia
dividirse un angulo cualquiera en 2, 4, 8, ... partes, mientras que
podian trisectarse angulos especiales, como el recto y sus
multiplos. Es posible, ademas, que la construccion de los poligonos
regulares contribuyera a aumentar el interés por el problema, pues
asi como la biseccion de un angulo permitia construir un poligono
de doble nimero de lados de otro dado, la triseccién hubiera
permitido la de un poligono de triple nimero de lados.

Sin embargo, todos los intentos de los matematicos griegos para
resolver el problema, en general, resultaron infructuosos cuando se



pretendia utilizar las propiedades de una geometria fundada
exclusivamente en las rectas y circunferencias y sus intersecciones,
mientras que la cosa resultaba factible cuando a esa geometria se
agregaban nuevas lineas o se admitian nuevas posibilidades entre
las lineas conocidas. (1)

El problema de la duplicacion del cubo: determinar
geométricamente el lado de un cubo de volumen doble del de un
cubo de lado dado, ofrece otro cariz. Por lo pronto, varias leyendas
le atribuyen un origen extra-matematico. Una de ellas refiere que
consultado el oraculo de Delfos a fin de aplacar una peste, habria
aconsejado duplicar el ara de Apolo que era cubica, de ahi el
nombre de "problema de Delos" con que a veces se lo designa. Pero
es posible que también en este caso su origen fuera geométrico,
como natural generalizacién del problema de la duplicacion del
cuadrado, de facil solucién, sin mas que tomar la diagonal como
lado del cuadrado doble. Pero al trasladar el problema del plano al
espacio, todos los intentos de resolver el problema con los medios
ordinarios de la geometria resultaron vanos.

En cuanto al problema de la cuadratura del circulo, surgi6 sin
duda de la exigencia practica de determinar el area de un circulo
conociendo su radio o su didmetro, y traduciéndose
geométricamente en un problema de equivalencia: dado un
segmento como radio de un circulo, determinar otro segmento
como lado del cuadrado equivalente.

Los pitagoéricos habian resuelto el problema de la "cuadratura
de los poligonos"”, pero al pasar de los poligonos al circulo, el
proceso resultaba inaplicable y, al igual que en los otros dos
problemas clasicos, los intentos de "cuadrar el circulo”, sin acudir a
recursos especiales, resultaron infructuosos.

Son interesantes los intentos que en este sentido realizaron los
sofistas Antifén y Brison. El primero parte de la propiedad: es
siempre posible, dado un poligono inscrito en un circulo, construir
otro de doble nimero de lados, agregando que si el numero de
lados aumenta, el poligono se aproxima cada vez mas al circulo;
llegando a la conclusién de que, al ser todos los poligonos
cuadrables, lo sera en definitiva también el circulo, conclusion final
falsa, pues, como ya observo Aristdteles, por grande que sea el
numero de lados, el poligono jamas llenara el circulo. Brison, por su



parte, agregd a estas consideraciones las analogas referentes a los
poligonos circunscritos, mostrando cémo las dos series de
poligonos estrechan cada vez mas al circulo, cuya area estara
siempre comprendida entre la de dos poligonos: uno inscrito y otro
circunscrito. Si Brisén llegd hasta aqui, aun sin resolver el
problema, habria sefialado la senda por la cual mas tarde
Arquimedes lograra notables resultados, pero si, como se dice,
agreg6 que el area del circulo es media proporcional entre la de los
cuadrados inscrito y circunscrito, habria entonces cometido un
error bastante grosero, aproximadamente del 10 %.

Con los problemas de Delos y de la cuadratura del circulo se
vincula la figura de Hipo6crates de Quios, el primer matematico
"profesional”, quien habiendo llegado a Atenas en la primera mitad
del siglo por razones nada cientificas, se intereso por la matematica
y, siguiendo una probable tradicién de mercader, ensen6 esa
ciencia por dinero a la manera de los sofistas.

Las contribuciones de Hipo6crates son importantes; en el
problema de la duplicaciéon del cubo redujo la cuestién a un
problema de geometria plana que, generalizado, tomé el nombre de
"problema del mesolabio", (2) mientras que, sin lograr cuadrar el
circulo, logré cuadrar recintos limitados por arcos de circulos,
aparentemente mas complicados que el circulo, que por su forma
de luna creciente se los llam¢ "linulas de Hipdcrates". (3)

Agreguemos que algunas curvas o recursos especiales que
permitian resolver uno de los problemas clasicos también a veces
resolvia otro de ellos, hecho que revelaba alguna relacién entre
esos problemas que permaneci6 siempre oculta a los matematicos
griegos. Un caso interesante lo ofrece una curva inventada por el
sofista Hipias, que permitia resolver la triseccion o, mejor, la
multiseccion del angulo y que mas tarde se comprob6 que permitia
resolver también el problema de la cuadratura del circulo, razén
por la cual se la conocié desde entonces como la "cuadratriz de
Hipias”. (4)

Por ultimo, mencionemos a otro matematico del siglo V, el
maestro de Platon: Teodoro de Cirene, a quien se atribuye la
demostracion de la inconmensurabilidad de wuna serie de
segmentos, cuyas medidas son las raices cuadradas de los primeros
numeros no cuadrados hasta el 17 inclusive.



Notas complementarias

(1) Una triseccién por "insercion", Los griegos denominaban
"insercién” a una relacién entre figuras que consistia en admitir
que dadas dos transversales en general, y un punto fijos, siempre
existe una recta que pasa por el punto fijo y tal que sus
intersecciones con las transversales determinan un segmento de
longitud prefijada. Con la insercién, postulada como una
construccion posible mas, el campo de la resolubilidad de los
problemas geométricos se amplia (la insercién presupone la
resolucion de una ecuaciéon de cuarto grado) si las transversales
son rectas.

Por ejemplo, afladida la insercion, la trisecciéon del angulo es
posible con regla y compds, Sea AVB el angulo a trisecar. Por un
punto M de AV se trazan MP y MQ perpendicular y paralela
respectivamente a VB; la recta VC que por insercién determina
entre MP y MQ un segmento RS doble del VM, biseca el angulo dado,
pues el angulo CVB es mitad del AVC. Basta para comprobarlo unir
el punto medio O de RS con M y considerar los angulos de los
triangulos isésceles MOS 'y VOM.
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(2) El problema del mesolabio. La historia de este problema
aparece brevemente expuesta en una carta que Eratdstenes (s. III a.
C.) envid a Ptolomeo III con una solucién propia y un instrumento



con el cual se llevaba a cabo practicamente esa solucién. La primera
parte de esa carta expresa: "Se cuenta que uno de los antiguos
poetas tragicos" hiciese aparecer en escena al rey Minos en el acto
de ordenar la construcciéon de una tumba para su hijo Glauco, y
advirtiendo que la tumba tenia en cada uno de sus lados una
longitud de cien pies, exclam6: "Escaso espacio en verdad
concedéis a un sepulcro real, duplicadlo, Conservando siempre la
forma cubica, duplicad de inmediato a cada uno de sus lados". Es
evidente que en esto se engafaba, puesto que duplicando los lados
de una figura plana, ésta se cuadruplica mientras que si es sdlida se
octuplica. Se agit6 entonces entre los gedmetras la cuestion de
cémo podia duplicarse una figura sélida cualquiera, manteniendo
su especie. Y este problema se llamé de la duplicacion del cubo.
Después de muchos titubeos, fue Hipocrates de Quios el primero
que encontr6 que si entre dos rectas una doble de la otra se
insertan dos medias proporcionales se duplicara el cubo, con lo que
convirtié una dificultad en otra no menor. En efecto, aun reducido a
un problema de geometria plana, no pudo resolverse por medio de
recursos elementales. Mas, es posible que mas adelante esa
reduccion no agradara a Platén, que criticaba a los gedmetras
griegos por su escasa dedicacidn a la geometria del espacio.

El razonamiento que condujo a Hip6crates a esa reduccion pudo
ser el siguiente: si los volumenes de cuatro cubos estan en
progresion geométrica de razon 2, el cuarto cubo tiene el lado
doble del lado del primero, mientras que el segundo cubo es de
volumen doble del primero; y como al estar una serie de cubos en
progresion geométrica, también lo estan en sus lados, resulta en
definitiva que si se intercalan dos medias proporcionales entre dos
segmentos, uno doble del otro, la primera de esas medias resolvia
el problema de Delos. Mas tarde se elimin6 tal limitacion y con el
nombre de "problema del mesolabio" se conocid el problema de
intercalar dos segmentos medios proporcionales entre dos
segmentos dados; es decir, dados a y b, determinar
geométricamente dos segmentos x e y talesque a:x::x:y::y:b
de donde x*=a®b; y*=ab? Cuando b =2a, x*=2a?,se cae en el
problema de Delos.



(3) Las lunulas de Hipocrates. La contribuciéon de Hipécrates al
problema de la cuadratura del circulo es mas importante, no sélo
porque la cuadratura de las linulas es un aporte positivo, sino
también por el cdmulo de propiedades geométricas que tal aporte
entraflaba que, por lo demas, proporciona una medida de los
conocimientos de la época.

En la cuadratura de las ldnulas, Hipdcrates utiliza la
proporcionalidad entre los circulos y los cuadrados de sus
didmetros, que probablemente admitié intuitivamente como
extensiéon de la propiedad, sin duda conocida, de Ia
proporcionalidad entre poligonos semejantes y los cuadrados de
los lados homélogos. En efecto, la demostracién rigurosa, por parte
de los griegos, de aquella propiedad exigi6é la introducciéon de un
nuevo método, el de exhaucién, que no aparecera hasta el siglo
siguiente.
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Ya dijimos que el fragmento relativo a las lunulas es el
fragmento matematico mdas antiguo que se conoce, de ahi que
probablemente estemos en condiciones de conocer el proceso que
originariamente siguié Hip6crates en su investigacion. Resumiendo
el fragmento, digamos que Hip6crates logra cuadrar tres ldnulas, la
mas simple de las cuales se obtiene considerando en el semicirculo
ACBA los segmentos circulares semejantes Sy s de cuerdas AB y AC.

Si indicamos con L la ldnula ACBDA y con T el tridngulo ABC se
comprueba que L + S = T + Z2Zs, pero, en virtud de Ila
proporcionalidad aludida, S = 2s, de donde L = T: la ldnula es
equivalente al tridngulo y, por tanto, al cuadrado de lado 2 AB.

Mientras que en esta primera linula la razén de los cuadrados
de las cuerdas homologas es 2, en las otras dos lunulas de



Hipo6crates, algo mas complicadas, esa razén es 3, y 3.
(Modernamente se ha comprobado que existen otras dos linulas
cuadrables en las cuales esarazén es 5,y 5.)

(4) La cuadratriz de Hipias. Esta curva que fue la primera definida
cinematicamente, puede, por esa misma definicion, construirse por
puntos. Sea un segmento AB que gira alrededor de A con un
movimiento uniforme de rotacién, mientras que al mismo tiempo el
segmento igual BC se traslada paralelamente a si mismo con un
movimiento uniforme de traslacion de manera que ambos
segmentos coinciden en AD. La interseccidn en cada instante de las
posiciones AE y FG de los dos segmentos modviles, determinan un
punto M de la cuadratriz BMN (los griegos no consideraron sino la
parte de la curva comprendida en el cuadrante BAD).

- ¢
£
f 6
7
A R,

Fig 5

Como el angulo BAE es proporcional al segmento BF, es facil
comprender como esta curva permite dividir un angulo en un
nimero cualquiera de partes iguales, sin mas que dividir el
segmento proporcional en ese nimero de partes; y es asi como
Hipias resolvié con esta curva el problema de la triseccion del
angulo.

Sin embargo, esta curva ha llegado a nosotros con el nombre de
"cuadratriz de Hipias" porque resuelve el problema de Ila
cuadratura del circulo. Aunque esto no se advirtié sino un par de
siglos después que Hipias imaginara la curva, puede tener interés



desde ya exponer la justificacién del nombre. La clave esta en el
punto N donde la curva corta a AD, y que no puede obtenerse como
los demas puntos de la curva, pues en esta posicion final ambos
segmentos moviles coinciden y, por tanto, no tienen punto de
interseccion. Pero en el siglo V el matematico Dinostrato por el
meétodo de exhaucion demostré que el segmento AB es medio
proporcional entre AN y la longitud del arco de cuadrante BED, de
manera que mediante este segmento AN era posible rectificar la
circunferencia a. El Ultimo paso lo darda Arquimedes al demostrar
como se podia pasar, con regla y compas, de la circunferencia
rectificada a la cuadratura del circulo de manera que desde
entonces quedd justificado el nombre de la curva inventada dos
siglos antes por Hipias.

La Academia y el Liceo

En el siglo IV a. C. las dos escuelas filoséficas mas importantes
de Atenas: la Academia fundada por Platén en 387 a. C., y el Liceo
de Aristételes que éste funda en 335, ejerceran en distinta medida
su influencia en el desarrollo de la matematica del siglo.

La influencia de Platén y de la Academia fue singularmente
notable. Esa influencia, favorecida por la indole especial de la teoria
de las ideas y la teoria del conocimiento de Platdn, se ejerci6 ya por
el papel asignado a la matematica en la propia concepcidn filosofica
y en la construccién del mundo, ya por las contribuciones técnicas
aportadas por Platon o que se le atribuyen y por los matematicos
del circulo platénico o vinculados con él.

El valor de la matematica como propedéutica en la formacion
del filésofo y la concepcion de los entes matematicos como
intermediarios entre el mundo de las ideas y el mundo de las cosas,
justificarian la clasica frase que Platén habria estampado en el
portico de la Academia, impidiendo su ingreso a los ignorantes en
geometria.

Por su parte, en el Timeo. Platén, influido por el pitagorismo,
mostrara el papel que asigna a la matematica en la construccién del



mundo, en la que el Demiurgo hace intervenir de manera especial
los antiguos cuatro elementos: fuego, aire, agua, tierra, vinculados a
su vez con los poliedros regulares, al hacerlos corresponder,
respectivamente, con el tetraedro, octaedro, icosaedro y cubo.
Como, con excepcién del cubo, las caras de los otros tres poliedros
son triangulos equilateros y, por tanto, semejantes, los elementos
respectivos: fuego, aire, agua, podran transformarse entre si, no asi
en tierra, pues las caras del cubo son cuadrados que no pueden
descomponerse en tridngulos equildteros sino en tridngulos
rectangulos isdsceles. Estos triangulos y la mitad de los equilateros
son triangulos rectangulos, de ahi que sean estos triangulos las
figuras fundamentales con las que el Demiurgo construy6 el mundo,
segun la fantasia del Timeo. Quedaba, sin embargo, un quinto
poliedro regular: el dodecaedro, de caras pentagonales no
descomponibles en los tridngulos anteriores. En el Timeo se alude
fugazmente a este poliedro diciendo que el Demiurgo lo utilizé para
decorar el universo, aunque en un dialogo (apdcrifo) se hace
corresponder el dodecaedro a un quinto elemento: el éter, que
luego serd la "quintaesencia" de Aristoteles.

Es natural que Platén estimulara en la Academia el estudio de la
matemadtica, de ahi que puedan sefalarse contribuciones
matematicas surgidas del seno de la institucién, cuando no de
Platon mismo.

Asi se atribuye a Teeteto de Atenas, inmortalizado en el didlogo
de ese nombre, el estudio de los inconmensurables, con lo cual
habria sentado las bases de las propiedades que mas tarde se
reuniran en el Libro X de los Elementos de Euclides.

En cuanto a las contribuciones de Platén, algunas son, sin duda,
apdcrifas, como la atribucién de un método y de un dispositivo
mecanico respectivo, para resolver el problema de la duplicacion
del cubo en vista de las concepciones platonicas opuestas a toda
manipulacién. Quiza sea también dudosa la solucién que se le
atribuye de los "tripletes pitagoricos”, muy semejante, por lo
demas, a la que se atribuye a los pitagdricos (la solucion de Platén
serfax=1/2m?-1; y=m;z=1/2 m?+ 1 para m par). En cambio, se
le ha atribuido con mayor verosimilitud, una contribucion
metodoldgica: la distincion entre "método analitico” y "método
sintético" en las demostraciones de los teoremas y contribuciones



geométricas, distincién que los matematicos griegos utilizaron en
sus investigaciones. (1)

En cambio, ni Aristdteles ni su escuela parecen haberse ocupado
especialmente de matematica. Ademas de las frecuentes
referencias a la matematica que aparecen en las obras de
Aristoteles, se le debe un par de contribuciones indirectas. Por un
lado, con su sistematizacion de la légica, Aristoteles fijé las bases
sobre las cuales se ordena y se erige una ciencia deductiva tal cual
es la matematica; por el otro, fue Aristoteles quien encomendd a su
discipulo Eudemo de Rodas la redaccion de "historias" de la
matematica, de la geometria y de la astronomia, habiéndose
conservado como dijimos, un fragmento de la historia de la
geometria.

Notas complementarias

(1) El método analitico. La distincion entre los métodos analitico y
sintético explica un hecho que llama la atencién cuando se
examinan las proporciones, en especial las construcciones, de los
tratados geométricos griegos. En efecto, se advierte en esos
tratados que para demostrar un teorema o construir una figura se
parte, a veces, de propiedades totalmente alejadas del tema en
cuestion, para luego, en ocasiones por caminos algo misteriosos,
llegar a la demostracién o construccién deseadas.

Parece natural pensar que no pudo haber sido ése el camino por
el cual se descubrid la propiedad, y que en verdad lo que se nos
muestra es el edificio libre de todo el andamiaje que sirvié para
elevarlo. Asi fue, en general, como se deduce de la distincion entre
los métodos analitico y sintético.

El método analitico, que es también el método heuristico y
actualmente empleado en la ensefianza, consiste en suponer cierto
el teorema a demostrar o resuelto el problema a construir, y
mediante verdades ya demostradas deducir un teorema o un
problema conocidos, de manera que si el proceso puede invertirse,
el teorema queda demostrado y el problema resuelto. Este proceso



inverso es el método sintético que consiste en partir de una verdad
conocida para deducir, por pasos sucesivos, la verdad a probar. Es
este método sintético, deductivo por excelencia, el que utilizaron
con preferencia los griegos después de haber obtenido por el
meétodo analitico, que silencian el resultado buscado.

Veamos, por ejemplo, la construccion de un triangulo isdsceles
cuyos angulos en la base sean dobles del angulo en el vértice,
problema importante en la construccién del pentagono regular.
Supongamos el problema resuelto, segin las normas del método
analitico, y sea ABC de vértice A el triangulo buscado. Si se traza la
bisectriz interior del angulo B, que cortara al lado opuesto en D, es
facil comprobar, por igualdad de angulos, que AD = DB = BC, y que
el triangulo is6sceles DBC es semejante al tridngulo ABC. Se deduce
en consecuencia AB: BC=BC: 0C=AD : DCy por una propiedad de
las proporciones (AB + BC): AB = (AD + DC) : AD =AB : BCy por tanto
AB? = (AB + BC) BC, es decir, que en el segmento suma de los lados
desiguales del triangulo ABC; AB y BC, el punto de separacién B lo
divide en media y extrema razén: "andlisis" que explica por qué
Euclides, en sus Elementos, para construir el pentdgono comienza
por dividir un segmento en media y extrema razdn, sin justificacion
aparente alguna de la vinculacién entre ambas construcciones, y es
evidente que sin la aplicaciéon del método analitico hubiera sido
dificil prever tal vinculacién.

La matemadtica del siglo IV

La matematica griega de la primera mitad del siglo IV ofrece el
espectaculo de una aritmética estancada y de un cimulo de
propiedades geométricas aun no sistematizadas, obtenidas en gran
parte mediante la busqueda de la solucion de problemas
particulares, como los "problemas clasicos" y otros. Quedaban, en
efecto, ain en pie dos obstaculos importantes: el de las cantidades
inconmensurables que en ndmero cada vez mayor aparecian
invadiendo la geometria, y un grupo de problemas de equivalencia,
entre ellos, la cuadratura del circulo, y la cubatura de la pirdmide y



de la esfera, para los que no se habian dado aiin demostraciones
rigurosas que facilitaran su solucion.

Entre los matematicos de la primera mitad del siglo cabe
mencionar a una figura que, sin pertenecer a la Academia, estaba
vinculada con Platén por lazos de amistad: Arquitas de Taras
(Tarento), estadista y cientifico que se ocupd de mecanica teorica y
practica (automatas), de aritmética (progresiones y proporciones)
y de geometria, dejando en este campo una ingeniosa solucion del
problema del mesolabio, mediante la interseccién de tres
superficies: un cilindro, un cono y una superficie torica, es decir, la
superficie engendrada por un circunferencia que gira alrededor de
una recta de su plano, que no sea un didmetro, y que en este caso
particular es una tangente. (1)

También es probablemente de esta época un Timaridas de
Paros, matematico enigmatico hasta hace poco, pues se le atribuye
la resolucion de un problema algebraico, que implica un sistema de
ecuaciones lineales, pero que actualmente se lo vincula con los
babilonios y su matematica. Ese problema que se resuelve con una
regla que mas tarde se llamoé “superfloraciones (epantema) de
Timaridas", consiste en determinar un numero, conociendo sus
sumas, con cada uno de n nidmeros desconocidos y con la suma de
todos ellos.

Pero el mas grande de los matematicos del siglo y uno de los
mas grandes matematicos griegos es Eudoxo de Cnido, médico,
matematico y astronomo que estuvo en Atenas frecuentando la
Academia como discipulo de Platon, viajé luego a Egipto donde
residio un ano y medio, regresando luego a Atenas muriendo
relativamente joven en su ciudad natal.

Como astronomo se debe a Eudoxo la primera explicacion
cientifica del sistema planetario, mientras que revel6 su talento
matematico al cortar el nudo gordiano que impedia el progreso de
la geometria, pues resolvié al mismo tiempo las dos maximas
dificultades que entonces se oponian a ese progreso: los
irracionales y las equivalencias. Eudoxo los resolvié mediante un
proceso Unico que comporta un principio, una definiciéon y un
método (2) y que aun en forma oculta, abarcaba las nociones de
indole infinitesimal que precisamente significaban los elementos
indispensables para resolver aquellos problemas.



Por su parte el acontecimiento matematico mas notable de la
segunda mitad del siglo es la aparicién de unas curvas nuevas;
nuestras conicas, cuyo estudio adquirira un gran desarrollo en
manos de Arquimedes y de Apolonio.

Se ha atribuido ese descubrimiento a Menecmo, hermano del
matematico Dinostrato que mencionamos con motivo de la
cuadratriz de Hipias, aunque se ha conjeturado (Neugebauer) que
ese descubrimiento se debi6 al empleo de los relojes de sol, ya que
la sombra del extremo de la barra vertical que servia de reloj (el
gnomon) dibuja arcos de conicas en el suelo durante la marcha del
sol. Sea lo que fuere, su nombre actual, abreviatura de "secciones
conicas" alude a su origen, pues se obtienen como intersecciones
de las generatrices de un cono circular recto con un plano que no
pase por el vértice del cono. Esas curvas son distintas segin la
posicion del plano secante, pero en los comienzos tal distincion se
vio en la naturaleza del angulo formado en el vértice del cono, por
dos generatrices coplanares con el eje del cono, manteniendo
siempre el plano secante normal a una generatriz. Segun fuera
agudo, recto u obtuso aquel angulo, se obtenian tres curvas
distintas que a veces se designaron como “triada de Menecmo”.

Notas Complementarias

(1) La solucion de Arquitas. En sintesis la construccién de Arquitas

que en realidad opera con propiedades de geometria plana, puede

resumirse asi: Sea en el plano base una circunferencia de didmetro

AB = b, y por A una recta tal que determine sobre la circunferencia

una cuerda AC = a. Imaginemos ahora las tres superficies

siguientes:

a) el cilindro circular recto de base la circunferencia de diametro b
(de ecuacién en coordenadas polares R cos ¢ = b cos a );

b) el cono circular recto engendrado por la rotaciéon de la
generatriz AC alrededor de AB (de ecuacién a = b cos ¢ - cos a );

c) la superficie engendrada por una semicircunferencia de
didmetro AB situada en el plano perpendicular al plano de la



base, que gira alrededor de su tangente en A (de ecuacién R cos?
@ =a).

Sea ahora M el punto de interseccion de las tres superficies. Ese
punto pertenecera a la semicircunferencia movil de didmetro AB’ =
b, a la generatriz MN del cilindro siendo N un punto de AB’, y a la
generatriz AM del cono que contiene el punto C’ tal que AC’ = a. Se
demuestra facilmente que el angulo AC’N es recto, por tanto, de los
triangulos rectangulos AC'N; AMN; AMB’ se deduce Ila
proporcionalidad AC’: AN = AN : NM = NM : AB’ que demuestra que
los segmentos AN y AM resuelven el problema del mesolabio.
(Analiticamente, si de las tres ecuaciones se elimina o y se
introduce r = cos ¢, se obtiene igualmente cos ¢ =a:r=r:R=R:
b).

(2) La obra matematica de Eudoxo. La posibilidad de llegar a una
definicion de la razon entre dos cantidades, sean éstas
conmensurables o no, la fija Eudoxo partiendo ante todo de un
recurso de tipo logico, enunciando un “principio” que expresa la
condicién para que dos cantidades “tengan razén mutua”. Este
principio afirma que “dos cantidades tienen razén mutua cuando
un multiplo de la menor supera a la mayor”, o en términos actuales;
dadas dos cantidades A > B, existe siempre un entero n tal que B > A
o también que 1/, A < B. Euclides en sus Elementos otorgé a este
enunciado el mismo caracter logico de “principio”, pero
Arquimedes de olfato matematico mas fino, vera en él un postulado
y en sus escritos asi lo considera. Hoy mantiene tal caracter,
confirmado brillantemente por las geometrias no arquimedianas
de este siglo, y se le conoce ya como “postulado de la continuidad”,
ya como "postulado de Arquimedes" y a veces "de Eudoxo o
Arquimedes".

La segunda etapa del proceso de Eudoxo es la definicién de
razoén entre dos cantidades, sean conmensurables o no. Es la
siguiente "definicién por abstraccién": Dos razones a : b, ¢ : d son
iguales si dados dos numeros enteros cualesquiera m y n y ma
(mayor, menor o igual) nb, se verifica respectivamente mc (mayor,
menor o igual) nd. Con esta definicion que tiene cierto aire de
familia con la actual definiciéon de los nimeros reales mediante la
teoria de las cortaduras de Dedekind, Eudoxo logra conceder carta



de ciudadania geométrica a las cantidades inconmensurables, con
lo que acentda el proceso iniciado por los pitagéricos de sacrificar,
en aras de la geometria, la aritmética y el algebra, cuyas nociones
seguiran presentandose en la matematica griega bajo ropaje
geométrico.

En conexion con el postulado anterior Eudoxo introduce un
método de demostracion que una discutible traduccion
renacentista bautizé como "método de exhaucién", nombre con que
se le conoce y que sustituye en la matematica griega la nocién de
limite del actual analisis infinitesimal. Ese método consiste en una
doble reduccién al absurdo y segun él, para demostrar que una
cantidad A es igual a una cantidad B o que una figura A es
equivalente a una figura B, basta probar que A no puede ser ni
mayor ni menor que B.

Una de las primeras demostraciones que habria logrado Eudoxo
es la proporcionalidad entre dos circulos Cy C'y los cuadrados D y
D' construidos sobre sus diametros, es decir, C: C’= D : D’. Para ello
supone que X sea el cuarto proporcional entre C, D y D'y admite
X < C'. Inscribe un €’ poligono P’ tal que en virtud del "principio”,
resulte C’- P’< (" - X o, 1o que es lo mismo, P’ < X. Si P es el poligono
semejante inscrito en C, en virtud de la proporcionalidad conocida
entre los poligonos semejantes y los cuadrados de los lados
homologos C: X =D; D’- P: P’y por tanto P > C, evidentemente
absurdo pues P es un poligono inscripto en €. Como consecuencia
de este teorema, o siguiendo un camino semejante, se llega también
a un absurdo si se parte de X > C’, por tanto X = C’y el teorema
queda probado.

También por este método habria demostrado Eudoxo la
equivalencia entre prismas y piramides segun referencias de
Arquimedes, quien a este respecto agrega la siguiente observacion
de interés histérico: “.. no debe dejar de atribuirse un mérito no
pequefio a Demdcrito que fue el primero que dio esas
proposiciones sin las demostraciones".

Cabe sefalar que el método de exhaucion no es un método de
descubrimiento como el método analitico, pues el resultado al que
debe llegarse se da por admitido; ni es un método constructivo
como el método sintético, en el que partiendo de propiedades
conocidas se llega por via deductiva a nuevas verdades. El método



de exhaucién es puramente un método de demostracién que no
pretende descubrir una nueva verdad, sino demostrarla,
circunstancia que pone de relieve una -caracteristica de la
matematica griega. A diferencia de matematicos de otras épocas,
los matematicos griegos pusieron el acento en la demostracion y no
en el resultado, en el camino y no en la meta. Y esa demostracion no
podia ser cualquiera, sino rigurosamente deductiva a partir de los
postulados y propiedades ya demostradas, pues cualquier otro
camino, por evidente o convincente que fuera, "no comporta una
verdadera demostracion”, como dira alguna vez Arquimedes.

(3) Las triadas de Menecmo. Sea un cono circular recto de vértice
V, por un punto de una generatriz un plano perpendicular a la
misma y por V un plano paralelo al anterior. Si el angulo en el
vértice del cono es agudo, el plano paralelo no contendra ninguna
generatriz y el plano secante cortara a todas las generatrices
(alargadas si es necesario); la seccion conica sera una curva
cerrada que se bautiz6 entonces, seglin se dice, por el matematico
Aristeo, contempordneo de Euclides aunque mas joven, como
seccion del cono acutangulo (es nuestra elipse). Si el angulo en el
vértice es recto, el plano paralelo contendra la generatriz paralela
al plano secante, y en este caso la secciéon conica serd una curva
abierta que se extiende indefinidamente: es la seccion del cono
rectangulo (nuestra parabola). Si el angulo en el vértice es obtuso
el plano paralelo contendra dos generatrices paralelas al plano
secante de manera que ahora éste solo cortara a las generatrices de
un lado de aquel plano, mientras que no cortara a las generatrices
de ese plano y las que estén mas alla, aunque mas tarde se advirtié
que cortaria también a estas generatrices si se las prolongaba mas
alla del vértice.

La seccidn cdnica en este caso es también una rama abierta,
pero que se mantiene dentro de un angulo a cuyos lados, nuestras
asintotas, se acerca indefinidamente. Esta seccién es entonces la
seccion del cono obtusangulo (una rama de nuestra hipérbola).
Cuando el angulo que contiene esa rama es recto (nuestra
hipérbola equilatera) la curva adquiere propiedades especiales.

Desde el comienzo esas curvas pusieron de manifiesto sus
elementos de simetria (centro, ejes, vértices) y sus propiedades



mas elementales, asi la parabola permitia transformar en cuadrado
equivalente los rectangulos de un lado fijo, la hipérbola equilatera
permitia obtener todos los rectangulos equivalentes, propiedades
que segun referencias posteriores, habrian permitido a Menecmo
dar dos soluciones distintas del problema del mesolabio con esas
curvas. En efecto, de la proporcionalidad a : x = x : y :x y : b se
obtiene x* = ay ; y* = bx; xy = ab, de ahi que los dos medios
proporcionales x e y podian obtenerse o bien mediante la
interseccion de dos parabolas de vértice comin y ejes
perpendiculares entre si o bien mediante la interseccién de una de
esas parabolas con la hipérbola equilatera de centro aquel vértice y
de asintota aquellos ejes.



LA MATEMATICA HELENISTICA

Alejandria

Al iniciarse el siglo III a. C. las condiciones politicas y culturales
del mundo mediterraneo han cambiado radicalmente. En la
peninsula italiana un pequeno pueblo se habia convertido en la
mayor potencia de Italia e iniciaba una expansién que lo
convertiria en un gran imperio, mientras que en el mundo griego
las expediciones, conquistas y muerte de Alejandro habian
modificado por completo su fisonomia.

Si bien el incipiente imperio que fundé Alejandro desaparecié
con él, la idea de imperio universal que encarn6é y que habia
intentado realizar arraigé en el campo de la cultura; y la cultura
griega, a favor del rapido derrumbe del imperio persa se extendi6
helenizando todo el Oriente.

Por otra parte, las campafias de Alejandro, a la par que
ampliaron el horizonte geografico de los griegos, dilataron sus
conocimientos. Un intercambio fecundo se establece entre Oriente
y Occidente y los centros intelectuales se extienden y desplazan.
Atenas, perdida su importancia politica, pierde ahora su
supremacia cultural, y en el mundo griego de Oriente surgen
nuevos focos de irradiacidon de la cultura griega, entre los cuales
sobresale Alejandria, fundada en 332 y pronto convertida en el
gran emporio del comercio mediterraneo.

El idioma griego, al universalizarse, contribuyé al intercambio y
a la difusién de la cultura, sirviendo de vehiculo a todos los
intelectuales del mundo helenizado y favoreciendo el progreso de
la ciencia a la sazon en una etapa de franca especializacién y
ramificacion. Ademas, los principes helenisticos dispensaron una
amplia proteccion a las ciencias que permitié no sélo ofrecer a los
cientificos las condiciones de seguridad y bienestar que facilitaran
su dedicacidn exclusiva a la investigacion y a la ensefianza, sino que
permitié la adquisiciéon de los materiales e instrumental, a veces
costosos necesarios para los estudios cientificos. Modelo de esta



corte de mecenas fue la de los Ptolomeos de Egipto, que
convirtieron el gran puerto comercial de Alejandria en el centro
cientifico mas importante del mundo griego y también el mas
duradero.

En Alejandria es donde nacen y se desarrollan las dos grandes
instituciones cientificas que caracterizaron el periodo alejandrino:
el Museo y la Biblioteca.

Aunque los datos de que se disponen acerca de la organizacién
del Museo son escasos, puede decirse que en esa institucion
residian a expensas del rey y dependientes de él, cientificos
provenientes de todas partes, con la Unica obligacién de dedicarse
a tareas de investigacion o docentes en las que colaboraban
estudiosos y estudiantes provenientes también de todos los
rincones del mundo helenizado. Contaba para ello con el material
cientifico y el instrumental necesario: instrumentos astronémicos
y un local que podria calificarse de observatorio; locales para la
investigacion fisiologicas y salas de disecciones; quizas contara a su
alrededor con un jardin botdnico y un parque zooldgico. Sus
actividades se desarrollaron alrededor de cuatros secciones o
departamentos principales: matematica, astronomia, medicina,
letras y, por supuesto, la Biblioteca, ésta mas adelante se convirtio
en una institucion en cierto modo independiente.

Asi como el Museo result6 el centro de las investigaciones del
campo de las ciencias exactas y naturales, la Biblioteca de
Alejandrina lo fue de las humanidades, en especial de la filologia y
la gramatica y, su direccion, en especial en el periodo inicial, fue
confiada a verdaderos sabios.

Con este ambiente cientifico de Alejandria se vinculan, directa o
indirectamente, las tres figuras maximas de la matematica griega,
los “tres grandes”: Euclides, Arquimedes y Apolonio, cuyo brillo
justifica por si sélo que se considere la época alejandrina como
“edad de oro de la matematica griega”.

Euclides y sus Elementos



Muy poco se sabe de Euclides, fuera de las noticias que
menciona Proclo en su resumen histérico ya citado, (1) segun el
cual Euclides fue un sabio que florecié hacia el 300 a. C., autor de
numerosas obras cientificas, entre ellas sus célebres Elementos de
geometria, cuya importancia cientifica se mantuvo indiscutida
hasta el advenimiento de las geometrias no euclidianas en la
primera mitad del siglo pasado y cuyo valor didactico se mantuvo
hasta comienzos de este siglo, cuando adn algunas escuelas
utilizaban los Elementos como texto escolar. Por lo demés, Euclides
y sus Elementos fueron siempre considerados como sin6nimo de
Geometria.

Los Elementos no contienen toda la geometria griega de la
época, ni constituyen un resumen de toda ella; sin duda contiene
una buena parte de la matematica elaborada por los matematicos
griegos anteriores a Euclides y por Euclides mismo, pero esa parte
no fue tomada al azar, sino seleccionada de acuerdo con un criterio
prefijado que convirtié6 a ese conjunto de conocimientos en un
sistema estructurado segin un método.

Ese sistema y este método resultaron tan fecundos que no sélo
la obra de Euclides eclips6 otros Elementos redactados
anteriormente sino que no se poseen datos de obras andalogas
posteriores a la de Euclides.

Varios factores favorecieron la labor de Euclides. En primer
lugar la posibilidad de disponer del tiempo y de los elementos
necesarios para su labor cientifica, mediante el régimen "full-time"
implantado en el Museo. Por otra parte, Euclides tuvo a su
disposicion una gran cantidad de propiedades matematicas
acumuladas en especial por obra de los pitagéricos, de Arquitas, de
Teeteto y de Eudoxo, que le permiti6 seleccionar el material
adecuado para organizar, con afiadidos propios y por primera vez,
un sistema de conocimientos matematicos sujeto a una estructura
unitaria.

Ademas, Euclides dispuso de la palanca que le permiti6 levantar
esa estructura: la légica aristotélica que le sirvié de argamasa para
construir, con el material seleccionado un edificio de tal solidez que
resistio casi sin deterioros los embates criticos de siglos. Con esa
construccion Euclides instaura un método hoy llamado axiomatico,
que result6 el método cientifico por excelencia. Método



preconizado por Aristoteles como Unico a seguirse en toda ciencia
deductiva y que fue adoptado por otros cientificos griegos y luego
por cientificos modernos para convertirse hoy en el método
general empleado en la matematica y en otras ciencias. Consiste en
la denuncia previa de las propiedades que han de admitirse sin
demostracion para deducir de ellas, sin otro recurso que la logica,
todo el conjunto de proposiciones del sistema. Esas propiedades
basicas son las que se llaman "axiomas" y que Euclides designé con
los nombres de "postulados” y de "nociones comunes".

Por ultimo, Euclides pudo imprimir un sello y conferir un
sentido a su obra: el sello y el destino del platonismo, doctrina de la
cual era adepto y de la cual distintos rasgos se advierten en los
Elementos. Asi, en sus proposiciones, cerca de quinientas, no figura
una sola aplicacion practica, ni figura un solo ejemplo numérico. No
obstante que tres libros de los Elementos se ocupan de aritmética,
en ellos los numeros aparecen disfrazados de segmentos y las
propiedades numéricas se demuestran operando con esos
segmentos. Tampoco hay en los Elementos menciéon alguna a
instrumentos geométricos y si bien suele decirse que la geometria
de Euclides no admite sino construcciones con regla y compas hay
que agregar que estas palabras no figuran en el tratado y que de
atenerse al mismo, habria que decir que soélo admite
construcciones con rectas y circunferencias, y siempre que tales
construcciones obedezcan al sistema.

Otro rasgo platénico de los Elementos se ha querido ver en la
importancia que asignaban a los poliedros regulares, a los que se
dedica integramente el ultimo libro considerandose que la
construccion de esos "cuerpos platonicos” pudo constituir
precisamente la finalidad de toda la obra. En cualquier caso, es
indudable la atmosfera platénica o, mejor, platonico-pitagorico, que
envuelve el tratado, que por igual satisface a la pretension
platénica de no ver en la geometria otro objeto que el
conocimiento, ya la pretension pitagorica de convertir su estudio
en una ensefianza liberal, remontandose a los principios generales
y estudiando los teoremas abstractamente y con la inteligencia
pura. Es en vista de esa atmdsfera que debe juzgarse la obra de
Euclides, en especial al considerarse el sistema de axiomas basicos
que, al sentir de la critica moderna, no aparece revestido de las



precauciones necesarias, olvidando por un lado que tales
observaciones son el resultado de mas de veinte siglos de critica y,
por otro lado, que el método axiomatico no es de facil realizacion,
ya por la elecciéon de los supuestos basicos, ya por el desarrollo
deductivo en el que pueden deslizarse admisiones implicitas de
supuestos no denunciados explicitamente.

Cabe una ultima advertencia: lo que hoy llamamos Elementos de
Euclides es un texto que ha llegado hasta hoy mediante una
redaccion de Teén de Alejandria del siglo IV y que pudo ser
completado posteriormente con la ayuda de papiros y manuscritos
antiguos, algunos anteriores a Tedn, y aunque la redaccién de éste
es bastante completa y revisada, no debe olvidarse que es posterior
en seis siglos a la redaccion original, a la cual pudo haberse
introducido durante ese lapso buen nimero de modificaciones e
interpolaciones.

Los Elementos se componen de trece libros con un total de 465
proposiciones: 93 problemas y 372 teoremas. Gran parte de los
libros se abre con un grupo de definiciones o, mejor términos
segun el vocablo utilizado por Euclides, a las que en el primer libro
se agregan las proposiciones basicas, nuestros axiomas, que
Euclides distingue en postulados y nociones comunes.

Las definiciones de Euclides no deben entenderse en un sentido
logico estricto. Algunas son meramente nominales; otras reflejan el
sentido de la realidad existente en el mundo griego, admitiendo con
esas definiciones la existencia de objetos de esa realidad; otras
parecen tener sentido so6lo en vista del desarrollo histérico anterior
y hasta queda entre ellas algin resto fosil, como la definiciéon de
angulo curvilineo que en ningin momento se aplica en los
Elementos. Lo importante es que tales definiciones no se utilizan
como argumento deductivo en la construccion euclidiana,
manteniendo solamente el papel de mencidn o descripcion del ente
definido, a quien en la construccién geométrica no se aplicaran sino
los postulados, las nociones comunes o las proposiciones deducidas
de esos principios. Cabe citar, por ejemplo, las definiciones de
punto y de recta (nuestro segmento), tipicas definiciones
discutibles y bastante se ha discutido sobre ellas. Dice Euclides:
"Punto es lo que no tiene partes. Una recta es la que yace
igualmente respecto de todos los puntos". Estas definiciones no se



sostienen desde el punto de vista légico, pero tal deficiencia no
afecta a la construccion geométrica, pues en ésta nunca aparecen y
cuando se habla de puntos o de rectas no se alude a su pretendida
definicion, sino a las propiedades de esos elementos que se
deducen de los axiomas o de proposiciones demostradas, de
manera que en definitiva se procede como en la geometria actual,
considerando que el punto y la recta no son aquello, entes tan
deficientemente definidos sino los entes abstractos definidos
implicitamente por sus propiedades enunciadas en los axiomas.

Si alguna conclusién puede extraerse de las definiciones de
Euclides es mas de tipo histérico que légico. Hoy sabemos que la
geometria de los Elementos no es la geometria sino una geometria,
de ahi que las definiciones configuran el ambito y la indole de los
entes que caracterizan a esa geometria. Asi, son caracteristicas las
definiciones de "término", como extremo de algo, y de "figura"
como lo que estd comprendido entre uno o mas término
definiciones, que revelan el espiritu de la geometria euclidiana
puesto de manifiesto en la predileccién hacia lo visual, lo limitado,
lo finito, que entraria en crisis con la introduccion de las paralelas,
cuya definicidon: "Son paralelas aquellas rectas de un plano que
prolongadas por ambas partes en ninguna de éstas se encuentran”,
evidentemente implica un comportamiento de las figuras que
excede todo término.

El nimero de axiomas sobre los que funda Euclides su sistema
es reducido: trece en total, cinco postulados y ocho nociones
comunes. (2)

Los postulados se refieren a los entes basicos especificamente
geométricos y su funcién, de acuerdo con una plausible
interpretacion, consiste en fijar la posibilidad constructiva de las
figuras formadas por rectas y circunferencias determinando asi su
existencia y unicidad. En efecto, los tres primeros postulados
aseguran la existencia y unicidad de la recta, es decir, de un
segmento prolongado indefinidamente cuando se dan dos punto,
de ella; mientras que un cuarto postulado fija la existencia de una
circunferencia cuando se da un punto (su centro) y un segmento
(su radio).

Esos cuatro postulados fijan la existencia de rectas y
circunferencias concebidas en forma independiente; quedaba por



fijar sus vinculaciones mutuas. Por razones intuitivas, o quiza
llevado por la concepciéon que entrafiaba la definicién de figura,
Euclides, admite la naturaleza de las posibles intersecciones de
rectas con circunferencias, con rectas y de circunferencias, sin
acudir al "postulado de la continuidad", hoy considerado
indispensable y que, segun dijimos, Euclides reemplazdé por el
"principio” de Eudoxo.

Quedaba pues a Euclides dnicamente por demostrar o postular
las posibilidades de la intersecciéon entre dos rectas, que por su
propiedad de prolongarse indefinidamente configuraban una
estructura, no una "figura", a la cual la intuicién no podia acoplar ni
justificar comportamiento alguno.

El reconocimiento de este hecho pone de manifiesto uno de los
rasgos geniales de Euclides, pues éste fija aquel comportamiento
por medio de un postulado: el dltimo de la serie y que mas tarde se
destacé como el "Quinto postulado”, por la celebridad y notoriedad
que alcanz6 en vista de las discusiones, a que dio lugar; no obstante
la buena dosis de evidencia intuitiva que comporta su enunciado. Y
las geometrias no euclidianas que naceran cerca de veintidds siglos
mas tarde no hardn sino corroborar el acertado sentido
matematico y logico que llevd a Euclides a adoptar tan genial
decision.

En cuanto a las nociones comunes, que Euclides acepta sin
demostracion no son sino las operaciones fundamentales entre
magnitudes sean geométricas o no.

Los primeros cuatro libros de los Elementos, de probable origen
pitagorico, (3) comprenden las proposiciones mas importante, de
geometria  plana  elemental, referentes a  tridngulos,
paralelogramos, equivalencias, teorema de Pitagoras, con quien se
cierra el primer libro, circunferencias e inscripcién y
circunscripcion de poligonos regulares.

Los dos libro, siguiente, se refieren a la proporcionalidad (4)
sobre la base de la teoria de Eudoxo y sus aplicaciones: semejanza
de poligonos y generalizacion de los problemas de aplicaciéon de
areas de los pitagoricos.

Los tres libros siguientes son aritméticos o, mejor, en ellos se
trata de teoria de numeros (5): divisibilidad, nimeros primos,



progresiones geométricas cerrandose con la proposicion en la que
Euclides enuncia la expresién de los nimeros perfectos pares.

El siguiente libro, el décimo, es el mas extenso y el mas dificil se
ocupa de los irracionales (6) clasificando, mas no calculando, una
serie de combinaciones de expresiones racionales e irracionales,
tales como las que se presentarian como raices de una ecuacién
bicuadrada.

Algunas de estas combinaciones se aplican mas tarde en la
teoria de los poliedros regulares, aunque ha de reconocerse que
existe una verdadera desproporcién entre el material acumulado
en el libro décimo y el reducido uso que después se hace de él.

Los tres ultimos libros de los Elementos son de un contenido
mas bien heterogéneo: podrian calificarse de geometria superior,
no por su factura sino por tratar cuestiones ya de geometria del
espacio, ya que implican nociones del actual andlisis infinitesimal.
En efecto, el libro XI expone algunos teoremas de geometria del
espacio, necesarios para los dos libros siguientes: el XII comprende
en cambio teoremas del plano o del espacio que exigen para su
demostracion la aplicacién del método de exhaucion, mientras que
el XIII se ocupa exclusivamente de los cinco poliedro regulares y de
su inscripcion y circunscripcion en la esfera. (7)

Tal es en sintesis la obra mas importante de Euclides. Por grande
que haya sido el aporte de los matematicos anteriores, queda
siempre para Euclides el mérito de haber aplicado por primera vez
un método que resulté fecundo para la matemadtica y la ciencia en
general, y el de haber estructurado sistematicamente mediante ese
método, en forma organica y ordenada, una gran cantidad de
conocimientos matematicos, en especial de geometria plana, sin
olvidar que Euclides con sus Elementos acentda una nota
caracteristica y permanente de la matematica: su caracter
abstracto y su finalidad fincada exclusivamente en el Conocimiento.
Ya Platon en la Republica lo habia afirmado:”... aun aquellos que
tengan escasos conocimientos de geometria no pondran en duda
que esta ciencia es todo lo contrario de lo que supondria la
terminologia de los gedmetras... Es una terminologia demasiado
ridicula y pobre, pues como si se tratara de alguna finalidad
practica, ellos hablan siempre de cuadrar, de prolongar, de agregar,



cuando en verdad la ciencia se cultiva con el dnico objeto de
conocer.”

Pero en matematica conocer es demostrar y los Elementos nos
ofrecen el primer ejemplo en gran escala de ese fecundo juego de la
razon, creador de nuevos conocimientos que se presentan atraidos
por la irresistible fuerza del raciocinio y cuya unica finalidad es el
conocimiento mismo. Sin duda que para los gustos de hoy las
demostraciones de Euclides son aridas, encuadradas en moldes
formales demasiado rigidos, algo pedantes pero con todo ha de
verse en el orden ldgico, en los recursos deductivos y en los
métodos de demostracion otro de los méritos de los Elementos de
Euclides.

Los editores antiguos agregaron a los trece libros de los
Elementos un par de libros mas (apdcrifos) relacionados con los
poliedros regulares. El llamado Libro XIV de los Elementos se debe
a un matematico importante de la primera mitad del siglo II a. c.:
Hipsicles de Alejandria; en verdad es una continuacion natural del
ultimo libro de Euclides, pues se ocupa de los poliedros regulares
anotando, entre otras, esta interesante propiedad: Si en una esfera
se inscriben un cubo, un dodecaedro y un icosaedro, los lados del
cubo y del icosaedro son proporcionales a las areas y a los
volimenes del dodecaedro y del icosaedro, dependiendo el factor
de proporcionalidad de la razén entre los segmentos que divide
una recta en media y extrema razon.

Ademas Hipsicles se habria ocupado de aritmética, abordando
un viejo tema de origen pitagoérico, pues segun Diofanto se le
deberia la definicion de nimero poligonal P de p lados y n términos
de una manera que traducida algebraicamente seria

P=n+%n(n-1)(p-2)

En cuanto al libro XV, muy inferior al anterior y que también se
ocupa de poliedros regulares se atribuye a un discipulo de Isidoro
de Mileto, matematico que floreci6 en el siglo VI.

Los Elementos constituyen un conjunto sistemdatico y
sistematizado de conocimientos matematicos griegos, pero no es el
conjunto de todos esos conocimientos que poseian los griegos de la
época de Euclides, de manera que para conocer el estado de la



matematica griega a principios del siglo III a. C. debemos agregar
los conocimientos matematicos que aquéllos no contenian.

Por lo pronto, los Elementos no podian contener sino aquella
parte de la matematica griega compatible en el sistema euclideo, es
decir, aquella que podia deducirse de los postulados que, explicita o
implicitamente, le servian de fundamento. Pero es claro que
tampoco podian contener todas las propiedades susceptibles de
deducirse de estos postulados. Ya Proclo nos informa que Euclides
no dio sino aquellas propiedades que podian servir de "elementos”,
pero fuera de estas omisiones deliberadas hay que agregar
omisiones forzosas, representadas por las propiedades
desconocidas en tiempos de Euclides y las que éste no estudi6 o no
pudo deducir. En este sentido hay que sefialar que tales omisiones
son singularmente importantes en el campo de la geometria de la
medida. Asi no figura en los Elementos intento alguno para
rectificar la circunferencia o arcos de circunferencia, como tan poco
para "cuadrar" el circulo o sus partes o las extensiones
superficiales totales o parciales de las figuras que limitaban los
cuerpos redondos: cilindro, cono y esfera. En este sentido, la tinica
propiedad que trae los Elementas es la proporcionalidad entre los
circulos y los cuadrados de sus didmetros respectivos. Igual cosa
ocurre en el espacio: pueden compararse los poliedros entre si y
algunos cuerpos redondos entre si (la esfera con la esfera, el cono
con el cilindro), pero falta toda comparacion entre los poliedros y
los cuerpos redondos.

Ademas de esas omisiones deliberadas o forzadas los Elementos
no podian contener aquellos conocimientos que no encuadraban en
el sistema de los postulados euclideos tuvieran o no conciencia de
ello los griegos, conocimientos a los que pertenecian, por ejemplo,
todo lo concerniente a los tres problemas clasicos: triseccion del
angulo, duplicacién del cubo y cuadratura del circulo.

Otro grupo de conocimientos matematicos griegos de
comienzos del siglo Il no podio estar incluido en los Elementos.
Nos referimos ante todo a los elementos de aritmética practica, la
llamada "logistica" (8) por los griegos, que abarcaba el sistema de
numeracion y las reglas operatorias elementales con enteros y
fracciones, necesarias en las aplicaciones de la vida practica o de la
astronomia, topografia, mecanica, y, por otra parte, a ciertas ramas



de la ciencia natural que, por su facil geometrizacién, se
construyeron en intima conexién con la matematica: astronomia,
optica, cinematica.

Esa intima conexion se pone en evidencia considerando que
ramas de la geometria del espacio, como la geometria esférica, (9)
integraban la astronomia, mientras que ciertas nociones
elementales relativas al movimiento: congruencia por
superposicion, generacién de los cuerpos redondos, integraban la
geometria.

Ademas de los Elementos indudablemente su obra maxima, se
deben a Euclides otros escritos matematicos algunos existentes,
otros perdidos. Entre los escritos de indole geométrica (10) figuran
los Datos, obra que parece haber sido escrita para aquellos que
habiendo completado el estudio de los Elementos deseaban
ejercitarse en la resolucion de problemas que exigian el
conocimiento de las propiedades del tratado de Euclides. En efecto,
Datos se compone de un centenar de proposiciones en las que se
demuestra como partiendo de ciertos datos -de ahi el nombre-
quedaba determinada una figura ya en posicion, ya en magnitud o
ya en su forma.

De las restantes obras geométricas de Euclides, o que se le
atribuyen se han perdido los originales griegos. De la obra Sobre la
division de las figuras se dispone de versiones arabes; de los
Porismas de funcion probablemente semejante a Datos no se tiene
sino noticias; menos aun se conoce acerca de sus Paralogismos o
Sofismas probablemente una obra didactica escrita para adiestrar a
los discipulos en el razonamiento correcto; de sus Cdnicas, en
cuatro libros que seria un tratado sobre este tema comprendido
entre los de Aristeo y de Apolonio; y de sus Lugares superficiales,
respecto del cual no hay todavia formada opinién sobre el
significado del titulo.

Ademads de estas obras, estrictamente geométricas, se deben o
atribuyen a Euclides otras obras sobre temas de la matematica
griega en sentido lato. Asi, se le atribuye un fragmento sobre la
teoria matematica del sonido, un tratado elemental de astronomia
titulado Fendmenos; un fragmento de Sobre la palanca, conocido a
través de fuentes arabes y dos escritos sobre Optica: Una éptica que
contiene las proposiciones fundamentales de Optica geométrica



fundadas sobre la hipétesis: "Los rayos que parten del ojo son
rectilineos": y una Catdptrica que estudia los fendmenos de la
reflexion en espejos planos.

Notas complementarias

(1) Euclides y su obra segun Proclo. La continuacién del fragmento
de Proclo ya mencionado en el Cap. III, reza asi: "Euclides, el autor
de los Elementos, no es mucho mas joven que Hermotamo de
Colofén y que Filipo de Mende; ordend varios trabajos de Eudoxo,
mejoré los de Teeteto y dio ademas demostraciones indiscutibles
de todo aquello que sus predecesores no habian demostrado con el
rigor necesario. Euclides florecié durante el reinado de Ptolomeo I,
pues es citado por Arquimedes que naci6 hacia fines del reinado de
ese soberano. Ademas se cuenta que un dia Ptolomeo pregunté a
Euclides si para aprender geometria no existia un camino mas
breve que el de los Elementos, obteniendo la respuesta: en la
geometria no existe ningun camino especial para los reyes. ..
Euclides es, pues, posterior a los discipulos de Platén, pero anterior
a Eratdstenes y a Arquimedes, que eran contemporaneos, segun lo
afirma Eratdstenes en alguna parte. Euclides era de opiniones
platénicas y estaba familiarizado con la filosofia del Maestro, tanto
que se propuso como objetivo final de sus Elementos la
construccion de las figuras platonicas.

Se poseen de él muchas otras obras matematicas escritas con
singular precisién y de un elevado caracter teérico. Tales son la
Optica, la Catdptrica, los Elementos de musica, y también los libros
Sobre las divisiones. Pero son de admirar especialmente sus
Elementos de geometria, por el orden que reina en ellos, por la
eleccion de los teoremas y de los problemas considerados como
fundamentales, puesto que no ha incluido todos aquellos que
estaban en condiciones de dar, sino Unicamente aquellos capaces
de funcionar como elementos y también por la variedad de los
raciocinios que son conducidos de todas las maneras posibles, ya
partiendo de las causas, ya remontando los hechos, pero siempre



son convincentes e irrefutables, exactos y dotados del tono mas
cientifico. Agréguese que utiliza todos los procedimientos de la
dialéctica: el método de divisién para determinar las especies, el de
la definicion para determinar los razonamientos esenciales; el
apodictico en la marcha de los principios a las cosas y el analitico
en la marcha inversa de lo desconocido a los principios. Ese tratado
también nos presenta en forma bien separada los distintos tipos de
proposiciones reciprocas, ya muy simples, ya mas complicadas,
pudiendo la reciprocidad cumplirse entre el todo y el todo, entre el
todo y una parte, entre una parte y el todo o entre una parte y una
parte. ;Y qué diremos del método de investigacion, de la economia
y del orden entre las distintas partes, del rigor con que cada punto
queda fijado? Si pretendieras agregar o quitar algo, reconocerias de
inmediato que te alejas de la ciencia y te acercas hacia el error y la
ignorancia. Pues en verdad muchas cosas poseen la apariencia de
ser verdaderas y de surgir de los principios de la ciencia, mientras
en cambio se alejan de estos principios y engafan a los espiritus
superficiales. Por eso Euclides expuso también los métodos que
utiliza la mente que ve claro y con los que deben familiarizarse
todos aquellos que quieren acometer el estudio de la geometria,
advirtiendo los paralogismos y evitando los errores. Este trabajo lo
ha realizado Euclides en su escrito Sofismas, en el que enumera
ordenada y separadamente los distintos tipos de raciocinios
erréneos, ejercitando sobre cada uno de ellos nuestra inteligencia
mediante teoremas de toda clase en los que opone la verdad a la
falsedad y pone en evidencia la demostracion de la verdad con la
refutacidn del error. Este libro tiene entonces por objeto purificar y
ejercitar la inteligencia, mientras los Elementos constituyen la guia
mas segura y completa para la contemplacién cientifica de las
figuras geométricas.

(2) Los axiomas de Euclides. Euclides enuncia sus cinco postulados
de la siguiente manera:
19. Postulese: que por cualquier punto se pueda trazar una
recta que pasa por otro punto cualquiera;
292, que toda recta limitada pueda prolongarse
indefinidamente en la misma direccién;



32, que con un centro dado y un radio dado se pueda trazar
un circulo;

42, que todos los angulos rectos sean iguales entre si, y

52, que si una recta, al cortar a otras dos, forma los angulos
internos de un mismo lado menores que dos rectos, esas
dos rectas prolongadas indefinidamente se cortan del
lado en que estén los angulos menores que dos rectos.

La primera impresién que produce la lectura de estos
postulados es que enuncian proposiciones de indole distinta: los
primeros tres aluden a construcciones; el cuarto a una propiedad, y
el quinto tiene todo el aspecto del enunciado de un teorema. Pero si
se encaran como juicios que afirman la existencia y unicidad de los
elementos: punto, recta y circunferencia, con los que se construira
la geometria, su funciéon se aclara. En efecto, los dos primeros
postulados fijan la existencia de la recta determinada por dos
puntos. A su vez, la unicidad de esa recta queda determinada por el
cuarto postulado al fijar la igualdad de los angulos rectos o, lo que
es lo mismo, que las prolongaciones son Unicas. Por otra parte, un
sexto postulado que generalmente se incluye (erréneamente) entre
las nociones comunes, afirma que entre dos rectas no existe
espacio alguno.

Por su parte, el tercer postulado afirma la existencia y unicidad
de una circunferencia dado su centro y su radio, de ahi que en
definitiva los primeros cuatro postulados admitan la existencia de
rectas y circunferencias o, en otros términos, permiten el uso de la
regla y del compas como instrumentos geométricos. Aunque ya
advertimos, que en ninglin momento Euclides alude a estos u otros
instrumentos geométricos.

Por ultimo, el quinto postulado fija las condiciones para que dos
rectas determinen un punto cuya unicidad quedaria asegurada por
el postulado ya citado, que se incluye generalmente en las nociones
comunes.

Es claro que, encarados desde este punto de vista, faltarian en la
geometria euclidea los postulados acerca de las intersecciones de
las circunferencias con rectas o con circunferencias que Euclides
admite implicitamente. Y no deja de ser curioso sefialar que los
Elementos se abren con el problema: Construir un tridngulo



equilatero de lado dado, donde tal construccién queda determinada
mediante la interseccion de dos circunferencias.

En cuanto a las nociones comunes, he aqui los ocho enunciados
de Euclides:

19. cosas iguales a una misma cosa, son iguales entre si;
29 si a cosas iguales se agregan cosas iguales las sumas
(Euclides dice: el total o la reunion) son iguales;

32, si de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son

iguales;
42 si a cosas desiguales se agregan cosas iguales, los
resultados son desiguales;

5¢. las cosas dobles de una misma cosa son iguales entre sf;

62. las mitades de una misma cosa son iguales entre si;

72. las cosas que se pueden superponer una a la otra son
iguales entre si;

82. el todo es mayor que la parte.

Ya dijimos que generalmente se agrega una novena nocién comun:
dos rectas no comprenden un espacio, enunciado que tendria su
lugar mas adecuado entre los postulados.

Se advierten facilmente las funciones de las nociones comunes
de Euclides: ellas postulan la igualdad, desigualdad, suma, resta,
duplicacién y division por mitades, de las "cosas", es decir, de
nuestras magnitudes. Es interesante destacar la séptima nocion
comun que introduce la nocién de movimiento en la construcciéon
geométrica.

Al observar en su conjunto los axiomas de Euclides, la primera
observacion a sefalar es la ausencia de postulados relativos a la
geometria del espacio; en efecto, Euclides no ha construido la
geometria sélida en la forma tan completa y rigurosa que aparece
en la geometria plana.

Pero si se limita el analisis a la geometria plana y se compara el
sistema de axiomas de Euclides con un sistema moderno, por
ejemplo el de Hilbert, se advierte que los postulados de Euclides
desempefian el papel de los axiomas de enlace y de las paralelas de
Hilbert; y que las nociones comunes de Euclides sustituyen los
axiomas de congruencia de Hilbert; de ahi que faltarian en los
Elementos los axiomas del orden y el de la continuidad, admitidos
implicitamente por Euclides, el ultimo como "principio". Tales



omisiones, como el de algin otro axioma necesario desde el punto
de vista légico y técnico, no perjudican sin embargo a la
construccion euclidea que en momento alguno peca contra ellas.

Dado el caracter de la geometria griega, tales omisiones se
explican no soélo por el caracter fuertemente intuitivo de los
axiomas omitidos, sino también porque se veia en esos enunciados
algo superfluo, en vista de que para los griegos no eran imaginables
las proposiciones contrarias.

(3) Los libros pitagoricos de los Elementos. Considerando como
tales los primeros cuatro libros de los Elementos digamos que el
primer libro, de 48 proposiciones, puede considerarse dividido en
dos partes: las primeras 32 proposiciones se refieren a las
propiedades de los tridngulos, terminando con el teorema
caracteristico de la geometria euclidiana de ser constante el igual a
dos rectos la suma de los angulos de cualquier tridngulo. Cabe
agregar que el "quinto postulado”, el de las paralelas, por cuanto se
deduce de €l la existencia de la paralela Gnica a una recta desde un
punto exterior no se introduce hasta la proposiciéon 19, lo que
prueba que Euclides trat6 evidentemente de evitarlo en las 18
anteriores, grupo de proposiciones que constituye de por si una
geometria independiente del quinto postulado.

Las ultimas 16 proposiciones del libro se refieren en cambio a
paralelogramos y triangulos y sus equivalencias para terminar,
como ultimo par de proposiciones, con los teoremas, directo y
reciproco de Pitdgoras. La demostraciéon de ese teorema, segin
comentaristas antiguos. Perteneceria al mismo Euclides.

El libro segundo de 14 proposiciones se abre con la definicion
de una figura muy utilizada en las demostraciones euclidianas de
equivalencias: es el “gnomon”, palabra que parece tener un origen
astronémico pues indica la posicion de una barra vertical
descansando sobre un plano horizontal, y utilizada para medidas
astrondémicas o de tiempo. En la matematica el gnomon es en
general todo aquello que agregado aun numero o figura convierte a
estos en un ndmero o figura semejante. Asi cualquiera de las
escuadras de carpintero que utilizamos en las demostraciones
aritméticas, de los pitagoricos, en un gnomon.



En este segundo libro aparece el “dlgebra geométrica”,
representada por 10 proposiciones que traducen geométricamente
las siguientes propiedades, expresadas algebraicamente con los
simbolos actuales:

m(a+b+c+..)=ma+mb+mc+..
(a+b)a+(a+b)b=(a+b)?
(a+b)a=a?+ab

(a+b)?=a?+2ab +b?

ab+[% (a+b)-b]?=[%(a+b)]?
(2a+b)b+a’=(a+b)?
(a+b)?+a*=2(a+b)a+b?
4(a+b)a+b’=[(a+b)+a]?
a’+b?=2[[%(a+b)?+[¥% (a+b)-Db]?]
(2a+b)?+b?=2[a*+(a+b)?]

Las cuatro udltimas proposiciones comprenden los problemas;
division en media y extrema razon; "cuadrar” cualquier figura
poligonal, y las generalizaciones del teorema de Pitagoras a los
tridngulos acutangulos y obtusangulos.

El libro tercero, de 37 proposiciones, estudia las propiedades de
la circunferencia, terminando por el teorema de la constancia del
producto de los segmentos determinado por las secantes trazadas
desde un punto interior o exterior. El libro cuarto, de 16
proposiciones, se refiere a la inscripciéon y circunscripcion de
poligonos regulares a una circunferencia ensefiando Euclides a
construir efectivamente los poligonos regulares de 4, 5, 6 y 15
lados, la construccidon de poligonos regulares por duplicacion de
lados era conocida; en cambio no hace alusién a los poligonos cuyo
numero de lados es 7,9, 11 Y 13 que no pueden construirse con
regla y compas.



(4) La proporcionalidad en los Elementos. Los libros quinto y sexto
tratan de la proporcionalidad y la semejanza de acuerdo con los
fundamentos sentados por Eudoxo. El libro quinto, de 25
proposiciones, expone la teoria geométrica de la proporcionalidad,
independiente de la naturaleza de las cantidades proporcionales:
entre las definiciones aparece el "principio" de Eudoxo (nuestro
axioma de la continuidad) y la definicién, también de Eudoxo de la
proporcionalidad mediante desigualdades.

El sexto libro aplica de 33 proposiciones, esa teoria general a las
magnitudes geométricas dando nacimiento a la teoria de los
poligonos semejantes; y como aplicacion la generalizacién de los
problemas de aplicacion de areas de origen pitagorico y que
involucran la resolucion de la ecuacion algebraica de segundo
grado en forma general, pero con ropaje geométrico.

El primero de esos problemas, llamado de aplicacién simple,
consiste en construir un poligono equivalente a un poligono dado P
y semejante a otros poligonos. El problema se reduce a construir
una media proporcional, pues si x y a son lados homélogos del
poligono que se buscay S, serd x*: a®=P: S que, por otra parte, es
la expresion de una ecuacion de segundo grado en x incompleta.

El segundo problema, llamado de aplicacion por defecto,
consiste en construir sobre una parte de un segmento dado a un
paralelogramo equivalente a un poligono dado P de tal manera que
el paralelogramo "faltante", de igual altura que el anterior
construido sobre la otra parte del segmento dado, sea semejante a
un paralelogramo dado S. Pero al enunciado de este problema
Euclides agrega. Es necesario que P no exceda al paralelogramo
semejante a S construido sobre la mitad del segmento. En efecto, un
teorema anterior demostraba que tal condicién es indispensable
para que el problema de aplicacién de areas por defecto tenga
solucion.

Si Soes este paralelogramo maximo Euclides lleva el problema al
caso anterior determinado un paralelogramo semejante a S y
equivalente So - P. Pero en verdad la incognita x (la parte faltante)
no es sino una cualquiera de las dos raices positivas de la ecuacion
de segundo gradox (a-x)=a®P:4 So.



El tercer caso semejante al anterior, de aplicaciéon de areas por
exceso, consiste en construir sobre el segmento prolongado el
paralelogramo equivalente a P de manera que el paralelogramo
construido sobre la prolongacion sea semejante a S. En este caso el
problema siempre posible, se lleva al primer caso donde el
paralelogramo que se busca es equivalente a So + P,y la incognita
x (el segmento excedente es la raiz positiva de la ecuacion

x(a-x)=a*P:45.

(5) La aritmética de los Elementos. No existe en los Elementos el
menor intento de fundar la aritmética sobre un sistema de
postulados. Los tres libros que se dedican a la aritmética, con un
total de 102 proposiciones, se abre con un conjunto de 12
definiciones donde se dice que "Unidad es aquello por lo cual cada
cosa singular se dice uno"; "Nimero es una pluralidad compuesta
de unidades", para luego seguir con las definiciones de niimeros
mayor y menor, multiplo y submultiplo, par e impar, primo y
compuesto, etcétera; también se habla de nimeros planos (de dos
factores), numeros so6lidos (de tres factores), de los cuales el
cuadrado y el cubo son casos particulares, para terminar con la
definicion de nameros perfectos como aquellos nimeros suma de
sus divisores, excepto si mismo.

En el libro séptimo se expone la teoria del maximo comun
divisor, por el método de las divisiones sucesivas, y del minimo
comun multiplo que define asi: Dados dos nimeros a, b, se expresa
la fraccién a : b en la forma irreducible a’ : b’, su minimo comun
multiplo es ab'=a’b, lo que equivale a tomar como minimo comtn
multiplo el producto de los numeros dividido por su maximo
comun divisor.

Los otros dos libros contienen varios teoremas importantes:

a) la serie de los nimeros primos es ilimitada;
b) la suma de los términos de una progresiéon geométrica,
expresada en la forma con nuestros simbolos,

(a, —aqy):a; = (a, —ay):S, donde ay,a,,ay,

son los términos primero, segundo y ultimo de la progresidon, y S es
la suma de los precedentes a a,; expresiéon como es facil
comprobar, que equivale a la actual;



c) la aplicacién de la expresion anterior a la progresién de razon
duplicada, es decir 2, y primer término la unidad diferencia entre el
término que sigue al ultimo menos el primero; y

d) la expresidon de los numeros perfectos pares.

Este ultimo teorema, sin duda la contribuciéon aritmética mas
original de Euclides, expresa que si la suma de una progresion
geométrica de razon duplicada es un nimero primo, ese nimero
por el dltimo término de la progresion es un nimero perfecto. Con
nuestros simbolos: si S™*1 — 1 es primo, el nimero N = 2™S es un
nimero perfecto. En efecto, los divisores de N son: 1, 2, 22%,...2%, S,
28, 22S,..2"" 15, y su suma es

S+SA+2+422+-2"H)=51+2"-1)=2"S=N
y N es perfecto.

Aunque Euclides no trae ningiin ejemplo numérico es indudable
que conocia los nimeros perfectos mas pequefios dados por su
expresion. Por lo demdas se sabe que ya Nicomaco (s. I) da los
cuatros perfectos menores 6, 28, 496,y 8128 que corresponde a n =
1, 2, 4, 6 (para n impar, con excepciéon de 1, S no es primo).
Actualmente la lista de ndmeros perfectos pares se ha extendido,
todos pertenecientes a la expresion euclidea y aunque se conoce la
forma que tendrian los perfectos impares no se conoce ninguno de
ellos.

(6) Los irracionales en los Elementos. El libro decimo es el mas
extenso, pues comprende 115 proposiciones, y en él se estudian en
forma geométrica las propiedades de un cierto grupo de
expresiones irracionales, hoy llamadas cuadraticas y bicuadraticas
con algunas aplicaciones. Por ejemplo, demuestra que en el
problema de aplicacion de areas por defecto de expresion
algebraica x (a - x ) = % b? , los segmentos x y (a - x ) son
conmensurables si los son ay Va2 — b2.

En definitiva el libro contiene una clasificaciéon de irracionales
bicuadraticas que pueden resumirse  algebraicamente
considerando la identidad

Jﬁif= \/1/2(@+W) i\/l/Z(ﬁ—Jqu)




y considerando los 12 casos posibles que se obtiene combinando:
a) dos signos superiores o inferiores; b) que p o g o ninguno de los
dos sea un cuadrado perfecto y c) que p y p - q sean o no
conmensurables.

(7) Los tres ultimos libros de los elementos. Tienen 75
proposiciones, y estan dedicados en su mayor parte de la geometria
del espacio. En el primero de esos libros se antepone la
definiciones de angulos diedros y poliedros y de poliedros y
cuerpos redondos, utilizdndose para las definiciones de estos
ultimos el movimiento pues la esfera, el cilindro y el cono se
definen mediante la rotacién de un semicirculo alrededor de su
diametro, de un rectangulo alrededor de uno de sus lados y de un
triangulo rectangulo alrededor de uno de sus catetos,
respectivamente.

Euclides no establece postulado alguno para la geometria del
espacio, omision logica cuyas consecuencias se advierten en los
primeros teoremas de estos libros en los que se pretende
vanamente demostrar la existencia del plano, del cual por lo demas
se da una definicion defectuosa.

La geometria del espacio en los Elementos sigue en la forma
actual aunque cabe destacar que Euclides no procede en este
campo en la forma ordenada y completa como habia procedido en
geometria plana; se advierten ademas ciertas omisiones: por
ejemplo, se habla de paralelismo entre rectas o entre planos, pero
no entre rectas y planos; como si Euclides no se hubiera propuesto
sino reunir el material indispensable para la demostracion de los
teoremas de los libros siguientes, en especial del ultimo.

El segundo de estos tres libros se caracteriza por el hecho de ser
sus teoremas aquellos que exigen el método de exhaucion
introducido por Eudoxo, método que Euclides aplica inicamente en
estos cuatro casos: proporcionalidad entre los circulos y los
cuadrados construidos sobre los didmetros respectivos e
igualmente entre las esferas y los cubos construidos sobre esos
didmetros; equivalencia entre la piramide y la tercera parte del
prisma de igual base y altura e igualmente esa equivalencia entre
cono y cilindro.



El dltimo libro de los Elementos esta totalmente dedicado a los
cinco poliedros regulares con un teorema final que expresa las
relaciones entre las aristas de esos poliedros y el diametro de la
esfera circunscrita.

Aparece por ultimo, como lema probablemente afadido
posteriormente el teorema, que se atribuye a los pitagoricos, segiin
el cual fuera de los cinco poliedros regulares conocidos no existe
ningin otro poliedro regular, demostraciéon que se funda en la
naturaleza especial de los dngulos poliedros que se forman en los
vértices de los poliedros regulares.

(8) La logistica griega. Ya aludimos a los sistemas de numeracién
de los griegos. El sistema utilizando las letras del alfabeto
permitian escribir los nimeros hasta el millar; anteponiendo una
coma a las letras que indicaban las unidades se tenian las unidades
correspondientes de los millares, llegdndose asi hasta la mirfada
(10%), a veces simbolizada por una M. Para ndmeros superiores a
las miriadas se utilizaron reglas diferentes, mientras que para las
fracciones de numerador unitario se sefialaba el denominador con
un signo especial, aunque también parece que usaron fracciones
con numerador y denominador. En astronomia se utilizd con
preferencia el sistema sexagesimal.

En cuanto a las reglas operatorias, poco se sabe, fuera de
algunos ejemplos diseminados en los textos cientificos; es probable
que para la suma, la resta y, quiza, para la multiplicacién se
utilizara el dbaco; para operaciones mas complejas operaban con
los nimeros escritos con letras en una forma semejante a la actual.

o ¢ 265 265

o ¢e 256 256
§ a 40000 12000 1000 1325
MM B« 12000 3600 300 1590
a 1000 300 15 530
MByxrt 70225 70225

A TKeE

¢



He aqui un ejemplo de multiplicacién "griega”, donde las letras
superpuestas a las M indican las unidades de miriadas y las rayas
superpuestas a las letras es una manera de evitar la confusion
entre letras y nimeros. A la derecha de la multiplicacion griega esta
la traduccién en simbolos numéricos actuales y la multiplicacion tal
como la efectuariamos hoy.

(9) La "Esférica” antes de Euclides. Es sistematica en los Elementos
la ausencia de las propiedades relativas a las figuras trazadas sobre
la esfera. Si se exceptua la definicion y la proporcionalidad entre las
esferas y los cubos construidos sobre sus didmetros, la esfera sélo
se presenta en su relacion con los poliedros inscritos y
circunscritos. Este significativo silencio hizo pensar en la existencia
de tratados que se refirieran especialmente a esa rama de la
geometria del espacio y que, por su aplicacién a la astronomia se
consideraran mas pertenecientes a esta dltima ciencia que a la
geometria.

En efecto, se tienen noticias acerca de una Esférica del periodo
helénico aunque de autor no bien individualizado, atribuyéndose el
tratado a Eudoxo en vista de que éste en su teoria del sistema
planetario utiliza esferas concéntricas; amén de sus méritos como
matematico. En cambio, se conoce el autor: Autolico de Pitana del
siglo IV, de una Esférica aunque de caracter mas astrondémico que
geométrico, a la cual se asemejaria la obra Fenémenos de Euclides.

(10) Las obras geométricas de Euclides. Datos, que ademas de los
Elementos es la obra geométrica de Euclides aun existente, contiene
problemas de este tipo: si se conoce un angulo de un triangulo y la
razén entre el rectangulo formado por los lados adyacentes al
angulo y el cuadrado del lado opuesto, el tridngulo esta dado en su
forma (Euclides dice en "especie') es decir, queda determinado un
conjunto de tridngulos semejantes. Otros problemas son
aplicaciones de algebra geométrica con reminiscencias del algebra
de los babilonios.

Respecto de la obra sobre la divisién de las figuras que cita
Proclo, sé6lo se tienen noticias mediante un par de versiones arabes
sobre la base de las cuales se ha reconstruido, comprendiendo un
conjunto de proposiciones en las que se plantea el problema de



dividir figuras planas, poligonos, circulo y hasta una figura
mixtilinea, mediante rectas que cumplen ciertas condiciones, en
figuras parciales que deben cumplir también condiciones
prefijadas.

Otra obra geométrica (pérdida) sobre la cual se han tejido
numerosas conjeturas es Porismas de la cual, sobre la base de las
noticias que trae Pappus, se han hecho varias reconstrucciones.
Pappus dice que esta obra en tres libros compuesta de 38 lemas
171 teoremas era "una coleccion ingeniosa de una cantidad de
cosas utiles para resolver los problemas mas dificiles". El mismo
significado del titulo no es claro, pues "porisma" puede significar
"corolario”, pero también tiene otro sentido al cual se refiere
Pappus al decir que "los diversos tipos de porismas no son ni,
teoremas ni problemas, representando en cierto sentido una forma
intermedia". De ahi que Chasles, que es uno de los matematicos que
reconstruyé la obra dice que los porismas son teoremas
incompletos que expresan ciertas relaciones entre elementos que
varian de acuerdo con una ley determinada, y que tendrian por
objeto no sélo demostrar esas relaciones, sino completarlas
determinando la magnitud y posicion de las figuras que satisfaran
aquellas relaciones.

Arquimedes

Si Euclides es un maestro y un sistematizador, no muy original,
la figura que le sigue cronolégicamente, Arquimedes de Siracusa es
el arquetipo de matematico original, que al igual que los cientificos
de hoy, no escribe sino monografias o memorias originales,
relativas a los mas variados campos de la matematica antigua en
sentido lato: aritmética, geometria, astronomia, estatica e
hidrostatica. Fue, en particular, la incorporacién al saber cientifico
de estas dos ramas de la fisica la circunstancia que explica la
extraordinaria influencia que ejercieron los escritos de Arquimedes
sobre los hombres del Renacimiento y de la Edad Moderna,



convirtiéndoselo en una de las grandes figuras de la historia de la
ciencia.

En verdad, su figura ya fue célebre y famosa para sus
conciudadanos de Siracusa. Quiza lo fuera por sus méritos
cientificos o por las excentricidades y grandes inventos que le
atribuyeron o por su vinculacién, quiza parentesco, con la familia
real. Hasta se cita una Vida de Arquimedes escrita por uno de sus
contemporaneos.

Sin embargo, hoy esa vida solo puede reconstruirse sobre los
datos, no muy abundantes, de diversos historiadores, en especial
de los que se ocuparon de las guerras Punicas. El hecho indudable
de haber muerto Arquimedes en el saqueo que siguié a la caida de
Siracusa en manos de los romanos en 212, combinado con otro
dato, segun el cual Arquimedes habria vivido 75 afios, ubica la
fecha de su nacimiento en el afio 287 a. C.

Las actividades de su padre, astronomo, influyeron sin duda en
la vocacidén y formacion cientifica de Arquimedes que, desde joven,
estuvo en Alejandria donde, sin pertenecer al Museo, trab6 amistad
con varios maestros alejandrinos con quienes mantuvo luego
correspondencia cientifica: fueron los sucesores de Euclides: Con6n
de Samos y, a la muerte de éste Desiteo de Pelusa, y Eratdstenes.
Regresado a Siracusa dedico toda su vida a la investigacion
cientifica.

Esa vida, como la de otros grandes sabios, fue embellecida o
deformada por la imaginacién popular que la revistié de anécdotas
mas o menos verosimiles o la exalté con elogios que a veces
contribuyeron a rodear su existencia de wuna atmosfera
sobrenatural.

Plutarco, al referirse a la vida del general romano Marcelo que
conquistd Siracusa, describe la vida de Arquimedes y le confiere
grandes dotes de mecanico practico y de ingeniero militar aunque
en ninguno de los escritos del siracusano aparecen menciones a
investigaciones en esos campos. Este silencio a que Arquimedes
consideraba la mecanica y, en general, todo arte tendiente a
satisfacer nuestras necesidades como artes “innobles y oscuras”, y
por eso no dejé nada escrito sobre ellas.

Su muerte misma fue rodeada de cierta atmdsfera novelesca y
narrada de diferentes maneras; y el acto del soldado romano que



atraviesa con su espada al viejo sabio absorto ante una
demostracion geométrica no dejé de excitar la imaginacion. Con
todo, es probable que la muerte de Arquimedes fuera lamentada
por Marcelo, el hecho es que fue respetada la voluntad del sabio en
el sentido de grabar en su tumba uno de sus mas hermosos
teoremas: el relativo a la esfera inscripta en un cilindro. Y esa
figura permitio, siglo y medio después, que Ciceron descubriera, ya
perdida y olvidada entre la maleza, la tumba del célebre siracusano
en una época en la que sus conciudadanos ya habian olvidado su
figura y su fama.

Esa fama hoy sobrevive, no por su vida, sino por sus escritos,
cabales trabajos originales en los que se da por conocido todo lo
producido antes sobre el tema y se aportan nuevos elementos.

En esos escritos siguié rigurosamente el método euclidiano de
fijar previamente las hipdtesis que postulaba, a mas que seguian los
teoremas cuidadosamente elaborados y terminados; en general
utilizando el método sintético sin mencionar el camino seguido
para llegar a la tesis de la proposiciéon que demuestra de ahi que en
general no es de lectura facil, aunque para demostrar una vez mas
la amplitud de su talento matematico, proporciona una notable
excepcion a esta regla general en su escrito Método.

Solia enviar a amigos de Alejandria los trabajos que escribia, a
veces sOlo los enunciados de los resultados sin la demostracion,
costumbre que en alguna ocasion le permitié formular cierta
mordaz observacion acerca de los profesores alejandrinos. En
efecto, al advertir en una ocasién que algunos enunciados
remitidos eran falsos, sin que ninguno de los profesores hubiera
sefialado el error, pudo decir Arquimedes: “..aquellos que
pretenden haber resuelto todos los problemas, pero sin dar la
demostracion quedan refutados por el hecho mismo de haber
declarado que demostraron algo imposible".

No es facil establecer un nexo légico o cronolégico entre los
escritos de Arquimedes. En parte por la indole monografica de los
mismos, en parte por el distinto contenido que se refiere a
matematica, a astronomia y a fisica, sin olvidar que probablemente
algunos de sus escritos se han perdido.

Se conocen de Arquimedes, en version original, cuatro escritos
de geometria: dos de geometria plana: De las espirales; De la



medida del circulo, y dos de geometria del espacio: De la esfera y Del
cilindro (dos libros) y De los conoides y de los esferoides.

Siguiendo la norma euclidea, hay definiciones en todos esos
escritos, excepto De la medida del circulo, y postulados en De la
esfera y del cilindro. (1)

El primer libro de este escrito puede considerarse un
complemento de los Elementos de Euclides, al demostrar una serie
de teoremas, relativos a las dreas y volumenes de los cuerpos
redondos, omitidos en los Elementos.

En esas demostraciones, por ejemplo en el caso del area de la
esfera o del segmento esférico, pero también en otros libros
geométricos, Arquimedes expone propiedades que traducidas
algebraicamente, representan igualdades o desigualdades entre
sumatorias que en conexion con el postulado de Arquimedes y el
método de exhaucion, permiten llegar geométricamente a aquellas
areas y volumenes que hoy se obtienen analiticamente mediante
los recursos del analisis infinitesimal. (2)

Algunos de los teoremas del primer libro del escrito De las
esfera y del cilindro; area lateral del cono y del cilindro, area de la
esfera se han incorporado a nuestra geometria elemental mientras
que otros ofrecen tal sencillez y simetria que explican el deseo de
Arquimedes de quedar sus resultados eternamente grabados en su
tumba.

El segundo libro del escrito comporta una serie de problemas,
algunos de los cuales, nada faciles, conducen a problemas del tipo
de la duplicacidén del cubo y de la triseccion del angulo. (3)

En cierto sentido el Unico libro De los conoides y de los esferoides
es una continuaciéon del anterior, pues en él se estudian las
propiedades métricas de los s6lidos que Arquimedes designa con el
nombre de conoides (nuestro paraboloide y una del hiperboloide
de dos hojas, de revolucion) y esferoides (nuestro elipsoide de
revolucién). (4)

Una altima contribucidn conocida de Arquimedes a la geometria
del espacio, de indole diferente de las anteriores, la proporciona
Pappus cuando al hablar de las figuras inscritas en la esfera, cita los
poliedros regulares y 13 poliedros semiregulares que, segin
Pappus, habria descubierto Arquimedes, pero sin sefialar c6mo
lleg6 a ellos. (5)



En geometria plana la contribucién mas original de Arquimedes
es el escrito De los espirales, uno de los mas dificiles por sus largas
demostraciones, la concision de su texto, que subentiende muchas
relaciones intermediarias, la aplicacién de expresiones en forma
geométrica de la suma de términos en progresion aritmética o de
sus cuadrados; todo hace su lectura nada facil, circunstancia que
explica que en los siglos XVII y XVIII hubo matematicos que
desistieron de entender este escrito y hasta quien, frente a sus
dificultades, prefiri6 considerar erréneos sus resultados. También
en este escrito aparecen problemas no resolubles con regla y
compas que Arquimedes da por resueltos por insercion, pero sin
sefialar la construccion correspondiente. (6)

El escrito De la medida del circulo, muy breve, es uno de los mas
importantes de Arquimedes, pues en él no s6lo demuestra la
equivalencia de los problemas de la rectificacibn de Ila
circunferencia y el de la cuadratura del circulo, sino que al dar una
solucion aproximada de esos problemas, con un valor bastante
cémodo para nuestro nimero m, aporta interesantes cuestiones
aritméticas. (7)

Queda aun un tema de geometria plana que Arquimedes trata en
un escrito que, desde el punto de vista de hoy, no es
exclusivamente geométrico. Es Cuadratura de la pardbola, primer
ejemplo de cuadratura de una figura mixtilinea (las lunulas de
Hipécrates habian sido las primeras figuras cuadrables curvilineas)
y que Arquimedes logra por un doble camino: uno exclusivamente
geométrico y otro empleando los recursos de la estatica, mediante
laley de la palanca que él mismo habia demostrado. (8)

Por ultimo se atribuye a Arquimedes un llamado Libro de los
Lemas, conocido en su version arabe, que contiene una serie de
proposiciones de geometria plana, algunas muy elementales, pero
otras con interesantes equivalencias entre figuras circulares, que es
muy posible que sean originales del ge6metra de Siracusa. (9)

A estos escritos puramente geométricos, cabe agregar en la
produccién de Arquimedes, los escritos sobre temas de ciencia
natural: astronomia y fisica, que los griegos incluian, por su indole,
en la matematica. El escrito que, sin tener finalidad astronémica, se
ocupa incidentalmente de astronomia, es un trabajo dedicado al
hijo del tirano de Siracusa y de quien era preceptor, con el objeto



de probarle que el nimero de granos de arena del mar no era
infinito, haciendo alusion al verso de Pindaro "numerosas como las
arenas del mar". Con tal fin se propone contar o, mejor, dar nombre
al numero de granos de arena que llenaria no sélo a todos los
mares, sino a todo el universo, adoptando para éste sus maximas
dimensiones posibles o imaginables.

El interés de este escrito, conocido como Arenario o El contador
de arenas, es multiple. Por un lado, justifica la fama que, segin
testimonios antiguos, poseia Arquimedes como astrénomo, en vista
de los conocimientos astronémicos que el escrito revela, figurando
hasta un procedimiento experimental para determinar
aproximadamente el diametro aparente del Sol. Por otra parte, en
el Arenario figura un parrafo importante desde el punto de vista
histdrico, pues constituye la unica alusiéon conocida al sistema
heliocéntrico de Aristarco de Samas, concepciéon del universo que
Arquimedes no comparte, pero que adopta por cuanto sus
dimensiones eran mayores de las del universo que ordinariamente
concebian los astréonomos de la época. A estas notas de indole
extra-matematico cabe agregar que en el Arenario figura un
sistema especial de numeracion: las "octadas", (10) que
Arquimedes crea ante la necesidad de manejar niimeros muy
grandes, sistema que le facilitara contar o mejor, nombrar esos
numeros.

Por ultimo, se deben a Arquimedes dos escritos que pueden
calificarse de fisica matematica que proporcionaron los primeros
resultados perdurables de estatica: la ley de la palanca y el llamado
"principio de Arquimedes”.

Fuera de las reflexiones sobre mecanica practica vinculadas con
las maquinas simples, muy poco habia progresado la mecanica
como rama de la matematica; sera Arquimedes quien concedera
jerarquia cientifica a esta rama, mediante sus escritos: Sobre el
equilibrio de los planos (en dos libros) y De los cuerpos flotantes
(también en dos libros), que se ocupan, respectivamente, de
estatica y de hidrostatica.

Del equilibrio de los planos, donde la palabra "planos” se refiere
a figuras planas limitadas, es un estudio acerca de la determinacion
de los centros de gravedad y de las condiciones de equilibrio de
cuerpos geométricos, cuando en cada uno de sus puntos se



considera, ademas de su posicion, el peso; aunque Arquimedes no
estudia sino cuerpos homogéneos. El escrito estd construido a la
manera euclidea con definiciones, postulados y teoremas,
comprendiendo el primer libro las condiciones de equilibrio de la
palanca, y la determinacién de los centros de gravedad de algunos
poligonos, mientras que en el segundo libro llega a determinar el
centro de gravedad de un trapecio parabodlico, es decir la porcion
de parabola comprendida entre dos cuerdas paralelas. (11)

Si respecto de la estética, subsiste atin alguna duda acerca de la
posibilidad de existencia de escritos antiguos sobre esa rama de la
mecanica anteriores a Arquimedes no hay duda alguna respecto de
la hidrostatica, cuyo creador indiscutible es Arquimedes con su
escrito De los cuerpos flotantes, con el cual se dan cientificamente
las condiciones de equilibrio de los cuerpos sumergidos
parcialmente, se enuncia el hoy llamado "principio de Arquimedes"
y se estudian las aplicaciones del principio al caso de un casquete
esférico y de un segmento de paraboloide de revolucion. En
realidad, en la forma dada por Arquimedes, los problemas de
hidrostatica se reducen a problemas de estatica s6lo algo mas
complicados, al hacer intervenir la razéon entre los pesos
especificos del cuerpo y del fluido. (12)

Terminemos con los escritos de Arquimedes resefiando quizas
el mas original de todos ellos: Del método relativo a los teoremas
mecdnicos, que se conoce abreviadamente como Método, en el que
explota habilmente las propiedades de la palanca y de los centros
de gravedad.

Recordemos que muchos de los resultados logrados por
Arquimedes: areas, volimenes, centros de gravedad, se obtienen
hoy mediante los recursos del calculo integral, recursos que los
matematicos griegos sustituyeron por el "método de exhaucion"” de
Eudoxo. Pero, como dijimos, este método es un método de
demostracion, no de descubrimiento y por tanto exige conocer de
antemano el resultado a demostrar.

En algunos casos era facil prever ese resultado, ya por
induccién, ya por intuicién, pero en otros casos tal prevision era
imposible. ;COmo podia, por ejemplo, preverse la complicada
posicion que ocupa el centro de gravedad de un trapecio
parabdlico? Este hecho no dej6 de intrigar a los matematicos



occidentales cuando en el siglo XVI comenzaron a difundirse los
escritos de Arquimedes, y no falté el matematico que afirmara que
seguramente Arquimedes disponia de un método especial para
lograr esos resultados, método que habria mantenido en secreto.

Tal afirmacion resultd una verdad a medias; en efecto,
Arquimedes habia ideado un método con ese objeto, pero no lo
mantuvo en secreto, sino que lo expuso en una larga carta
destinada a Eratostenes, que estaba en Alejandria, carta que
lamentablemente quedé desconocida para Occidente hasta 1906
cuando el historiador de la ciencia Heiberg descubri6 una copia en
un palimpsesto de Constantinopla. Esa carta es hoy el Método de
Arquimedes.

En ese escrito figuran varias determinaciones "mecanicas” de
equivalencias y centros de gravedad, aunque su finalidad fue la de
hacer conocer dos cubaturas especiales, de la una cilindrica y de la
doble boveda cilindrica. (13)

Por ultimo, cabe citar como de Arquimedes un par de escritos
que se clasificarian hoy entre los problemas de matematica
recreativa. Uno de ellos, conocido como Stomachion es geométrico
y consiste en llenar una cavidad rectangular con 14 figuras
poligonales, cada una de las cuales era conmensurable con el total.
El otro problema es aritmético y consiste en un dificilisimo
problema de anadlisis indeterminado de segundo grado,
denominado, “Problema de los bueyes”, que probablemente
Arquimedes enunci6, pero no resolvid, pues segun algunas
versiones su solucién transporta, a nimeros de un centenar de
miles de cifras.

Ademas de los escritos anteriores, se atribuyen a Arquimedes
obras actualmente perdidas, de las que se tienen noticias ya por el
mismo autor, ya mediante fuentes arabes o griegas. Asi, en el
Arenario Arquimedes se refiere a un escrito aritmético dirigido a
Zeusipo acerca de la denominacién de los nimeros; ademas de una
obra Sobre la palanca que le atribuyen autores antiguos y su
estudio de los poliedros semiregulares ya citados, otros autores lo
dan como autor de una Optica, asi como de obras astronémicas:
construccion de una esfera planetaria, longitud del afio.

Con Arquimedes la matematica griega llega a su apogeo. Sin
duda que él encontré una ciencia ya madura, a la que agregd



nuevos capitulos o mejord los existentes. Pero en esa obra de
complemento y de perfeccionamiento, demuestra una mayor
flexibilidad que torna mas maleable el rigido molde euclideo y le
confiere mayor riqueza y autonomia, desvinculando casi
totalmente los lazos que habian mantenido ligada la matematica
con la filosofia. Esa mayor libertad y autonomia, sin descuido del
rigor, se refleja en la eleccién de los postulados, en las aplicaciones
a la ciencia natural, en sus incursiones por el campo de los nimeros
y de la matematica aproximada, y convierten a Arquimedes en un
matematico, y un gran matematico, en el sentido actual y
permanente del vocablo.

Notas complementarias

(1) Definiciones y postulados geométricos de Arquimedes. En él
escrito De la esfera y del cilindro, hay seis definiciones, de las cuales
las cuatro primeras son:

19, Existen en el plano ciertos arcos de curva totalmente
situados de un mismo lado de las rectas que unen los
extremos del arco;

22, llamo céncava en la misma direccién una linea tal que la
recta que une dos puntos cualesquiera de ella, o bien esta
toda del mismo lado de la linea, o bien esta parte del mismo
lado y parte sobre la linea misma;

32, de igual modo hay ciertas porciones de superficie, no
situadas en un plano, pero cuya linea extrema esta en un
plano situado totalmente del mismo lado respecto de la
superficie;

42, llamo cdéncavas en la misma direccién superficies tales que
las rectas que unen dos puntos cualesquiera de ellas, o bien
estan todas del mismo lado de la superficie, o bien parte del
mismo lado y parte sobre la superficie misma.

Con estas definiciones no sé6lo se introduce un nuevo concepto
geométrico: el de concavidad, que Euclides no habia necesitado si
no que aparece un concepto de curva de superficie mas general, no



limitado a las escasas lineas y superficies de los Elementos: rectas,

circunferencia, plano, cono, cilindro y esfera; sino que incluye

lineas y superficies cualesquiera que comprenden poligonales y

hasta lineas formadas por rectas y curvas, asi como las superficies

correlativas.

Las definiciones 5 y 6 se refieren al sector esférico y al "rombo
so6lido”, cuerpo que Arquimedes utiliza en muchas de sus
demostraciones, constituido por dos conos de base y eje comunes
y vértices en semiespacios distintos respecto de la base. Es
interesante, por ejemplo, la proposicion que en forma ingeniosa
determina la diferencia de dos rombos sélidos de iguales ejes y
vértices y de bases diferentes.

Con las primeras cuatro definiciones se relacionan los cinco
postulados del escritos;

1¢. Larecta es la mas corta de las lineas de igual extremo;

22, En cuanto a las demds lineas planos con los mismos
extremos, son desiguales cuando siendo coéncavas en la
misma direcciéon una de ellas estd totalmente comprendida
entre otra y la recta con los mismos extremos o en parte
estd comprendida y en partes es comun; y la linea
comprendida es menor;

32, Del mismo modo, cuando varias superficies tienen los

mismos extremos y esos extremos estdn en un plano esa

figura plana es la menor;

42, Entre las superficies con los mismos extremos, cuyos
extremos estdn en un plano, seran desiguales cuando
siendo con todas concavas en la misma direccién una de
ellas esta totalmente comprendida entre otra y la figura
plana con los mismos extremos, o estd en parte
comprendida y en parte en comun; y la superficie
comprendida es menor;

52 Por otra parte, entre las lineas, superficies y sélidos
desiguales la menor excede a la menor de una cantidad tal
que agregada a si misma puede superar a cualquier
cantidad dada homogénea con las dos anteriores.

Los postulados 12 a 42 establecen las condiciones de
desigualdad de ciertas lineas y de ciertas porciones de superficies,
asi como fija un principio de minimo, que si bien son intuitivos y los



elementos habian demostrado en casos muy particulares, su
demostracion en el caso general planteado no era ni facil ni posible
con los recursos geométricos de la época, de ahi que darlos por
omitidos en forma de postulado representa por parte de
Arquimedes, tanto una genial intuicién como un rasgo de audacia.

El postulado 12 tuvo mucha suerte. El hecho de postular para la
recta una propiedad caracteristica, intuitiva y de interpretacion
simple y nica, unida a la necesidad instintiva (no légica) de definir
ese ente fundamental de la recta. El primer intento en ese sentido
aparece en Tedn de Esmirna, comentarista del siglo II.

Por su parte, el postulado 52 es el postulado que hoy se designa
por antonomasia con el nombré de "postulado de Arquimedes", que
Euclides habia incluido entre las definiciones del Libro V de sus
Elementos. Al admitirlo por primera vez entre los postulados,
Arquimedes puso en evidencia que tal enunciado no era un
principio, ni una definicién, ni un teorema que podia deducirse de
los demas postulados; de ahi que lo enuncie como un postulado
independiente y haga uso de él en todos los numerosos teoremas
de caracter infinitesimal que demuestra. Las actuales geometrias
no arquimedianas, para las cuales son validos los postulados
ordinarios de las magnitudes con excepciéon del postulado de
Arquimedes, constituyen una brillante confirmacién del modo de
ver de Arquimedes.

En el escrito De los conoides y de los esferoides se dan las
definiciones de estos cuerpos engendrados por un movimiento de
rotaciéon de las tres secciones cénicas, que en tiempos de
Arquimedes ain tenian los antiguos nombres dados por Menecmo
y Aristeo.

Tales definiciones son:

19. Una seccion del cono rectangulo da una vuelta completa
alrededor de su eje; la figura engendrada por esa seccion se
llama conoide rectdngulo (es nuestro paraboloide de
revolucion);

22, Si se tiene en un plano una seccidon del cono obtusangulo
asi como sus rectas mas aproximadas y el plano da una
vuelta completa alrededor del eje, las rectas mas
aproximadas describen un cono isésceles mientras que la
figura engendrada por la seccion se llama conoide



obtusangulo (las rectas mas aproximadas son nuestras
asintotas y el conoide obtusangulo es el hiperboloide de
revolucidon de dos hojas. En Arquimedes no hay alusién al
hiperboloide de revolucién de una hoja);

32, si una seccién del cono acutdngulo da una vuelta completa
alrededor de su eje mayor, la figura engendrada por esa
seccion se llama esferoide alargado, mientras que si gira
alrededor de su eje menor, se llama esferoide aplanado (son
nuestros elipsoides de revolucién).

También mediante el movimiento se engendran las espirales,
cuyas propiedades estudia en el escrito que lleva ese nombre. Asi
define Arquimedes sus espirales: Si en un plano se consideran una
recta que mantiene uno de sus extremos fijo y gira un nimero
cualquiera de veces con movimiento uniforme, retomando
sucesivamente la posicién de donde ha partido, mientras que sobre
la recta que gira se mueve uniformemente un punto a partir del
extremo fijo, el punto describira una espiral en el plano.

Mientras que en las definiciones de los conoides y esferoides el
tiempo no interviene para nada, pues el movimiento sélo se utiliza
para la definicion de los sélidos, en el caso de las espirales se hacen
necesarias dos  proposiciones iniciales para fijar la
proporcionalidad entre los segmentos recorridos y los tiempos
empleados en recorrerlos.

(2) Las sumatorias de Arquimedes. Las igualdades vy
desigualdades entre sumatorias que se presentan en los escritos de
Arquimedes expresadas con lenguaje geométrico, son las
siguientes, que por comodidad traducimos en lenguaje algebraico:

En Cuadratura de la pardbola se da la suma de una progresion
geométrica en la siguiente forma:

@36 -3

En De las espirales, asi como en De los conoides y de los
esferoides, expresa Arquimedes la suma de los primeros n
cuadrados en la forma especial;



n n
32r2=n2(n+1)+2r
r=1 o=1

mientras que en el escrito De la esfera y del cilindro, en los
teoremas que permiten determinar el area de la esfera y del
segmento esférico, Arquimedes demuestra un teorema de una
sencillez extraordinaria que, expresado en forma algebraica, es:

n-1

1
2 Z senra + senna = (1 — cos na)cotgza

r=1

expresion que al convertirse en integral definida mediante el paso
al limite, permite hoy calcular esas areas.

Ademas en De las espirales y en De los conoides y de los
esferoides, Arquimedes utiliza las siguientes desigualdades:

n-1 n
22r<n2<22r; 3 7‘2<n3<32:r2
r=1 r=1

ysi A, = arh + (rh)?, entonces

n-1

- 1 1
nA, ; ZAr<(a+nh); <§a+§nh)<nAn; ZAr
r=1 r=1

(3) Elescrito De la esfera y del cilindro. Ademas de las definiciones
y postulados ya citados, en el primer libro de este escrito figura una
serie de teoremas relativos a las areas y a los volimenes de los
cuerpos redondos, de los cuales los mas importantes son:
19 La superficie lateral de un cilindro circular recto es
equivalente a un circulo cuyo radio es medio proporcional
entre la generatriz del cilindro y el diametro de la base;



22, la superficie lateral de un cono circular recto es equivalente
a un circulo cuyo radio es medio proporcional entre la
generatriz del cono y el radio de la base;

32, la superficie lateral de un tronco de cono circular recto, de
bases paralelas, es equivalente a un circulo cuyo radio es
medio proporcional entre la generatriz del tronco de cono y
la suma de los radios de las bases;

42, la superficie de la esfera es equivalente a cuatro veces su
circulo maximo;

52. toda esfera es equivalente a cuatro veces el cono cuya base
es un circulo maximo y cuya altura es el radio de la esfera.

En un corolario posterior Arquimedes demuestra que si se
considera un cilindro de altura igual al diametro de la base y en él
se inscribe una esfera, las areas y los volimenes de esos dos so6lidos
estdn en la misma proporciéon simple 3:2. La sencillez de estos
términos, que definen una razoén igual, entre pares de magnitudes
de distinta naturaleza, en contraste quiza con el esfuerzo realizado
para obtenerla (drea y volumen de la esfera) fue quizas el motivo
que indujo a Arquimedes a expresar el deseo, que se cumplid, de
grabar en su tumba una esfera con un cilindro circunscrito;

62. la superficie de un casquete esférico, exceptuada la base, es
equivalente a un circulo cuyo radio es el segmento trazado
desde el vértice del casquete a un punto cualquiera de la
base;

792. el sector esférico es equivalente a un cono cuya base es
equivalente a la superficie del casquete del sector y cuya
altura es el radio de la esfera.

De los problemas, que con una serie de otras proposiciones
comprende el libro II, s6lo citamos aquellos que conducen a
cuestiones no resolubles con regla y compas:

19, Determinar una esfera equivalente a un cilindro o a un cono
dado. Este problema se reduce a algin problema del
mesolabio; en efecto, para resolverlo Arquimedes
determina dos medias proporcionales entre dos segmentos
dados, pero sin indicar el procedimiento seguido en esa
determinacion, lo que hace suponer que Arquimedes daba
ese problema por conocido y resuelto;



22, cortar una esfera por un plano de manera que los dos
segmentos tengan sus voliumenes en una razén dada. El
problema, como dice Arquimedes, se reduce a dividir el
triple del radio de la esfera en dos partes tales que una de
ellas sea a un segmento conocido como el cuadrado del
diametro de la esfera es el cuadrado de la otra parte.
Arquimedes agrega que al final del libro dara la solucidn,
que en este caso corresponde a un problema de triseccién
del angulo, pero en ningin manuscrito se encuentra esa
solucion;

32, determinar un segmento esférico de volumen dado y
semejante a otro segmento también dado. Este problema se
reduce al del mesolabio; en efecto, Arquimedes lo reduce a
la busqueda de dos medias proporcionales entre dos
segmentos dados.

Terminemos agregando que en la pentltima proposicion de este
libro se habla de una razon "sesquilatera", es decir, multiplicada
una vez y media para indicar nuestra potencia de exponente 3/2;
mientras que en la dltima proposicion se demuestra que entre
todos los segmentos esféricos de igual superficie, el hemisferio es el
de volumen maximo. (Estas dos ultimas proposiciones del escrito
son precisamente aquéllas, cuyo enunciado, que resulté erréneo,
habia enviado a los maestros alejandrinos sin que éstos advirtieran
el error.)

(4) Los conoides y esferoides de Arquimedes. En el escrito De los
conoides y de los esferoides Arquimedes, después de un largo
preambulo dirigido a Dositeo, donde figuran las definiciones de los
términos que utilizard en el escrito, introduce algunos lemas
aritméticos y propiedades de las conicas que en algiin caso enuncia
sin demostrar agregando que esas demostraciones "se encuentran
en los elementos sobre las conicas”, aludiendo indudablemente a
escritos sobre ese tema existentes en su época, probablemente los
de Euclides o de Aristeo.

Pasa luego a enunciar propiedades de los conoides y esferoides,
para terminar con el objeto del escrito, que es expresar la
equivalencia de segmentos de estos solidos con sdlidos conocidos.
Asi demuestra:
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. Todo segmento de conoide rectangulo es equivalente a una
vez y media el cono de igual base que el segmento y cuyo
vértice es el punto dcl conoide de donde el plano tangente
es paralelo a la base;

. la raz6n entre un segmento de conoide obtusangulo y el
cono definido como en el caso anterior no es ahora
constante, sino que es igual a la razon entre los dos
segmentos de recta que se obtienen agregando al eje del
segmento el triple y el doble, respectivamente, de la porciéon
de recta "agregada"”, que segun la terminologia actual es la
longitud del semididmetro conjugado a la direccién
determinada por la base del segmento de conoide;

32, si un plano determina en un esferoide dos segmentos la
razon entre uno de ellos y el cono, definido como siempre,
es igual a la razon entre el eje correspondiente al otro
segmento, agregandole la semirrecta que une los vértices,
es decir, el semididmetro conjugado a la direccién de la
base, y ese eje.

Basta exponer estos enunciados para advertir la importancia de
los resultados logrados por Arquimedes y la pericia técnica que en
ellos despliega, si se considera que tales resultados se obtienen
actualmente mediante los recursos del calculo integral.

N
[}

(5) Los poliedros semiregulares de Arquimedes. En el cuadro
siguiente se enumeran los 13 poliedros semiregulares que se
atribuyen a Arquimedes, con sus caracteristicas: angulos poliedros
y aristas iguales entre si; y caras poligonos regulares no todos
semejantes.

Segiin un antiguo comentarista an6énimo parece que estos
poliedros pueden obtenerse partiendo de los regulares o de los
mismos semiregulares seccionando los vértices con planos a la
manera de los cristales. Por ejemplo, seccionando los vértices de un
cubo de manera tal que sus aristas se bisequen, se obtiene el
segundo de los semiregulares del cuadro.



, Niimeroy Niimero
Naturaleza y niimero
naturaleza de las
de las caras P .
de los vértices aristas

4 tridg. y 4 hexdg. = 12 dng. triedros 18

8 tridng. y 6 cuadr. =14 | 12 “ tetraedros 24

6 cuadr. y 8 hexdg. =14 | 24 “ triedros 36

8 tridng. y 6 octdg. =14 | 24 “ triedros 36

8 tridng. y 18 cuadr. =26 | 24 “ tetraedros 48

12 cuadr., 8 hexdg., 6 octég. =26 48 “ triedros 72

20 tridng. y 12 pentdg. =32 30 “ tetraedros 60

12 pentdg. Y 20 hexdg. =32 | 60 “ triedros 90
20 tridng. y 12 decdg. =32 | 60 “ triedros 90

32 tridng. y 6 cuadr. =38 | 24" pentaedros 60
20 trzang., 30 cuadr, =62 60 “ tetraedros 120
12 pentdg.

30 cuac,Ir., 20 hexdg, =62 | 120 “ triedros 180
12 decdg.

80 tridng. y 12 pentdg. =92 60 “ pentaedros | 150

(6) La espiral de Arquimedes. Enunciamos las propiedades mas
importantes de esta curva que Arquimedes demuestra en su escrito
De las espirales:

19. Mediante el trazado de la tangente a la espiral en uno de sus
puntos puede obtenerse un segmento igual a la longitud de
un arco de circunferencia de radio y angulo central dado, es
decir, que mediante esta curva se puede rectificar la
circunferencia o uno de sus arcos;

29, el area barrida por el radio vector en la primera revolucion
es la tercera parte del circulo, cuyo radio es la posicion final
del radio vector. Esa area barrida en la segunda revolucion
esta en larazon 7:12 con el circulo cuyo radio es la posicion
final del radio vector. En un corolario Arquimedes da la



expresion general, en forma geométrica, de esta razén para
una revoluciéon cualquiera. Es facil comprobar que esa
razén es [n3 — (n—1)3] ; 3) también en forma bastante
general expresa Arquimedes la razéon de las areas
comprendidas entre las espirales engendradas en las
revoluciones sucesivas con la porcibn de recta
perteneciente a la posicion inicial del radio vector; asi como
la razén en que queda dividido por el arco de espiral, el
trapecio circular situado en el sector circular cuyos
extremos corresponden a las posiciones inicial y final del
arco de espiral y cuyos arcos de circunferencia bases son
los que tienen por radios esos radios vectores.

(7) El nimero m de Arquimedes. Ademas del teorema que expresa
la equivalencia del circulo con el tridngulo de altura el radio y de
base la circunferencia rectificada, el escrito De la medida del circulo
contiene dos proposiciones, cuyo orden deberia invertirse pues la
primera es consecuencia de la siguiente. En efecto, la ultima
proposicién demuestra que la razén de la circunferencia al
didmetro estad comprendida entre 310, y 31, mientras que la
anterior dice simplemente que la razén del circulo al cuadrado del
diametro es 11:14, que por supuesto es la cuarta parte del 310/,, . En
cambio, no menciona que es un valor aproximado por exceso, ni da
el valor aproximado por defecto 223/, que habria obtenido del
310/, .

La extensa ultima proposicion del escrito es uno de los teoremas
mas notables de Arquimedes, pues con los numeros 31, y 31/,
proporciona dos valores aproximados, por defecto y por exceso, de
nuestro numero 7 , que logra utilizando el método de inscribir y
circunscribir poligonos duplicando el nimero de lados, partiendo
del hexagono para llegar hasta el de 96 lados, y calculando
aproximadamente sus perimetros, pero manteniendo el sentido del
error.

Si se recuerda que, exceptuando el hexdgono, todos esos
poligonos tienen sus lados inconmensurables con el didmetro, tales
perimetros estan expresados mediante raices cuadradas que
Arquimedes calcula aproximadamente, por defecto o por exceso



segln el caso, mediante reglas para obtener raices aproximadas,
seguramente conocidas en su época, pero de las cuales nada dice
Arquimedes habiendo avanzado los historiadores de la matematica
distintas conjeturas al respecto. El hecho es que Arquimedes llega a
probar que nuestro nimero 7 esta entre los valores 6336/2017 U, y

29376/,.,- que sustituye por los mas comodos 310/, y 31/, siendo
este ultimo valor muy utilizado como 22/, en la antigliedad y mas
adelante también.

Valores aproximados de Arquimedes

Valores exactos

Por defecto Por exceso
265 _ 1351 _
V3 =1,732050 ... e 1,73202 ... a0 = 1,732051 ...

V34950 = 591,14 ... |591; =591,125..

/13739415 11721
64 8

= 1172,15 ... = 1172,125
1
(24721324 23391 = 2339,25
= 233926 ..
V9082321 = 3013,68 ... 30132 = 3013,75
9
18382
V3380929 = 1838,74 ... 11
— 1838,818 ...
V1018405 1009;
= 1009,165 ... = 1009,166 ...
1
(40692845 2017% = 2017,25

= 2017,24 ...

7 = 3,14159 ... 3% = 3.1408 ... 3; —3,1428 ...




El cuadro que sigue da una idea de la notable aproximacién de
los valores de Arquimedes como puede comprobarse mediante las
expresiones decimales que agregamos al respecto

(8) La cuadratura de la parabola. ”...ninguno de mis predecesores,
que yo sepa, ha buscado la cuadratura de un segmento limitado por
una recta y una seccion de cono rectangular, cosa que ahora
nosotros hemos encontrado”, dice Arquimedes en el predambulo
dirigido a Dosileo que precede a su escrito cuadratura de la
pardbola, donde demuestra que el segmento de parabola excede en
1/3 al tridngulo de igual base que el segmento y por vértice el del
segmento, es decir, la interseccién con el arco del didametro de la
parabola que pasa por el punto medio de la base. Ademas de
exponer en el escrito numerosas propiedades de la parabola,
demuestra la equivalencia por dos caminos: uno “mecanico” y el
otro exclusivamente geométrico.

Resumamos ambos métodos. Sea el segmento de parabola de
base AB y vértice V. Si se traza la tangente en A y el didmetro en B,
se obtiene el tridngulo ABC que, en virtud de la propiedad de la
parabola OV = VO’, sera cuadruple del tridangulo T = AVB. Si se traza
ahora un didmetro cualquiera NM que corta a AB en P, por las
propiedades de la parabola se tendra AB : NB = NP o lo que es lo
mismo AB - MN = NB : NP; y es esta “igualdad de momentos” lo que
llevé sin duda a Arquimedes a aplicar la “ley de la palanca” que
habia encontrado en sus estudios de estatica. Parafraseando el
proceso de Arquimedes diriamos que en una palanca de brazos
iguales AB = BH, un peso proporcional a MN con su centro de
gravedad en H, equilibra un peso proporcional a PN en su sitio.
Utilizando dos escaloides inscriptos y circunscriptos al segmento y,
por supuesto, por el método de exhaucion, en definitiva
Arquimedes demuestra que el segmento, con su centro de gravedad
en H, equilibra el tridngulo ABC y como éste tiene su centro de
gravedad al tercio de BA, resultara que el segmento es un tercio de
ABCYy, por lo tanto, los 4/, de T.

La demostracién geométrica consiste en llenar el segmento con
el tridngulo T, repetir la operacién en los segmentos restantes de
base AV'y VB, luego en los de base I'V’y asi sucesivamente. Como se
demuestra que cada operacion llena % del area llenada por la



operacion anterior, al cabo de n operaciones el segmento se habra
llenado de una poligonal de drea T(1+ % + (%)% + -+ ()" Dy
en virtud del lema aritmético que le permitié obtener esta suma y
con el método de exhaucion, llega Arquimedes a demostrar que el
segmento es equivalente a 4/,de T.

(9) Ellibro de los lemas. De las proposiciones de este libro, entre
las que figura la trisecciéon por insercion en la forma de una
propiedad de la circunferencia, son interesantes algunas
aplicaciones de algebra geométrica a los circulos. Sea un
semicirculo de didmetro AC y en éste un punto interior B; si se
trazan los semicirculos de didmetros AB y BC, el recinto bordeado
por los tres semicirculos que Arquimedes designa con el nombre de
arbelos (lezna de zapatero) es equivalente al circulo de diametro la
semicuerda BD, perteneciente a la tangente comin a los dos
semicirculos anteriores. Arquimedes agrega algunas propiedades,
en especial relativas a los circulos del interior del arbelos y
tangentes a sus bordes, figuras que seran estudiadas mas adelante
por Pappus.

Otro recinto de contornos semicirculares es el salinon (palabra
de discutible significado), obtenido partiendo de cuatro puntos 4,
B, C, D, tales que AB = CD y dibujando en un semiplano los
semicirculos de didmetros AD, AB, CD y en el otro de diametro BC.
Arquimedes, también muy facilmente, demuestra que el recinto
ABCDA es equivalente al circulo de diametro el segmento de eje de
simetria de la figura comprendido entre los semicirculos de
diametros AD y BC.

La demostracion no es sino una ingeniosa extension a los
circulos de la ultima identidad algebraica del segundo libro de los
Elementos.

Cabe por lo demas observar que las equivalencias dadas por el
arbelos y el salinon son casos muy particulares de la equivalencia
entre recintos bordeados por cuatro semicircunferencias,
dispuestas en forma especial, y un circulo cuyo didmetro es el
segmento de eje radical de un par de esas circunferencias,
comprendido entre los arcos de las otras dos. Puede observarse en
los casos de Arquimedes cdmo se verifica tal propiedad.
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Fig 6

(10) Las "octadas" de Arquimedes. Paro describir el sistema que
adopta, a fin de dar nombre a nimeros muy grandes, Arquimedes
recuerda que tradicionalmente los griegos tenian esos nombres
para los nimeros hasta la miriada, es decir 10%, de manera que
podian "nombrar" niimeros hasta la mirfada de la miriada (108).
Arquimedes adopta entonces este nimero como nueva unidad
(llamémosla u) de primer orden del primer periodo, definiendo
sucesivamente 6rdenes sucesivos hasta completar el orden u-simo
y con el primer periodo P = u*. A continuacién define los periodos
sucesivos, en cada uno de los cuales hay u 6rdenes, hasta llegar al
periodo u-simo, es decir P%, cuyo dltimo nimero nombra: es "u
unidades del orden u-simo del periodo u-simo", es decir, u*?> que
con nuestras cifras seria la unidad seguida de ochenta billones de
ceros. Da luego Arquimedes la regla para operar con los niimeros
de su sistema, regla que equivale a nuestra propiedad del producto
de potencias de igual base (con la diferencia que Arquimedes opera
con numeros ordinales, no cardinales), para luego pasar a la
determinacion efectiva del numero de granos de arena del
Universo.

Partiendo del hecho de que una semilla de amapola no contiene
mas de una miriada de granos de arena y que la semilla de amapola
es una esfera de didmetro la 40-ava parte del dedo (10™* parte del
estadio), va calculando sucesivamente el nimero de granos de



arena que contienen las esferas de los siguientes diametros: 100
dedos, 10* dedos, es decir, el estadio; 100 estadios, 10* estadios,
100 miriadas de estadios (que es el didmetro de la Tierra que
adopta Arquimedes); u estadios; 100 u estadios (didmetro del
Universo, seguin los astrénomos ortodoxos) y 10® u (didmetro del
universo de Aristarco); llegando finalmente a que el nimero de
granos de arena que llenarian este universo no superaria a un
nimero que con nuestra notacién es 103, o sea mil decallones.

(11) La ley de la palanca. El escrito Del equilibrio de los planos
crea la teoria general de la palanca, fundada sobre la base de 7¢
postulados, con los que se abre su primer libro. No trae
definiciones no obstante figurar en los postulados conceptos como
el centro de gravedad, cuya definicion no aparece en ninguno de los
escritos conocidos de Arquimedes, circunstancia que hace pensar
que esa definicién ya era conocida en tiempos de Arquimedes o
mas verosimilmente, figuraba en otro escritos de Arquimedes hoy
perdido.

En definitiva los siete postulados afirman:

19. la unicidad del centro de gravedad;

22, que el equilibrio se mantiene sustituyendo cuerpos
equivalentes,

32, que el equilibrio s6lo depende de los pesos y de las
distancias a las que los cuerpos estan colocados respecto
del centro de rotacion; y

42 que existe equilibrio en el caso particular de simetria
completa de pesos y distancias, mientras que existe
desequilibrio cuando no existe tal simetria.

De esos postulados deduce Arquimedes la conocida ley general
de la palanca: "Dos pesos, conmensurables o no, se equilibran a
distancias inversamente proporcionales a esos pesos".

Se ha objetado, en especial por Mach, que en realidad esta ley
estd implicita en las demostraciones de Arquimedes, pues de sus
postulados que no traducen sino las experiencias e intuiciones que
establecen las condiciones cualitativas del equilibrio, no es posible
deducir una ley, como la de la palanca, que es cuantitativa.

De todos modos, obtenida la ley Arquimedes, en las restantes
proposiciones del primer libro, determina el centro de gravedad de



los paralelogramos, tridngulos y trapecios. En cambio, en el
segundo libro, combinando los resultados anteriores con la
cuadratura de la parabola llega a determinar el centro de gravedad
de un segmento de parabola y de un trapecio parabdlico,
determinacion esta ultima que constituye una de las aplicaciones
mas brillantes del "algebra geométrica".

(12) El "principio de Arquimedes". En forma semejante al anterior
esta construido el escrito De los cuerpos flotantes. En el primer libro
después de postular la naturaleza del fluido en la forma,
postulamos que la naturaleza de fluido es tal que estando sus
partes dispuestas en forma uniforme y continua, las partes menos
comprimidas son desplazadas por aquellas que lo estdn mas,
mientras que cada parte esta comprimida por el fluido situado
encima de ella segin la direccién de la vertical, salvo que ese fluido
esté encerrado en alguna parte o esté comprimido por alguna otra
cosa.

En virtud de este postulado y de las propiedades de la esfera
Arquimedes demuestra que la forma de equilibrio que adopta un
fluido es una esfera "cuyo centro es el mismo que el de la Tierra”, y
deduce las condiciones de equilibrio de los cuerpos sumergidos
enunciando las siguientes proposiciones:

19. Un cuerpo tan pesado como el fluido y abandonado en él, se
sumerge hasta que ninguna parte de él emerja de la
superficie, pero sin descender mayormente;

22, un cuerpo menos pesado que el fluido no se sumergira
totalmente y abandonado en él, sino hasta que el volumen
del fluido desalojado por la parte sumergida tenga igual
peso que el de todo el cuerpo. Si ese cuerpo es sumergido
forzadamente recibira un empuje hacia arriba igual a la
diferencia entre el peso del fluido desalojado y su propio
peso; y

32. un cuerpo mas pesado que el fluido y abandonado en él se
sumergira hasta el fondo, y en el fluido el peso del cuerpo
disminuira de un peso igual al del fluido desalojado.

Estas proposiciones demuestran que en el equilibrio, de los

cuerpos flotantes interviene una fuerza -el empuje- cuya intensidad
estd determinada mediante esas mismas proposiciones, pero de la



cual se desconoce su punto de aplicacién, de ahi que Arquimedes
introduzca, al finalizar el primer libro, un segundo postulado que se
enuncia asi en un fluido todos los cuerpos que se dirigen hacia
arriba lo hacen segun la vertical trazada por su centro de gravedad.

Con estos postulados y demostraciones Arquimedes, en el
segundo libro del escrito, realiza una verdadera proeza cientifica al
estudiar distintas condiciones de equilibrio de un segmento de
paraboloide de revolucién sumergido parcialmente en un fluido
mas pesado que él.

Es facil advertir como la indole de este escrito contrasta con él
caracter elemental del problema de la corona de Hier6on y la
bafiera, que seguin la creencia popular habria dado origen al
principio de Arquimedes. Segun la conocida anécdota, tal como la
reproduce Vitruvio, Arquimedes, para comprobar que la corona
no era de oro puro sino mezcla de oro y plata habia hecho
confeccionar dos masas de oro y de plata de igual peso que la
corona y habria medido el volumen de agua desalojado por cada
uno de esos tres cuerpos: la corona y las dos masas. Bastaba
verificar que el volumen desalojado por la corona estaba
comprendido entre los otros dos volumenes para comprobar el
fraude. Por otra parte, también facil le hubiera sido a Arquimedes
calcular la proporcién de oro y plata en la corona, pues se trata de
un elemental problema de mezcla.

(13) El método de Arquimedes. La marcha del pensamiento de
Arquimedes, en este original escrito, puede seguirse tomando una
cualquiera de sus proposiciones, por ejemplo la determinacién del
volumen de un segmento esférico. La primera etapa es puramente
geométrica; comparar secciones del cuerpo cuyo volumen se busca
con secciones de cuerpos conocidos. En este caso, sea la
circunferencia de diametro AB = 2r la seccidn diametral de la esfera
y a la altura del segmento. Superpongamos a la esfera un cono
rectangulo de vértice A y eje AB y un cilindro de base el area de la
esfera y de altura la del segmento. Si los tres sélidos se cortan con
un plano normal a AB a la distancia AM' = x los radios ry =
M'M; r, = M'M,; 3 = M'M; son tales que 71¢&=x(2r —x);
T, = X; r3 = 2r y por tanto las secciones S, S,, S3 de la esfera, del
cono y del cilindro estaran vinculadas por la relaciéon xS; = 2r(S +



S5). Obtenida en general una relaciéon de este tipo se entra en la
segunda etapa: es la etapa mecdanica en la cual la relacién anterior
se concibe como una igualdad de momentos de una palanca
introducida al efecto. En este caso basta tomar HA = AB para
establecer el equilibrio entre la seccién del cilindro, en su sitio, y
las secciones del cono y de la esfera con su centro de gravedad en
H. Hasta aqui el proceso que sigue Arquimedes es riguroso y el
resultado se funda en postulados y demostraciones conocidas. Es
en la etapa que sigue, y final, donde aparece la particularidad del
meétodo “segun el cual -como se expresa Arquimedes en la carta a
Eratostenes- serd posible captar ciertas cuestiones matematicas
por medios mecanicos, lo cual, estoy convencido, sera util también
para demostrar los mismos teoremas. Yo mismo, algunas de las
cosas que descubri primero por via mecanica, las demostré luego
geométricamente, ya que la investigaciéon hecha por este método
no implica verdadera demostraciéon. Pero es mas facil, una vez
adquirido por este método un cierto conocimiento de los
problemas, dar luego la demostracién, que buscarla sin ninglin
conocimiento previo”.

En esta tercera etapa, en el caso considerado, Arquimedes
traslada las secciones de la esfera y del cono en H y apoyandose en
la expresion, mas bien vaga, de que esas secciones "llenan los
solidos" admite que esas secciones recomponen los sélidos en H, de
ahi que ahora son la esfera y el cono, con su centro de gravedad en
H, los sdlidos que equilibran el cilindro en su sitio, de manera que
entre los volumenes V, V, V3 del segmento, del cono y del cilindro,

se verificara la relacion ZlaV3 = 2r(V +V,) , recordando que el

centro de gravedad del cilindro es el centro de simetria, expresion
que le permitira deducir V puesto que los volimenes V,, V5 son
conocidos. En realidad, en este caso, Arquimedes hace intervenir el
cono de volumen V; de igual base y altura que el segmento,
demostrando en definitiva que V:V; = (3r — a): (2r — a).

Es evidente que la idea subyacente en la tercera etapa del
proceso: los s6lidos se componen de sus secciones, como en otras
demostraciones: las figuras planas se componen de sus cuerdas, no
tiene asidero alguno: ni matemdtico pues no se apoya en
postulados, ni material pues viola la ley de la homogeneidad, ni



intuitivo ya que el procedimiento es inexperimentable. Y no
obstante tantas incongruencias, el resultado es correcto.

La explicacion de esta aparente paradoja debe verse en el
proceso real, se trata de una integral definida y el resultado de tales
integrales no depende sino de las funciones integrando, que son
precisamente las secciones con las cuales opera Arquimedes en su
absurdo proceso.
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Fig 7

Cuando se trata, con su Método de determinar centros de
gravedad se dispone la palanca de manera que sea la figura cuya
area o volumen se conoce y de la cual se busca el centro de
gravedad, la que queda en su sitio.

En Método, Arquimedes demuestra, entre otras, las siguientes
proposiciones: 1) Cuadratura de la parabola; 2) equivalencia entre
la esfera, el esferoide de revolucién, el segmento esférico y de un
paraboloide de revolucidn con conos; 3) centro de gravedad del
segmento esférico y del segmento de paraboloide de revolucion. Es
interesante agregar que, después de demostrar la equivalencia
entre el volumen de la esfera y el de un cono de base igual al
circulo maximo de la esfera y de altura el radio Arquimedes
confiesa que llegé a la superficie de la esfera por analogia: “... pues
asi como todo circulo equivale al tridngulo cuya base es igual a la



circunferencia y cuya altura es el radio, supuse que toda esfera
equivale a un cono cuya base es la superficie de la esfera y cuya
altura es el radio”.

Al final considera las "cubaturas”, que en realidad constituian el
objeto de la carta a Eratostenes, que define de la siguiente manera:
1) Si a un prisma recto de base cuadrada se le inscribe un cilindro
cuyas bases estan inscriptas en los cuadrados opuestos y se traza
un plano por el centro de una base y uno de los lados del cuadrado
de la base opuesta, queda separado del cilindro un segmento (ufia
cilindrica), limitado por ese plano, por una de las bases y por la
superficie del cilindro, que equivale a la sexta parte del prisma; 2)
si en un cubo se inscribe un cilindro con sus bases en dos caras
opuestas, y en el mismo cubo otro cilindro con sus bases en otro
par de caras opuestas, el s6lido comprendido entre ambos cilindros
y comdn a ambos: la doble béveda cilindrica, equivale a los dos
tercios del cubo. De la ufia cilindrica Arquimedes aporta
demostraciones geométricas y mecanicas, mientras que la parte
relativa a la doble béveda cilindrica no aparece en el unico
ejemplar, mutilado y deteriorado, del Método que se conoce;
aunque no fue dificil reconstruir las demostraciones pertinentes.

Ademas, en el transcurso del escrito, Arquimedes sefiala c6mo
podrian demostrarse de la misma manera otras proposiciones
semejantes que enumera, agregando todavia que deja muchas
proposiciones expresamente de lado y otras que, como expresa en
la carta "a mi no se me han ocurrido todavia, pero supongo que
algunos de mis contemporaneos o sucesores podran encontrar".

Apolonio de Perga

El tercero, cronoldgicamente, de los grandes matematicos
griegos de la edad de oro, es Apolonio de Perga de cuya vida se
tienen escasas noticias y no siempre de facil identificacion, dada la
gran cantidad de Apolonios que figuran en la historia griega.

Se sabe que estudié en Alejandria, donde probablemente
también ensefié y que residié en Efeso y en Pérgamo, ciudad esta



ultima que constituy6 otro de los centros culturales del mundo
griego. De todos modos debe considerarse posterior a Arquimedes
ubicandose su florecimiento a fines del siglo II a. C. o comienzos del
I11.

Asi como el nombre de Euclides esta indisolublemente ligado a
sus Elementos, el nombre de Apolonio lo esta con el de Cénicas, su
escrito mas famoso y de cuyos ocho libros se poseen: los cuatro
primeros en su texto original, los tres siguientes mediante
traducciones arabes y el ultimo, totalmente perdido, por noticias de
Pappus y una reconstruccién parcial del astronomo Halley.

En el libro primero Apolonio define en general las superficies
conicas de directriz circular y vértice un punto no perteneciente al
plano de la directriz, y demuestra algunas propiedades de estas
superficies, entre las cuales la existencia de dos series de secciones
circulares en los conos oblicuos. Estudia luego los tres tipos de
secciones que se obtienen cortando el cono con un plano que no
pase por el vértice e introduce los actuales nombres: parabola,
elipse e hipérbola. (1) Apolonio sigue denominando hipérbola a
una de las dos ramas de esta curva, denominando secciones
opuestas a esas dos ramas. En cambio, introduce el concepto de
pares de hipérbolas conjugadas para nuestro par de hipérbolas de
iguales asintotas y ejes.

De los ocho libros, cuyo contenido resume Apolonio en la
introduccidn al libro primero dedicado a un Eudemo de Pérgamo
(2), los primeros cuatro abarcan la teoria general de las conicas y
sus propiedades mas importantes, completando en este campo la
obra de Arquimedes. Tal caracter de esos libros explica quiza que
sean los Unicos sobrevivientes en su texto original. En cambio, los
libros siguientes se refieren a propiedades especiales y deben
considerarse mas bien como monografias. (3)

Los tres primeros libros de Cénicas estan dedicados a Eudemo,
los restantes, pues Eudemo habia muerto, a un Atalo, también de
Pérgamo.

Algunas indicaciones que aparecen en las introducciones a los
dos primeros libros, pueden dar alguna idea de como se trasmitian
los conocimientos en su época. Asi dice Apolonio a Eudemo en la
introduccién al libro segundo: "He puesto en manos de mi hijo
Apolonio el libro II de Cdnicas que he escrito para que te lo



entregue. Léelo con cuidado y comunicaselo a quien se interese por
él. Hazlo conocer también al gedmetra Filonides que te he
presentado en Efeso, si por casualidad llega a Pérgamo".

Ademas de Cénicas, su obra maxima y a la que debe su fama de
gran matematico, se conoce de Apolonio en versién arabe un
problema de segundo grado con su solucion: Sobre las secciones de
razoén, que consiste en determinar por un punto fijo una recta que
al cortar dos transversales determina sobre éstas segmentos, a
partir de puntos dados, de razén también dada.

Ademads, por comentaristas posteriores en especial Pappus, se
atribuyen a Apolonio otros escritos matematicos: 1) un grupo de
problemas semejante al anterior: Sobre las secciones determinadas;
Sobre las secciones de dreas; 2) un segundo grupo de problemas,
vinculados en general con los lugares geométricos. Cabe recordar
que los griegos clasificaban los lugares geométricos en tres tipos:
lugares planos, que se resolvian con rectas y circunferencias;
lugares soélidos, que se resolvian mediante cénicas; y lugares
lineales, que exigian otras lineas para su solucion. Entre los escritos
atribuidos a Apolonio y vinculados con los lugares, figuran: uno
Sobre los lugares planos con distintos problemas; otro denominado
De las inclinaciones, con problemas de insercién y un tercero Sobre
los contactos, donde se estudian muchos casos particulares de un
problema que, generalizado, toma el nombre de "problema de
Apolonio” y que consiste en determinar una circunferencia
tangente a tres circunferencias dadas; 3) se atribuyen también a
Apolonio escritos sobre los temas: Elementos de Euclides, sobre los
poliedros regulares, la cuadratura del circulo, sobre el problema de
Delos (4) y sobre sistemas de numeracion.

Agreguemos, por ultimo, que de atenerse al testimonio del
astronomo Ptolomeo, Apolonio no sélo fue un gran matematico
sino también un gran astrénomo, ya que le atribuye proposiciones
de indole astronémica en las que Apolonio utiliza la teoria de los
epiciclos y de las excéntricas, de la cual seria el inventor, que en
manos de Hiparco y de Ptolomeo mismo se convertirian en las
bases de la astronomia antigua.



Notas complementarias

(1) Generacion y nombre de las conicas, segun Apolonio. Dejando
de lado el caso particular en el cual el plano secante es paralelo al
plano de la directriz y, por tanto, la seccion coénica es una
circunferencia semejante a la directriz; en todos los demas casos
Apolonio considera un plano diametral constituido por el eje de la
superficie cdnica: recta que une el vértice con el centro de la
directriz, y la recta AB del plano de la directriz normal a la
interseccion PQ de este plano con el plano secante. Si V'N es la
interseccion del plano secante con el diametral, Apolonio
demuestra que las secciones conicas seran diferentes segin que la
recta VN' // V'N, del plano diametral, sea interior, exterior o
pertenezca a la superficie.

Para eso sea A'B’ el diametro de una seccidn circular cualquiera
de un plano paralelo al plano de la directriz y sea N” la interseccion
de A'B’ con el plano secante. Si se indica con y la ordenada comtin
de la circunferencia y de la secciéon conica N"P’y N"Q', y con x =
I’N” la abscisa correspondiente de la seccién cénica tendremos, en
todos los casos, llamando por comodidad

A'N" =x;; N'B' =x,; AN' =n; VN' =m; y? = x,x, = nxx,:m

Consideremos como primer caso que la paralela VN’ coincida
con la generatriz VB; x, es constantey si se indica con 2 p = V'R el
segmento cuarto proporcional entre n, m y x, , que Apolonio
designa como lado recto, se tendra yz = 2px, expresion analitica
que en forma geométrica Apolonio designa como "sintoma" de la
curva y que no es sino la ecuaciéon de la misma en coordenadas
cartesianas oblicuas, tomando como ejes un didametro y la tangente
paralela a su direccidén conjugada. Por otro lado, es claro que el
cuadrado del lado y es equivalente al rectangulo de lado x aplicado
al segmento Z2p, de ahi que los puntos de la coénica pueden
obtenerse, sin salirse de su plano, resolviendo para cada punto del
problema de aplicacion simple (parabola) de areas, de ahi el



nombre con el cual Apolonio bautiza la curva y nombre con el cual
hoy se la conoce.

Si en cambio VN' es interior a la superficie, Apolonio da al
segmento fijo V'V’ = 2a el nombre de lado transverso e
introduciendo un segmento p tal que la razén p: a sea igual a la
razén mn’: m?, y llega al "sintoma" de la nueva curva

y? = Sx(Za + x) o lo que es lo mismo y? = 2px + gxz

En este caso el cuadrado construido sobre el lado y es
equivalente a un rectdngulo de altura x aplicado al segmento fijo
2p, al cual hay que agregarle otro rectangulo de igual altura y
semejante a un rectangulo dado, de lados proporcionales a p y aa.
Es decir, que x se obtiene resolviendo un problema de aplicacién de
areas por exceso, por hipérbole, de ahi el nombre de hipérbola con
el cual desde Apolonio se ha bautizado la curva.

Fig § Fig 9

Por ultimo, si VN' es exterior a la superficie las mismas
notaciones dan como "sintoma" de la curva



2 _F — ) = _P,2
y —ax(2a X) = 2px X

y en este caso el problema de aplicacion de areas es por defecto,
por elipse, de ahi el nombre de la curva.

Por supuesto que Apolonio reconoce que si el plano diametral y
secante son normales entre si, los ejes de referencia son los ejes de
la conica.

4

Fig 10

(2) Resumen del contenido de los ocho libros de Cénicas. He aqui
la introduccién al libro primero de Cénicas: Apolonio a Eudemo,
salud. Si gozas de buena salud y en lo demas las cosas salen a la
medida de tus deseos, muy bien esta; para mi las cosas también
marchan pasablemente bien. Durante el tiempo que estuve contigo
en Pérgamo adverti tu anhelo para conocer mi obra sobre las
coOnicas; te remito, por lo tanto, el primer libro corregido y te
remitiré los restantes libros cuando los termine segin mis deseos.
Me atrevo a decir que no habras olvidado, segin te conté, que
emprendi la investigacion de ese lema a requerimiento de
Naucrates, el geémetra, quien asi me lo pidi6 cuando vino a
Alejandria y se detuvo conmigo. Compuse la obra en ocho libros y
se los entregué en seguida y con toda premura pues estaba a punto
de embarcarse, por tanto, no los habia revisado bien; y en verdad



habia puesto por escrito todo cuanto se me ocurria, dejando para
mas adelante su revision. En consecuencia ahora publico, en la
medida en que se me presente la ocasion, las partes corregidas de
la obra. Como ha ocurrido que en el intervalo algunas otras
personas con quienes me he encontrado han visto también el
primero y segundo libros antes de ser corregidos, no haz de
sorprenderte si los encuentras en distinta forma de los que
conoces.

Ahora bien, de los ocho libros, los cuatro primeros forman una
introduccidon elemental. El primero contiene la generacion de las
tres secciones y de las ramas opuestas, exponiéndose las
propiedades fundamentales en una forma mas completa y general
que en los escritos de los demas. El segundo libro se refiere a las
propiedades de los didametros y de los ejes de las secciones, asi
como de las asintotas, con otras cosas necesarias, y generalmente
empleadas en la determinacién de los limites y condicién de
posibilidad de los problemas; lo que entiendo por diametros y ejes
lo aprenderds en este libro. El tercer libro contiene muchos
teoremas notables, utiles para la sintesis de los lugares sélidos y
para las condiciones de posibilidad; 1a mayoria y los mas hermosos
de estos teoremas son nuevos y por su descubrimiento adverti que
Euclides no habia expuesto la sintesis del lugar relativo a las tres o
cuatro lineas, sino por casualidad una parte de ella y tampoco con
mucho éxito, pues no es posible completar esa sintesis sin los
teoremas que he descubierto. El cuarto libro demuestra de cuantas
maneras pueden cortarse entre si las secciones de conos o con la
circunferencia del circulo; contiene, ademas, otras cosas, ninguna
de las cuales habia sido discutida por los escritores anteriores, en
particular las cuestiones que se refieren al nimero de puntos en
que una doble rama de hipérbolas pueda cortar una seccion de un
cono, o una circunferencia de un circulo pueden cortar a una doble
rama de hipérbolas o dos ramas de hipérbolas, entre si.

Los restantes libros son mas elevados; uno de ellos trata algo
extensamente de maximos y minimos; otro, de secciones de cono
iguales o semejantes; otro, de teoremas de la naturaleza de la
determinacion de limites y el ultimo de determinados problemas
de cénicas. Pero, por supuesto, cuando todos se publiquen, quienes



los lean, podran formularse su propio juicio acerca de ellos, de
acuerdo con su gusto individual. Adi6s."

(3) Propiedades de las cénicas, segin Apolonio. En el libro
primero las propiedades de las conicas que Apolonio demuestra se
refieren a la posicion relativa de una recta respecto de ellas y de ahi
la construccion de la tangente en un punto mediante la propiedad
que en lenguaje actual expresa que la tangente y la secante que
pasan por un punto separan armodnicamente los extremos del
didmetro conjugado a la direccién de la secante. El libro se cierra
con teoremas en cierto modo reciprocos de los teoremas iniciales,
es decir: dada una conica, existe siempre un cono de seccion
circular del cual esa cénica es una seccion plana.

El libro segundo esta dedicado en general a la hipérbola y sus
asintotas y, por tanto, a las secciones opuestas y a las opuestas
conjugadas. Aparece la propiedad del segmento de tangente
comprendido entre las asintotas bisecado por el punto de
tangencia, y la constancia del paralelogramo de lados las asintotas
y vértices opuestos el centro y un punto cualquiera de la hipérbola.

En el libro tercero se estudian propiedades relativas a los
triangulos y cuadrilateros inscritos y circunscritos, y es probable
que sean éstas las propiedades que Apolonio utilizé para estudiar,
como lo afirma en la introduccién al libro primero, los "problemas
de las tres rectas y de las cuatro rectas" que mas tarde apareceran
en Pappus y desempefiaran un papel histérico en el advenimiento
de la geometria analitica. En este tercer libro aparecen los polos y
polares de las coénicas, asi como los focos de la elipse y de la
hipérbola y las conocidas propiedades focales de estas curvas. No
menciona el foco de la parabola que sin duda conoci6, aunque no
habra deducido de él propiedades interesantes. En cambio, no deja
de llamar la atencion que Apolonio no aluda para nada a las
directrices de las conicas. Finaliza el libro con algunas propiedades
métricas que hoy se estudian con los recursos de la geometria
proyectiva.

El cuarto libro esta dedicado a las intersecciones y contactos de
las cénicas con circunferencias o de las cdnicas entre si,
demostrando que dos cénicas no pueden mas de cuatro puntos
comunes.



El libro quinto es uno de los libros que mas han contribuido a
elevar la fama de Apolonio como gedmetra. Se estudian en él las
distancias maximas y minimas de un punto a los puntos de una
coOnica en su plano, estudio que involucra la teoria de las normales
a una cénica que pasan por un punto dado, teoria vinculada con la
determinacion de las actuales evolutas. Apolonio resuelve el
problema demostrando que los pies de las normales que pasan por
un punto fijo estan sobre una hipérbola, hoy llamada "hipérbola de
Apolonio", cuya interseccién con la conica resuelve el problema. En
realidad, cuando la cénica es una parabola esos puntos se
encuentran también sobre una circunferencia, circunstancia que no
advirtié Apolonio y que le reprochara mas tarde Pappus por haber
resuelto como lugar so6lido un problema que podia haberse resuello
como lugar plano.

El libro siguiente, menos importante, se refiere a la congruencia
y semejanza de las cénicas y, como lo manifiesta el mismo
Apolonio, su objeto era aclarar y completar trabajos de sus
antecesores, refiriéndose probablemente a estudios de Arquimedes
en el tratado sobre los conoides y esferoides.

El libro séptimo vuelve a tratar asuntos originales, al estudiar
los maximos y minimos de ciertas funciones de los diametros de las
conicas. Es en este libro donde aparecen los hoy llamados "dos
teoremas de Apolonio”, relativos a la constancia de la suma (para la
elipse) o la diferencia (para la hipérbola) de los cuadrados
construidos sobre un par de diametros conjugados y a la constancia
del paralelogramo construido sobre un par de didmetros
conjugados.

(4) La solucion de Apolonio del problema de Delos. Esta solucién
es muy simple. Sea un rectangulo OADB de centro C de lados OA = a;
OB = b; si por D se determina una recta tal que sus intersecciones X
e Y, respectivamente, con las prolongaciones de A OA y OB cumplen
la condicion CX = CY, las distancias AX = x y BY = y resuelven el
problema. En efecto, por semejanza de triangulos
b:x=y:a=(b+y):(a+x);
por la condicién de equidistancia x (x +a ) =y (y + b ) expresion
que, combinada con las igualdades anteriores,dab:x=x:y=y:b,
por tanto x e y son medias proporcionales entre by a.



Los epigonos del siglo de oro

Ademas de los "tres grandes" de Hipsicles, ya mencionado,
pueden citarse algunos otros matematicos del periodo helenistico.
Contempordneo de Arquimedes, aunque algo mas joven, es
Eratostenes de Cirene, sabio de actividad multiple que fue
bibliotecario de Alejandria y cuya hazafa cientifica mas notable es
la primera medida de la circunferencia terrestre. En matematica,
donde no descollé tanto como en geografia, se le conocen tres
contribuciones: una resolucion del problema de Delos, interesante
porque con ella dio la historia del problema y los intentos
realizados por sus predecesores;(1) un escrito Sobre las
proporciones donde se ocupa de las distintas "medias"; y su
conocida "criba", que ofrece un procedimiento para construir una
tabla de ndmeros primos.

Entre Arquimedes y Apolonio se sitia Nicomedes, a quien se
debe una curva: la "concoide" de Nicomedes y un instrumento para
trazarla, con la cual se pueden resolver los problemas de la
triseccion del dngulo y de la duplicacién del cubo. (2)

Otra solucién al problema de Delos la ofrecié un matematico
posiblemente contemporaneo del anterior: Diocles, quien
determiné las dos medias proporcionales mediante una curva que
tomo6 el nombre de "cisoide" (de kissos=hiedra) por la forma
semejante a una hoja de hiedra que adopta la figura limitada por un
arco de esa curva y una semicircunferencia. (3) A Diocles se
atribuye también una solucion del problema de Arquimedes,
dividir una esfera en dos segmentos cuyos volimenes estan en una
razon dada, mediante conicas (elipse e hipérbola), mientras que
una solucidn analoga, mediante parabola e hipérbola, se atribuye a
Dionisiadoro de Amiso, probablemente del s. I a. C.

De otros matematicos de este periodo se dispone de escasos
datos acerca de las personas, y sélo algunas referencias de sus
escritos proporcionadas por comentaristas posteriores.

El mas original es Zenodoro, algo posterior a Arquimedes a
quien cita, que introduce en la geometria antigua un nuevo



problema: el de los isoperimetros, que resuelve en casos
particulares: el circulo es de mayor area que cualquier poligono
regular de igual perimetro que la circunferencia del circulo; que la
esfera es de mayor volumen que cualquier so6lido de igual
superficie...

Cabe citar a Perseo, que habria estudiado las curvas llamadas
"espiricas", por ser secciones con planos paralelos al eje de
rotacién de superficies toricas, que los antiguos denominaban
espiras o anillos.

Citemos, por ultimo, algunas figuras, no exclusivamente
geometras: el astronomo Hiparco de Nicea, predecesor de
Ptolomeo, a quien se atribuyen contribuciones matematicas que
mas tarde desarrollard Ptolomeo; Teodosio de Bitinia, también
astrénomo, autor de una Esférica, mas bien elemental, que es el
tratado mds antiguo sobre el tema que ha sobrevivido; Gemino de
Rodas, quien se ocupd de astronomia, aunque de mayor interés es
una introducciéon a la matematica, de la cual se conservan
fragmentos, donde trata cuestiones vinculadas con los
fundamentos y la clasificacién de la matematica.

Notas complementarias

(1) El mesolabio. Es con este nombre que Pappus designé al
instrumento que Eratéstenes acompai6 a la solucién del problema
de intercalar dos medias proporcionales entre dos segmentos
dados. Se componia de tres marcos rectangulares iguales, provisto
cada uno de sus diagonales. Esos marcos podian deslizarse: el
primero sobre el segundo, el tercero debajo del segundo; si se
realizaba ese desplazamiento de manera tal que los extremos
visibles de las diagonales aparecieran alineados, los montantes de
los marcos estaban en proporcién continua y por tanto resolvian el
problema del mesolabio. En efecto si g, x, y, b son los montantes y h,
h’, h” las bases de los marcos; de las dos ternas de tridngulos
semejantes se deduce



a:b=a:h=x:h’=y:h” ; x:h=y:h’=b:h”
Dedonde a:x=x:y=y:b.
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(2) La concoide de Nicomedes. Dado un punto fijo P (polo) y una
recta fija b (base) que no le pertenece, la concoide es la curva, en
forma de concha (de alli su nombre), lugar de los puntos de las
rectas que pasan por P, tales que sus distancias a la interseccién
con la base es un segmento constante dado. La curva comprende
dos ramas, situadas en ambos semiplanos separados por la recta,
aunque Nicomedes no considera sino la rama situada en el
semiplano que no contiene P.

Para trisecar, por ejemplo, el angulo (agudo) en P del tridngulo
rectangulo OPR bastara construir la concoide de polo P, base OR y
distancia constante el doble de PR. El punto M de la concoide
situado sobre RM, normal a OR, unido con P, determina el angulo
MPO tercio del dado. Para comprobarlo basta tomar MS = SR = PR.

La solucién del problema de la duplicacién del cubo, mediante la
concoide es menos simple. Algo simplificada consiste en lo
siguiente. Sea el tridngulo rectangulo OPA, cuya hipotenusa PA y
cateto OA sean, respectivamente las mitades de los segmentos by a
entre los que deben intercalarse dos medias proporcionales. Si se
toma AA' = 2a y se traen por A la paralela AR a A'P, la concoide de
polo P, base AR y distancia AP resuelve el problema, pues si M es la
interseccion de esa concoide con AA' tendremos que uniendo P con
M y llamando PR = x; AM =y, los tridngulos semejantes MA’P y MAR
dan a : x =y : b. Comparando luego el valor del cateto OP, deducido



de los tridngulos OPA 'y OMP, se llega ax (x + b) =y (y + a), se tendra
por tanto

a:x=y:b=(a+y):(x+b)=x:y
de donde los segmentos x e y son medios proporcionales entre 2a y
b.
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(3) La cisoide de Diocles. Sea una circunferencia de centro O,
diametros perpendiculares ABy 0’0"y dos semicuerdas MM'y NN’
simétricas respecto de 0’0” y normales a AB. La interseccion P de
AM' con NN' es un punto de la cisoide que se obtiene haciendo
variar la pareja de semicuerdas. La rama de la curva 0"A0’, situada
dentro del circulo, con la semicircunferencia O"BO’ dibuja la hoja de
hiedra. La proporcionalidad AM : MM' = AN : NP puede escribirse
AN : NP = BN : NN', razén esta ultima igual a NN’ : An, de manera
que combinando esas razones resulta BN : NN'= NN'; AN = AN : NP
y por tanto NN'y AN son medias proporcionales entre BN y NP.
Como a su vez BN : NP = BO : 0Q bastara tomar BO y 0Q como
segmentos dados, construir la cisoide en la circunferencia de radio
OB y buscar su interseccion P con la recta BQ, para tener en AN y
NN’ segmentos proporcionales a las dos medias buscadas.
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La matemadtica griega

Ya dijimos que el primer siglo helenistico fue la edad de oro de
la matematica griega; es con los "tres grandes" que esa ciencia
culmina, mostrando asi mas claramente sus caracteristicas: unas
permanentes, otras mas vinculadas con el propio mundo griego.

La primera nota permanente que los griegos aportaron a la
matemadtica fue distinguir un determinado conjunto de
conocimientos, confiriéndole, mediante el método axiomatico y la
demostracion, los caracteres de una ciencia deductiva o, mejor,
haciendo de él el modelo de toda ciencia deductiva.

La segunda nota matematica permanente que aportan los
griegos es la abstraccion, aunque la abstraccién de la matematica
griega tiene rasgos propios, conferidos por el pitagorismo que la
vio nacer, por el platonismo en cuyo seno se desarroll9, sin olvidar
los factores técnicos (piénsese en el "escdndalo de los
irracionales") que influyeron en el curso de ese desarrollo. La
abstraccion de la matematica griega es una especie de abstraccion
de primer grado, semejante a la abstraccion de las ciencias



naturales, muy distinta de la abstraccion que introducira el algebra
o de la abstracciéon quintaesenciada de la matematica de hoy. Las
figuras de la matematica griega no son entes abstractos muy
distintos de los elementos quimicos, de los gases perfectos, de las
especies bioldgicas, de las formas cristalograficas...

Este tipo de abstraccidn explica el imperialismo de la geometria
que se advierte en la matematica griega, apegada a los cuerpos
naturales, una matematica de figuras, visual, tactil.

Esta abstraccién explica también por qué la matematica griega
no logra grandes generalizaciones: es una matematica que no va a
la caza de métodos generales, sino de problemas singulares,
aunque a veces las nociones previas que la soluciéon de tales
problemas singulares son tantas y tan complejas que de por si esas
nociones pueden llegar a constituir un sistema, como ocurre con
los Elementos.

Esta predileccién por el problema, despreocupandose por la
generalizacion, impidi6 ver el proceso y la continuidad, con la
nocién anexa de variabilidad. Los problemas de maximo y minimo
que estudian los griegos no son momentos especiales de un
proceso continuo, sino casos particulares, fijos, que revelan una
propiedad también particular, fija, que revela otra caracteristica
especifica de la matematica griega: su estatismo, su caracter mas
estatico que dindamico, mdas cinemadtica que cinético. En los
contados momentos que en ella aparece el movimiento, es un
movimiento pobre, diriase sin fuerza: es el movimiento uniforme
rectilineo o circular.

Otra caracteristica que distingue claramente la matematica
griega de la moderna y actual, proviene de la influencia del
platonismo que arrojé los objetos matematicos en un trasmundo,
lejos de todo contacto y vinculacion posibles con este mundo
sublunar de los hombres y de las cosas.

De ahi el destierro al que se condené la logistica y toda
aplicacién practica; de ahi la naturaleza especial de la vinculacién
de la matematica griega con ciertos campos de la ciencia natural:
astronomia, dptica, estatica, campos que los griegos consideraron
que pertenecian a la matemadtica con igual derecho que la
aritmética y la geometria; de ahi que de ellas no estudiaron sino su
esqueleto geométrico y de ninguna manera su estructura fisica.



Baste pensar en la astronomia griega, de la cual nada ha quedado, o
en la palanca de Arquimedes de la que sélo cuelgan poligonos y
segmentos de parabola, o en su fluido ideal, donde no flotan
embarcaciones sino segmentos de paraboloides de revolucion.



EL PERIODO GRECORROMANO

Epigonos y comentaristas

En el mundo grecorromano de los primeros siglos cristianos, la
matematica conserva las caracteristicas de los dos siglos
anteriores, siendo, en general, sus representantes epigonos y
comentaristas de los grandes matematicos griegos. Hacen
excepcion Pappus de Alejandria, matematico original; Claudio
Ptolomeo, mas astrénomo que matematico, y Diofanto que, con
Herén alejandrino, forma una pareja de matematicos algo
heterodoxos, que hoy se vinculan preferentemente con la
matematica de los babilonios.

La serie de los matemadticos de este periodo se abre con
Nicomaco de Cerasa, de fines del siglo I o comienzos del II, sin duda
un neopitagorico, pues Pappus lo designa "el pitagérico”. De sus
obras, la mas conocida es una Introducciéon aritmética de escaso
valor cientifico, pues en ella las demostraciones se sustituyen por el
examen de casos particulares, pero interesante pues hace conocer
el no muy extenso saber aritmético de los griegos anteriores. Por
otra parte, esta obra se convirtio en el texto de aritmética durante
la Edad Media, gracias a la version latina que de ella compuso
Boecio. La Introduccién de Nicbmaco se compone de dos libros que
se ocupan de progresiones aritméticas, numeros figurados,
proporciones, etcétera. (1)

Contemporaneo del anterior es Menelao de Alejandria,
matematico y astronomo, que hizo observaciones en Roma en 98 y
autor de una Esférica en tres libros, que ha llegado hasta nosotros
en versiones arabes y hebreas y que representa la culminacion de
esta rama de la geometria. Con la Esférica de Menelao hace su
aparicién el tridngulo esférico, del cual Menelao da las propiedades
mas importantes, siguiendo un camino semejante al recorrido por
Euclides al estudiar los triangulos planos, pero mostrando tanto las
analogias como las diferencias entre ambas clases de triangulos.
Entre las primeras figuras el hoy llamado "teorema de Menelao"



que es valido tanto para los triangulos planos como para los
esféricos, sin mas que cambiar en estos ultimos la expresion
"semicuerdas del arco doble" (nuestros senos actuales) por los
segmentos de los triangulos planos.(2)

Del siglo Il es Te6n de Esmirna que, ademas de ocuparse de
astronomia y de geometria, en un escrito Sobre los conocimientos
matemadticos lUtiles para la lectura de Platon trata cuestiones
aritméticas a la manera de Nicoémaco, sin demostraciones y
enunciando las proposiciones con ejemplos numéricos. Algunas de
esas cuestiones, no tratadas por Nicobmaco, conservan cierto interés
aritmético. (3)

Hay que dejar transcurrir un par de siglos para dar con otro
Tedn matematico, ahora de Alejandria, importante por haber
editado y comentado los Elementos de Euclides, asi como por sus
comentarios al Almagesto de Ptolomeo y por sus noticias sobre la
logistica griega. Con Tedn de Alejandria se vincula su hija Hipatia,
también matematica, que habria colaborado con el padre en los
comentarios del Almagesto y ocupado ademads de las Cénicas de
Apolonio. Pero el nombre de Hipatia tiene una connotacion
historica tragica: su muerte en manos de la turba durante las
luchas entre paganos y cristianos.

Con Hipatia puede decirse que la matematica deja de cultivarse
en Alejandria. Aun, por un pequefio lapso, encuentra albergue en el
seno del neoplatonismo, uno de cuyos primeros adeptos: Jamblico
de Calcis, de la primera mitad del siglo IV, compone una Coleccion
de las doctrinas pitagdricas, de la cual se conservan algunas partes
matematicas en las que se ocupa de aritmética pitagorica en forma
semejante a NicoOmaco, a quien en buena medida comenta y
completa. (4)

En contra de la tendencia de Nicomaco y de Jamblico, reaccioné
Domnino de larisa del siglo V, quien, en un manual de introduccién
a la aritmética, sostiene la necesidad de volver al rigido sistema
euclideo de demostracion, insistiendo que en lugar de enunciar
propiedades sobre la base de algunos casos particulares se debia
volver a la representacion de los nimeros mediante segmentos
rectilineos y demostrar sus propiedades geométricamente. Pero no
parece que su critica haya tenido éxito.



Domnino fue condiscipulo de Proclo de Bizancio, uno de los mas
importantes miembros del neoplatonismo, que se estableci6 en
Atenas como jefe de la escuela y autor de un importante
Comentario a los Elementos de Euclides, cuya parte filosofica le
pertenece, pero en cuya parte matematica utiliza escritores
anteriores, desde Eudemo de Rodas hasta Pappus. Sélo se conserva
de ese escrito el Comentario al Libro I de los Elementos en cuatro
libros, que citamos un par de veces, y cuyo mayor interés se basa
en los datos de interés historico que trasmite. Como aporte
geomeétrico mencionemos que en €l aparece la primera mencion a
la construccién de la elipse mediante el recorrido de un punto fijo
de un segmento que se mueve manteniendo sus extremos sobre
dos ejes fijos.

Algo posterior a Proclo es otro comentarista: Eutocio de
Ascalona a quien se deben comentarios a los escritos de
Arquimedes: De la esfera y del cilindro; De la medida del circulo; Del
equilibrio de los planos y a los cuatro primeros libros de las Cénicas
de Apolonio. Al comentar el primer escrito de Arquimedes aporta
noticias interesantes sobre la resolucion geométrica de los
problemas de tercer grado.

Mas dificil de ubicar en el tiempo y en el espacio es un gedbmetra
griego: Sereno de Antisa o de Antin6polis, posiblemente posterior a
Pappus, Proclo y Eutocio que no lo citan. Se le deben dos escritos
geométricos: uno Sobre la seccion del cilindro que se propone
probar, en contra de la creencia de algunos gedmetras, que las
secciones elipticas de un cilindro no difieren de las secciones
elipticas de un cono; y otro Sobre las secciones del cono, en el que
estudia los tridngulos obtenidos cortando un cono por planos que
pasan por el vértice, abundando en ambos escritos de interesantes
cuestiones geométricas.

Mientras tanto, en Atenas, a Proclo siguié en la jefatura de la
escuela su discipulo Marino de Neapolis a quien, ademdas de una
prolija biografia de su maestro, se le debe un comentario a los
Datos de Euclides con un extenso prefacio. A Marino sigui6 Isidoro
de Mileto, quien tuvo por discipulos a Eutocio ya mencionado, y a
Damascio de Damasco, de fines del siglo V, uno de los autores a
quien se atribuye parte del apdcrifo Libro XV de los Elementos.
Damascio profesé en Atenas y fue el ultimo jefe de la Academia,



cuando también profesaba en ella Simplicio, comentarista de las
obras de Aristételes, pero también de los Elementos de Euclides.
Fue durante la jefatura de Damascio que en 529 Justiniano clausuré
la Academia como ultimo reducto del paganismo; y Damascio,
Simplicio y otros cinco fildsofos encontraron refugio en la corte
persa.

Notas complementarias

(1) La aritmética de Nicomaco. En el libro I las Ginicas novedades
respecto de los Elementos de Euclides se refieren a las progresiones
aritméticas, que Euclides no trata y a la mencion de los cuatro
primeros niimeros perfectos, agregando que deben terminar en 6 o
en 8, propiedad que demostré Jamblico y a la que Boecio agregé la
falsa induccion de aparecer esas terminaciones en forma alternada
(el sexto numero termina en 6 y no en 8). Agreguemos que el
quinto nimero perfecto aparece en un manuscrito del siglo XV; que
en 1592 se conocian 12 nimeros perfectos y que mas tarde, con las
computadoras electronicas, se pudo calcular otros tres, el tltimo de
los cuales 21278(21279 — 1) tiene aproximadamente 770 cifras.

Mas interesante es el libro segundo de Nicomaco que se refiere a
los numeros "figurados" sefialando algunas propiedades, por
ejemplo: todo cuadrado es suma de dos triangulares consecutivos
0, mas general, todo nimero poligonal es suma de un poligonal de
un lado menos y de un triangular. Habla de nimeros piramidales
como suma de poligonales semejantes; de nimeros truncados,
suprimiendo los primeros términos a los piramidales, de nimeros
heteromecos: producto de dos enteros consecutivos o dobles de los
triangulares; de nimeros paralelepipedos: cuadrado de un nimero
por el consecutivo, etcétera. Dando algunas relaciones entre ellos.
La mas importante de esas relaciones es la que expresa que todo
cubo es la suma de una serie de impares consecutivos, propiedad
de la cual se deduce que la suma de los primeros n cubos es el
cuadrado de la suma de los primeros n nimeros consecutivos, y
que Nicomaco no demuestra, pero que era conocida, pues figura en



el llamado Cddigo Arceriano (del nombre de uno de sus
propietarios; Joannes Arcerius de Groninga, del siglo XVI)
compilaciébn de conocimientos griegos, para agrimensores y
administradores romanos, del siglo V o VI.

Por lo demas, puede deducirse facilmente de las propiedades
que figuran en Nicomaco. En efecto: si en la sucesion de impares
consecutivos, comenzando por la unidad, se agrupan en la siguiente
forma: el primero, los dos siguientes, los tres siguientes. Etcétera,
se demuestra que esas diferencias de cuadrados no son sino los
cubos sucesivos 1, 8, 27... ; De manera que la suma de los primeros
n cubos sera la suma de tantos impares consecutivos como suma de
los n enteros consecutivos, es decir [1/2n(n + 1)]?; que expresado
con numeros figurados, la suma de cubos es el cuadrado de un
numero triangular.

(2) El teorema de Menelao. En realidad Menelao no considera,
como actualmente, un triangulo ABC cuyos lados son cortados por
una transversal A'B'C’, sino los segmentos AB y AB', por cuyos
extremos traza las transversales BC y B'C' que se cortan en A', y
demuestra la igualdad entre la razén de un par de segmentos y el
producto de las razones de otros dos pares. Por ejemplo, trazando
CD // AB se tiene

AB’:CB’=AC’:CD ; CD:C'B=AC:A'B

y eliminando CD se llega a la siguiente relacion entre los segmentos
rectilineos
AB'/CB' = AC'/C'B-AB/A'C

Un teorema muy simple le permite pasar a la esfera. En un circulo
de centro O considera una cuerda AB, y en ella un punto interior C
(igual resultado se obtiene cuando el punto es exterior), que unido
con O divide el arco AB en dos segmentos de arco AD y DB; las
perpendiculares AA’' Y BB', respectivamente semicuerdas de los
arcos dobles (nuestros senos), son proporcionales a los segmentos
ACy CB. De ahi que si en la figura anterior en lugar de segmentos se
consideran arcos de circulos maximos de una esfera, se llega a la
expresion, con nuestro simbolismo



sen AB' /sen CB'=sen AC' /sen C'B -sen A'B / sen A'C.
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(3) La aritmética de Tedn de Esmirna. Entre las propiedades de
nimero, que Teén enuncia, sin demostrar, sélo citamos Ila
siguiente: todo cuadrado es multiplo de 3 o de 4, o multiplo de esos
numeros mas l. Como consecuencia: ningiin cuadrado es multiplo
de 3 o0 de 4 menos 1, o multiplo de 4 mas o menos 2.

Mas interesante es la correspondencia que Ted6n expone entre
dos series de nimeros que obtiene geométricamente partiendo de
una sucesion de cuadrados, en cada uno de los cuales el lado es la
suma del lado mas la diagonal del anterior. Te6n llama a estos
numeros laterales y diametrales, segin midan los lados o las
diagonales, enunciando algunas relaciones simples entre los
mismos. Estos numeros [, y d,, desempefaran mas tarde su papel
en teorfa de numeros: cumplen la relacién fundamental
n?2 —2d2 = (-1)", se presentan en las reducidas de ciertas
fracciones continuas infinitas, en la soluciéon de la llamada
"ecuacion de Pell", etcétera.

(4) La aritmética de Jamblico. Entre las propiedades de nimeros
que Jamblico "demuestra", ya con casos particulares o mediante los
numeros figurados todas de facil comprobacion, figuran: el 6ctuplo
de un numero triangular mas 1 es un cuadrado; un ndmero



rectangular, cuyos factores difieren en dos unidades, mas 1 es un
cuadrado; la suma de dos ndmeros triangulares, de orden
alternado, menos 1 es un heteromeco,... Ya dijimos que demostrd
que los nuimeros perfectos terminan en 6 o en 8; ademas afirmoé
que existe un numero perfecto en cada miriada, lo que ya no es
cierto. Una propiedad mas interesante, por estar vinculada con las
"cifras"; es decir, los numeros representativos de las unidades,
decenas, centenas... es la siguiente: Si se tienen tres numeros
consecutivos, el ultimo de los cuales es multiplo de 3, y se suman
sus cifras, de este resultado vuelven a sumarse sus cifras y asi
sucesivamente, el resultado final es siempre el nimero 6.

Por ultimo, es el escrito de Jamblico donde aparece la
contribucién "algebraica" de Timaridas, ya mencionada,
consistente en un sistema lineal de varias incognitas: determinar
un numero conociendo sus sumas con cada uno de n numeros
desconocidos y con la suma de todos ellos. Si a4, a5, ..., +a, y a son
tales sumas, es claro que la incognita x se obtiene mediante la
expresion x(a; +a, +--a, —a):(n—1)que es la regla que
Jamblico atribuye a Timaridas y que denomina "epantema”.

Ademas Jamblico reduce al "epantema” a un par de sistemas
indeterminados, de los cuales da la soluciéon minima en nimeros
enteros.

Ptolomeo y Pappus

Claudio Ptolomeo forma, con su contemporaneo el médico
Galeno de Pérgamo, la pareja de figuras cientificas sobresalientes
de este periodo. Poco se sabe de Ptolomeo: nacié en Egipto y
residio en Alejandria, donde realizd6 observaciones y trabajos
astronémicos entre los afos 127 y 151. Sabio enciclopédico, se
ocup6 de matematica, astronomia y astrologia, geografia, éptica y
acustica, cronologia, aunque su fama cientifica se funda sobre el
Almagesto, tratado que sistematiz6 la astronomia antigua y que
constituyo6, con su autor, las autoridades maximas e indiscutidas en
materia de astronomia durante catorce siglos.



Su verdadero titulo, que acenttia su caracter matematico es
Sintaxis matemdtica, en 13 libros, que mas tarde llegé a conocerse
como "la gran sintaxis de astronomia”, para distinguirla de una
"pequena sintaxis" coleccion de algunas obras astrondémicas
menores; pero la admiraciéon que la obra desperté hizo que se le
aplicara el superlativo, griego megiste (la mas grande) con lo cual,
al anteponérsele el articulo en su version arabe, el titulo se
convirti6 en el anacréonico Almagesto con que se le cita
generalmente.

Si se excluye una obra probablemente juvenil, que se le atribuye,
sobre la teoria de las paralelas y el conocimiento de las
proyecciones ortografica y estereografica, toda la contribucién
matematica de Ptolomeo esta diseminada en sus escritos
astronémicos, en especial, en las partes de Sintaxis matemdtica que
tratan las cuestiones matemadticas necesarias para el estudio
racional de los fendmenos celestes.

En este sentido una exigencia fundamental fue la construcciéon
de una "tabla de cuerdas" para los distintos arcos, partes alicuotas
de la circunferencia. Tal construccién, iniciada por Hiparco, fue
continuada y perfeccionada por Ptolomeo, (1) quien utilizé los
resultados de Menelao para el andlisis de los triangulos esféricos,
de manera que el Almagesto constituye la primera sistematizacion
de la hoy llamada "trigonometria plana y esférica”. En muchas de
las expresiones que figuran en el Almagesto si se cambia la palabra
"cuerda" por la locucién "doble del seno del arco mitad", se
obtienen expresiones de nuestra trigonometria. (2)

Mas matematico "profesional” es Pappus, también de Alejandria,
de quien se sabe que hizo observaciones astronémicas en 320.
Ademas de obras desaparecidas y de un comentario al libro décimo
de los Elementos, que se conoce mediante un arreglo arabe, se le
debe una obra importante en ocho libros: la Coleccion matematica,
resumen de conocimientos anteriores con agregados originales,
correcciones y criticas, que resulto de un valor inestimable por las
informaciones historicas y bibliograficas que contiene acerca de la
matematica griega.

De sus ocho libros, el primero y parte del segundo se han
perdido, pero del contenido de la parte sobreviviente del segundo
se desprende que probablemente esos dos libros se ocupaban de



cuestiones aritméticas. El libro tercero se ocupa de asuntos
variados: proporciones, poliedros regulares, lugares geométricos,
mientras que el cuarto revela mayor unidad, pues se ocupa de las
curvas ideadas para la resolucion de los tres problemas clasicos, a
las que Pappus agrega alguna nueva. El libro V se dedica a los
isoperimetros, mientras que el sexto y el octavo se ocupan de
astronomia y de mecanica, respectivamente. El libro séptimo es el
mas interesante desde el punto de vista histérico. Dedicado a su
hijo, comprende una serie de obras de autores anteriores, cuyo
objeto era adiestrar en la resolucidn de los problemas geométricos
a aquellas personas que ya habian adquirido cierto dominio de la
geometria, mediante el estudio de sus elementos. Entre esas obras,
algunas debidas a Euclides, Apolonio y Erastétenes estan hoy
pérdidas, de ahi el valor documental de la Coleccién de Pappus que
nos las conservan. Mas a este valor extrinseco debe agregarse el
valor intrinseco de los comentarios y agregados del mismo Pappus,
para facilitar y completar esas obras. Baste citar entre esos
agregados una proposicién, cuyo enunciado se conocié durante
mucho tiempo como "teorema de Guldin”, del nombre del
matematico suizo del siglo XVII que lo redescubrio. (3)

Notas complementarias

(1) La "tabla de cuerdas" de Ptolomeo. He aqui lo que dice al
respecto Ptolomeo en el primer libro del Almagesto: "Para facilitar
la tarea practica, construiremos una tabla de estos segmentos
dividiendo la circunferencia en 360 partes, tomando los arcos de
medio grado en medio grado, y dando para cada arco el valor de la
cuerda respectiva, suponiendo dividido el diametro en 120 partes.
El uso demostrara que estos nimeros son los mas cémodos. Ante
todo, demostraremos que con un cierto nimero de teoremas, el
menor posible y siempre los mismos, se podra obtener un método
general y rapido para hallar aquellos valores. No nos limitaremos a
presentar la tabla con esos valores, sino que haremos conocer la
teoria para facilitar la manera de encontrarlos y verificarlos,



exponiendo su método de construccion. Para evitar las fracciones
utilizaremos la divisién sexagesimal y en las multiplicaciones y
divisiones tomaremos siempre los valores mas aproximados de
manera que, no obstante lo que despreciaremos, los resultados
seran sensiblemente exactos".

Para construir su tabla, Ptolomeo comienza por considerar los
poligonos regulares de 3, 4, 5, 6, 10 lados, que dan las cuerdas de
36°, 60°, 72°, 90°, 120°. De ellas, mediante el teorema de Pitagoras,
obtiene las cuerdas del 108° y 144°, mientras que del teorema de
los cuadrilateros inscriptibles obtiene las cuerdas de arcos
diferencia; asi el de 12°, partiendo de los de 60° y 72° pasando
luego de la cuerda de 12° a las de 6°, 3°, 1°30' y 45, utilizando un
teorema de los arcos mitad.

Ahora Ptolomeo demuestra el siguiente teorema: dados dos
arcos desiguales, ambos menores que un recto, la razon entre el
arco mayor y el arco menor, es mayor que la razén entre las
cuerdas respectivas, que equivale a demostrar con nuestro
simbolismo que la funcién sen x : x es decreciente.

Este teorema era conocido por Aristarco y por Arquimedes,
pero la primera demostracion conocida es la de Ptolomeo. (Véase
fig. 20.)

Sean a < b los dos arcos y sus cuerdas AB y BC. Si el punto O,
medio del arco AC que no contiene a B, se une con 4, B, Cy el punto
M medio de AC, el teorema de las bisectrices da

NC:AN =BC:BA=(2 MN + AN) : AN

Si, por otro lado, el arco HK de centro O y radio ON determina el
sector NOH, menor que el triangulo NOA, y el sector KON, mayor
que el triangulo MON, tendremos

MN : NA = MON: NOA < ONK: ONH = 8 : «,
siendo a y (8 los angulos de los sectores. Y en definitiva.

BC:BA=(2MN +AN): AN, (2B+a):a=b:a

y la razén de los arcos es mayor que la razén de las cuerdas
respectivas.

Ptolomeo aplica el teorema para obtener aproximadamente la
cuerda de 1°, conociendo las cuerdas de 45' y de 1°30". En efecto, la
razon entre las cuerdas de 1° y de 45' es menor que la de sus arcos
respectivos: 60’ y 45’, es decir 4:3; de la misma manera la razon
entre las cuerdas de 1°30' y de 1° es menor que 3:2; obteniendo



para su cuerda incégnita valores por exceso y por defecto que
permite dar para ella el valor: cuerda 1° = 377 : 360, que da para el
sen 30' un valor exacto hasta la sexta decimal.

Partiendo del valor de cuerda 1°, y mediante una adecuada
utilizaciéon de las férmulas que expresan los teoremas de adicidn,
Ptolomeo construye su "tabla de cuerdas”, sirviéndole de control
los valores ya calculados de cuerdas de arcos notables. Para las
fracciones menores que 30' utiliza la interpolacién lineal.

De paso observemos que el valor de cuerda 1° permite obtener
para el valor aproximado 377 : 120 = 3,141666 ... que en alguna
ocasion Ptolomeo utiliza sin mencionar su origen, limitdndose a
observar que esta comprendido entre los valores de Arquimedes:
31/,y 319/,

(2) La "trigonometria" del Almagesto. Uno de los teoremas que
emplea Ptolomeo en la construccion de la tabla, y que hoy lleva su
nombre, es el que expresa la conocida relacion entre los lados y las
diagonales de un cuadrilatero inscriptible. Su demostracion es muy
simple: si ABCD es el cuadrilatero y se traza BE tal que los dngulos
AED y BCD sean iguales, las parejas de tridngulos AEB y BCD; BEC y
BDA, son semejantes, de donde
AE - BD = AB - CD; EC - BD = AD - BC, igualdades que sumadas
expresan el teorema de Ptolomeo: AB - CD + AD - BC = AC - BD.

Fig 17



En el caso particular de ser AB un didmetro y llamando a y b los
arcos AC y AB, respectivamente, el teorema del cuadrilatero en este
caso puede escribirse: cuerda b - cuerda (180°-a) + AD - Cuerda (a -
b) = cuerda a - cuerda (180° - b), que no es sino el "teorema de
sustraccion” de nuestras funciones circulares.

Ptolomeo, demuestra también el "teorema de adicién". Toma
para ello el cuadrilatero inscripto BCDF, siendo F el simétrico de B
respecto del centro O de la circunferencia en el cual vale BC - DF +
CD - BF = BD - CF o, lo que es lo mismo, BC - AB + AD - CD = BD - CF
que puede escribirse, llamando b =dy a = ¢ + d: cuerda c - cuerda d
+ AD, cuerda [180° - (c + d)] = cuerda (180° - c ), cuerda (180° - d),
que es una forma del teorema de adicion.

Fig 18

Otro teorema, que aporta Ptolomeo, equivale a la relacién de las
funciones de un arco y de su mitad. Sean AB y BC dos arcos iguales;
si desde el extremo D del didmetro que pasa por A se trazan DCy
DB, y desde este ultimo punto la normal BM a AD y BE simétrica de
BA respecto de esa normal, se tendra

AB?=AM-AD =% AD (AD -DE ) = % AD (AD - DC)
Y por tanto (cuerda a)? =% AD - [ AD - cuerda ( 180° - 2a) ]
que no difiere, sino en la escritura, de la relacién entre las
funciones de un arco y de su arco doble. .

Asi como "el teorema de Ptolomeo" permite a éste demostrar
relaciones "trigonométricas" planas, el "teorema de Menelao"
cumple esa funciéon en lo que atafie a la esfera estableciendo
relaciones entre los elementos de los triangulos esféricos
rectangulos (Ptolomeo los considera tridngulos oblicudngulos). Por
ejemplo, para determinar la ascension recta y la declinacién de un
punto de la ecliptica, considera los cuatro circulos maximos



siguientes: ecuador, ecliptica y los circulos que pasan por los polos
celestes y el punto considerado y los polos de la ecliptica. Eligiendo
convenientemente entre esos circulos los que actdan de
transversales el teorema de Menelao permite dar expresiones que
resuelven el problema y que hoy no son sino aplicaciones de las
formulas que resuelven los triangulos esféricos rectangulos.

(3) La Coleccion de Pappus. Entre las cuestiones de interés
matematico o histérico que aparecen en Pappus, mencionemos las
siguientes: En el libro segundo Pappus se ocupa de un sistema de
numeracion, atribuido a Apolonio, semejante al que Arquimedes
expone en el Arenario, de base la miriada, y no la miriada de
miriada. En conexidon con ese sistema, Pappus expone algunos
procedimientos, que también atribuye a Apolonio, para facilitar las
operaciones aritméticas con numeros grandes, que en definitiva
equivalen a reducir esas operaciones a operaciones con digitos,
como ocurre con nuestro sistema decimal.

En el libro tercero se ocupa de una solucién aproximada del
problema del mesolabio, que Pappus reconoce que no es exacta. Es
a raiz de este problema que Pappus recuerda la definicion de
lugares geométricos.

También en este libro aparece un problema de interés histérico.
Se trata de determinar, mediante tres numeros en progresion
geométrica, los elementos de las diez proporciones o medias, que
adin estaban en uso en la época de Pappus, y que probablemente
eran de origen pitagérico. No interesa mayormente la soluciéon
particular que Pappus da de este problema indeterminado; puede
en cambio tener interés recordar la definicién y nombre de las diez
proporciones o medias de la antigua matemadticas griega. Dados
tres nameros a, b, ¢, se dice que, forman una proporcién aritmética,
geométrica, armodnica, contra-armonica, quinta y sexta, segun que
larazén
(a-b):(b-c)seaigual, respectivamente,a a:a; a'b;ac;c:a; c:b
yb:c

Se dice que estan en proporcion séptima, octava y novena, segiin
qué la razén (a - c¢) : (a - b) seaigual a b : ¢; a : b; a : c
respectivamente. Y finalmente estdn en proporcién décima si
(a-c):(b-c)=bc. Los ejemplos numéricos que obtiene Pappus



son los siguientes: (6,4,2); (4,2,1); (6,3,2); (6,5,2); (5,4,2); (6,4,1);
(3,2,1); (6,4,3); (4,3,2); (3,2,1); en su orden.

En el libro cuarto, Pappus trata cuestiones variadas. En la
primera seccion, demuestra una muy simple generalizacion del
teorema de Pitagoras: Si a los lados AB y AC de un tridngulo ABC se
adosan dos paralelogramos P; y P,; y A' es la interseccion de los
lados paralelos a AB y AC, el segmento AA’, en magnitud y direccidn,
forma con el tercer lado BC un paralelogramo P = P; + P, . La
demostracion por equivalencias es inmediata.

Otra cuestion que trata Pappus en esta primera seccion trae a
colacion una familia de curvas, cosa poco frecuente en la geometria
griega. Pappus considera el arbelos de Arquimedes y en la zona
comprendida entre dos de los tres semicirculos inscribe una serie
de circulos tangentes entre si, dando la ley que relaciona la altura
del centro de cada circulo con su radio. En forma algo mas general
esa relacion expresa que en la sucesion numerable de esos circulos
aquella razén, al pasar de un circulo al sucesivo, disminuye en dos
unidades (Pappus considera los casos particulares en los cuales la
primera razén es 0 y 1). Esta demostracién, que en Pappus exige
una larga y engorrosa serie de teoremas y que mediante la
geometria analitica se resuelve con relativa facilidad es de soluciéon
inmediata utilizando la "transformacién por inversion"”, lo que no
deja de constituir un buen ejemplo de comparaciéon de métodos
antiguos y modernos.

En la segunda secciéon de este libro, Pappus se ocupa de la
espiral de Arquimedes, de la concoide de Nicomedes y de la
cuadratriz de Hipias estudiando sus propiedades ya para resolver
el problema, mas general que el de la triseccién, de dividir un
angulo en dos partes que estén en una razén dada; ya para
extender la definicion de la espiral al espacio mediante el
movimiento de un punto sobre la esfera.; ya dando nuevas maneras
de engendrar la cuadratriz mediante superficies helicoidales que
Pappus denomina plectoides.

El libro quinto se ocupa de los isoperimetros. En el prefacio, al
observar que las abejas construyen sus celdas en forma de prismas
de base hexagonal y recordar que entre los tres poligonos que
pueden llenar el plano: triangulo, cuadrado y hexagono, es este
ultimo el que, a igualdad de area, su perimetro es el mayor, trae a



colacion comparaciones entre la inteligencia humana y la de los
animales. Es en este libro donde se mencionan los poliedros
semirregulares de Arquimedes y donde se demuestran
propiedades geométricas que hoy se traducen en igualdades y
desigualdades entre las funciones circulares.

Pero sin duda es mas importante el libro séptimo, donde
Pappus, al comentar los escritos que reproduce, agrega y completa
teoremas. En ese libro aparece el "teorema de Guldin" que Pappus
enuncia como: las figuras engendradas por rotacién completa se
obtienen como producto de lo que gira por el camino recorrido por
el centro de gravedad movil. También en este libro figura "el
problema de las tres o mas rectas" que Descartes llamara
"problema de Pappus”, asi como una serie de teoremas y
proposiciones de algebra geométrica, algunos de caracter mas
grafico o proyectivo que métrico.

Asi estudia: el problema de determinar sobre una recta, que
contiene los puntos 4, B, C, D, un punto X tal que la razén

AX-BX:CX-DX
sea maxima o minima; demuestra casos particulares de la
identidad
AD?-BC +BD?-CA+CD?-AB+BC-CA-AB=0

Asi como la constancia de la razén doble de cuatro puntos
determinados sobre una transversal por un haz de rayos, y la
propiedad que en un cuadrildtero completo cada diagonal es
dividida arménicamente por las otras dos, un caso particular de la
cual no es sino el teorema del hexagono de Pascal en el caso en que
la cénica degenera en dos rectas.

Respecto de las cénicas se debe a Pappus la primera mencion
del foco de la parabola y de las directrices de las conicas, asi como
la definiciébn de éstas mediante la razon constante entre las
distancias a un punto fijo (foco) y una recta fija (directriz).

Por ultimo, en el libro octavo, dedicado a la mecanica,
mencionamos que en €l aparece la definicion de centro de
gravedad, que no figuraba en los escritos de Arquimedes.



Heron y Diofanto

Herdn de Alejandria es, o fue, una de las figuras mas discutidas
en la historia de la matematica. Hoy se lo ve con mas claridad; con
toda verosimilitud se lo ubica en la segunda mitad del siglo | y se
considera su obra mas como la de un técnico, un mecanico practico,
que de un matematico. También hoy sabemos, por fuentes arabes,
que la llamada no muy correctamente "férmula" de Her6n, procede
de Arquimedes. Es la conocida expresion del area de un tridngulo
en funcion de sus lados.(I) Como teorema geométrico,
probablemente interpolado, aparece en un escrito de Her6n
denominado Dioptra, donde describe un aparato que lleva este
nombre, lejano precursor sin lentes del teodolito actual, y cabal
manual para agrimensores, mientras que bajo la forma de un
ejemplo numérico de la aplicacién de la "férmula" aparece en otro
escrito denominado Métrica, mas matematico, pero no muy
"griego”, donde utiliza otras contribuciones de Arquimedes. Es un
escrito en tres libros,(2) que se refiere a areas y volumenes de
figuras planas y sélidas asi como a la division de figuras, pero en la
que, en contra de la tendencia euclidea, no sélo aparecen ejemplos
numéricos con fracciones unitarias sino también resultados
aproximados en aquellos casos en que la geometria euclidiana no
permite dar exactamente el area o el volumen de la figura
considerada, estudiandose hasta figuras de contornos cualesquiera;
de ahi que se viera en esta obra y en Her6n reminiscencias de la
matematica de los antiguos pueblos orientales, en especial de los
babilonios.

Aun menos "griego" y mas vinculado por su produccion a la
matematica de los babilonios, es el matematico mas original de este
periodo: Diofanto de Alejandria, probablemente del s IIIl. De
atenernos a un epigrama de la llamada Antologia griega (3)
estarifamos mejor informados en lo que se refiere a la edad en la
que habria fallecido Diofanto, aunque es poco probable que ese
epigrama tenga alguna finalidad informativa.

De Diofanto se conoce un fragmento de un escrito Sobre los
numeros poligonales, y seis libros de su Aritmética que, segun el



prefacio debia tener trece, aunque parece que en verdad no se
compusiera sino de los seis alin existentes.

Sobre los numeros poligonales es un estudio de teoria de
numeros cuyo resultado importante es la generalizacion de la
propiedad de los nimeros impares de ser su 6ctuplo mas uno un
cuadrado. En efecto. Diofanto demuestra en forma retérica la
propiedad que hoy expresariamos: [2n (p-2) - (p-4)]? = 8P (p-2) +
(p-4)?, siendo P un nimero poligonal de lado p y n términos.

Pero mas novedosa y original es su Aritmética, que no contiene
teoremas o proposiciones, sino problemas entre numeros
abstractos, con excepcidon de un problema entre cantidades, aunque
poco real, que figura también en la Antologia y la colecciéon de
problemas del ultimo libro en el cual los datos y las incdgnitas son
elementos de triangulos rectdngulos que han de satisfacer por
tanto a la ecuacion pitagérica.

Las caracteristicas de los problemas de la Aritmética son:

a) Se trata de problemas, a veces determinados, pero en mas
de los casos indeterminados, en los cuales la solucién que halla
Diofanto comporta exclusivamente nimeros racionales positivos (y
no necesariamente enteros como haria pensar la denominacién de
analisis diofantico con que a veces se designa este estudio);

b) En la resolucion de tales problemas se aplica cierto
simbolismo semejante al actual, por lo menos en el tratamiento de
los polinomios con una letra; (4)

c) Enlos problemas de Diofanto no aparece orden alguno, ni en
lo referente a la naturaleza de los problemas, ni en cuanto al
meétodo de resolucion, aunque pueden agruparse siguiendo ciertos
criterios de analogia. Los métodos de resolucion aparecen distintos
en cada caso particular, pero la elecciéon del método y los recursos
auxiliares de los que echa mano Diofanto, confieren a su escrito la
fisonomia algebraica que los caracteriza y distingue de los demas
escritos griegos.

La habilidad e ingeniosidad, de que Diofanto revela en especial
en sus problemas de analisis indeterminado de sistemas no lineales
no son, sin embargo, casuales: se fundan sobre el conocimiento de
una gran cantidad de propiedades aritméticas, que no demuestra,
pero que aplica, por ejemplo el producto de dos nameros, cada uno
de los cuales es suma de dos cuadrados y puede expresarse de dos



maneras distintas como suma de dos cuadrados; todo cubo es suma
de tres cubos, etcétera. (5)

Notas complementarias

(1) La“férmula” de Her6n. Ordinariamente se da este nombre a la

expresion S = \/p(p —a)(p—b)(p —c) siendo q, b, ¢, los lados de
un triangulo y p su semiperimetro, que implica un doble
anacronismo: hablar de "férmula" y utilizar una notacién
algebraica actual para referirse a un teorema griego, amén de ese
producto de cuatro segmentos que aparece en la expresién que
carece de contenido intuitivo y de interpretacién geométrica.

A

) H
Fig. 19

Por supuesto que el teorema de Her6n o de Arquimedes no
incurre en tales anacronismos. Se trata de un tipico teorema de la
geometria griega que puede considerarse un modelo del método
sintético, pues en él se parte de ciertas propiedades conocidas para
deducir de ellas el resultado, pero sin sefialar por qué se parti6 de
aquellas propiedades conocidas que, por lo demas, en este caso no
tienen nada que ver aparentemente con la equivalencia de figuras
pues se trata de las propiedades de los segmentos determinados en
los lados del tridngulo por los puntos de tangencia del circulo
inscrito. Es posible que el inventor del teorema haya partido mas
directamente de la equivalencia del triangulo con el rectangulo de



igual base y mitad de la altura para luego, mediante los recursos del
"algebra geométrica" comprobar que en el resultado aparecen
aquellos segmentos y de ahi haya buscado y encontrado una
demostracion mas directa partiendo de ellos.

He aqui resumida la marcha de la demostraciéon del teorema,
utilizando por comodidad el simbolismo actual. Sea el triangulo
ABC de lado a, b, ¢, semiperimetro p y radio r del circulo inscrito de
centro O, y puntos de tangencia A, B', C’, tales que AC'=p - a; BA' =
p-b;CA'=p-c

De los extremos de los segmentos OB y BC se trazan las
normales a los mismos que se cortan en H y configuran el
cuadrilatero inscriptible BOCH, de ahi la igualdad de los angulos
HBC 'y HOC. Por otra parte este angulo HOC es igual al angulo OAC’
(ambos son complementarios de la suma de los angulos en By en
C.), de manera que se tienen dos pares de tridngulos semejantes:
HBC, OAC'y OA'K, KCH, siendo K la interseccion de BC con OH.

Si CH = h; A’K = k, de la primera pareja de triangulos semejantes se
deduce (p-a):a=r:hosea(p-a):p=r:(r+h)razédn esta ultima
que es igual en la segunda pareja a
k:(p-c)=k(p-b):(p-b)(p-c) En definitiva puede escribirse
p(p-a):p> =k(p-b):(p-b)(p-c) Sidel tridngulo rectdngulo
BOK se deduce que k (p - b) = r? y se recuerda que pr = S siendo S el
area del tridngulo al introducir las medias proporcionales m? = p (p
-a)yn?®=(p-b)p - c)resulta S = mn, y el teorema estd
demostrado. Como vemos la raiz del producto de cuatro segmentos
que aparece en la expresion algebraica no es sino el disfraz del
producto de dos segmentos cada una de los cuales es medio
proporcional entre dos segmentos que se obtiene de los lados del
triangulo.

(2) La Métrica de Herdn. El primer libro de la Métrica esta
dedicado a las superficies de las figuras planas y sélidas. Después
de una introduccion histérica se ocupa de triangulos, aplicando la
formula del area conociendo los lados; luego de cuadrilateros
especiales, aunque no del inscriptible limitandose a sefialar que en
el caso general ademas de los lados debe darse una diagonal.

Para los poligonos regulares da férmulas aproximadas mediante
coeficientes que expresan la razon entre el lado y el area y el radio



y su cuadrado respectivamente. Algunas de estas férmulas las
atribuye Herén a Hiparco. Para el heptagono por ejemplo esos
coeficientes son 74, y 43/,,. Para el area de figuras circulares, o de la
elipse o de las superficies de cuerpos redondos utiliza los
resultados de Arquimedes, tomando para m en general el valor 22/,

aunque en algin caso admite V3w = 3.

La finalidad puramente practica del libro se refleja en las reglas
para el area de figuras de contornos cualesquiera, que aconseja
sustituir por un poligono lo mas aproximado posible y hasta de
superficie de objetos en el espacio como estatuas aconsejando
ahora revestir la superficie con hojuelas de papiro o de tela muy
fina, que luego se extienden en un plano midiendo su area como en
el caso anterior.

También Arquimedes es la guia en el segundo libro, que trato de
volumenes; agrega el volumen del toro con su férmula exacta pero
deducida intuitivamente; para los poliedros regulares da
expresiones aproximadas y para cuerpos de formas cualesquiera
aconseja o bien el método de Arquimedes; midiendo el volumen del
agua desalojada por el cuerpo, al sumergirlo en un recipiente con
ese liquido; o bien, de manera mas ingeniosa, recubriendo el
cuerpo con arcilla hasta dar al cuerpo y su revestimiento la forma
de un paralelepipedo: la diferencia entre los volimenes del prisma
y el de la arcilla utilizada es el volumen del cuerpo.

El libro tercero esta dedicado a la division de figuras planas o
solidas en partes que estén en una razén dada o en determinadas
condiciones prefijadas dando en algunos casos soluciones
interesantes.

En la Métrica de Herén existen ejemplos de extraccion
aproximada de raices cuadradas y hasta un ejemplo de raiz cubica.
Para la raiz cuadrada emplea una regla, sin duda conocida por
Arquimedes, segun la cual si a es un valor aproximado de N un

. . N o
valor mas aproximado es ¥ (a + Z)' que coincide con el valor de los
dos primeros términos del desarrollo en serie de

W=m=a<1+i+---)=

2a?



- +N_a2+ —1< +N>+
—a 2a 2 a a

hecho que explica la buena convergencia del procedimiento, ya que
el nuevo error es del orden del cuadrado del error anterior.

En cuanto a la raiz cibica, el Unico ejemplo que trae Heron (la
raiz cubica de 100, de la cual da el valor aproximado 4 9,,) no hace
facil advertir la regla empleada. Con todo, de ese ejemplo pareceria
deducirse que Herdn sigui6 un "método de falsa posiciéon", no lineal
sino cuadratico. La expresion algebraica que se deduce del ejemplo
utilizado dirfa que si N=(a+1)3—-c,=a+c¢; el valor
aproximado de su raiz cdbica se obtiene como razén entre
(a+ 1)%c; + a%c, y (a+ 1)y + ac, (En el ejemplo numérico N =
100, a = 4; y la raiz cubica aproximada es 4 9/, con un error menor
que 0,02.)

(3) La Antologia griega. Con este nombre o de Antologia palatina,
atribuida a un Metrodoro de fines del siglo V o comienzos, del VI, se
conoce una coleccién de 48 epigramas con problemas de indole
muy variada, que hoy se incluirian en la matematica recreativa. En
general, son problemas curiosos con enunciados pintorescos que se
resuelven con simples raciocinios o, a lo sumo, con ecuaciones
lineales, con excepcion del "problema de los vinos" que aparece en
la Aritmética de Diofanto. Ademas, uno de los epigramas revelaria
la edad de este matematico. Segin ese epigrama Diofanto
transcurrié en la nifiez el sexto de su vida, un dozavo en la
adolescencia y que, después de otro séptimo de su existencia, se
desposo naciéndole un hijo a los cinco afios de casado. Mas el hijo
vivio la mitad de la vida del padre y éste, afligido, buscé consuelo
en la ciencia de los nimeros y cuatro afios después de la muerte del
hijo, falleci6. Un calculo simple da para la vida de Diofanto 84 afios,
aunque otra interpretacion del epigrama, admitiendo que el hijo
hubiera muerto cuando tenia la mitad de la edad del padre, abrevia
la vida de Diofanto a 65 afios y un tercio.

(4) Elsimbolismo de Diofanto. En el primer libro de su Aritmética
Diofanto expone los signos que utilizara y sus reglas operatorias.



Los signos son: signos literales para indicar las tres primeras
potencias de la incdgnita, que reitera para indicar las tres
siguientes; un signo especial agregado a las anteriores servia para
indicar las potencias reciprocas; agregando un par de signos mas
para la igualdad y la sustraccién, en cambio no hay signo para la
suma; ésta se indica escribiendo los sumandos uno tras otro. Como
esos signos (deformados, sin duda, por copistas posteriores)
parecen ser las iniciales de las palabras griegas correspondientes
podria decirse con algin abuso de lenguaje que el "adlgebra" de
Diofanto es "sincopada”, es decir, esta en esa etapa que recorrera
mas adelante entre el algebra retorica, sin simbolos, y la simbdlica
actual.

Aun limitada, pues no dispone sino de una incognita que le
obliga a ciertos recursos y artificios cuando se trata de problemas
de varias incognitas y sus potencias no van sino desde la sexta
negativa a la sexta positiva, su algebra le permite operar con
potencias y polinomios, agregando también la operacion de pasar
de un miembro a otro de sus igualdades. Y agrega Diofanto:
“Considerando la suma, la diferencia, el producto y la razén de
estos nameros combinados con sus lados, se llega a enunciar una
cantidad de problemas, cuya solucién se logra por el camino que
ensefiaré".

(5) Los problemas de Diofanto. En todos sus problema, Diofanto
adopta para las constantes, valores numéricos particulares, pero el
método que emplea es en general independiente de esos valores
que, por supuesto, estan elegidos de antemano para que el
problema tenga solucion. Veamos algunos ejemplos de los distintos
tipos de problema de la Aritmética de Diofanto.

a) Problemas de primer grado con una incdgnita.

El primer problema de la Aritmética consiste en determinar dos
numeros conociendo su suma y su diferencia. Dice Diofanto: Si x es
el menor de esos numeros el mayor sera x + d (la diferencia
conocida) de manera que 2x + d sera la suma también conocida, de
ahi que el menor sera la semidiferencia de los datos y el mayor la
semisuma (Diofanto dice el menor mas la semidiferencia).

Un problema interesante (que geométricamente equivaldria a
buscar el cuarto armdnico de una terna dada) es el que Diofanto



enuncia diciendo: Dados dos nimeros, buscar un tercero tal que los
productos de cada uno de ellos por la suma de los otros dos estén
en progresion aritmética. Diofanto distingue y resuelve los tres
casos posibles. En todos los casos el problema se resuelve mediante
una simple ecuaciéon que exprese que uno de los productos sea
media aritmética de los otros dos. Por supuesto que los datos de
Diofanto estan elegidos de manera que la solucidon sea positiva.

b) Sistemas lineales.

En general, cuando aparecen varias incégnitas, Diofanto
mediante la introduccion de variables auxiliares reduce el
problema al caso anterior. Por ejemplo en un sistema que con
nuestros simbolos seria

(x+a):(y-a)=m; (x+b):(x-b)=n
toma como incégnita auxiliar (y —a) que determina mediante
eliminacién de x.

En otros problemas esa eleccién es menos evidente, pero mas
feliz. Por ejemplo, sea calcular cuatro nimeros conociendo las
cuatro diferencias entre la suma de tres de ellos y el restante. Para
ello, Diofanto introduce una quinta incégnita auxiliar, como
semisuma de las cuatro incognitas del problema; y deduce
facilmente mediante una ecuacién de primer grado esta quinta
incégnita, y de ahi los numeros buscados. (En efecto, cada una de
las incognitas del problema es la quinta incdgnita menos la mitad
de uno de los datos.)

c) Ecuaciones de segundo grado.

Diofanto conoce la resolvente de la ecuacién cuadratica aunque
no considera sino una sola raiz; la positiva, aun en el caso en que la
ecuacion contenga dos raices positivas. Veamos el "problema de los
vinos", en el cual Diofanto despliega singular habilidad. Se trata de
determinar las cantidades de dos clases de vino de precios
proporcionales a 8 y 5, de manera que el costo sea un cuadrado,
que sumado al namero 60, reproduzca el cuadrado de la suma de
las dos cantidades. Si éstas son x e y, el problema se reduce a
resolver el sistema, con nuestros simbolos:

8x+5y=2z%; z°+60=(x+y)>

Diofanto comienza por tomar como incégnita auxiliar u = x + y
que lo lleva al sistema u? -60 = 3x + 5u = 8u - 3y y, por tanto, a las
desigualdades 8u > u? - 60 > 5u. Considerando las resolventes de las



ecuaciones cuadraticas correspondientes (transformando las
desigualdades en igualdades), que en ambos casos no tienen sino
una sola raiz positiva, encuentra que u esta entre 11 y 12. Como u?-
60 debe ser un cuadrado Diofanto, para reducir la ecuacién a lineal,
introduce una nueva incégnita v tal que u? - 60 = (u - v)?y
utilizando los valores extremos de u llega a un nuevo par de
inecuaciones en v : 22v < 60 + v? < 24v. En este caso, las ecuaciones
correspondientes tienen ambas dos raices positivas, pero por el
resultado se advierte que Diofanto no considera sino la mayor.
Llega asi a la desigualdad 19 <v < 21. Tomav = 20, de ahi u = 23/, y
deahix =59, ; y=7/, ; z=1,

También en el caso de sistemas de grado superior al primero la
solucién depende de la adecuada elecciéon de variables auxiliares.
Por ejemplo, en el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas
que nosotros escribiriamos;

x(y+x)=a;y(z+x)=b;z(x+y)=c
toma como nuevas incognitas: xz = u; yz = v, pasando al sistema
linealu +v=c; u-v=a-b;deahilos valores de u y vy con ellos los
de x%;y?%;z°.

d) Sistemas indeterminados.

Es en estos sistemas donde Diofanto pone de relieve su
habilidad "algebraica". Es claro que los problemas indeterminados
de primer grado no tienen para nosotros mayor interés, pues
siendo los coeficientes racionales existe una infinidad de soluciones
racionales. En estos casos Diofanto adopta una sola de ellas como
solucién o determina la que corresponde a un valor prefijado de
una de las incégnitas. Pero en los sistemas de grado superior esto
no puede hacerse, y es necesario acudir a recursos especiales.

En algin caso Diofanto habla de "expresion general”, por
ejemplo cuando enuncia las reglas para encontrar dos nimeros
tales que su producto mas (o menos) su suma es un valor dado,
regla que equivale a escribirxy + (x+y )=aenlaforma (x+1)(y
+1 ) =a + 1, de ahi que conocido uno de los nimeros se obtiene el
otro.

En general, Diofanto resuelve estos problemas mediante
adecuadas elecciones de variables auxiliares. Asi, si la ecuacién es
x? + y? = a® hace y = xz - a y la ecuacién se torna lineal en x ;
igualmente la ecuacion x? + y* = a® + b? se hace lineal en z mediante



las sustituciones x = zu - ma; y = zv - b; o la ecuacién x? - y? = a se
hace linealeny conx=y + z.

En otros casos la solucién es mas rebuscada, pero no por eso
menos ingeniosa. Sea, por ejemplo, determinar cuatro nimeros
tales que sumando a cada uno de ellos el cuadrado de su suma se
obtenga en todos los casos un cuadrado. Para resolverlo, Diofanto
acude a una propiedad de los tridngulos rectangulos: el cuadrado
de la hipotenusa mas cuatro veces el area es un cuadrado (de la
suma de los catetos), de ahi que el problema se reduzca ante todo a
buscar cuatro triangulos rectangulos de igual hipotenusa, que logra
partiendo de dos triangulos rectangulos cualesquiera de catetos b,
¢; b', ¢’ e hipotenusas respectivamente, a, a’ utilizando factores de
proporcionalidad y las identidades entre sumas de dos cuadrados.
En efecto, los tridngulos de catetos ba’, ca’; b'a, c'a; bb' + cc’, bc' - b'c,
bb'" - cc’, bc' + b'c respectivamente, tienen todos la misma
hipotenusa aa’ De esta manera se obtienen cuatro ntimeros (los
cuadruplos del area) que, sumados al mismo cuadrado, se obtienen
cuadrados. Para que ese cuadrado comun sea a su vez suma de esos
numeros bastara encontrar un factor de proporcionalidad que haga
cumplir esa condicion.

El sexto libro de Aritmética, con excepcion del ultimo problema
que es de "los vinos”, esta dedicado integramente a problemas de
triangulos rectangulos de lados racionales, de manera que se trata
siempre de un sistema de ecuaciones una de las cuales es la
pitagdrica. La solucién depende en cada caso del problema. Veamos
un par de ejemplos; Determinar un tridngulo tal que el &rea mas un
cateto sea un cuadrado y el perimetro, un cubo. En este problema,
como en otros, no hay respeto alguno por la homogeneidad
caracteristica que seflalamos también en algin problema de los
babilonios. Diofanto parte de la solucion general de la ecuacion
pitagorica atribuida a los pitagoéricos que por comodidad afecta por
un factor de proporcionalidad, con lo cual llega a las condiciones
que un cierto ndmero u debe ser, tal que 2u + 1 debe ser un
cuadrado y su doble un cubo, lo que exige que Zu + 1 debe ser el
cuadruplo de una sexta potencia. Toma como base de esta potencia
la unidad que da para u el valor 3/, y de ahi obtiene para los lados
del tridngulo 8/; 3 y 17/, cuya area 12/, mas el cateto 8/, es cuadrado
de 2 y cuyo perimetro 8 es un cubo.



Otro problema, también de reminiscencias babilénicas, pide
determinar un tridngulo rectangulo tal que el drea mas un cateto
sea una constante dada, que Diofanto toma igual a 7. Si la
indicamos con q, el sistema a resolver es 1/,xy + ¥,= a; x* + y* = z% El
proceso que sigue Diofanto puede resumirse asi: si se considera un
tridngulo semejante al buscado de factor de proporcionalidad h, la
primera ecuacién se convierte en una ecuacién de segundo grado
en h que exige para que sus raices sean racionales que la expresion
1,axy + 1/,x* sea un cuadrado perfecto; como lo debe ser, por la
segunda ecuacidén x? + y? sea asi un sistema de "doble ecuacién" que
se le presenta también en otros problemas. Si y = kx el sistema es
,ak + 1/, = u?; 1+ k? = v2 Restando la diferencia de cuadrados es
igual a un producto, de ahi facilmente la solucion particular u = % a
(7/,)y k=(a?-1):2%(2y,) de ahi que el tridngulo es semejante a
uno de los lados 7, 24 y 25. De acuerdo con la primera ecuacién el
factor de proporcionalidad es 1/, y el tridngulo buscado es de
catetos 7/, y 6 y de hipotenusa 25/, Habria que decir que ésta es una
solucidn, pues el andlisis del problema revela una segunda solucién
racional; x = 24/, ; y = 25/, ; Z = 337, pero es claro que Diofanto no
buscaba sino la solucién que habia pensado de antemano al
proponer el problema.



LA EPOCA MEDIEVAL

La temprana Edad Media

En el capitulo anterior resefiamos el desarrollo de la matematica
griega, o elaborada por griegos, durante el periodo grecorromano,
periodo en el cual la matematica en ese sentido no tuvo cabida en el
mundo romano.

En las enciclopedias a las que eran afectos los poligrafos
romanos, no figuraban sino las nociones matematicas destinadas a
las aplicaciones, ya fueran los conocimientos aritméticos utiles
para satisfacer las necesidades de la vida diaria, las exigencias de
las transacciones comerciales o, a lo sumo, alguna cuestion
tribunalicia; ya fueran los conocimientos geométricos que requeria
la agrimensura y la agricultura.

Es conocido por las contadas ocasiones en que aun se utiliza, el

sistema de numeracion de los romanos, de base 10 y no posicional
y en el cual en la numeracién hablada el 20 ocupa un lugar especial,
mientras que en la numeracion escrita se intercalan las unidades
intermedias 5, 50, 500. Una caracteristica del sistema es el
procedimiento sustractivo para abreviar la escritura de ciertos
numeros:
IX =9, XL =40 (el IV = 4 parece ser algo posterior), aunque no es
original, pues se han encontrado ejemplos entre los babilonios. Los
romanos utilizaron fracciones de numerador unitario y
denominadores 12 o multiplos de 12, en conexién con el sistema de
medidas y de monedas.

Para operar, utilizaban ya el calculo digital, ya prontuarios o
tablas de cuentas hechas o el dbaco, instrumento del cual se poseen
ejemplares que permitian calcular con numeros grandes y
fracciones.

En cuanto a los conocimientos geométricos que aparecen en
algunas enciclopedias de los romanos se limitan a unas cuantas
reglas empiricas. (1)

Cierta reaccion en favor de los antiguos textos griegos se
advierte en los escritores latinos después de la caida del Imperio de
Occidente. Asi en Marciano Capella, de mediados del siglo V, autor



de una obra en prosa y en verso: De las nupcias de Filologia y
Mercurio y de las siete artes liberales, en nueve libros, precursora de
las enciclopedias medievales en la que se ocupa de esas artes, es
decir, el trivium: gramatica, dialéctica y retorica, y el quadrivium:
geometria, aritmética, astronomia y musica. En este escrito que,
como otros de esta época, gozaron de estima y difusidon durante la
Edad Media, la geometria se reduce a las definiciones de los
Elementos con el enunciado de su primer problema, y la aritmética
a unas cuantas nociones de caracter neopitagorico.

Algo posteriores a Capella, y de comienzos y mediados del siglo
VI, son contemporaneos Boecio y Casiodoro. Severino Boecio, mas
conocido como filésofo, dedic6 parte de su produccion a la
traduccion, recopilacion o composicién de manuales relacionados
con el quadrivium (ya aludimos a su compilacién de la Aritmética
de Nicémaco), obras que sirvieron para mantener vivas ciertas
nociones del saber antiguo durante los tiempos medievales, por la
difusién que alcanzaron esos escritos.

También se ocup6 de las artes liberales Casiodoro en un escrito,
muy citado en la Edad Media, donde aparece una exposicion del
saber pagano necesario para la comprension de la Biblia; aunque el
mérito mayor de Casiodoro fue el de haber sido el iniciador de la
costumbre de incitar a los monjes de su convento al estudio,
imponiéndoles la obligacion de copiar antiguos textos, costumbre
que, al mantenerse en los tiempos posteriores, permitié conservar
buena parte de la literatura antigua.

Ya mencionamos el Cddigo arceriano de estos tiempos, con su
interesante aporte aritmético, aunque a su lado figura un error
grosero, que aparece también en escritos ulteriores, proveniente de
confundir el area de un poligono con el numero poligonal
correspondiente.

Otro autor enciclopédico, cuya obra Etimologias sirvié de
modelo de las futuras enciclopedias medievales San Isidoro, obispo
de Sevilla desde 601, en la que considera todas las disciplinas de su
época, desde astronomia a medicina con definiciones y
clasificaciones.

El préximo nombre ya no pertenece a la cuenca del
Mediterraneo, es el del benedictino inglés Beda el Venerable, que en
su obra enciclopédica De natura rerum mejora los conocimientos



de Isidoro con las aportaciones de Plinio, que Isidoro no conoce. En
especial, cabe mencionar a Beda por un escrito sobre el calculo
digital, aunque mas importante ha sido su influencia que, a la larga,
ejercio sobre Alcuino de York, uno de los maestros a los que acudi6
Carlomagno para mejorar el nivel cultural de su administracion y
de su clero. Aunque la labor mas importante y valiosa de Beda fue
el esfuerzo educativo, se le deben varios escritos, entre ellos una
coleccion de problemas aritméticos y geométricos, "para
desarrollar el ingenio de los jévenes". En esa coleccién figuran los
clasicos problemas de matematica recreativa: el de los 100 pajaros,
de los mdviles, de las canillas que llenan un tanque, etcétera;
ademas cuestiones de numeros, por ejemplo, habla acerca de los
numeros perfectos, y da féormulas aproximadas para las areas.
Entre esos problemas figura el de aquel testador romano que al
morir, cuando su esposa esta por dar a luz, disponiendo la distinta
manera en que debe repartirse la herencia segin el sexo del hijo a
nacer. Nace un par de mellizos de distinto sexo ;como ha de
repartirse la herencia?

El escaso valor cientifico de estos problemas muestra el bajo
nivel que habia alcanzado la matematica en el "renacimiento
carolingio” que se habia iniciado con Alcuino. Sin embargo, con la
muerte de Carlomagno murié también aquel "renacimiento” y el
nivel matematico descendié aun mas, tal como lo revela una
correspondencia entre dos "matematicos" de comienzos del siglo
XI, en la que vanamente se trata de probar que la suma de los
angulos de un triangulo es igual a dos rectos, sugiriendo finalmente
una demostracion experimental recortando angulos de pergamino.

Pero ya asomaba un nuevo despertar favorecido por los vientos
que venian del Oriente. El aporte oriental a la matematica, durante
el primer milenio de nuestra era, proviene de tres centros
culturales distintos: chino, hindi y arabe, y distintos fueron
también su valor y su influencia.

Aunque actualmente se esta conociendo cada vez mas y mejor la
antigua ciencia china puede decirse que la matematica china es la
que ejercié menor influencia sobre la futura matematica occidental.
(2) En cambio, se deben a la matemadtica hindd aportaciones
originales importantes, asi como una notable influencia sobre la
ciencia arabe y, por intermedio de ésta, sobre la occidental.



Una caracteristica de la ciencia hindu es la dificultad que ofrece
la ubicacién de sus obras en el tiempo, en vista de la carencia de
una cronologia precisa, de la escasez de la documentacién y las
discrepancias que esos factores provocan en los historiadores. Ha
de agregarse que por el hecho de haber sido en la India siempre
muy vigorosa la tradicion oral, la escritura se adopté en forma
amplia en fecha tardia, digamos hacia el primer milenio a. C., de ahi
que soOlo desde esta época se tengan datos concretos acerca del
saber hindu.

Aunque la influencia de la matematica hindu se ejercera en
especial en los campos de la aritmética, del algebra y de la
trigonometria, sus primeras manifestaciones son de indole
geomeétrica, y han de verse en los rituales brahmanicos, donde
aparecen nociones destinadas a la ubicacion y forma de los altares
de los sacrificios. Pertenecen a una época comprendida entre los
siglos VIII y II a. C. y en ellos figuran reglas para la construccion de
los altares y en un complemento: el Sulvasutra, se dan las reglas
para la construccién de cuadrados y rectdngulos, relaciones entre
la diagonal y el lado de un cuadrado, y equivalencias entre el
rectangulo, el cuadrado y el circulo. (3)

Estas construcciones geométricas ya no figuran en las obras que
aparecen en el segundo periodo hindd de produccién matematica:
es el periodo astronomico, que transcurre entre los siglos IV y XII
de nuestra era. Las obras mas antiguas de este periodo son las
Siddhanta, obras de caracter astronémico, en las que se advierte la
influencia griega. Se conocen, por lo menos de nombre, cinco
Siddhanta, de las cuales se posee el texto de una y comentarios de
otra. La importancia matematica, ademas de su influencia en el
mundo islamico, estriba en el hecho de que en las Siddhanta
aparecen por primera vez las funciones circulares, por lo menos el
seno y el coseno (bajo la forma de seno verso), mediante una tabla
en la que se advierte la ventaja de medir los arcos no por sus
cuerdas, como lo hace Ptolomeo en su Almagesto, sino por la
semicuerda del arco doble (seno) y por la flecha del arco doble
(seno verso).

Un mayor desarrollo de estos conceptos aparece en algunos
matematicos posteriores, ya en el primero, en orden cronoldgico,
de los grandes matematicos: Aryabhata, nacido probablemente en



476 y en Varahamihira, del siglo VI, que en una de sus obras
resume una de las antiguas Siddhanta. Aryabhata es autor de un
tratado astrondmico-matematico en versos: Aryabhatiyam,
dividido en cuatro capitulos, de los cuales el mas importante, desde
el punto de vista matematico, es el segundo que comprende,
ademas de otras cuestiones, una tabla de senos y ejemplos de
analisis indeterminado de primer grado, tema este ultimo que
constituye su contribucién mas original. Mientras que en Diofanto
el objeto de su andlisis indeterminado de primer grado era hallar
soluciones racionales positivas, en los hindles ese analisis
adquiere el significado actual, pues se propone buscar soluciones
enteras de ecuaciones lineales de laformaax+ by =c,cona, b, c
numeros enteros.(4)

Un segundo matematico hindu de este periodo es Brahmagupta,
del siglo VII, cuyo tratado astrondémico Siddhanta dedica unos
capitulos a la matematica con algunas contribuciones nuevas: valor
aproximado de m, ecuaciones indeterminadas de segundo grado, y
en especial propiedades de los cuadrilateros inscriptibles, en la que
se advierte la influencia griega, pero que constituyen sin duda la
contribucidn mas interesante de Brahmagupta. (5)

Empero, el aporte oriental mas notable de estos primeros
tiempos medievales provino del mundo arabe del Islam,
movimiento que se inicia con la hégira de Mahoma de 622 y que ha
desempefiado un papel singular en el desarrollo de la ciencia de
este periodo.

Ese movimiento comprende un primer periodo de conquistas
bélicas y de expansion politica que culmina a mediados del siglo
VIII, cuando los arabes estan en posesion de una extension
territorial mayor que la del imperio romano en sus mejores
tiempos, que abarca desde Asia Central hasta los Pirineos a través
de Africa del Norte y gran parte de Asia occidental.

A partir del siglo VIII la fisonomia del Islam cambia. Por un lado,
el levantamiento del sitio de Constantinopla, la batalla de Poitiers,
que frena la expansion arabe en Europa, y la batalla de Talas que no
obstante ser una victoria para los arabes, éstos no prosiguen su
avance, detienen las conquistas bélicas; por el otro, la creacién del
califato de Cordoba y la division del califato oriental en los de
Bagdad y del Cairo, acentian las disensiones politicas y religiosas



internas. A estas circunstancias, en cierto modo extrinsecas, se
agregan factores intrinsecos:

a) el hecho de que el islamismo puso a los arabes en contacto
con pueblos y regiones que habian sido centros de antiguas
culturas, como Mesopotamia, o que lo eran en la época de la
conquista arabe, como Persia, Siria, India, o que conservaban restos
de la cultura helénica o romana, como Espafia, Cirenaica, Egipto;

b) la tolerancia que en general los conquistadores mostraron
hacia los habitantes de las regiones sometidas, en especial hacia
aquellos que tenian "libros": cristianos, judios, persas;

c) la atmosfera de libre discusion y libertad de opinion que
habia nacido con las polémicas religiosas y teoldgicas surgidas en el
seno del Islam, que indirectamente venian a favorecer el
intercambio y desarrollo cientifico; y

d) la existencia de cortes drabes que, a la manera de las persas,
protegian y fomentaban el arte y las ciencias.

Se comprendera asi como a fines del siglo VIII el mundo arabe
esta en posesion de todos los elementos necesarios para un
desarrollo cientifico que proseguira durante varios siglos y que,
desde el punto de vista de la matemadtica, resefiaremos a
continuacidn.

La primera manifestacion de la actividad cientifica de los arabes
se pone de relieve en las traducciones al arabe de obras hindues y
griegas. La traduccion de obras griegas habia sido precedida por las
versiones al sirfaco, realizadas en Siria y Mesopotamia. Entre los
escritores sirios cabe mencionar al obispo Severo Seboth, de fines
del siglo VII, que tradujo las Analiticas de Aristoteles y escribid
sobre temas astron6micos, siendo el primer escritor que, fuera de
la India, menciona las cifras hindues. Este hecho nos lleva a hablar
de esas cifras y por tanto del sistema de numeraciéon decimal y
posicional actualmente en uso en Occidente.

Su historia es bastante complicada y aiin no muy clara, aunque
el origen hindu parece indudable. Esa fantasia exuberante que
revelan las construcciones y relieves hindies y que en los
problemas aritméticos se pone de manifiesto en la presencia de
grandes numeros, pudo ser una causa, consciente o no, que condujo
a buscar un sistema de numeracién que hiciera factible su
manipulacién. Siguiendo a Van der Waerden, su historia puede



resumirse asi: Hacia la época del rey Asoka (siglo III a. C.) estaba en
uso un sistema llamado Brahmi, no posicional y por tanto sin el
cero, con nueve signos, que mostraban cierta semejanza con las
futuras "cifras arabigas”, junto con signos especiales para las
decenas, centenas y millares. Mientras el nombre de estas cifras se
mantiene en el lenguaje escrito sus simbolos se modifican en la
escritura numérica, y en las mas antiguas tablas de senos (s. VI) y
en las inscripciones epigraficas ya aparece el sistema posicional
decimal con el cero. Hay que agregar que al principio este sistema
fue adoptado dentro del tono poético de la matematica hindu,
utilizando palabras en lugar de signos, y escribiendo el nlimero en
orden inverso del actual. La posible influencia aportada por el
conocimiento del sistema sexagesimal de los astronomos griegos,
que ya habian introducido el cero y escribiendo los nimeros de
mayor a menor, facilit6 probablemente esta modificaciéon también
en el sistema hindd, y hacia el 500 el sistema es el actual.

El sistema hindd penetré en Occidente por caminos distintos y
en diferentes épocas, con el cero y sin el cero, pero serda por
intermedio de los drabes que se conocera en Occidente en la forma
actual, de ahi el nombre de cifras arabigas que se ha dado a los
signos hindues.

Es probable que los drabes se pusieran en contacto con estas
cifras en el siglo VIII cuando tradujeron las Siddhanta, que figuran
entre las primeras obras vinculadas con la matematica que se
tradujeron al arabe. Cabe advertir que antes de Mahoma los arabes
no tenian cifras. Mas tarde, adoptaron los sistemas de numeracion
de algunos de los pueblos conquistados, mientras gradualmente
fundaban un sistema propio a la manera griega y hebrea fundado
sobre el uso de las letras del alfabeto.

Este sistema, a su vez, fue reemplazado por el de las cifras
hindudes, que mostraron su superioridad, tanto en las transacciones
comerciales cuanto en las operaciones aritméticas. S6lo en obras
astrondmicas, en especial en las traducidas del griego, se continu6
usando el sistema alfabético, al traducir también los niimeros en
griego, hecho caso en el cual la desventaja del sistema alfabético no
era muy pronunciada.

A partir del siglo IX comienzan a aparecer las traducciones al
arabe de las obras griegas y poco después con comentarios. Las



primeras versiones arabes de obras matematicas griegas fueron las
de Al-Haggag, que vivio en Bagdad entre 786 y 813, a quien se debe
la traduccién de los primeros seis libros de los Elementos y una re
traduccion del Almagesto del siriaco. Las traducciones de los
Elementos por Al-Haggag, pues hizo dos, fueron comentadas en
forma interesante por Al-Nayrizi (el Anaritius de los latinos), que
murio en 922.

Mas importante, aunque menos difundida, fue la versién de los
Elementos de Ishaq b. Hunayn (muerto en 910/11), miembro de
una importante escuela de traductores que floreci6 en el siglo IX y
de la cual el jefe fue su padre Hunayn b. Ishaq (el Johannitius de los
latinos), a su vez prolifico escritor y traductor del griego y del
siriaco. Ishaq b. Hunayn tradujo ademas escritos de Arquimedes,
Menelao, Ptolomeo, Hipsicles y Autolico.

Su version de los Elementos fue a su vez revisada por Tabit b.
Qurra (827-901), que ademas de ser uno de los grandes
traductores, fue también un investigador original. Se le deben
traducciones de Apolonio, Arquimedes, Eutocio, Teodosio y otros.
Es importante su version de los libros quinto a séptimo de Cénicas
de Apolonio, pues s6lo por medio de esa versidn se conocen esos
libros. Los cuatro primeros habian sido traducidos por Hilal Al-
Himsi (muerto en 883) y la traducciéon de los siete libros fue
revisada por Abu-al-Fath de fines del siglo X.

Cabe agregar que tanto lohannitius como Tabit b.Qurra estaban
al servicio de una de esas familias que, a la par de los califas,
protegian a la ciencia y a los sabios: la familia de los tres hermanos
Banu Musa, dos de los cuales se dedicaron a la matematica y el
tercero a la mecanica.

Otro traductor de este periodo es Qusta b. Luga (muerto hacia
912), que tradujo a Diofanto, Teodosio, Autolico y Herdn, de éste la
Mecdnica. Al siglo X pertenecen Abu Uthman, a quien se debe la
traduccion del libro décimo de los Elementos y de los comentarios
de Pappus a este libro, comentarios éstos de los cuales se posee
esta version arabe; y Abu Al-Waffa, astrbnomo matematico a
quien, ademas de traducciones, se deben comentarios de Euclides,
Diofanto y Ptolomeo.



Con sus traducciones los arabes entraron en posesion de una
gran parte de la matematica griega e hindd, que a comienzos del
siglo IX comenz6 a dar sus frutos.

La primera figura cronologicamente, pero muy importante, de la
matemadtica arabe es el geoégrafo, astrénomo y matematico
Al-Khuwarizmi, de cuya vida poco se sabe, si se exceptia que fue
bibliotecario del califa Al-Mamun, que reiné entre 813 a 833. En su
obra matematica hay influencias griegas e hindues y tanto en el
sentido de Euclides como en el de Diofanto habiéndose advertido
ultimamente también influencias de la matematica de los
babilonios. A su vez, la obra de Al-Khuwarizmi ha ejercido una
notable influencia no sélo en la ciencia del Islam, sino también y
muy importante, en la ciencia cristiana occidental.

Se le debe una Aritmética, que no se ha conservado en su texto
arabe pero si en su version latina Algoritmi de niimero indorum
reelaborada como Liber algorismi de prdctica arithmetica por Juan
de Sevilla en el siglo XII. También es probable que sea de Al-
Khuwarizmi un escrito en cinco libros sobre cuestiones de
aritmética y de matematica aplicada a la astronomia, cuya version
latina es Liber ysagogarum Alchorismi in artem astronomicam a
mogistro A. (;Adelardo de Bath?) compositus.

En todos estos titulos aparece traducido y deformado el nombre
del autor; deformacién de la que mas tarde surgidé el término
"algoritmo"” con la acepcidn técnica actual. La Aritmética de Al-
Khuwarizmi, contribuyé a la difusién en el mundo arabe de las
cifras hinddes y del uso del cero; como en textos posteriores
contiene las reglas de las cuatro operaciones con enteros y
fracciones y una serie de problemas resueltos con la regla de falsa
posicion.

Pero, sin duda, el libro mas importante de Al-Khuwarizmi, y que
ha dado el nombre a una rama de la matematica es Hisab al-jabr
wa-al-muqabala de traduccién no facil, pero cuyo término al-jabar
dio luego nacimiento a nuestro vocablo dlgebra.

Para comprender el significado de los términos que aparecen en
el titulo de esa obra hay que tener presente que los &rabes
operaron siempre con ecuaciones de coeficientes enteros y
positivos de manera que, después de planteada la ecuaciéon de
acuerdo con los datos del problema, la primera transformacién era



"restablecer o restaurar el orden" llamamos: pasaje de un miembro
a otro mediante la operacién que actualmente corresponderia al al-
jabar arabe (en castellano antiguo, por ejemplo, en el Quijote se
llama "algebrista" a quien recompone los huesos descoyuntados).
También aquella  restauracion  significa  suprimir los
denominadores en el caso de aparecer coeficientes fraccionarios.
Pero aun la ecuacion puede necesitar otras operaciones:
eliminacién de factores comunes en los coeficientes (operacién que
llamaban al-hatt o eliminacién en ambos miembros de términos
iguales, nuestra reduccidon de términos semejantes), que seria la
wa-al-muqabala.

La exigencia de los coeficientes positivos aumenta el nimero de
casos de ecuaciones de segundo grado. Asi Al-Khuwarizmi
considera seis casos posibles de ecuaciones cuadraticas completas
o incompletas, apareciendo como ejemplos de las ecuaciones
completas

x> +10x =39; x> +21=10x; x> =3x+4

ejemplos que aparecerdn durante siglos en la literatura algebraica
posterior. A la resolucién algebraica, segin la regla actual Al-
Khuwarizmi agrega comprobaciones geométricas.(6) El libro
contiene ademas una parte puramente geométrica bastante floja
(teorema de Pitdgoras en el caso particular del tridngulo isésceles,
valores aproximados de 1 ya conocidos) y finalmente una coleccion
de problemas que, seglin el prefacio constituian el objeto del libro,
relativos en general a problemas de herencia, legados, particiones,
problemas de aritmética comercial y de geometria practica.
Etcétera.

El dlgebra de Al-Khuwarizmi es retdrica, designa a la incégnita
con la palabra "cosa", nombre que mas tarde pas6 a Occidente. Se
debe por ultimo a Al-Khuwarizmi una geometria y tablas
astronémicas, donde aparece por primera vez en arabe la funcion
seno. Esas tablas fueron publicadas y corregidas por Maslama
hispanoarabe muerto en 1007. Es posible que las restantes
funciones circulares que en ellas aparecen fueran introducidas por
Maslama.

Contemporaneo de Al-Khuwarizmi fue Tabit B. Qurra, ya citado
como traductor aunque fue también un investigador cuyos trabajos



se relacionan especialmente con la matematica de los griegos: se
ocupd del escrito de Arquimedes De los esferoides y de los conoides,
de los teoremas de Menelao que pasaron por esta via a la latinidad
con el nombre de "regula sex quantitatum”, aunque sin duda su
contribucién mas original es en teoria de ndmeros, pues se debe a
Tabit un método para hallar nimeros amigos, es decir, pares de
numeros cada uno de los cuales es suma de los divisores del otro;
método que hasta ahora es el dnico que se conoce para tal
determinacion.(7)

Algo posterior a los dos matematicos anteriores es Abu Kamil de
los siglos IX y X algebrista que perfeccioné la obra de Al-
Khuwarizmi y ejerci6 influencia en matematicos arabes y latinos,
en especial en Leonardo Pisano. Se le debe, ademas, de su Algebra:
un escrito sobre problemas de analisis indeterminado; un escrito
donde trata algebraicamente problemas geométricos de
inscripcion y circunscripcién de pentagonos y decagonos; y
finalmente se le atribuye una obra, que mas tarde habria sido
vertida al hebreo por el judio espafiol Aben Ezra del siglo XII y
luego al latin como Sobre los aumentos y disminuciones que trata del
procedimiento de falsa posiciéon para resolver las ecuaciones
lineales con una incégnita mediante uno o dos ensayos. De ahi los
nombres de regula falsi o de regula duorum falsorum con que las
designaron los escritores latinos, reglas que no son sino la solucion
de la ecuacion lineal por el método de interpolacion lineal, exacto
en este caso. (8)

En el Islam los astronomos contribuyeron en gran medida al
progreso de la matematica. En cierto sentido puede decirse que
entre los arabes no hay matematicos puros, ante todo son
astrénomos. Ya desde la época de la expansiéon arabe las
prescripciones religiosas plantearon una serie de cuestiones
astronomicas: problemas de orientacién y de determinacién de
fechas y de horas que exigieron la instalacién de observatorios y el
perfeccionamiento de tablas e instrumentos, asi como el estudio e
investigacion de las cuestiones astrondmicas y matematicas
conexas.

Entre los astronomos arabes que influyeron en el progreso de la
matematica citemos a Al-Mahani muerto hacia 874, que ademas de
traducir obras de Euclides y de Arquimedes, fue el primero en



poner en ecuacion (de tercer grado) el problema arquimediano de
dividir una esfera en dos segmentos de razén dada.

Pero la contribucién mas importante de los astronomos fue la
introduccién y ampliacion de las funciones circulares, asi como el
perfeccionamiento de sus tablas; entre los astrénomos que se
ocuparon del tema cabe recordar a Habash contemporaneo del
anterior, Al-Baltani, el Albategnius de los latinos, de los siglos [X y X
y Abu-al-Wafa del siglo X. Es a estos astrénomos a quienes se debe
la ampliacién de las funciones circulares a las seis actualmente en
uso y el conocimiento de sus primeras relaciones.

Nuestra palabra seno, del latin sinus, proviene de una curiosa
traduccidn: los hinddes designaban a ese segmento con la palabra
exacta "semicuerda” o abreviadamente "cuerda”, que en sanscrito,
en la forma de grupo de consonantes sin vocales, no tenian ningin
sentido para los 4rabes, quienes por razones fonéticas la
sustituyeron por la palabra que en su propio idioma significaba
seno (pecho) o en forma figurada golfo o ensenada. Las funciones
"tangente" y "cotangente" surgieron al tabularse las sombras
(umbra versa y umbra recta en latin), proyectadas por el sol en sus
distintas alturas, de wun gnomon horizontal o vertical,
respectivamente. En cuanto a la "secante" y "cosecante", medidas
de las distancias entre el extremo del gnomon y su sombra, fueron
llamadas transversales de la sombra.

En particular se debe a Al-Battani el teorema del coseno para los
tridngulos esféricos que no figuraba en el Almagesto; por su parte,
se debe a Abu Al-Wafa un perfeccionamiento del método de
Ptolomeo para la construccion de su tabla de cuerdas, ahora de
senos, llegando a dar sen 30° con 9 decimales exactos. (9) Se debe
ademas a Abu Al-Wafa un libro sobre construcciones geométricas
con una serie de problemas resueltos con una sola abertura de
compas, tipo de cuestiones que estaran de moda en Europa varios
siglos después.

Las contribuciones matematicas de los sabios arabes mas
renombrados: Al-Biruni, Avicena y Alhazen, pertenecen al siguiente
periodo medieval.



Notas complementarias

(1) La geometria de los romanos. En las enciclopedias romanas,
ademas de las reglas para la determinacion exacta del area del
cuadrado, del rectdngulo y del tridngulo rectdngulo se encuentra
una féormula aproximada para el area del tridngulo equilatero que
supone tomar para V3 el valor bastante aproximado 26/, ; otra para
los cuadrilateros no rectangulos, que no es sino la antigua férmula
egipcia que adopta como area el producto de las dos semisumas de
los lados opuestos; y una para el area del circulo tomando para T el
valor de Arquimedes 22/, Agreguemos que los agrimensores
romanos admitian como bastante exacta la determinacion del area
de una ciudad de forma irregular, sin mas que medir su perimetro.

(2) Lo matematica china. En verdad, la historia de China comienza
a fines del siglo III a. C.,, cuando se unifica y nace el imperio chino,
cuyo primer emperador ordena la "quema de los libros", con
excepcion de los de agricultura, de medicina y de adivinacidn.
Aunque tal destrucciéon no fue completa hace de todos modos muy
dificil la investigacion del saber chino anterior a esa época. Por lo
demas, China no estuvo totalmente aislada de otros pueblos
orientales y hasta de Occidente. El comercio de la seda con paises
occidentales es muy antiguo y las relaciones con la India, y mas
tarde con los arabes, fueron continuas: el budismo es introducido
por lo menos oficialmente, en China en el siglo I y las relaciones
econdmicas y politicas con los arabes datan del siglo VII.

Por otra parte, los mas antiguos documentos existentes revelan
que la matematica china no difiere esencialmente en lo que se
refiere al nivel de los conocimientos de la matemadtica de los
pueblos orientales: un sistema de numeracion aditivo mediante
rayas horizontales y verticales, proveniente de un antiguo calculo
con varillas de bambu; y el empleo del abaco, cuya mencién mas
antigua aparece en un tratado aritmético de fines del siglo II;
formulas empiricas y aproximadas para areas y volumenes de
figuras simples; y coleccion de problemas, algunos tipicos, y como



dato interesante la presencia, que parece de origen inmemorial de
cuadrados magicos.

A partir de los primeros siglos cristianos se tienen algunos datos
mas concretos: en el siglo III Liu Hui compone un escrito aritmético
con problemas, algunos de los cuales implican cierta nocion
algebraica; se le debe ademas un comentario al tratado clasico Las
reglas de cdlculo en nueve partes, compuesto segun es tradicional,
en el siglo II a. C, sobre la base de escritos mas antiguos.

Debemos llegar a fines de la alta Edad Media para encontrar el
nombre de un matematico chino, importante: Ch'in Chiu-Shao,
autor de las nueve secciones de matemdtica, que contiene 81
problemas de andlisis indeterminado y ecuaciones algebraicas de
grado superior. Dos caracteristicas algebraicas distinguen este
tratado: por un lado la notacién distinguiendo con el color rojo y
negro los coeficientes positivos y negativos respectivamente y el
cero con un circulito (otro matematico independiente de Ch'in, en
lugar de colores diferencié los coeficientes cruzando con una
diagonal los coeficientes negativos); y por el otro, el método
numérico de resolucion de ecuaciones que en esencia coincide con
el método hoy llamado de Ruffini-Horner.

También del siglo XIII es Yang Hui, quien en un Andlisis de las
reglas aritméticas hace conocer, por primera vez en la literatura
matematica, la expresion de la suma de los primeros n nimeros
que los pitagéricos llamaron triangulares, es decir, con nuestros
simbolos:

nn+1)(n+2)
6

1
1+3+6+---+§n(n+1)=

mientras que del siglo siguiente es Chu Shih-Chieh, considerado
uno de los grandes matematicos chinos, en cuyo tratado El precioso
espejo de los cuatro elementos expone, como algo no original, un
diagrama numérico, que no es sino nuestro "triangulo aritmético",
hasta la novena linea. Agreguemos que mediante el tratado de Chu
Shih-Chieh se introdujo el algebra china en Japdn.

Para terminar con la matematica en China, recordemos que en el
siglo XVI los misioneros jesuitas introducen la matematica
occidental en Extremo Oriente.



(3) Las construcciones del Sulvasutra. Ademdas de algunas
aplicaciones del teorema de Pitagoras para transformar un
rectangulo en un cuadrado equivalente, aparece en el Sulvasutra
una expresion racional de la diagonal del cuadrado en funcién del
lado que equivale a la igualdad aproximada que proporciona un
valor exacto hasta la quinta decimal.

1 1 1
ﬁ:1+§+3-4_3-4-34

Se utiliza luego este valor para resolver aproximadamente el
problema inverso de la cuadratura del circulo: obtener el didmetro
de un circulo equivalente a un cuadrado dado. La soluciéon hindu
consiste en tomar como diametro el lado del cuadrado mas el tercio
de la diferencia entre la diagonal y el lado, soluciéon que daria para
1 el valor poco aproximado de 3,0888. Mas aproximado es el valor
3 1, que aparece en otro problema (valor que por lo demas era
conocido por los babilonios), al tomar como didmetro del circulo
los 4/, de la diagonal del cuadrado equivalente. Menos aproximadas
aun son las reglas que dan, para el lado del cuadrado, fracciones
como 7/ 0 13/,, del didmetro del circulo equivalente.

(4) Las contribuciones de Aryabhata. En cuanto al analisis
indeterminado de Aryabhata, he aqui la reconstruccién, de acuerdo
con un comentarista hindd, del proceso seguido para resolver el
sistema de dos ecuaciones lineales con tres incognitas: 8x -29y = 4 ;
17x -45z = 7 con numeros enteros. El método que llamaban de
"pulverizacién”, no es sino nuestro método de cambios de variable,
a fin de lograr ecuaciones con coeficientes cdmodos como para que
una primera solucién "salte a la vista"; tal es el camino que revelan
las operaciones que se van efectuando. Mediante ese proceso se
llega a una primera solucién (minima) x = 15, y = 4 para la primera
ecuacion y x = 11, y = 4 para la segunda. De acuerdo con nuestro
simbolismo, esas soluciones sefialan como solucién, general de
cada ecuacidn, tomada aisladamente, para la variable comin x: x =
15 + 29u ; x = 11 + 45v de donde por igualacion resulta una nueva
ecuacion lineal 45v - 29u = 4 que, vuelta a "pulverizar”, da como



nueva solucion minima u = 34; v = 22 y de ahi en definitiva la
soluciéon minima del sistema: x = 1001 ; y = 276 ; z = 378, que
aparece en el comentario citado.

Respecto de la construccion de la tabla de senos. Aryabhata
adopta para 1 el valor 3 177/, (= 3,1416), conocido por Ptolomeo,
y como unidad de longitud el minuto de arco, de manera que
resulta para su circunferencia un radio de 3438 unidades (el
numero de minutos de la vuelta dividido por m). Divide ahora el
cuadrante en 24 arcos. Cada uno de los cuales sera entonces de 225
unidades y supone que este arco minimo es igual a su seno,
suposicion que implica un error menor que una unidad. Partiendo
del seno de este arco minimo, que llamaremos g, los siguientes se
calculan por recurrencia mediante una férmula aproximada que

mediante nuestros simbolos seria
sen na
sen(n+ 1)a = 2senna —sen(n—1)a — ————
rsena

siendo r el radio, expresion que presupone 1 - cos a = 1/,;, expresion
exacta hasta la cuarta decimal, hecho que explica que redondeando
las unidades y utilizando los valores conocidos de senos de arcos
notables, Aryabhata llegue a encontrar para el sen 90° un valor
igual al radio.

(5) Las contribuciones de Brahmagupta. Una contribucion
geométrica de la matematica hindi es la generalizacién de la
llamada "férmula de Her6n", aplicable a los cuadrilateros
inscriptibles, que aparece en los escritos de Brahmagupta y que
expresada con nuestros simbolos de como area S de un
cuadrilatero inscriptible de lados a, b, ¢, d y semiperimetro

pis=J@-a)p-b)p-c)p—d)

Brahmagupta reconoce ademds que esa formula puede aplicarse a
los triangulos anulando uno de los lados del cuadrilatero. Aunque
el texto no es muy claro, parece que Brahmagupta no ignoraba que
esta formula era aplicable sélo a los cuadrilateros inscriptibles;
Baskhara cinco siglos después no advierte esta limitacion.

También revela Brahmagupta el conocimiento de las
expresiones que permiten obtener las diagonales de un



cuadrilatero inscriptibles conociendo los lados y que hoy
escribirfamos si esas diagonales sonxe y :

_ (ac +bd)(ad + bc)

_ (ac+bd)(ab +cd)
ab + cd P Y=

2
x ad + bc

2

Mas interesante, aunque menos original, es la construccion de
un cuadrilatero inscriptible de lados, diagonales y area
conmensurables y ademas de diagonales perpendiculares entre si.
Para ello acude a Diofanto, con el mismo ejemplo numérico, en el
problema que hemos mencionado (de los cuatro nuimeros, cada
uno de los cuales, sumado al cuadrado de su suma, dan cuadrados);
obtiene asi cuatro triangulos rectangulos de lados enteros,
semejantes dos a dos y con catetos iguales también dos a dos, que
al reunirlos haciendo coincidir el vértice del angulo recto y los
catetos iguales, configuran un cuadrilatero inscriptible en las
condiciones dadas. (Si se adoptaran los triangulos de lados 3, 4,5y
5, 12, 13, los lados del cuadrilatero serian 25, 52, 60, 39 las
diagonales perpendiculares entre si 63 y 56 y el area 1764.)

(6) Laecuacién de segundo grado en Al-Khuwarizmi. En su escrito
dice Al-Khuwarizmi: "Los nimeros que se presentan en el calculo
mediante la restauracién y la reduccién son de tres clases, a decir:
raices, cuadrados y nuimeros simples, que no se refieren ni a las
raices ni a los cuadrados... Un nimero que pertenece a una de esas
tres clases puede ser igual a uno de los numeros de las otras dos,
por ejemplo, cuadrados igual a raices; cuadrados igual a nameros,
raices igual a nimeros". Se hace asi referencia a los tres casos de
ecuaciones incompletas ax® = bx; ax? = ¢; bx = ¢ casos que se
reducen simplemente a la extracciéon de una raiz o a una ecuaciéon
de primer grado.

Pasa luego a los tres casos posibles de ecuaciones completas de
segundo grado de coeficientes positivos, agregando: "Encuentro
que esas tres especies de nimeros pueden combinarse entre si y
dar lugar a tres tipos compuestos que son: cuadrados y raices igual
a numeros; cuadrados y numeros igual a raices; cuadrados igual a
raices y nimeros", o lo que es lo mismo, distingue los tres casos de
ecuaciones



x2+px=q;x*+q=px; x*=px+gq

Para resolver el primer caso, ateniéndose al ejemplo numérico:
;Cudl es el cuadrado que sumado a diez raices da el nimero 397?
Dice: “Debes tomar la mitad del nimero de las raices, en este caso
5, y multiplicarlo por si mismo y obtienes 25 al que le sumas el
numero 39, con el resultado 64. Tomas la raiz cuadrada de este
numero que es 8 y le restas la mitad de las raices 5 y obtienes 3,
que es el valor buscado". Se advierte que la regla no es sino nuestra
resolvente expuesta en forma retérica. Cabe agregar que en un
segundo ejemplo de este caso, donde el coeficiente de los
cuadrados no es la unidad, sefiala que para aplicar la regla anterior
debe hacerse ese coeficiente la unidad, dividiendo por €l todo los
coeficientes.

El segundo caso es interesante, pues la ecuacion tiene dos raices
positivas. Con el ejemplo x? + 21 = 10 x, dice Al-Khuwarizmi: "Debes
tomar la mitad del nimero de las raices, en este caso 5,
multiplicarlo por si mismo, obtienes 25 al que debes restar los
numeros, en este caso 21, obteniendo 4. Extraes la raiz cuadrada
que es 2 y lo restas del namero de la mitad de las raices que era 5 y
obtienes 3 que es la solucién. Si deseas, puedes también sumar ese
valor 2 a la mitad de las raices que es 5 y obtienes 7, que también
es solucidn. Cuando un problema esta dado en esta forma, puedes
ensayar con la adicidn. Si no resulta, es indudable que resultara con
la sustraccién. Este es el tinico caso, en que hay que tomar la mitad
de las raices, y que puede ofrecer solucion por adicién o por
sustraccion. Ademas hay que observar que si en este caso el
cuadrado de la mitad de las raices es menor que los nimeros, no
hay solucion. Si es igual a esos numeros, la solucion es la mitad de
las raices sin aumentos o disminuciones”.

A c. El tercer caso de ecuaciéon completa no agrega ninguna
novedad. A continuacién da las comprobaciones geométricas de las
reglas aritméticas, pero so6lo de los casos “en los que es necesario
tomar la mitad de las raices”, es decir, de las ecuaciones completas.



Ve p*

If4 PX xe
Fig. 21
Y4 (o
G|

: Y2 DX \JX'?
T Sy N
A 5 D B

Fig. 22

Para el primer caso, de forma x? + px = 9 y en el ejemplo
x? + 10x = 39 da dos comprobaciones geométricas. En la primera,
supone un cuadrado de lado x y, por tanto, de valor x?a cada uno de
cuyos lados adosa un rectangulo de base x y altura % p( 5, ) el
dodecagono asi formado tendra por area

x> +4- Y px=x*+px =q (39);

de ahi que si a esa figura se le agregan los cuatro cuadrados de los
vértices de 4rea total 4+ (1/4p)? = 25 se obtiene un cuadrado de
area % p®+q(25 +39=64) y de lado su raiz(8) Como ese lado es x +
2(1/4p) = x+ % p(x + 5) y se obtiene finalmente el valor de



X = &pz -—q— %p expresion que justifica la regla aritmética y

que en este caso da la solucion x = 3. Cuyo cuadrado 9 mas 10 veces
su valor, 30 da el valor de los nimeros: 39.

La segunda comprobaciéon geométrica de este caso es mas
euclidiana. Ahora adosa a dos lados contiguos del cuadrado de lado
x rectangulos de base x y altura % p con lo cual el "gnomon" de
vértice G serd x? + 2( 1/2 px ) = x? + px = q. Al agregarle el cuadrado
delado % p, es decir, % pZ se obtiene un cuadrado de lado x + %
p, y de ahi x. Si a continuacién de uno de los rectangulos adosados
se agrega (punteado en la figura) ese mismo rectangulo se ve
claramente la reduccion del problema a una aplicacién de areas por
exceso; sobre el segmento p prolongado construir un rectangulo de
valor q tal que la figura, sobrante sea un cuadrado.

La comprobacién geométrica de los otros casos es algo mas
rebuscada, presentandose también problemas de aplicacién de
areas.

(7) Las contribuciones de Tabit b.Qurra. Podemos mencionar en
este sentido que es en los escritos de Tabit, donde aparece la
demostracion del teorema de Pitadgoras mediante desplazamientos
de tridngulos que citamos al referimos a los babilonios. Pero, sin
duda, es mas original la regla que ofrece para la determinacion de
numeros amigos. Esa regla, expuesta, con simbolos actuales es la
siguiente: Si paran > 1 los nimerosa =3-2""1—-1; b =3-2"—
1; ¢ =32%.22""1 _ 1 son primos los nimeros A = 22aby B=2"¢
son amigos. Basta comprobar que si S;, y Sp representan las sumas
de los divisores de A y B respectivamente se cumple S, + A = Sg +
B=A+Bdedonde S, =B y Sz =A.Paran=2se tienea=5; b=
11; c=71y, por tanto, A =4-5:11 = 220 ; B =4-71 = 284 que ofrecen la
pareja mas antigua de numeros amigos. Para n = 3, ¢ no es primo;
para n = 4 se obtiene como nueva pareja A = 17296, B = 18416.

(8) Los métodos de falsa posicion. El método de simple falsa
posiciéon se aplicaba a los problemas cuya ecuacion lineal se
escribiria con nuestra notacién en la forma ax = b obteniendo su
solucién partiendo de un valor arbitrario x; para la incégnita que



llevaria a un valor falso ax; = b; # b, pero que una simple regla de
tres x:x; = b: b; permite obtener el valor exacto x. Tomemos un
ejemplo de un texto arabe: ;cual es el numero cuyos 2/, es 57 Se
parte de un valor arbitrario para ese numero, en general comodo
para los calculos, en este caso 3, cuyos %/, es 2 diferente de 5, pero la
regla de tres x: 3 =5:2 daparax el valor exacto 7 %5 .

El caso de doble falsa posicién se aplicaba en cambio a las

ecuaciones de la forma

ax=b;ax+b=c;ax+bx=c; ax+bx+c=d.

Para resolver la ecuacién se parte de dos valores arbitrarios de la
incognita: x; A x, calculando los errores respectivos y; A y, como
las diferencias de los valores de ambos miembros de las ecuaciones
anteriores; operando con esos cuatro numeros de acuerdo con
esquemas empiricos diferentes segtn el sentido de los errores se
llega al valor exacto x = (x1y, — x3y1): (¥2 — y1)-

Por ejemplo: ;cual es el numero que, sumado a sus %, y
agregandole la unidad, el resultado es 107 El aritmético arabe parte
de los valores x; =9; x, =6 obteniendo y; =6; y, =1, y
aplicando la regla correspondiente a este caso (los errores de igual
signo) obtiene x =5 2/5 que es la solucioén.

(9) Latabla de Abu Al-Waffa. Simplemente para mostrar la pericia
de este astronomo, digamos que para la construccién de su tabla
procede a la manera de Ptolomeo, partiendo de los lados del
pentagono y tridngulo regulares para obtener sen 36° y sen 60°, de
donde por sucesivas bisecciones llega a sen 28° 7 1/2" y sen 33°
45", valores con los cuales obtiene el sen 22° 30" sen 22° 30",
angulo que es cuadruplo de la diferencia de los anteriores.
Mediante un engorroso juego de desigualdades llega a la igualdad
aproximada paro angulos pequefios

sen(a+b)=sena+,[sen(a+3b)-sen(a-3b)]

evidente sin mas que sustituir los senos por los arcos.

Con esa igualdad, y dando los valores a = 28° 7 1/2"; b = 1° 52
1/2" obtiene el seno de 30°, valor minimo de su tabla, mediante la
expresion



sen 30° =sen 28°71/," + 1/, (sen 33° 45" - sen 22° 30')

La alta Edad Media

Ya aludimos al caracter enciclopédico de los cientificos arabes,
de manera que en todos ellos, en medida mayor o menor, tiene
cabida la matemadtica. En tal sentido cabe mencionar las cuatro
grandes figuras de la ciencia arabe, que florecen entre los siglos X y
XI; Al-Razi (el Rhazes de los latinos), médico y alquimista a quien se
atribuyen escritos matematicos sin mayor relevancia; Ibn Sina (el
Avicena de los latinos), considerado el sabio mas famoso del Islam,
que se ocupd de alguna cuestion aritmética, como nuestra "regla
del 9" que enuncia "segin el método hindd" como "la expulsién de
los 9", con algunos ejemplos y consecuencias, dice asi: Todo
numero que, dividido por 9 da por resto 1, 4 6 7, su cubo, dividido
por 9, da siempre por resto 1; Al-Biruni (no tiene nombre
latinizado, pues no fue traducido) en cuya obra astronémica se
incluyen cuestiones matematicas: construccion de poliedros
regulares y tratamiento algebraico de los problemas de tercero y
cuarto grado, novedad que aparece con los arabes; (1) y el ultimo
de los "cuatro grandes". Ibn Al-Hayttham (el Alhazen de los
latinos), importante por su obra en el campo de la 6ptica a quien se
debe, entre otras cuestiones, la determinacién del volumen del
s6lido engendrado por la rotacion de un arco de parabola
alrededor de un diametro o de una de sus cuerdas perpendiculares,
a la manera griega, lo que lo llevé a utilizar la férmula de la suma de
las cuartas potencias de los nimeros naturales, que no figura en
ningun texto griego; ademas se conoce con el nombre de "problema
de Alhazen", una cuestion de éptica, (2) que lleva a una ecuacién de
cuarto grado que Alhazen resuelve geométricamente.

Entre los matematicos arabes de Oriente que florecen entre los
siglos X a XII cabe mencionar a Ibn Al-Husayn que se ocup6 del
problema de la duplicacién del cubo y de los "tripletes pitagéricos”,
por ejemplo, demuestra que el nimero mayor es siempre supuesto
primo con los otros dos (multiplo de 12) mas 1 o mas 5; aunque



mas importantes son las contribuciones de Al-Karhi y Omar
Khayyam. Al-Karhi es un algebrista en quien no se advierte la
influencia hindy, si se exceptua "la regla del 9", pues se funda en
Euclides y en especial en Diofanto, hecho que aparece también en
otros matematicos arabes y que se ha atribuido a rivalidades de
escuela.

Con Al-Karhi hace su aparicién en la matematica arabe el
analisis indeterminado a la manera de Diofanto, algo mejorado;
ademas se le debe la demostracion, al estilo pitagérico, de la suma
de los cubos. (3)

Con Omar Khayyam, el celebrado poeta de los Rubaiyat, puede
decirse que el algebra arabe llega a su culminacion. Como
algebrista se le debe una clasificacion completa de las ecuaciones
de primero, segundo y tercer grado, en la que especifica 25 casos
distintos, seguin el tipo de ecuaciéon completa o incompleta de
coeficientes positivos. Mientras resuelve aritméticamente las
ecuaciones de primero y de segundo grado, resuelve
geométricamente, por medio de interseccion de coénicas, las de
tercer grado, y es probable que él, o algin discipulo, haya
extendido el procedimiento a las ecuaciones de cuarto grado, por lo
menos en algin caso particular. Al referirse a los casos de las
cubicas no reducibles a cuadraticas dice: “... excepto uno de ellos (el
ejemplo dado por Al-Mahani) ninguno ha sido tratado por los
algebristas, mas yo los discutiré y los demostraré
geométricamente, no numéricamente”. Esta conexién de los
problemas de tercero y de cuarto grado, que los arabes no supieron
resolver aritméticamente con los problemas geométricos, es un
progreso importante de la matematica arabe. Asi como algunos
matematicos darabes "pusieron en ecuaciéon”’, mediante su
traduccion algebraica, ciertos problemas de indole geométrica,
otros como Omar, trataron el caso inverso: la traduccién y solucion
geométrica de ecuaciones algebraicas. (4)

El siglo XII ve el principio de la decadencia de la ciencia arabe
del Oriente, pero en cambio es el siglo en que esta ciencia alcanza
su apogeo en la Espafia musulmana. No abundaron en ella los
matematicos; entre los mas notables mencionemos al judio
Abraham Bar Hiyya, apodado Sarrasorda, traductor sistematico de
obras, en especial astronémicas, del arabe al hebreo, y de ahi uno



de los creadores del lenguaje cientifico hebreo. Se le debe una obra
original en hebreo traducida al latin por el autor en colaboracién
con Platon de Tivoli, con el titulo de Liber embadorum, tratado de
agrimensura y de geometria practicas; obra que ejercid influencia
tanto entre los hebreos como entre los cristianos. Su version latina
es una de las primeras obras que aporia la resolucion de la
ecuacion de segundo grado en este idioma. Otro matematico
importante hispanoarabe es el astronomo Jaber b. Aflah, el Geber
de los latinos, a veces confundido con el célebre Geber de los
alquimistas cuando no se utilizd la semejanza de su nombre con la
palabra "algebra" para atribuirle el invento y denominacién de esa
rama de la matematica. La contribuciéon de Geber a la matematica
corresponde al campo de la trigonometria esférica en la que
demostré una propiedad de los tridngulos rectangulos a veces
llamada "teorema de Geber". (5)

En este periodo, siglos XI a XIII la ciencia oriental, hindu y arabe,
deja de tener influencia directa o indirecta sobre el saber
occidental y, éste inicia un despertar que adquirira impulso en los
tiempos renacentistas para empalmar con los albores de la ciencia
moderna.

No obstante, tal declinacién de la influencia de la ciencia
oriental en Occidente, conviene para terminar con esa ciencia,
resumir en lineas generales esa influencia, asi como recordar
algunas de sus manifestaciones tardias que revelen interés.

El ultimo, cronoldgicamente de los matematicos hindues de
importancia es Baskhara del siglo XII, en cuya obra astron6mica
dedica dos capitulos: Lilavati (la hermosa o la noble ciencia) y Vija-
Ganita a la aritmética y al algebra. Es probablemente la obra mas
importante de la matemadtica hindd, en la que se advierten
influencias de la matematica griega, como de las arabe y china; por
lo demas, el autor reconoce haber utilizado obras de autores
anteriores, entre ellos de Brahmagupta.

Como contribuciones originales pueden mencionarse cuestiones
de analisis indeterminado de segundo grado;(6) algunas férmulas
aproximadas, por ejemplo para V2 da el valor 24/, (que se
obtendria restando los numeradores y denominadores de las
reducidas 41/, y 17/,, del desarrollo en fraccién continua de v2; y



unas lacénicas demostraciones de teoremas, como el de Pitdgoras y
de equivalencias, mediante figuras con ciertas descomposiciones y
recomposiciones, y como unica explicaciéon un imperativo: jMira!
Por ejemplo, descompone un circulo en doce sectores y un
rectangulo de base la semicircunferencia rectificada y altura el
radio en ocho triangulos rectangulos iguales, para "demostrar” la
equivalencia entre el circulo y el rectangulo.

Ya hablamos de las contribuciones originales de la matematica
hindu: la introduccién de las funciones circulares y el sistema de
numeracion. Podemos agregar que mas adelante aparece cierto
simbolismo precursor del algebra sincopada, asi como del uso del
cero como simbolo, vieron ademas los hinddes claramente la
diferencia entre nimeros positivos y negativos que interpretaban
como créditos y débitos que distinguian simbdélicamente, hecho que
les permitié unificar las ecuaciones de segundo grado en un solo
tipo, cualesquiera fueran los coeficientes y hasta de admitir las
soluciones negativas, aunque sin tomarlas en consideracion, pues,
como dice Baskhara, "la gente no aprueba las raices negativas".

Otro rasgo caracteriza el periodo histérico de la matematica,
que tiene por escenario la India de los siglos V a XII: es la época que
el historiador Smith calific6 de "época de la poesia", pues esa
ciencia se muestra revestida de un ropaje poético; todas las obras
se escribieron en verso, y en ellas se utilizé un lenguaje metaférico
que en especial se pone de relieve en el folklore matematico, donde
se eligieron con preferencia aquellos temas que mas se prestaban a
ser expresados en forma poética.

Veamos algunos ejemplos: "Hermosa nifia de ojos radiantes,
dime, si has comprendido el método de inversion: ;cual es el
numero que multiplicado por 3, agregandole 34 del producto,
dividiendo por 7 y disminuyendo en 1/, el cociente multiplicAndolo
por si mismo, disminuyéndolo de 52, extrayendo la raiz cuadrada,
sumandole 8 y dividiéndolo por 10, da el nimero a ?" El resultado
es 28, que se obtiene recorriendo todas las operaciones en orden
inverso: 2, 20, 12, 144, 196, 14, 21, 147, 84, 28.

He aqui un par de problemas hindies que exigen el
conocimiento del teorema de Pitdgoras. El primero que también
podria ser chino, es una variante del "problema de la cana": ;cudl es
la longitud de la rama mas alta de un arbol de bambu que el viento



ha quebrado, conociendo la altura del arbol y la distancia en el
suelo desde la cima hasta la raiz?

El segundo es mas hindu; dos ascetas, viven en la cima de una
montafia de altura conocida, cuya base estd a una distancia
conocida de la aldea proxima. Para ir a esa aldea uno de ellos
desciende y se dirige a ella caminando; el otro, que es mago,
prefiere volar; asciende una cierta altura, y luego se dirige
directamente, siempre en vuelo, a la aldea. ;Cudl debe ser esa
altura para que ambos ascetas recorran la misma distancia?

Veamos por ultimo un problema tipico que aparece en
Baskhara: “La raiz cuadrada de la mitad de un enjambre de abejas
se esconde en la espesura de un jardin. Una abeja hembra con un
macho quedan encerrados en una flor de loto, que los sedujo por su
dulce perfume. Los 8, del enjambre quedaron atrds. Dime el
numero de abejas". El problema exige la resolucion de una
ecuacion de segundo grado, que tiene dos raices positivas; pero de
las cuales: sdlo la entera 72 (la otra es 9,) satisface las poéticas
exigencias del problema.

En cuanto a la matematica arabe, tanto en Oriente como en
Occidente, continu6é progresando con ritmo decreciente, (7)
mientras declinaba su influencia en el mundo cristiano. Esa
influencia habia sido notable no tanto en el sentido de aportar
contribuciones originales pues en realidad la ciencia arabe bebi6 en
fuentes griegas, hindues quiza chinas y hasta en algin resto de la
antigua ciencia de los babilonios, sino por haber sido esa ciencia
arabe el conducto mediante el cual el antiguo saber griego
conservado y reelaborado se trasvasé a Occidente.

Sin duda, ese antiguo saber griego se habia conservado en el
mundo bizantino, pero en ese mundo aquel saber quedd como
fosilizado, petrificado; lo prueba el escaso aporte cientifico de los
bizantinos, aun a partir del afio 1000, época del llamado
"renacimiento bizantino"”, en el cual, desde el punto de vista
matematico, s6lo podemos mencionar a un Maximo Planude del
siglo XIII que es el primer griego que conoce las cifras "arabes" y a
un Manuel Manscopulo, de comienzos del siglo XIV, que introduce,
probablemente por primera vez en griego, las reglas para la
construccion de cuadrados magicos.



En cambio, el contacto entre drabes y cristianos, ya en forma
esporadica, ya en forma mas permanente produjo su fruto que, en
el campo matematico, significo una adquisicién mas completa del
saber griego con el agregado del saber hindu y arabe, lograda a
través de las traducciones al latin de los principales escritos de
autores griegos y arabes.

Los primeros signos de la influencia arabe en Occidente se han
visto en Gerberto de Aurillac, papa Silvestre II en 999, que hacia
970 residi6 en el condado de Barcelona y que, por las obras
matematicas que se le atribuyen, fue el primer cientifico que
divulgé en Occidente las cifras arabes sin el cero. En efecto,
Gerberto habria introducido en Occidente el "abaco" de los arabes,
diferente del abaco con bolillas, pues con él se opera con fichas que
llevaban grabadas las nueve cifras o letras equivalentes (la ficha del
cero no era necesaria), de una manera tal que condujo
naturalmente a nuestra manera habitual de operar (el "algoritmo"
de los medievales), cuando en lugar del instrumento y de las fichas
se comenzo a operar escribiendo las cifras en cuadros con arenillas,
de ahi el nombre de "cifras gubar" (de gubar = polvo, en arabe), que
se dio a las nueve cifras sin el cero. Pero la mayor influencia de la
matematica arabe se debid a los contactos mas directos: el
comercio mediterraneo, las contiendas bélicas y, en especial, las
Cruzadas y sobre todo la permanencia de arabes en tierras
cristianas: Sicilia y Espafia.

A mediados del siglo XII se inicia una era de traducciones, en
gran parte del arabe al latin, aunque también del hebreo al latin,
como del arabe al hebreo y mas adelante también directamente del
griego al latin.

De los traductores que estuvieron en Oriente citemos a
Adelardo de Bath, que tradujo del arabe los Elementos de Euclides y
escritos de Al-Khuwarizmi: las tablas astronémicas vy
probablemente la Aritmética.

En Sicilia, donde bajo el impulso de los reyes normandos, hubo
un intenso intercambio entre las culturas griega, arabe y latina,
también se realizaron traducciones del arabe al latin, y hasta del
griego al latin. En este ultimo caso, estdn Datos y la Optica de
Euclides, y el Almagesto de Ptolomeo, y no deja de ser interesante
destacar que esta traducciéon directa de la obra de Ptolomeo no



tuvo mayor difusiéon, pues fue desplazada por la traduccion
indirecta del arabe, que poco después realiz6 Gerardo de Cremona.

Pero el centro mas activo de traducciones fue Espafia. Entre los
traductores mas antiguos figura la pareja de mediados del siglo XII:
Domingo Gundisalvo y Juan de Sevilla, que traducian en
colaboracion: Juan, del arabe al castellano, y Gundisalvo del
castellano al latin. Entre sus traducciones figura una aritmética
donde ya se mencionan las cifras hindues con el cero, no se habla
del dbaco, y aparece el término "algoritmo".

Contemporaneo de los anteriores es Roberto de Chester que
residio en Espafia a mediados de siglo y a quien se debe la
importante traduccion latina del dlgebra de Al-Khuwarizmi.

Pero los mas fecundos traductores de obras cientificas fueron
Platon de Tivoli y Gerardo de Cremona. Ya mencionamos a Platon,
quien, entre otras obras, tradujo la Esférica de Teodosio, con
motivo de su colaboracién con Bar Hiyya. En cuanto a Gerardo de
Cremona que residié y muri6 en Toledo, y a quien se debe la
traduccion de mas de 80 obras, figurando entre los autores
matematicos que tradujo, los griegos Euclides, Arquimedes,
Apolonio, Autolico, Hipsicles, Teodosio, Gemino y Ptolomeo, y los
arabes Al-Khuwarizmi, Al-Nayrizi, Tabit b. Qurra, Abu Kamil, Jabir
b.Aflah y Al-Zarqali. De este ultimo, el Arzachel de los latinos,
conocido astrénomo y constructor de instrumentos del siglo XI
tradujo las Tablas toledanas, compilacion de las observaciones
realizadas por Al-Zarqali y sus colegas que mas tarde sirvieron de
base para la preparaciéon de las Tablas alfonsinas que ordend
compilar Alfonso el Sabio.

Entre las traducciones directamente del griego al latin citemos
la versiéon del escrito de Arquimedes De los cuerpos flotantes,
realizada por el dominico flamenco Guillermo de Moerbecke, del
siglo XIII version importante, pues es la que hizo conocer esa obra
al mundo cristiano que no entré en posesién de un manuscrito
original en griego hasta comienzos de este siglo.

La obra de los traductores puso a disposicion de los cientificos
occidentales gran parte del saber griego y del saber arabe,
circunstancia que, unida a la atmdsfera cultural de la época
escolastica, universidades, ... explica el renacimiento que en el siglo
XIII experimentara la matematica en Occidente.



Ese renacimiento inicia con una figura notable: Leonardo
Pisano, llamado Fibonacci (contraccién de la expresiéon "hijo de
Banaccio”, apellido del padre), sin duda el mas grande de los
matematicos medievales.

Con motivo de una misién oficial encomendada al padre,
Leonardo estuvo en Africa del Norte y recorrié mas tarde varios
paises musulmanes, donde se puso en contacto con los arabes y
adquiri6 su saber matematico. Al regresar a Pisa public6 en 1202 y
reedité en 1228 un Liber abaci o Libro de los dbacos que, no
obstante el titulo, combate el uso de los abacos, para mostrar en
cambio las ventajas del sistema decimal y de las cifras hindues
sobre el sistema romano y los nimeros romanos. En realidad no
fue Leonardo quien introdujo en la Europa cristiana las cifras
hindues, pero si fue quien divulg6é su uso mostrando sus ventajas
(por ejemplo, el nimero 4321 exige en numeros romanos diez
letras), aunque no por eso quedaron desterradas los antiguos
numeros romanos y el abaco que continuaron en uso en especial en
la vida comercial durante mucho tiempo, mientras en el campo mas
cientifico se entablaba una lucha entre abacistas y algoritmicos que
se prolongaria hasta comienzos del siglo XVI.

Ademas del Liber abaci se deben a Leonardo una Practica
geometriae de 1220, donde introduce en Occidente la resolucién de
problemas geométricos mediante el algebra, uno de estos
problemas, que muestra ademas su pericia de calculista aparece en
una Epistola al maestro Teodoro (un matematico del emperador no
mejor especificado); ademdas en Practica geometriae aparecen
procedimientos para medir alturas y depresiones con un
cuadrante. Pero los escritos mas originales de Fibonacci son: el de
titulo abreviado.. super solutionibus quaestionum .. Y Liber
quadratorum ambos de 1225, que tratan distintas cuestiones de
aritmética y de algebra entre las cuales tres problemas que a modo
de desafio le lanz6 Juan de Palermo de la corte de Federico Il y que
Leonardo resolvié. (8)

Algo posterior a Leonardo es Giovanni Campano de Novara, que
tradujo los Elementos de Euclides, incluyendo los llamados Libros
XIV y XV, para lo cual utilizé la versiéon de Adelardo, pero recurrié
también directamente a las fuentes arabes. Con esa traduccion, que
por lo demas constituy6 el primer texto impreso de los Elementos



(Venecia, 1482), Campano demostrd ser algo mas que un traductor.
Por ejemplo, se le debe el intento, sin duda el primero, de fundar la
aritmética de los nimeros naturales sobre un sistema de cuatro
axiomas postulados. Los tres primeros afirman que la sucesion de
los numeros naturales es limitada, mientras que el cuarto
establece la existencia de un minimo en todo grupo de numeros al
fijar "que un nimero no puede disminuir indefinidamente”. Utiliza
estos postulados en la determinacién del maximo comun divisor,
asi como en la demostraciéon de la inconmensurabilidad de un
segmento con los segmentos que lo dividen en media y extrema
razon. Agreguemos que en sus comentarios Campano sefiala el
caracter especial del angulo formado por dos circunferencias
tangentes, reabriendo la cuestion del "angulo de contingencia” que
ocup6 y preocupd a los matematicos hasta el siglo XVIII. El nombre
de "angulo de contingencia", para referirse al angulo formado por
la circunferencia con su recta tangente en su punto de tangencia,
aparece en una obra de este siglo, perteneciente a un autor (o
autores) de identidad discutida: Jordanus Nemorarius, a quien (o a
quienes) se deben varios escritos mecanicos y matematicos. (9)

También al siglo XIII pertenece John de Holywood, mas
conocido por su nombre latinizado Sacrobosco, que en 1230 era
maestro en Paris. Por la fama que gozaron y la influencia que
ejercieron, mas que por su valor intrinseco, cabe recordar su
Sphera mundi, compilaciéon de las partes mas elementales del
Almagesto, que sirvi6é de texto en toda Europa hasta después de
Copérnico, y su Algoritmus vulgaris o Tractatus de arte numerandi
tratado elemental de aritmética que trata de la numeracidn,
adicién, sustraccion, divisién por 2, duplicaciéon, multiplicacidn,
divisién, suma de niimeros naturales y de impares, y extraccion de
raices. Con todo, este texto elemental contribuyo a la difusion de las
cifras arabigas y de la numeracion decimal.

Notas complementarias



(1) Los problemas de tercer grado. Ya vimos como los gedmetras
griegos resolvian los problemas, que hoy llamamos de tercero o de
cuarto grado por la indole de la ecuacion algebraica que los
resuelve, mediante construcciones que trascendian el uso de rectas
y circunferencias, en especial utilizando cénicas. Los matematicos
arabes conocian, por supuesto, tales construcciones, pero sus
conocimientos de algebra les permitieron "poner en ecuacion” esos
problemas, aunque no podian resolver aritméticamente la
ecuacion, sino en forma aproximada. Un ejemplo lo ofrecen las
ecuaciones a las que conduciria la construcciéon del eneagono
regular. Para ello un discipulo de Al-Biruni parte del lado del
poligono regular de 18 lados: x = sen 10° y lleva la ecuacion: x>+ 1 =
3x que resuelve el problema. Por su parte, Al-Biruni habia llegado a
una ecuacién semejante: x> = 1 + 3x para x = 2 cos 20°, que resolvié
aproximadamente sin indicar el procedimiento dando el valor de x
en el sistema sexagesimal hasta las unidades de cuarto orden, que
corresponde a un valor exacto hasta nuestra sexta decimal.

(2) El problema de Alhazen. Este problema consiste en determinar
en un espejo convexo la ubicacion de la imagen conociendo las
posiciones del objeto y del observador. Si 0 es el centro de la
seccion circular del espejo, de radio r, en el plano que contiene los
puntos A (objeto) y B (observador), y por lo tanto, la imagen
M; siendo OA =1, ; OB =1y, a;, a, los angulos que OM forman
con OA y OB, respectivamente, se tendran, de acuerdo con la ley de
la reflexion (proyectando A y B sobre OM):

(ricosay — 1) : rysena, = (r,cos a; —e) 1 rpsen,conaq + a4, =«
conocido; sistema de ecuaciones que resuelve el problema. Es un
problema de cuarto grado, comprobandose que el punto M esta
sobre una hipérbola equilatera de asintotas paralelas a las
bisectrices del angulo a, y, por tanto, comparando con la ecuacion
de la circunferencia, ese punto M esta también en dos parabolas de
ejes paralelos a los ejes de la hipérbola, respectivamente. Y es
mediante la interseccion de la circunferencia con una de esas
hipérbolas que Alhazen da la solucién geométrica del problema.



Fig 23
(3) La suma de los cubos de Al-Karhi. La "demostracion” de Al-
Karhi, utilizando al gnomon a la manera pitagdrica, es notable.
Considera el cuadrado pitagoérico formado por la sucesiéon de los
numeros impares, pero ahora los gnémones agrupan 1, 2, 3,..
numeros impares sucesivos. Comprueba que cada gnomon es un

cubo:
1=13;345=8=23;7494+11=27=3%..

(en general el p° gnomon es suma de dos rectangulos de lados p y
“p(p-1)y¥%p(p+1) respectivamente, cuya suma de puntos es
p?, de manera que si el cuadrado contiene n de esos gnémones, el
lado del cuadrado contiene un niimero de puntos igual a la suma de
los n primeros ndmeros, mientras que el nimero total de puntos
del cuadrado es la suma de los primeros n cubos, demostrando asi
la propiedad.



(4) Elalgebra de Omar Khayyam. He aqui los 25 casos en que Omar
Khayyam distingue y clasifica sus ecuaciones:

Simples (binomias):

a=x:;a=x%:a=x3;bx =x%;cx =x3; bx? = cx?3

Compuestas trinomias (cuadraticas):

x> +bx=a;x*4+a=bx;bx+a=x?;

Compuestas trinomias (cuibicas reducibles a cuadraticas):

x3+cx? =bx; x3+bx =cx?;cx?+bx =x3;

Compuestas trinomias (cdbicas):

x3+bx=a ; x34+a=bx ; bx+a=x% ; x34+cx’=a ;
x3+a=cx?; cx?+a=x3;

Compuestas cuatrinomias (un término igual a la suma de tres
términos):
xX3+cx?+bx=a;x3+cx?*+a=bx;x3+bx+a=cx?
x3=cx’+bx+a;

Compuestas cuatrinomias (suma de dos términos igual a suma de
dos términos):
X3+cx?=bx+a;x3+bx=cx*+a;x3+a=cx*+bx.
Veamos la solucion geométrica de Omar en el caso de la
cuatrinomia x3 = cx? + bx + a. Considera un prisma de base
cuadrada de area b y de volumen a y dibuja dos hipérbolas
equilateras de ecuacién en xyvb =ay(y+b)?=(x-c)(x+a/b).
De acuerdo con las propiedades de esas coénicas Omar logra
comprobar que cierto segmento cumple la condicion de la
incognita x de la ecuaciéon. Por supuesto que no advierte que el
punto T, donde también se cortan las dos hipérbolas, es otra
solucion pues opera Unicamente con los valores positivos de la
incognita. En efecto, al eliminar y entre las dos ecuaciones en
coordenadas cartesianas, aparece una ecuaciéon de cuarto grado
que tiene en ambos miembros el factor a + bx. Eliminando ese
factor, que es en realidad una raiz extrafia a la ecuacién cubica,
queda esta ecuacion como resultante.

Es probable que se advirtiera que el procedimiento podia
extenderse a ecuaciones de cuarto grado, pues en un escrito
posterior aparece resuelto, mediante la interseccion de una
circunferencia con una hipérbola, el problema de determinar la



base menor de un trapecio de area conocida y cuyos otros tres
lados son iguales a un valor también conocido. Si Sy a son los datos
y con x e y se indican la proyeccion del lado del trapecio sobre la
base mayor y la altura, se tiene S = (a—x)y ; x?+y?=a?
ecuaciones de una hipérbola y una circunferencia que resuelven, en
este caso, una ecuacién de cuarto grado en x o en y.

Fig. 24

(5) El teorema de Geber: Una de las primeras modificaciones que
introduce Geber es sustituir la "regla de las seis cantidades" por
una "regla de las cuatro cantidades" propia. Para ello parte de los
tridngulos esféricos AA'B’ y CC'B’ rectangulos en A"y C’; aplica a
estos triangulos el teorema del seno y eliminando el sen B' obtiene
la "regla de las cuatro cantidades".

sen AA' : sen CC' = sen AB' : sen CB'. Si B es el polo de A'B'C),
supuesto que también el angulo A es recto, se tiene otro tridngulo
rectangulo ABC de hipotenusa a. Si la regla de las cuatro cantidades
se aplica a los triangulos ABC y A'B'C’ se obtienen férmulas sen b =
sen a- sen b, ya conocida, pero que, aplicada a B'C C' rectdngulo en C’
sellegaasen B'C'=cos A'C'=sen Csen B'C, o sea cos B = sen C cos b,
formula de los triangulos esféricos aun no conocida entonces.



Fig. 25

(6) El analisis indeterminado no lineal de los hinddes. He aqui
algunos casos de ecuaciones indeterminadas de segundo grado que
los hinddes resolvieron mediante ejemplos numéricos. Asi, la
ecuacion xy = ax + by + c la resolvian buscando dos niimeros m y n
tales que mn = ab + c¢ , de donde es facil comprobar que las
soluciones x =m + b; y = n + a satisfacen a la ecuacion.

Mas interesante son las investigaciones acerca de la ecuacién
cuadrética de la forma nx* + m = y? de la cual, conociendo una
solucion, deducian otras para la misma ecuacién o semejantes. Por
ejemplo, si xi, y1 Y X, Y, eran dos soluciones (que podian
coincidir) de la ecuacién anterior en virtud de la propiedad
m=y?—nx?=y7 —nxssellegaa
m? = (nxyx, + y1y,)? —n(x;y, + x,y,)*> y por tanto a una
solucién de la ecuacién nx? + m? = y2. De ahi que en caso de m = 1
conocida una solucién se obtiene otra y asi sucesivamente.
También se obtenia una solucidn de la ecuacién nx? + 1 = y?sila
solucién anterior era un par de numeros multiplo de m.

Otro proceso “ciclo” se aplicaba para reducir el coeficiente m de
la ecuacion. Si x4, y; es una solucién con x; primo con m, buscaban
los valores z y u que satisfacian la ecuaciéon indeterminada lineal
x1Z +y; = mu, y de esas soluciones elegian aquella que hacia lo
mas pequefio posible z2 — n = (mu? — 2uy, + 1):x¥ = mm' con m’
entero y pequefio. Ademas se comprueba que la nueva ecuacion



nx? + m' = y? se satisface para x = u; y = (y,u — 1): x; pudiendo
aplicar a la ecuacién con m’ el mismo proceso, y reducir ain mas
ese término.
Por ultimo, sefialemos la solucién de reminiscencia diofantica
que Brahmagupta dio a la ecuacion
2z zZ+n

z2—n’ Y z2—n

nx?+1=y%; x=

(7) La matematica arabe a partir del siglo XIII. En la Espafa
musulmana, fuera de algunos autores de compendios de aritmética
y de algebra como Ibn Badr (el Abenbeder de los latinos),
probablemente de los siglos XII o XIII s6lo cabe mencionar al
marroqui Ibn-Banna, que floreci6 entre los siglos XIII y XIV y, autor
de numerosos escritos, algunos muy difundidos y comentados, en
especial un resumen de las operaciones aritméticas en el que usa
constantemente las cifras hindies, mejora el tratamiento con
fracciones, da reglas de raiz cuadrada abreviada, expone con
esquemas graficos las reglas de "doble falsa posicién" para la
resolucion de las ecuaciones lineales, explica las pruebas de las
operaciones mediante los restos por 9, 8 y 7, etcétera.

Mas importantes son los cientificos orientales. Durante la época
de la invasion y dominio de los mongoles florece un cientifico persa
Nasir Al-Din, escritor fecundo y enciclopédico, pero especialmente
matematico y astrénomo. Se le atribuyen mas de 60 obras en arabe
y en persa, entre las que se cuentan traducciones y elaboraciones
de autores griegos. En matematica es autor de un estudio original
sobre el "cuadrilatero completo”, en el que analiza todos los casos
posibles que se distinguen tanto desde el punto de vista grafico
como métrico; de un tratado en el que desarrolla las funciones
circulares independientemente de su aplicaciéon a la astronomia
con sus aplicaciones a la trigonometria plana y esférica; y también
de una interesante "demostracion" del postulado de Euclides, inico
intento ubicado entre los que habian realizado los antiguos griegos
y los que realizaran los matematicos del Renacimiento.

Esa demostraciéon consiste en admitir como evidente una
hipotesis distinta, pero equivalente. En efecto, Nasir da como
evidente que si se tiene el segmento AB, por A una recta CD
perpendicular y por B otra recta EF oblicua, los segmentos A'B/,



A"B’,... perpendiculares a CD y comprendidos entre CD y EF son
menores que AB, si estan en el semiplano en el que EF forma con
AB un angulo agudo, y mayores que AB en el otro semiplano. Con
esta proposicion deduce que dos segmentos MN y PQ iguales y
perpendiculares a MP, situados en el mismo semiplano respecto de
esa recta formardn un rectangulo MNPQ, de donde deduce
facilmente el teorema de la suma de los angulos de un triangulo y
de ahi el postulado de Euclides.

En el mundo mongol cabe aun recordar la figura del principe
Ulug Beg, del siglo XV, astronomo que realiz6 una importante labor
cientifica reflejada en las mejores tablas astronémicas del Islam,
que completan las de Nasir Al-Din que comprenden una serie de
cuestiones de orden matematico.

Terminemos esta resefia mencionando una obra algebraica de
Baha Al-Din. Ya en pleno Renacimiento europeo, que entre otros
asuntos contiene una némina de siete problemas que “han
permanecido insolubles desde los tiempos antiguos, resistiéndose a
todos los genios hasta esta época”, como se expresa el autor. Damos
a continuacién, con algunas consideraciones, los enunciados de
esos problemas, que pueden dar una idea del progreso realizado
por el algebra drabe desde la época de su advenimiento con Al-
Khuwarizmi cerca de siete siglos antes.

1. Dividir el nimero 10 en dos partes tales que si a cada parte se
le agrega su raiz cuadrada el producto de las dos sumas es un
nimero dado (ecuaciéon de cuarto grado que puede tener
soluciones enteras para determinados valores del producto dado).

2. Buscar un numero de cuyo cuadrado sumandole o restandole
10, se obtienen cuadrados (imposible).

3. Hallar un ntmero tal que el primero es 10 menos la raiz
cuadrada del segundo y éste 5 menos la raiz cuadrada del primero
(ecuacidén de cuarto grado sin raices racionales enteras).

4. Descomponer un cubo en suma de dos cubos (Imposible).

5. Dividir 10 en dos partes tales que su cociente mas su
reciproco de éste dé por resultado a uno de los nimeros (ecuacion
de tercer grado sin raices racionales).

6. Hallar tres cuadrados en progresidon geométrica, cuya suma
sea un cuadrado (imposible).



7. Hallar un ndmero cuyo cuadrado sumandole o restandole ese
numero mas 2 dé siempre un cuadrado (éste es el Unico problema
que tiene solucidn racional, pues el numero 34/, mas 2 que es ¢/, ,
sumado o restado del cuadrado 115/,. a los cuadrados,
respectivamente de 46/, y 14/,..

(8) La obra de Fibonacci. Resefiemos brevemente el contenido de
los 15 capitulos del Liber Abaci de Leonardo, obra que ha ejercido
notable influencia entre sus contemporaneos y sucesores
inmediatos. En el primer capitulo habla de las nueve cifras
"hindudes" a las que, dice, debe agregarse el cero que llama
"zephirum” del arabe “sifr” que significa vacio, palabra con que los
arabes designaban el cero y que luego dio nacimiento a nuestro
vocablo “cifra”. En el mismo capitulo, agrega algunas reglas de
calculo digital y tablas de suma y de multiplicacién. En los cuatro
capitulos siguientes, se ocupa de las operaciones con enteros en el
orden: multiplicaciéon, suma, resta, divisién, se dan vanas reglas
operatorias para la multiplicacién y las pruebas del 7, del 9, y del
11 y se enuncia la descomposicion de fracciones en suma de
fracciones unitarias.

Los capitulos VI y VII se ocupan de las operaciones con
fracciones con la descomposicion de fracciones en suma de
fracciones unitarias; mientras que los capitulos VIII a XI tratan de
las aplicaciones, enunciado y resolviendo problemas de toda
indole: de tres simple y de tres compuesta; de sociedad, de cambio
de monedas, etcétera. Aparecen problemas de andlisis
indeterminado del tipo de los "100 p3jaro...”. (Problemas de este
tipo, modificando el nimero de animales, se presentan también en
la mencionada Epistola al maestro Teodoro.)

De indole mas variada son los problemas de los dos capitulos
siguientes entre los cuales cabe mencionar:

a) problemas de progresiones, entre ellos el del ajedrez. Aparece
la suma de los cuadrados que Leonardo estudia también en su Liber
quadratorum.

b) Sistemas lineales del tipo siguiente: hallar n ndmeros
sabiendo que cada uno de ellos sumado a determinadas fracciones
de los demdas da el mismo resultado, conocido o indeterminado.



Para estos sistemas, a veces hasta de seis incégnitas Leonardo da
reglas bastante generales.

c) El problema que dio lugar a una sucesion recurrente (1, 1, 2,
3, 5, 8, 13,...) hoy llamada de Fibonacci, que merecié muchos
estudios desde el siglo pasado y cuyo enunciado es el siguiente:
Calcular el numero de parejas de conejos que se tendran al cabo de
un afio, sabiendo que se ha partido de una sola pareja y que cada
pareja a partir de su segundo mes produce mensualmente una
pareja.

Mientras el penultimo capitulo se ocupa de la extraccién de
raices el ultimo trata de cuestiones relativas a la geometria y al
algebra. Aparecen: la solucién de la ecuacién pitagorica y al final la
resolucion de la ecuacion de segundo grado a la manera arabe
hasta con los ejemplos numéricos de Al-Khuwarizmi.

En este sentido, es importante el problema que plantea en la
mencionada Epistola, probablemente la primera "puesta en
ecuacion” en Occidente de un problema geométrico. Se trata de
suprimir de un tridngulo isdsceles, de base 12 y lado igual 10, dos
triangulos simétricos en los vértices de la base de manera que lo
que queda sea un pentagono equilatero. Es una ecuacidén de
segundo grado de expresién 7x% + 256x = 1280, cuya raiz positiva
no es entera; sin embargo, Leonardo da su valor aproximado y en
una forma curiosa, pues la parte fraccionaria la expresa mediante
fracciones sexagesimales, costumbre que se mantendra hasta la
aparicion de las fracciones decimales en el siglo XVI. Leonardo da el
resultado hasta la cuarta fraccién sexagesimal con todas sus cifras
exactas, pero sin indicar como llegé a él. Es posible que Leonardo
haya sido inducido a buscar la solucion algebraica de este problema
ante la dificultad de resolverlo geométricamente. Sin embargo, hoy
tal solucién es inmediata: se trata de determinar las direcciones
desconocidas de dos vectores de un pentagono cerrado conociendo
las direcciones de tres de ellos y las intensidades de todos los
vectores.

Leonardo no admite numeros negativos, aunque en un problema
indeterminado que figura en Flos referente a intercambio de dinero
que no tiene solucién positiva reconoce "que es necesario conceder
que alguna persona tenga un crédito”.



Otra serie de cuestiones suscitan los problemas propuestos por
Juan de Palermo. El primero de los tres problemas es: Hallar un
numero cuyo cuadrado aumentado o disminuido de 5, siga siendo
un cuadrado.

Este problema llevd, sin duda, a Leonardo a estudiar una serie
de cuestiones y problemas vinculados con los cuadrados, que
dieron lugar a su Liber quadratorum. En este libro estudia las
propiedades de los ntimeros de la forma 4mn ( m?-n?)conmyn
naturales, que interviene en la identidad a veces que lleva su
nombre:

(m? + n?)? + 4mn(m? — n?) = (m? — n? + 2mn)?

y que le sirvi6 para resolver el problema propuesto por Juan de
Palermo, pues bastaria hacer 4mn(m? —n?) = 5; como esto no es
posible para m y n enteros admite una solucién fraccionaria, de
manera que deberd ser 5g° = 4mn(m? —n?) siendo q el
denominador de la fraccién. La igualdad anterior se satisface para
m =5 n=4;, q =12 y en definitiva el nimero que resuelve la
cuestion es 41/, , cuyo cuadrado aumentado o disminuido de 5 da
los cuadrados de 49/,, y 31/, respectivamente, y ésta fue la solucién
de Fibonacci. Agreguemos que en liber quadratorum hay problemas
menos faciles como, por ejemplo: hallar tres nimeros cuya suma
agregada al cuadrado del primer nimero sea un cuadrado que,
agregado al cuadrado del segundo numero, vuelva a dar un
cuadrado, que a su vez sumado al cuadrado del tercer niimero
aparezca nuevamente un cuadrado. La solucion de Fibonacci es: los
numeros son 35, 144 y 360 y los cuadrados que se van obteniendo
son los de los nimeros 42, 150 y 390.

El segundo problema propuesto por Juan era: hallar con los
meétodos del libro décimo de los Elementos una linea cuya longitud
satisfaga a la condicion (expresada con simbolos modernos),
x3 + 2x% + 10x = 20.

Este problema condujo a Leonardo a uno de los primeros
analisis de una ecuacion algebraica demostrando que la raiz no es
un numero entero, pues estd comprendida entre 1y 2, ni pertenece
a ninguno de los tipos de irracionales del Libro X y finalmente y sin
decir como logré la solucion, da el valor de la raiz en forma



aproximada hasta con seis fracciones sexagesimales, valor exacto
hasta nuestra novena decimal.

El tercer problema es un problema indeterminado de primer
grado que se enuncia: Tres hombres tienen en comun un capital
repartido en la proporcién 1, ; 1/, ; 1/, . Cada uno de ellos toma al
azar una parte del capital, apartan de esas partes respectivamente
1,5 Y5 ; Y, que retnen y dividen en tres partes iguales. Cada una de
estas partes, agregada al sobrante de la cantidad tomada al azar,
reproduce para cada persona el capital inicial propio. ;Qué parte
tomo cada uno al azar?

Es Leonardo que elige adecuadamente como nueva incognita las
partes iguales en que se ha dividido la reunion de las fracciones de
las cantidades tomadas al azar. Si esa incognita es u y el capital
total es s, la parte sobrante de cada uno es respectivamente 1/, s — u
;Y38 —-Uu; 1, S-u que son respectivamente 1, ; i/, ; 1/, y 5/ de las
cantidades tomadas al azar, que a su vez suman s de donde

s=2(1ys-u)+3, (V55-mu)+ 65 (1ss-u)
y en definitiva 7s = 47u y haciendo u = 7 (solucion minima)
encuentra s = 47.Y las partes tomadas al azar resultan 33, 13, 1.

(9) Los escritos atribuidos a Jordanus Nemorarius. A este autor (o
autores) se han atribuido: varios escritos importantes sobre
mecanica y una obra cosmografica donde se expone la propiedad
de la proyeccion estereografica que Ptolomeo sélo habia verificado
en casos particulares.

Una Aritmética y una Demostratio de algoritmo, que fuera del
problema de determinar tres cuadrados en progresién aritmética
no revelan mayor originalidad, pues estdn calcados sobre
Nicémaco y Boecio.

Un Tractatus de numeris datis, con ecuaciones de primero y de
segundo grados. Por ejemplo, determinar los términos de una
proporcion conociendo la suma de los extremos, de los medios, y la
razon entre los antecedentes.

Una geometria plana De Triangulis, que no obstante el titulo, se
ocupa de poligonos y circunferencias. Esta escrita con rigor y en
ella aparecen algunas relaciones notables entre las areas y los
perimetros de los poligonos regulares inscritos y circunscritos a



una circunferencia. Se advierten influencias griegas al hacerse
referencia a los problemas clasicos de la duplicacién del cubo y la
triseccion del angulo, asi como también resonancias arabes al darse
una férmula general para el lado de un poligono regular inscrito en
una circunferencia, férmula exacta para los poligonos de 3, 4 y 6
lados, aproximada en otros casos reproduciendo para el caso del
heptagono a un valor aproximado conocido por Abu Al-Wafa, que
Jordanus llama "regla hinda".

La baja Edad Media

Al finalizar el siglo XIII Occidente penetra en una era de
transicion hacia el Renacimiento, ya que ese siglo fue la
culminacién cultural de los tiempos medievales, siglo en el que se
destacan las figuras de Alberto Magno y Santo Tomas, de Bacon, el
fraile, de Ramoén Lull y Dante; figuras que, desde el punto de vista
matematico, de esas figuras sobresalen Bacon por la importancia
que asignaba a esa ciencia, aun sin ocuparse de ella, y Ramoén Lull,
cuyas investigaciones, o mejor lucubraciones logicas, no dejaron de
ser un primer esbozo, por grosero que fuere, de la futura logica
matematica y un anticipo de la caracteristica universal leibniziana.

A la primera mitad del siglo XIV pertenece el tedlogo inglés
Thomas Bradwardine, que se ocupé de mecanica y de matematica.
El mas original de sus escritos matematicos es una Geometria
especulativa, donde considera los poligonos estrellados que no
figuran en los Elementos, pero que hicieron su presencia en los
comentarios de Boecio y en las versiones de Adelardo de Bath y de
Campano. Bradwardine los engendra sistematicamente, mediante
prolongacion de los lados de los poligonos regulares de orden
inferior (los poligonos de primer orden son los convexos) y da
correctamente la formula para la suma de los angulos internos de
los poligonos estrellados de orden inferior (Campano la habia dado
para el pentagono estrellado.) En otro tratado de Bradwardine
(inédito): Tractatus de continuo aparecen algunas consideraciones
acerca del angulo de contingencia, del continuo y del infinito.



Durante el siglo XIV aparece en Inglaterra el primer tratado
occidental, escrito en latin, en el que se exponen los principales
teoremas de trigonometria a la manera euclidea: Quadripartitum de
sinibus demonstratis del benedictino Richard de Wallingford de
Oxford, aunque unos afios antes de su muerte aparece en Francia
una obra semejante, pero en hebreo, del judio provenzal Levi ben
Gerson, matematico y astronomo, entre cuyos escritos matematicos
figura una Aritmética; una memoria sobre los numeros de la forma
2™ y 3™, demostrando que, con pocas excepciones, su diferencia es
siempre mayor que uno; comentarios a los Elementos en los que
intenta reducir el nimero de postulados y demostrar el postulado
de las paralelas; y, como labor mas original, un tratado de
trigonometria donde considera al mismo tiempo la manera griega
de medir los angulos por medio de las cuerdas y las flechas, y la
manera hindd mediante los senos y cosenos, dando las relaciones
mutuas entre los cuatro elementos. Entre sus aportes a la
trigonometria figura el actual “teorema del seno" para triangulos
rectilineos y una tabla de senos, construida a la manera de
Ptolomeo.

Pero la novedad mas interesante del siglo es la aparicién de
cuestiones de indole infinitesimal, diferentes de aquéllas de esa
indole enlarvadas en la geometria griega. Se ocuparon de estas
cuestiones en Inglaterra los maestros del colegio de Merton de
Oxford: Richard (o Roger) Swineshead o Suisset y William
Heytesbury. El primero fue un teélogo, matematico y mecanico que
en virtud del titulo de su Liber calculationum (publicacién péstuma
de 1477), se le apodé "Calculator"”. En ese tratado, como en otro
semejante de Heytesbury, se demuestra en forma retoérica
comparando movimientos uniformes y uniformemente variados, la
siguiente regla que algunos autores ingleses denominan
actualmente “regla de Merton”: el espacio recorrido en un
movimiento uniformemente variado es igual al espacio recorrido
en el mismo tiempo por un movimiento uniforme, cuya velocidad
es la velocidad media entre las velocidades inicial y final del
movimiento variado.

A este importante resultado de indole cinemadtica agrega
“Calculator” un resultado no menos interesante de indole
infinitesimal, al considerar movimientos arbitrarios de ley artificial



y tales que el cdlculo de los espacios recorridos presupone la
determinacion de la suma de una serie convergente.

Un paso mas adelante en el tratamiento de estas cuestiones lo
da el maestro de Paris Nicoldas Oresme, en cuyos trabajos
matematicos, aparece como novedad la representacién grafica de
las “intensidades de las cualidades". Por supuesto que las
representaciones graficas en si no significaban una novedad pues
las figuras geométricas y los mapas son ejemplos antiguos de
representaciones graficas, pero la novedad que introduce Oresme,
con su Tractatus de latitudinibus, es que ahora desaparece la
homogeneidad entre la representacion, que es un segmento, y la
magnitud representada que es: tiempo o intensidad. Tomando
como longitudo (nuestra abscisa) el tiempo, y como latitudo
(nuestra ordenada) una intensidad: velocidad, calor u otras
intensidades, que no siempre significan magnitudes, Oresme
representa la cualidad o propiedad de acuerdo con la variacién de
la intensidad respecto del tiempo, aunque tal variaciéon no se
refleja, como en las coordenadas cartesianas, por la curva dibujada
por los puntos de coordenadas dadas, sino por la figura total, por el
area encerrada entre aquella curva, el eje de los tiempos y las
intensidades inicial y final.

Cuando esa intensidad es la velocidad, dando por sabido que esa
area (mensura) representa el espacio recorrido, la grafica revelara,
en efecto, la naturaleza del movimiento. Si el movimiento es
uniforme (latitudo uniformis) la grafica es una paralela al eje; si el
movimiento es uniformemente variado (latitudo uniformiter
difformis). La grafica es una recta inclinada de pendiente distinta,
segun sea el movimiento acelerado o retardado; de igual manera
otras graficas representardn movimientos no uniformemente
variados (latitudo diffomiter difformis).

En el caso del movimiento uniformemente variado, Oresme
demuestra geométricamente, por comparacion de figuras
equivalentes, la regla que los maestros de Merton habian
encontrado retdéricamente. También Oresme considera, como
“Calculator” movimientos aparentemente ain mas complicados
que implican el calculo de sumas de series convergentes como
valor de los espacios recorridos. (1)



No menos original es Oresme en otra de sus obras: Algorismus
proportionum, donde con el nombre de "proporciones" dobles,
mitad, una vez y media indica nuestras potencias de exponente 2,
1/,, 3/,, .. ; €n una palabra expone una teoria de las operaciones con
exponentes fraccionarios para los que adopta un simbolismo
especial.

También algunos atisbos del concepto infinitesimal de limite
pueden advertirse en la figura cientifica de Nicolds de Cusa o el
Cusano del siglo XV que en sus escritos matematicos se ocupé un
par de veces de la cuadratura del circulo aunque partié del
supuesto erréoneo de ser en los poligonos isoperimétricos
proporcional la diferencia entre el area del circulo y la del poligono
con la diferencia entre el radio y la apotema del poligono. En otras
investigaciones el Cusano se ocupd de la rectificacion de la
circunferencia dando expresiones bastante aproximadas. (2)

Desde el punto de vista técnico una obra matematica importante
del siglo XV se debe a los astronomos Georg Peurbach y su
discipulo y colaborador Johannes Miiller llamado el Regiomontano
por su ciudad de origen Konigsberg. Peurbach habia iniciado una
version directa del Almagesto que continu6 Regiomontano
sustituyendo la tabla de cuerdas por tablas de senos tomando el
radio de 600.000 partes y los arcos de 10° en 10°. Regiomontano
mejoro esas tablas tomando los arcos de minuto en minuto y el
radio de 10® partes, y agregd una tabla de tangentes que llama
"numeros" para arcos de grado en grado con un radio de 100.000
partes.

Se debe a Regiomontano el primer tratado de trigonometria de
influencia duradera. Es el De triangulis omnimodis en cinco libros
compuesto hacia 1464 e impreso en 1533. En ellos aparece una
nueva demostracion del teorema del seno de la trigonometria
rectilinea, el teorema del coseno para los triangulos esféricos una
tabla como apéndice junto con la tabla de tangentes, de "doble
entrada” para el calculo de los valores de una formula de triangulos
esféricos rectangulos, y una serie de problemas relativos a
triangulos planos con la innovacién de resolverse mediante el
algebra retérica, aun en los casos en que la soluciéon geométrica
podria haber sido mas simple. También introduce la innovacién de



dar métodos generales, prescindiendo de los valores numéricos
que no elige previamente como sus antecesores.

Se debe ademas a Regiomontano un Apéndice a los Elementos,
donde considera los poligonos estrellados con el estudio relativo a
los angulos exteriores. En su correspondencia aparecen problemas
de anadlisis indeterminado semejantes a los de Leonardo Pisano; un
problema de maximo, el primero después de Apolonio; y un
problema geométrico, que cuyo planteo lleva a una ecuacion cibica
que Regiomontano no resuelve, aunque reconoce en ella un
problema de triseccién.

Un acontecimiento cultural del siglo XV que tendra notable
repercusion cientifica es el invento de la imprenta con tipos
moviles de mediados de siglo que facilité extraordinariamente la
trasmision y difusion de los escritos cientificos. Ya dijimos que la
version latina de Campano fue la primera ediciéon impresa de los
Elementos de Euclides en 1484, aunque fue especialmente durante
el siglo XVI cuando se dieron a la imprenta las obras matematicas
clasicas de manera que a fines de ese siglo ya en idioma original, ya
en version latina los estudiosos estaban en posesién de los escritos
mas importantes de Arquimedes, Apolonio, Diofanto,...

Con todo conviene recordar algunos incunables, es decir,
impresos del siglo XV, de interés matematico. Fuera de algunas
aritméticas practicas publicadas desde 1478 en Italia y Alemania,
(3) el incunable mas importante es probablemente la aritmética de
Johann Widmann, aparecida en Leipzig en 1489. Comprende tres
partes, la primera de las cuales, sin mayores novedades, se dedica a
las operaciones aritméticas con nuUmeros enteros y a las
progresiones aritméticas y geométricas; la segunda parte trata de
las fracciones, de las proporciones y problemas de tres y
comerciales; mientras que la tercera parte es geométrica.

La novedad que aporta la segunda parte es que en ella aparecen
por primera vez los signos “+” y “-“ aunque no en la forma
puramente simbdlica con que hoy se utilizan. El signo " +" no es
so6lo signo de la suma, sino mas bien sustituye a la cépula "y",
mientras que el signo "-" no es usado exclusivamente en la
sustraccion, pues en ocasiones aparece la acostumbrada palabra
"minus”. De todos modos, el autor no indica el origen de estos



signos, de manera que acerca de tal origen pueden tejerse y se han
tejido toda clase de conjeturas.

La parte geométrica del libro de Widmann es irregular: al lado
de reglas, erréneas para las areas de figuras rectilineas, aparece el
calculo correcto del radio del circulo circunscrito a un triangulo del
cual se conoce un lado, su altura y la proyeccion de otro lado sobre
él. Pero estos problemas geométricos, como en Regiomontano, no
son sino pretextos para aplicar las reglas aritméticas.

Otro acontecimiento cultural del siglo XV, que tuvo influencia en
el desarrollo de la geometria fue la feliz conjuncion que se realizo
entonces entre la ciencia, el arte y la técnica. Asi es como
especialmente por obra de artistas las antiguas consideraciones
griegas y arabes sobre la dptica geométrica dieron origen a una
rama de la geometria: la perspectiva. Las primeras obras europeas
con ese titulo: la Perspectiva communis, de John Peckam, y la De
perspectiva, de Witelo, ambos del siglo XIII, no eran sino
reelaboraciones de la 6ptica de Alhazen que, sobre la de Euclides,
tenia entre otras la ventaja de considerar los rayos visuales
partiendo de los objetos y no del ojo como lo hacia el gedmetra
griego.

Pero durante los siglos XIV y XV la perspectiva va perdiendo su
antiguo significado para convertirse en una rama de la geometria,
cuyo problema capital es la interseccidon con un plano (el cuadro)
de las rectas que, partiendo de los distintos puntos del espacio,
llegan hasta el ojo o en términos mas geométricos, la intersecciéon
de un plano con un haz de rayos. Es explicable que este problema
geométrico haya surgido en el seno del arte pictérico y en una
época en que muchos pintores trataban de investigar los
fundamentos cientificos de su propio arte. A esos pintores y a tal
tendencia pertenecen Filippo Brunlleschi, Lorenzo Ghiberti y, en
especial, Leon Battista Alberti a quien se debe, entre otras obras,
una De pictura que escribi6 en latin y en vulgar, en la que resume
las consideraciones de la época sobre la geometria aplicada al
dibujo y a la pintura.

Estas consideraciones dieron lugar, algo mas tarde, a un tratado
especial: el primero en su género, que escribié en latin, pero
también en vulgar el pintor Piero della Francesca a fines del siglo
XV: De perspectiva pingendi "proyeccién central”, donde aun en



forma embrionaria aparecen las primeras nociones de la rama de la
actual geometria descriptiva. En ese tratado, que no se publicd
hasta fines del siglo pasado, se exponen: en la primera parte los
principios generales, en la segunda la proyecciéon de cuerpos
regulares y en la tercera de cuerpos irregulares. Otra obra de Piero
della Francesca en latin sobre los poliedros regulares, que Pacioli
hizo conocer mas tarde en vulgar.

Dos artistas egregios se ocuparon de perspectiva: Leonardo y
Diirer, quienes, por lo demadas, también contribuyeron en otras
ramas de la matematica. (4) Las consideraciones sobre perspectiva
de Leonardo figuran en la compilaciéon que, en 1651, aparecié con
el nombre de Tratado de la pintura. Es posible que tales
consideraciones fueran tratadas por Leonardo en forma especial
pues se tiene noticias de que a mediados del siglo XVI, un par de
decenios después de su muerte, circulaban manuscritos con tales
consideraciones.

En cuanto a Diirer es interesante destacar que en sus escritos
introdujo el uso de las proyecciones horizontal y vertical, que tres
siglos después sistematizaria Monge; sin embargo, no encontraron
entonces igual apoyo que los métodos de proyeccion central de la
perspectiva.

Discipulo de Piero della Francesca y vinculado con el mundo de
artistas y técnicos del Renacimiento italiano, fue Luca Pacioli, a
quien se debe, entre otras obras, una Summa de Arithmetica,
Geometria, Proportioni et Proportionalita, impresa en 1494, de
caracter enciclopédico y resumen de todo el saber matematico de
la época, cuyo objeto fue poner ese conocimiento a disposicion de
los técnicos, artistas y comerciantes, por lo cual la escribié en
lengua vulgar, aunque con mas precisiéon habria que decir en una
mezcla de latin, de italiano y de todos los dialectos de las
numerosas regiones que Pacioli visité o en las que ensefi6. Sin
contar el entusiasmo que Pacioli muestra por la matemadtica en
todos sus escritos (5) su mérito principal consiste en haber
ofrecido en especial en su Summa un arqueo del saber matematico
de su tiempo, que sirve muy bien de jalon para apreciar los
progresos realizados desde Leonardo Pisano y para medir también
los avances que se haran en los siglos sucesivos.



Aunque en la obra de Pacioli ya hay importantes atisbos en
materia de simbolismo algebraico, en este campo son mas
originales las aportaciones de un francés, Nicolas Chuquet, que por
haber permanecido inéditas, ejercieron menor influencia. Aparecen
en una obra compuesta en 1484, en tres partes, de ahi su nombre
Le Triparty en la science des nombres. La primera parte comprende
las operaciones con enteros y fracciones, dando explicitamente la
regla de los signos para la multiplicacion y division, en la segunda
parte se estudian las raices y sus operaciones que maneja con gran
desenvoltura, utilizando la multiplicacion por la expresion
conjugada para racionalizar denominadores, mientras que la
tercera parte se ocupa de la resoluciéon de ecuaciones que Chuquet
denomina "equipolencia entre nimeros" cuadraticas o reducibles a
cuadraticas. Como apéndice, el manuscrito del Triparty trae una
coleccion de 166 problemas, probablemente del mismo autor.

Es posible que la mayor originalidad de Chuquet resida en el
simbolismo: aparece como signo de raiz la letra R con un
exponente 2 6 3 segun sea cuadrada o cubica; todas las potencias
de las incognitas se indican mediante el exponente aplicado al
coeficiente, apareciendo en algun caso el exponente cero y el -1; la
suma y la resta se indican con las sincopas p y m,... (6)

Notas complementarias

(1) Laregla de Merton y Oresme. La regla de Merton, tal como la
expone graficamente Oresme, es la siguiente: si BC es la grafica de
un movimiento uniformemente acelerado, el trapecio ABCD
representa el espacio recorrido durante el tiempo t = AD. Como ese
trapecio equivale al rectdngulo de base AD y altura MN, base media
del trapecio, aquel espacio sera el recorrido por el movimiento
uniforme, cuya grafica es EF, de velocidad v,, = MN media entre
las velocidades v = AB, inicial y V = DC, final del movimiento
uniformemente acelerado. La justificacion algebraica es inmediata.
En efecto, el espacio recorrido por ambos movimientos es
e =t v, =1/2(v + V)t, pero, por ley del movimiento variado V =



v + gt siendo una constante, y en definitiva e = vt + 1/2gt?, que es
laley de ese movimiento respecto del tiempo.

Fig. 26

En cuanto a los movimientos artificiales de “Calculator” y de
Oresme, son los siguientes. El primero considera una serie de
movimientos uniformes, tales, que los intervalos sucesivos de
tiempo forman una progresién geométrica de primer término y
razén % , mientras que las velocidades son los términos de una
progresion aritmética de primer término y razén 1; y llega a la
conclusion de que el espacio total es el cuadruplo del espacio
recorrido por el primer movimiento, es decir, 4- %2 = 2. En efecto, la
suma de los rectangulos de area %z ; 2/,; 3/4... equivale a la suma de
los rectangulos de altura unitaria y bases 1; %2 ; % ;..., que es 2.

El "movimiento" de Oresme es aparentemente mas complicado
pues las areas parciales son alternativamente de rectangulos y de
trapecios. En efecto Oresme considera, con igual divisiéon del
tiempo en intervalos como en el caso anterior, una suma de
movimientos alternativamente uniformes y uniformemente
acelerados, tales que sin discontinuidad en cada movimiento
variado la velocidad final es doble de la inicial, de manera que al
partir de un movimiento uniforme de velocidad 1, los distintos
espacios recorridos seran %2 ; 3/; % ; 3/, ... Como en definitiva se
trata de dos progresiones geométricas de razén %2 , cuya suma



respectiva es el doble del primer término y como el primer término
el de la segunda serie es 3/,e; siendo e; el primer término de la
primera serie, el espacio total recorrido sera 3/7/4 e; que es el
resultado que da Oresme, es decir, en la forma de los 7/, de e;.

(2) Las rectificaciones aproximada de Nicolas de Cusa. Segun el
Cusano la circunferencia es igual al perimetro del triangulo
equilatero inscrito en un circulo cuyo diametro es el radio de la
circunferencia a rectificar mas el lado de su cuadrado inscrito, regla

que equivale tomar para m el valor zx/g(l ++/2) = 3,136...

Como solucién del problema inverso de la rectificacién da la
regla siguiente: Sea ABC un triangulo equilatero de centro de
gravedad G y N un punto sobre AB tal que AN = 1/4 AB. Un
segmento igual a los 5/,de GN es el radio de la circunferencia de
igual perimetro que el del triangulo. En este caso el valor

aproximado de Tt es 3\/21 = 3,142 ...

Por ultimo, figura en los escritos del Cusano la siguiente
rectificacion bastante aproximada para dngulos menores de 30°; Si
AB es el arco de una circunferencia de radio r y D un punto de la
tangente en A alineado con B y un con un punto C situado sobre la
prolongacién del diametro de A a la distancia 3r de éste, el
segmento AD es aproximadamente igual arco AB. Se comprueba
que para arcos menores que 30° el error relativo es menor que
3-107%

(3) Las primeras aritméticas impresas. El primer escrito
matematico que aparecié impreso es una Aritmética llamada "de
Treviso", pues fue publicada en esta ciudad en 1478. Es una obrita
anénima de 62 paginas de indole practica que trata de las cuatro
operaciones y de la determinacion de la fecha de Pascua.

Cuatro afios después un escrito semejante en Bamberg del cual
no se conservan sino fragmentos, mientras se conserva
actualmente un ejemplar de esta “Aritmética” de Bamberg
publicada el afio siguiente. Es una obra algo mas larga que la
anterior, dedicada especialmente a los calculos que se presentan en
las transacciones comerciales; no se ocupa de la fecha de Pascua, en



cambio trae reglas para la suma de los nimeros naturales y de
términos en progresion geométrica.

En 1484 aparece en Italia otra aritmética practica, ahora de
autor conocido: Pietro Borghi, sin mayor valor respecto de las
anteriores, pero que conto, hasta fines del siglo XVI, 15 ediciones.

(4) La matematica en Leonardo y Diirer. Las libretas de apuntes de
Leonardo muestran que poseia buenos conocimientos
matematicos, como las consideraciones que aparecen en el Tratado
de la pintura lo comprueba, asi como otras contribuciones de
caracter geométrico no totalmente desvinculadas de su condicién
de artista; entre ellas algunas que hasta pueden calificarse de
juegos como sus variadas aplicaciones de las linulas de Hipocrates.
Por ejemplo, partiendo de la propiedad de la equivalencia del
semicirculo de didmetro AB y el sector circular OAB de angulo
central el semirrecto, es claro que duplicando la figura el recinto
mixtilineo ABOB’A’A’ es equivalente al tridngulo AOA’ y, por tanto,
cuadrable.

5

Fig 27
Es probable que este tipo de juegos lo llevara a investigar el
problema analogo, pero referente al espacio sobre el cual se
propuso escribir un tratado: Sobre la trasformaciones de un cuerpo
sin disminucién o aumento de materia.
Las figuras regulares atrajeron a Leonardo, pues en sus
manuscritos aparecen numerosos dibujos y propiedades de esas



figuras: construccion aproximada de poligonos regulares, no
construibles exactamente con regla y compas, y es casi seguro que
le pertenecen las figuras nada faciles de dibujar, de los poliedros
regulares y semirregulares llenos o huecos cuyas copias ilustran el
manuscrito cédice de la Divina proportione que, en 1498, Pacioli
ofreci6 a Ludovico il Moro.

Agreguemos que también se le deben dibujos y proyectos de
instrumentos matematicos como compases de proporcién y un
parabolégrafo que probablemente construyé y utiliz6 en la
construccion de espejos parabolicos.

En cuanto a Diirer ademdas de utilizar las proyecciones
horizontal y vertical en su escrito sobre las proporciones del
cuerpo humano, se le debe un tratado geométrico que en version
latina es Institutionem geometricarum, donde se ocupa de curvas,
de superficies y de sdlidos, asi como de otras cuestiones, cuyo
objeto era poner a disposicion de los artistas construcciones
geométricas que podian serles ttiles. Se le debe la invencién de una
curva de cuarto grado y del aparato para construirla asi como
construcciones aproximadas para trisecar angulos, y construir
poligonos regulares. Por la forma "artistica" que comporta puede
ser de interés sefalar la construccion del enedgono. Con radio 3r
dibuja la “flor de tres pétalos" mediante los arcos de ese radio con
centros en los vértices de un triangulo equilatero; luego, corta la
figura con la circunferencia de radio r considerando como lado del
enedgono inscrito en este segundo circulo la cuerda que une los
puntos de su circunferencia situados en los "bordes de cada
pétalo". El método comporta un error relativo del 2 %.

Recordemos, por ultimo, que en su grabado Melancholia aparece
un cuadrado magico de 16 casillas; sin ser una novedad es uno de
los primeros que hacen su presencia en Europa occidental.

(5) La obra de Pacioli. La Summa de Pacioli se compone de cinco
partes, de las cuales la primera se ocupa de aritmética y de algebra,
las tres siguientes de aplicaciones al comercio, mientras que la
ultima esta dedicada a la geometria.

La parte aritmética se inicia con una serie de consideraciones
mistica sobre los nimeros para luego pasar a las operaciones con
numeros "sanos" (enteros). Para la multiplicacion da ocho



procedimientos y dos para la divisiéon agregando en cada caso la
prueba del 9 y del 7, pues la del 9 "no es muy segura”. Siguen luego
operaciones especiales: progresiones aritméticas y geométricas,
suma de los numeros naturales, sus cuadrados y sus cubos,
extraccion aproximada de la raiz cuadrada. A continuacién se dan
una serie de problemas: del ajedrez, de los moviles de matematica
recreativa,... después de lo cual pasa a los numeros rotos
(fracciones) que escribe en la forma actual separando con una raya
el “numerador” del “denominador”, ensefiando a descomponerla
segun fracciones continuas ascendentes.

Siguen una seria de problemas de aritmética comercial, entre los
cuales se destacan algunos de tipo hoy llamados trascendentes de
los cuales Picioli da soluciones bastantes aproximadas. Por
ejemplo, en un problema concreto que llevaria a nuestra ecuacién
x - 2% = 30, Picioli encuentra por tanteos que 3 < x < 4; haciendo
por tanto x = 3 + y y en el resultado de la sustitucién tomando
aproximadamente, por ser y pequefio, 2¥ =y + 1; llega a una
ecuacion de segundo grado que da para x el valor 3,179... (el valor
exacto es 3,22...).

Otra ecuacidon trascendente, de reminiscencia babildnica, tiene
como incégnita el tiempo en que se duplica un capital a interés
compuesto con la tasa t, del cual Pacioli da como solucién 72/t
Actualmente el primer término del desarrollo en serie de la
incognita seria 69,3.../t.

Después de una serie de consideraciones acerca de las
proporciones, tema al cual Pacioli dedic6 en sus estudios
preferente atencion pasa a considerar problemas resueltos por el
método de falsa posicion, cuyo nombre darabe recuerda, y
finalmente estima haber llegado al objeto de su libro que el algebra
que inicia con las siguientes palabras que parafraseamos: “Hemos
llegado con ayuda de Dios a la meta deseada; vale decir, a la madre
de todos los casos que el vulgo llama regla de la cosa o Arte mayor
o Parte especulativa, pero también llamada Algebra y Almu-cabala
en lengua arabe o caldea, segiin otros y que en nuestra lengua
equivale a restauracion y oposicion. Algebra id est restaurationis.
Almu-cabala id est oppositionis”,

Si en la parte puramente técnica Pacioli no va mucho mas alla de
sus antecesores es en cambio interesante esta etapa de “algebra



sincopada” intermedia entre el algebra retérica y el algebra
simbdlica. Asi Pacioli abrevia las palabras plus y minus con p y m,
letras que funcionan entonces como nuestros signos + y - ; indica
las raices cuadradas y cubicas con una R cruzada por una raya
oblicua y seguida del nimero 2 y 3, respectivamente. A la incégnita
la llama cosa y abrevia co (cuando hay una segunda incdgnita ésta
es denominada cantidad); y a sus distintas potencias con palabras
especiales y abreviadas respectivamente. Claro es que bastaba
designar las potencias de exponentes primos: asi x° es censo,
abreviado ce, x* es cubo, abreviado cu, x° es primo relato abreviado
p°r®, x7 secondo relato, abreviado 2°r° y asi sucesivamente hasta
x27 (en realidad no es muy consecuente pues x2° que debia ser
primo relatio de primo relato lo designa ottavo relato). Otra
abreviatura empleada es ae por la palabra aequalis (igual).

En sus ecuaciones no aparece ninguna novedad. No admite
numeros negativos, pues "es claro -dice- m4 es menos que nada".
Sin mayores especificaciones considera imposible la ecuaciéon de
tercer grado, y al resolver las ecuaciones se deja llevar a veces por
el algoritmo algebraico dando soluciones no enteras para
problemas que sélo admiten raices de esa naturaleza.

Las tres partes siguientes de la Summa tienen menor interés
matematico: se refieren a la contabilidad y teneduria de libros, con
una extensa aplicacién a la llamada "partida doble", innovacion
técnica medieval probablemente italiana del siglo XIII. Un
problema que figura en estas partes, no resuelto en forma
satisfactoria por Pacioli, sobre el reparto de la apuesta entre dos
jugadores antes de terminar el juego, tiene interés histdrico, pues
reaparecerd un par de siglos después con el advenimiento del
calculo de probabilidades.

La quinta parte de la Summa se dedica a la geometria y en ella se
exponen las propiedades, sin demostraciones, relativas a figuras
planas y del espacio con sus areas y volumenes. Mas original es el
final del libro que comprende 100 problemas geométricos: graficos
y métricos. Estos ultimos se resuelven algebraicamente y en
algunos casos complicandolos innecesariamente; como en el caso
de determinar los lados de un triangulo conociendo el radio del
circulo inscrito y los segmentos en que el punto de tangencia del
circulo divide a uno de los lados. En lugar de aplicar el teorema de



Herdn, que conoce, y que resolveria el problema mediante una
ecuacion de primer grado hace un largo rodeo que lo obliga a
calcular 10 segmentos intermediarios y resolver una ecuacion de
segundo grado.

Una segunda obra de Pacioli, que publicé en 1509, es Divina
proportione, de escaso valor matematico en tres partes. La primera
es un estudio, mas mistico que geométrico de la "divina
proporcion”, es decir, la division en media y extrema razén con
algunas propiedades sin demostracion; la segunda se ocupa de
arquitectura, y la tercera no es sino la traduccion en vulgar del
escrito de Piero della Francesca Libellus in tres partiales tractatus
divisus quinque corporum regularum; en verdad la parte mas
matematica de la obra, donde se tratan problemas geométricos
acerca de triangulos, poligonos y poliedros, cuyo objeto es
determinar con ejemplos numéricos, longitudes, areas y volimenes
de figuras planas y soélidas.

Una tercera obra de Pacioli, inédita, es una coleccién de
problemas aritméticos y geométricos del tipo de la matematica
recreativa, con agregado de refranes, anécdotas, etcétera. En
general son problemas ya conocidos, como novedad pueden citarse
los cuadrados magicos de los que Pacioli da ejemplo de cuadrados
de 9, 16, 25,...81 casillas, que vincula con los siete cuerpos celestes
de la antigliedad.

(6) EL Triparty de Chuquet. Mencionemos un par de ejemplos de
este libro. En ciertos sistemas lineales muestra Chuquet un claro
sentido de la generalizacidn, resolviendo ordenadamente sistemas
de 3, 4, 5 ecuaciones del mismo tipo. Un ejemplo de interés es el
siguiente: Hallar cinco ndmeros tales, que cada uno de ellos
sumados, respectivamente, a la suma de los restantes por Y%; 2/,; %;
4 5/, el resultado es siempre 40 Chuquet llega al resultado
mediante un método no muy diferente del actual y en que aplica en
cierto momento la falsa posicion simple, pero el interés del
resultado es que en él aparecen valores nulo y negativo, pues los
numeros son 30; 20; 10; 0; -10 (nimero este ultimo que Chuquet
llama “ menos 10”).



En las ecuaciones cuadraticas no reconoce, en cambio, la
solucién nula (la ecuacién 5x% = 9x2 no tiene solucién), mientras
interpreta correctamente, como imposible, una raiz cuadrada de
radicando negativo.

He aqui ecuaciones cuadraticas resuelta por Chuquet con su
notacidn algebraica y, a la derecha, su traduccién con el simbolismo
actual.

R?4%p41p2pligual a 100 V4x? +4x +2x +1 =100
R242p4l de una parte y 99m2! de la otra V4x2% + 4x = 99 — 2x
42p4t igual a 9801 m3961p4?  4x% + 4x = 9801 — 396x + 4x?
400! de una parte y 9801 de la otra  400x? = 9801

De donde se deduce facilmente el valor de la incégnita.



TABLA CRONOLOGICA

Milenio | Estan en vigencia dos sistemas de numeracion escrita: el sistema

Il a.C. sexagesimal (posicional) de los sumerios y el sistema decimal
(aditivo) de los egipcios. Probable época de la fijacion del calendario
solar egipcio de 365 dias.

Milenio Epoca de las tablillas matematicas con textos cuneiformes

ITa.C. descifradas en este siglo (ecuaciones de segundo grado, método de
falsa posicion, teorema de Pitagoras, tripletes pitagoricos,...).

s.XVIla. | Epoca del mas importante documento matematico egipcio: el papiro

C. Rhind.

c. 1000 Los babilonios extienden a los circulos celestes la divisién del dia en

a.C. 360 partes.

s.Vla.C. | Epocadel legendario PITAGORAS y de la fundacién en Crotona de la
escuela o secta de los pitagoricos, a quienes se atribuye el
nacimiento de la matematica como ciencia deductiva. Se les debe:
propiedades de los nimeros (nimeros figurados, amigos,
perfectos); el teorema de Pitagoras y los tripletes pitagdricos; los
problemas de aplicacion de areas y el descubrimiento de los
“irracionales”, aunque la primera noticia de tal descubrimiento
aparece en un Escolio de ARISTOTELES.

529 a.C. | Se produce un eclipse de Sol que habria predicho TALES de Mileto, a
quien por lo dema3s se le atribuyen conocimientos geométricos.

s.Va.C. | "Siglo de Pericles", en el que nacen y se estudian los “problemas

clasicos" de la geometria griega: la triseccion del angulo, la
duplicacion del cubo y la cuadratura del circulo. Florecen en él
HIPOCRATES de Quio, que se ocupé de la duplicacién del cubo e
invento, en conexion con el problema de la cuadratura, las "ldnulas”
que llevan su nombre: FILOLAO de Crotona, pitagérico que habria
divulgado los conocimientos secretos de la secta; TEODORO de
Cirene que demostro la irracionalidad de varios nimeros; ZENON de
Elea, autor de argumentos, algunos de indole matematica, contrarios
alas concepciones de los pitagéricos; HIPIAS de Elis que, al
ocuparse de la triseccién, inventé una curva llamada mas tarde
"cuadratriz" por su aplicacion al problema de la cuadratura; y
ARQUITAS de Tarento que se ocupd de la duplicacién. - En este siglo
el sistema de numeracién griego con letras comienza a desplazar un
sistema mas antiguo llamado mas tarde “herodidnico".




sIVa.C.

Siglo de la Academia de PLATON y del Liceo de ARISTOTELES. Con la
Academia se vinculan EUDOXO de Cnido, a quien se debe el método
mas tarde llamado de “exhaucién” y una teoria general de la
proporcionalidad; TEETETO de Atenas que se ocupd de irracionales;
MENECMO a quien se le atribuye el invento de las conicas; y su
hermano DINOSTRATO que se ocup6 del problema de la cuadratura.-
Con ARISTOTELES, que se ocupé de los principios de la matematica,
se vincula EUDEMO de Rosas a quien ARISTOTELES encomendd una
compilaci6bn de los conocimientos geométricos de la época. -
También pertenece a este siglo DEMOCRITO de Abdera, el fundador
del atomismo griego, a quien ARQUIMEDES menciona con motivo
del volumen de la pirdmide.

c.300
a.C.

Florece EUCLIDES de Alejandria, autor de Elementos de geometria,
sistematizacion de gran parte de la geometria griega.- Probable
fecha del sistema vigesimal (posicional) de numeracion de los
mayas.

s. Il a.

Pertenecen a este siglo ARQUIMEDES de Siracusa que dej6
vinculado su nombre con la hidrostatica, con la teoria de la palanca
y con una espiral. Se ocupd ademas de la medida de la
circunferencia y de diversas cuestiones de aritmética y de geometria
plana y sélida, llegando mediante un original método de su
invencién a resultados que luego demostraba rigurosamente por
exhaucién; y APOLONIO de Perga a quien se debe el tratado griego
mas completo acerca de las conicas. - También florecen en el siglo
ERATOSTENES de Cirene que, ademas de realizar la primera
medicion cientifica de 1a Tierra, se ocup6 del problema de la
duplicaciéon; NICOMEDES que se ocup6 de la triseccion; y
ARISTARCO de Samos, autor de un sistema planetario heliocéntrico
que aplicé la matematica a la astronomia.

s.ITa.C.

Florecen en este siglo HiPSICLES de Alejandria, autor de un
supuesto "libro XIV" de los Elementos de EUCLIDES, que se ocup6 de
poliedros regulares; TEODOSIO de Bitinia que publicé el primer
tratado de Esférica, HIPARCO de Nicea, astronomo que sent6 los
fundamentos del sistema geocéntrico que luego desarrollaria
PTOLOMEDO; y DIOCLES, que se ocup6 del problema de la
duplicacién.-Edad de oro de la astronomia caldea. - Probable época
del tratado clasico chino: Las reglas de cdlculo en nueve parte de
CHANG TS’ANG.

46 a. C.

Julio Cesar introduce el afio bisiesto en el calendario (reforma
juliano)




s.la.C.

Florecen en este siglo NICOMACO de Geresa, autor de un tratado
elemental de aritmética; MENELAO de Alejandria que se ocupd de
geometria plana y esférica; y HRON de Alejandria, autor de filiacién
discutida que se ocupé de matematica y de técnica, a quien se
atribuye un teorema de geometria plana que lleva su nombre.

Pertenece a este siglo el astronomo PTOLOMEO de Alejandria a
quien se debe una “Tabla de cuerdas”, en cuya construccidn utilizd
teoremas que llevan su nombre.

s. 111

Aparece la Coleccion matemdtica de PAPPUS de Alejandria,
sistematizacién de la matematica griega con mucho de original.
Probablemente de este siglo DIOFANTO de Alejandria, cuya obra se
conecta hoy con la matematica de los babilonios y que se ocupé d
teoria de nimeros, pero en especial de analisis indeterminado en su
Aritmética.

s. 1V

Pertenece a este siglo: TEON de Alejandria, cuya revisién de los
elementos de EUCLIDES sirvié de base para las ediciones modernas
de la obra; y su hija HIPATIA, también matematica que coment6
autores antiguos, recordandosela por su muerte en los tumultos
entre paganos y cristianos.

s.V

Primeras manifestaciones de la matematica hindu. En los siddhanta,
obras de indole astronémicas, ya no se miden los arcos mediantes
las cuerdas, como en PTOLOMEQO, sino mediante la semicuerda y la
flecha (nuestro seno y la diferencia entre el radio y el coseno). La
construccion de una “tabla de senos” se sefiala en la obra del hinda
ARYABHATA de este siglo, que se ocupé también de analisis
indeterminado (con niimeros enteros). También pertenecen a este
siglo EUTOCIO de Ascalena, comentarista de autores griegos; y el
fildsofo PROCLO de Bizancio, autor de un importante comentario al
“Libro I” de los elementos de EUCLIDES.

Desde comienzo de este siglo esta establecido el actual sistema de
numeracion decimal de origen hindu. El romano BOECIO compone
tratados elementales de aritmética y geometria, que constituyen
textos durante los tiempos medievales.

s. VII

BRAHMAGUPTA se ocupa de andlisis indeterminado.

s. VIII

En las escuelas del reino franco se imparte la ensefianza del
quadrivium; aritmética, geometria, musica y astronomia, de acuerdo
con el plan fijado por ALCUINO de York.




S.IX

Comienza el aporte arabe a la matematica, en materia de
traducciones y obras originales: AL-KHUWARIZMI compone una
Aritmética que contribuy6 a difundir el sistema decimal de
numeracion y un tratado, que dio nacimiento al dlgebra, que con la
resoluciéon numérica de la ecuacion de segundo grado y su
comprobacion geométrica; TABIT b.QURRA traduce obras griegas al
arabe y de las mas antigua regla para obtener “ntimeros amigos”; AL-
MAHANI traduce algebraicamente problemas geométricos, no
reducibles a ecuaciones cuadraticas.

s. X

El arabe ABU AL-WAFFA se ocupa de las funciones circulares.
GEBERTO de Aurillac divulga en Occidente el uso de las cifras
hindues (sin el cero).

s. XI

Apogeo de la matematica arabe en Oriente: ALHAZEN se ocupa de
matematica y de 6ptica; AL-KARHI da una demostracién geométrica
de la suma de los cubos; OMAR KHAYYAM clasifica y resuelve las
ecuaciones hasta las cuarticas, en forma aritmética o geométrica.

s. XII

En la Iberia musulmana GEBER (Jabir b.Aflah) se ocupa de
trigonometria esférica. El hindd BASKHARA se ocupa de algebra.
Comienza el periodo de la trasmisién a Occidente del saber arabe (en
gran parte de origen griego); ADELARDO de Bath y ROBERTO de
Chester traducen a AL-KHUWARIZMI; en Espafia JUSN de Sevillay
Domingo GUNDISALVO traducen en colaboracién pasando por el
castellano: igualmente traducen en colaboracion del hebreo al latin
ABRAHAM Bar Hiyya y Platén de Tivoli; culminando la era de los
traductores con la escuela de Toledo y GERARDO de Cremoa; a quien
se debe la traduccién de una quincena de autores griegos y arabes.

s. XIII

En Oriente florece al arabe NASIR AL-DIN, mientras en Sicilia
GUILLERMO de Moerbecke traduce directamente del griego al latin.
Comienza el despertar matematico de Occidente; FIBONACCI
propugna el sistema de numeracién decimal en su LIber Abaci de
1202 y se ocupa de teoria de numeros, dlgebra y geometria; un
JORDANUS Nemorarius se ocupa de algebra; CAMPANO traduce a
Euclides; y el astronomo SACROBOSCO se ocupa de aritmética. Fuera
del campo estrictamente matematico el escolastico Ramén LULL
trata cuestiones logicas.

s. XIV

Florece el chino CHU SHI-CHIEN, en cuya obra aparece el “tridngulo
aritmético”; y el inglés BRADWARDONE, autor de una geometria
especulativa. La trigonometria se desarrolla por obra del judio LEVI
b.Gerson y el inglés WALLINGGROAD. Se estudia el movimiento
uniformemente variado en forma gréfica por el francés ORESME y en




forma retorica por los ingleses HEYTESBURY y “Calculator” (regla de
Merton).

c. 1340

Se menciona el método de contabilidad por partida doble.

El filésofo Nicolas de CUSA se ocupa de distintas cuestiones
matematicas. En la segunda mitad del siglo los astronomos
PEURBACH y REGIOMONTANO compilan tablas de funciones
circulares. Aparecen los primeros tratados de aritmética impresos:
Treviso (1478); de Pietro Borghi (1484) y de Widmann (1489); en
este ultimo, se introducen los signos + y - . a fines de este siglo,
Piedro della Francesca compone un tratado de perspectiva que
circula manuscrito.

1484

Se imprime el Euclides de CAMPANO. LEONARDO da Vinci inicia su
carrera de ingeniero, durante la cual se ocup6 de variadas cuestiones
matematicas.

1484

Le triparty en la sciencie de nombres de CHUQUET que trata de
aritmética, algebra, simbolismo, racionalizacién de denominadores...

1494

PACIOLI summa de arithmetica, geometria, proportiono et
proportionalita, resumen de la matematica medieval.

c.1509

Epoca en la que DEL FERRO habria resuelto una ecuacién cubica
trinomia.

1509

PACIOLI, la divina proporcion que trae como apéndice un tratado de
los cuerpos regulares (sin nombre de autor) de PIERO della
Francesca, compuesto en 1487. En libri de triplicimotu, Alvaro
TOMAS suma series convergentes.

1525

DURER se ocupa de cuestiones geométricas y de perspectiva,
introduciendo las proyecciones horizontales y verticales. En Die coss
RUDOLFF introduce el signo de raiz.

1533

Aparece p6stuma De triangulis de REGIOMONTANO, obra compuesta
hacia 1464, que constituye el primer tratado de trigonometria de
importancia en latin.




