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A ZINNIA NADINE, mi acompafiante inseparable
durante mi ano sabatico.



Prologo a la sequnda edicion.

Desde hace algunos anos tenia el propdsito de redactar unas notas sobre
teoria de conjuntos, pero mis multiples ocupaciones me habian impedido
hacerlo. Dispuse finalmente del tiempo necesario para tal fin gracias a los
dos periodos académicos sin carga docente especifica que me concedi6 la
Universidad Nacional de Colombia para dedicarlos a la realizaciéon de mi
viejo proyecto.

El presente texto ha sido el fruto de este ano sabatico (Agosto 1978-
Julio 1979) y de mis experiencias anteriores como profesor de fundamentos
o de teoria de conjuntos para las carreras de matemadtico y licenciatura en
matematicas.

Aunque al escribirlo siempre tuve en mente a los estudiantes de dichas
carreras, también pensé en los profesores de secundaria en ejercicio, de
quienes los programas actuales presuponen una preparacién que en muchos
casos nunca les ha sido dada; de ahi que dediqué una buena parte del libro
a construir en detalle los sistemas numéricos.

Atendi siempre en la presentacion tanto al rigor como al aspecto peda-
gbgico; la introduccién de casi todo concepto o resultado importante estéa
precedida de una motivacion, ya sea para interesar al lector en el tema,
para hacerle ver la necesidad de efectuar determinada demostracion o para
ponerle de presente las futuras dificultades.

Para plantear algunos problemas interesantes, he supuesto de los lec-
tores conocimientos ajenos a la teoria expuesta; cuando sobrepasan cierto
nivel, los ejercicios llevan a su izquierda +; los ejercicios menos faciles van
precedidos del simbolo * y/o van sucedidos de una ayuda.

A nivel institucional, deseo expresar mi gratitud a la Universidad Na-
cional de Colombia por haberme dispensado el tiempo necesario para la
elaboracién de estas notas.

A nivel personal, quiero agradecer a mi esposa y a mis hijos su com-
prensién, el apoyo que me brindaron y el tiempo de merecido descanso que
sacrificaron y me cedieron para dedicarlo a la redaccién de este libro. Tam-
bién deseo expresar mis agradecimientos a los profesores de la Universidad



ii

Nacional José Dario Sanchez H. y Clara Helena Sanchez B., quienes usa-
ron en sus cursos la edicién de prueba e hicieron sugerencias valiosas para
mejorar el texto.

Jose M. Murioz Quevedo
Profesor Emérito
Departamento de Matematicas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia

Bogota D. E. 1983.
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Prélogo a la cuarta edicion

Me llena de satisfaccién poner a disposicién de profesores y estudiantes esta
cuarta edicién de la obra que ma&s aprecio entre las pocas que he escrito.
Procuré mejorarla al maximo dentro de mis posibilidades. Sus diferencias
principales con ediciones anteriores son:

Se incluy6 una seccién sobre las relaciones entre los cuantificadores y
los conectivos légicos.

Se amplié la seccion donde se bosqueja la construcciéon de un lenguaje
l6gico de primer orden.

Se dieron nuevas formas de efectuar definiciones por recurrencia aplica-
bles en diferentes ramas de la matematica.

Se introdujo tempranamente el axioma de eleccciéon con el fin de u-
sarlo en la obtencién de enumeraciones de conjuntos mediante funciones
sobreyectivas.

Se introdujo el axioma de regularidad y se derivaron sus principales
consecuencias en lo que respecta a la estructura interna de los conjuntos.

En la seccién sobre numeros cardinales, se hicieron algunas mejoras
sugeridas por el profesor Lorenzo Acosta, a quien doy las gracias por ello.

Se agregd una prueba directa, sencilla y elegante del axioma de com-
pletez de R.

Se adiciond una nueva demostracién del Teorema de Cantor-Bernstein,
usando el “Lema del Punto Fijo”, la cual fué elaborada por el profesor Luis
Rafael Jiménez, a quien agradezco su gentileza.

Se agregd un capitulo completo sobre los nimeros ordinales, tratéan-
dolos en la forma mas sencilla posible como extensiones de los nimeros
naturales, poniendo de presente el papel que juegan como clasificadores de
los conjuntos bien ordenados. Se destacé ademads la importancia del axioma
de sustitucién y se probd que éste implica al axioma de separacién.

Se mejoraron ostensiblemente tanto los dibujos como la presentacion
general del texto.
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Hoy, més de veinte afios después de la primera edicién, surge la pregun-
ta: jes un texto aun vigente?. Los temas tratados corresponden a los que
podrian llamarse tépicos basicos eternos, de conocimiento imprescindible
para el futuro matematico o para el licenciado en Matematicas. Si bien es
cierto que en el texto no se incluye ningin resultado reciente en teoria de
conjuntos, debido a que su comprension requiere un nivel de conocimientos
y madurez mayor a la que poseen los estudiantes de cuarto semestre uni-
versitario, se recomienda a los docentes habilidosos subsanar esta carencia,
haciendo la introduccién, al menos a un tema contemporaneo, como las
técnicas de forzamiento de Cohen, el cual, aun cuando de nivel mayor que
el del presente texto, se ha transformado en un tépico eterno muy fructifero
en teoria de modelos.

Una vez mas agradezco a la Universidad Nacional su interés y apoyo
para que esta nueva edicién se hiciera realidad, en especial al Comité Edi-
torial del Departamento de Matematicas y Estadistica por su encomiable
y altruista labor de difusién de la cultura matematica. Quiero agradecer a
los hoy matematicos Leonardo Prieto y Franqui Cardenas por su cuidadoso
trabajo en el levantamiento del texto ,a mi hermana, la profesora Myri-
am Munoz de Ozak y a los estudiantes William Llanos y Maira Saldana
por la elaboracién de los dibujos y por su trabajo complementario en el
tratamiento y correccién del texto matemético y finalmente al profesor Yu
Takeuchi por las ttiles sugerencias para el mejoramiento conceptual del
presente libro, el cual espero siga siendo de utilidad para estudiantes y
profesores.

Jose M. Murnioz Quevedo
Profesor Honorario
Departamento de Matematicas
Universidad Nacional de Colombia

Bogota D.C, 2001.
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'Capl'tulo 1

DESARROLO INTUITIVO

1.1 PROPOSICIONES Y CONECTIVOS

El que los conceptos de conjunto, elemento y pertenencia sean los mas
intuitivos de la Matematica, no es casual; en realidad el conocimiento, en
cualquier rama de la ciencia puede darse mediante relaciones conjuntistas
o al menos descansa en un lenguaje que la persona ha adquirido a través
de una serie de vivencias de tipo conjuntista.

Para mejorar nuestra intuicion en lo que a los conjuntos se refiere y para
corregirle posibles desviaciones, lo mismo que para que sirva de base a la
teoria axiomatica posterior, dedicamos esta primera parte a desarrollar en
forma puramente intuitiva la teoria de los conjuntos.

El primer concepto que necesitamos para llevar a cabo nuestro estudio
es el de “proposicion”. Es una palabra tomada del lenguaje corriente en
el cual significa méds o menos “expresiéon con sentido completo”. Nosotros
seremos un poco mas exigentes y usaremos la palabra proposicion tan solo
para designar aquellas expresiones de las cuales tiene sentido afirmar que
son verdaderas o falsas.

Por ejemplo,
“1 + 1 — 277

“Bogota es la capital de Colombia”

“Sir Wiston Churchill fué presidente de Francia”
“Existen triangulos isdsceles que no son equilateros”
“Todos los hombres son mortales”
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“En Colombia existen 40’487.521 habitantes actualmente”, son proposi-
ciones en el sentido matematico (que sera en el unico sentido con el cual
usaremos esta palabra en adelante).

No son proposiciones (“aun cuando tienen sentido completo”) las ex-
presiones siguientes:
“Buenos dias ”
“; Como esta Ud.?”
“z es blanco”
“Senor, ayudeme a empujar este automovil, por favor”.

La razén se halla en que carece de sentido afirmar que ellas sean ver-
daderas o falsas.

En esta seccién no vamos a interesarnos en el significado de las proposi-
ciones; inicamente las analizaremos desde el punto de vista de su veracidad:
nos importard saber si una proposicion es verdadera o falsa y tan solo
estudiaremos proposiciones que sean verdaderas o falsas.

Es costumbre emplear las letras p, ¢, r, s, etc. como simbolos para
designar proposiciones.
Observemos algunas proposiciones de la vida corriente:
(a) “Esté bien, dijo José Arcadio Buendia. Nos iremos de este pueblo

lo més lejos que podamos y no regresaremos jamas”. (G. Garcia
Mérquez, Cien anos de Soledad).

(a') Pagaré la comida y la bebida.
(b) Llevaré a mi novia flores o le llevaré dulces.

(c) “Si te gusta escuchar, aprenderds. Si inclinas tu oido, serds sabio”
(Salomoén, Los Proverbios).

¢’) Si la gasolina sube de precio, entonces también aumentars el precio
g p p
de todos los articulos que se transportan.

(d) Se producird un cambio sustancial en nuestro pais si y solamente si,
las clases media y baja comienzan a actuar masivamente en defensa
de sus intereses.

(e) “En Santa Fé de Bogota son las cinco de la tarde del 25 de Septiembre
de 1828. Para los conspiradores el ambiente es tenso; en unas horas
mas Bolivar estard vivo o muerto; todo depende de las circunstan-
cias”.

(¢’) “Ser o no ser: he ahf el problema” (Shakespeare, Hamlet ).
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(f) “Si prescindimos del contenido material de la circulacién de mer-
cancias y nos limitamos a analizar las formas econdmicas que este
proceso engendra, veremos que el resultado final es el dinero”.(Marx,
El Capital).

Notamos que son proposiciones con cierta complejidad, llamadas com-
puestas debido a que constan de dos o0 mas proposiciones unidas o concate-
nadas mediante parti culas del lenguaje llamadas conjunciones (sirven para

({3

“juntar” proposiciones). Asi encontramos en (a) y en (a”) la conjuncién “y

(integrando dos proposiciones en otra mayor), en (b) la conjuncién “o”, en

(c) tenemos “si ... entonces ... 7, en (d) hallamos “... siysélosi... 7, en
(e) nuevamente la “0” usada en un sentido diferente y (f) posee una forma
un poco mas compleja “si ... y ..., entonces ... ”.

Ain cuando en un idioma existen otras conjunciones (ni
ni...,... pero...,... masno ..., etc.), el papel que ellas desempenan
puede llevarse a cabo con las cinco nombradas anteriormente y la particula
“no 7, usada para negar proposiciones.

Si p es una proposicion, es costumbre simbolizar —p a su negacién (léase
“no p” o la “negacién de p”). Por ejemplo, si p es la proposicién “14+5 = 7",
—p serd “1 +5 # 77; si q designa “Bogota es la capital de Colombia ”,—q
serd “Bogotda no es la capital de Colombia”.

Se nota que si una proposicién es verdadera, su negacién es falsa y
reciprocamente, si una proposicién es falsa, su negacién es verdadera.

Usando las letras V' y F' para simbolizar “Verdadero” y “Falso” respec-
tivamente, la observacién anterior se puede resumir en una tabla ( llamada
tabla de verdad) como la siguiente:

F
]
S

F
v

N <

Bajo “p” aparecen V y luego F' para indicar que p puede ser verdadera o
falsa; la primera linea horizontal de valores de verdad significa que si p es
verdadera, —p es falsa y la segunda, que cuando p es falsa, =p es verdadera.

Analicemos ahora la proposicién (a): Es una proposicién compuesta que

se ha obtenido uniendo otras dos mediante la conjuncién “y”. Si designamos

con “p” a la proposicién “nos iremos de este pueblo lo mas lejos que po-

damos” y con “q” a la proposicién “no regresaremos jamas”, entonces (a)

se puede representar por p y q. Es costumbre en matematicas usar el signo

[T

“A” para la conjuncién “y”, evitando confusiones posteriores con la letra
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“y”, usada como variable (en las ecuaciones, por ejemplo). Siguiendo la

costumbre, la proposicién (a) se simbolizard “p A ¢”.

Del lenguaje comun se deduce que una proposicién que posee la forma
p A q es verdadera tan solo cuando las proposiciones componentes p, g son
simultdneamente verdaderas. Por ejemplo si no se van lejos del pueblo, la
proposicién (a) es falsa; lo mismo si se van y regresan. La proposicién (a)
hace ver que si tanto p como ¢ son falsas, “p A ¢” también es falsa.

Podemos utilizar una tabla de verdad para sintetizar el parrafo anterior:
Cada linea horizontal corresponde a uno de los casos anotados anterior-
mente; asi la tercera linea significa que cuando p es falso y ¢ es verdadero,
p A q es falso.

p| a| pAg
V] V] V
V| F| F
Fl V| F
F| F| F

Noétese que hay cuatro lineas horizontales ya que hay cuatro casos posibles,
en cuanto a la veracidad de p y ¢ se refiere; estos casos se pueden hallar
escribiendo en la columna bajo p dos veces consecutivas V y luego dos
veces consecutivas F', y en la columna bajo g se escriben alternadamente
V,F,V, F. En esta forma lo haremos en adelante para construir las tablas
de verdad de las otras conjunciones.

Supongamos que Juan dice “Llevaré a mi novia flores o dulces ”. Si
tan solo le lleva flores, Juan ha dicho la verdad; si solamente le lleva dul-
ces, también ha dicho la verdad; si le lleva flores y dulces, Juan queda
espléndidamente, es decir, una vez mas ha dicho la verdad; pero si no le
llevara flores y tampoco le llevara dulces, Juan seria un mentiroso, habria
dicho una falsedad.

[P}

Este ejemplo pone de presente que en este caso la conjunciéon “o” se
ha usado para indicar que una proposicién de la forma “p o ¢” es falsa
unicamente cuando tanto p como ¢ son falsas. En Matematicas se prefiere
escribir “p V ¢” para precisar que la conjuncién “o” se estd usando en el
sentido descrito; su tabla de verdad es la primera de las dos que siguen.

Las proposiciones (e) y (¢’) ponen de presente otro uso frecuente de
la particula “o0”; las dos proposiciones ligadas por ellas son mutuamente
excluyentes: “vivo o muerto”, “ser o no ser”. Si es verdad que esté vivo, es
falso que esté muerto, si es falso que esté vivo, es verdad que esté muerto;
no se puede estar vivo y muerto simultdneamente. Tampoco se puede no

estar vivo y no estar muerto a la vez. Para distinguir este nuevo uso de “0”
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=<
<< <<
SRR
N <y e
o= = ||

del anterior, introducimos el signo “V” y lo llamaremos el “o exclusivo”.
Hemos resumido lo dicho en la tabla anterior de la derecha.
Es corriente referirse a las tres proposiciones compuestas anteriores asi:

p A q :la conjuncién de p, g
pV q :la disyuncién inclusiva de p, q

pVq : la disyuncién exclusiva de p, q.

Pasemos a analizar el uso de “si p, entonces ¢” que se simboliza “p — ¢”
y también se lee “p implica ¢”. Nadie pone en duda la verdad de una
proposicién como si “Colombia posee méas de un millén de Km? de super-
ficie, entonces la superficie de Colombia es mayor que la de Suiza”, en la
cual tanto la primera componente como la segunda son verdaderas.

Evidentemente “Si Colombia posee 1’138.338 Km? y Brasil 8'511.965
de superficie, entonces Colombia posee més superficie que Brasil” es una
proposiciéon falsa; aqui la primera proposiciéon componente es verdadera y
la segunda es falsa.

De otra parte, las siguientes son consideradas frases correctas (léase
proposiciones verdaderas).

(i) Sien Colombia hay cien millones de habitantes, entonces en Colombia
hay mas habitantes que en el Ecuador.

(ii) Sien Colombia hay aproximadamente cien millones de hombres casa-
dos, entonces en Colombia hay aproximadamente cien millones de
)
mujeres casadas.

Nétese que en (i) la primera proposicién componente es falsa y la segunda
es verdadera, en tanto que en (ii) las dos proposiciones componentes son
falsas.

Motivados por razones como las aducidas mediante los ejemplos an-
teriores y analizando su posterior buen desempeno, los matematicos han
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tomado como tabla de verdad para la implicacién la siguiente:

p| q| p—y
VI v VvV
V| F| F
Fl v Vv
F| F| Vv

Algunas veces “p — ¢q” se lee “p es una condicién suficiente para ¢” o “q es
una condicién necesaria para p”. Proposiciones como la (d) del comienzo,
las cuales poseen la forma “p si y sélo si ¢”, se acostumbran simbolizar
“p < q”; se lee “p es una condicién necesaria y suficiente para ¢” o mas
frecuentemente “p es equivalente a q”.

Entendiéndose que la equivalencia se considera respecto de la veracidad
de las proposiciones componentes, “p” y “q” serdn equivalentes tan solo
cuando las dos sean simultdneamente verdaderas o simultaneamente falsas;

)

su tabla de verdad es la siguiente.

S I BRIk
< &m <l

En lo sucesivo, consideramos las tablas de verdad anteriormente dadas
como las definiciones de los simbolos =, A, V,V,—, <>, a los cuales nos
referiremos como los conectivos proposicionales.

Las proposiciones compuestas que hemos estudiado hasta este momento
contienen tan solo un conectivo proposicional, pero muchas veces necesi-
tamos emplear proposiciones mas complejas en las cuales aparezcan dos o
més conectivos proposicionales (un ntimero finito de ellos). Por ejemplo, la
proposicién (f) del comienzo tiene la forma (p A ¢) — r; otras pueden ser
pV (=), (PA () = @, ~((p1Ap2) V(ps < ((pAg)V (pAT)))), etc. Nétese
que los paréntesis son un gran auxiliar para dar un significado preciso a las
expresiones.

La intuicion nos dice generalmente como mezclar proposiciones y conec-
tivos; sin embargo para evitar la pérdida de tiempo tratando de hallar el
sentido a expresiones como (p—)Aq, (— ¢V Asy) — (—)pA(Vs) <, daremos
a continuacién las normas para obtener inicamente expresiones con “sen-
tido”, a las cuales llamaremos férmulas bien formadas (abreviacién: f.b.f.),
es decir, las reglas sintacticas del llamado cdlculo proposicional.
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En adelante, ademas de p, ¢, r, usaremos pi, p2, p3, ... como simbolos
para designar proposiciones y nos referiremos a ellos como a los simbolos
proposicionales. Teniendo tantos simbolos proposicionales como nimeros
naturales, disponemos de una buena cantidad de ellos, suficiente para repre-
sentar cualquier proposicion que tengamos en la memoria; seguramente una
persona no alcanza en toda su vida a fijar en su mente méas proposiciones que
nimeros naturales. Asi, podemos considerar que cada simbolo representa
una unica proposicion simple.

Las reglas que gobiernan las férmulas bien formadas (“expresiones con
sentido”) son:

(1) Los simbolos proposicionales son féormulas bien formadas.
(2) Si « es una f.b.f., entonces su negacién (—«) es una f.b.f.

(3) Si @y (8 son f.b.f., entonces también lo son

(@nB), (aVp),(avf), (a = f),y (= ).

(4) Una expresién es una férmula bien formada si y sélo si el que lo sea
se sigue de aplicar las reglas (1), (2), (3) finitas veces.

La regla (4) significa que las tunicas f.b.f. son las que se pueden cons-
truir combinando (1), (2), (3) un ndmero finito de veces. En consecuencia,
supongamos que nos dan una expresién como

((=(p1 — p2)) V (p3 < (—p4)))

para averiguar si es una f.b.f. o né. De acuerdo con (4), debemos tratar de
construirla usando las reglas (1), (2) y (3);

(i) p1,p2,p3,p4 son £.b.f. de acuerdo a (1).
(ii) (p1 — p2) es £.b.f. segun (3).
(iii) (—(p1 — p2)) es f.b.f. segin (2).
(iv) (—pa4) es f.b.f. por (2).
(v) (ps < —(pa)) es £.b.f. aplicando la regla (3) ya que ps y (—p) lo son.

(vi) Aplicando la regla (3) a (iii) y (v) se obtiene que
((=(p1 = p2)) V (p3 < (—pa))) es f.b.1.
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Una expresién como ) — (—p) A (Vs) < no es una férmula bien formada
ya que s es f.b.f. pero “Vs ” no lo es y el proceso de formacién no puede
continuarse.

Nota. Para simplificar la escritura, en adelante, eliminaremos la mayor
cantidad posible de paréntesis, siempre y cuando no se produzcan confu-
siones. Por ejemplo, no volveremos a escribir el paréntesis inicial ni el final;
convendremos en que el simbolo de negacién actia sobre la f.b.f. mas corta
que estd a su derecha (Asi —=p V ¢ es ((—p) V q); si queremos que — actiie
sobre p V ¢, colocamos el paréntesis: =(p V ¢q)). Cuando hay presentes va-
rios conectivos, suponemos que primero actia -, después actian V,V,A
y luego si —, <. Por ejemplo, pAq — pVges (pAgqg) — (pVgq)). En
pV (pAT), p — (¢ < r) los paréntesis son indispensables, no pueden
suprimirse.

Como una f.b.f. se ha obtenido a partir de finitos simbolos proposi-
cionales por aplicacién de (1), (2) y (3) finitas veces, siempre es posible
construir su tabla: se dan a los simbolos proposicionales que aparecen en
la f.b.f. los valores V, F' combinados adecuadamente para obtener todos los
casos posibles y luego se van construyendo paso a paso las tablas de verdad
de las f.b.f. que se han ido formando hasta llegar a la f.b.f. dada inicial-
mente (N6tese que si aparecen n simbolos proposicionales en una f.b.f., su
tabla de verdad tendra 2™ filas, correspondientes a las 2" formas posibles
de combinar V' y F).

Unos ejemplos aclararan lo dicho: Construir las tablas de verdad de
pV-p, (pAg) = p, (Vg A-pdea:=pA(gVr)— (pAq)V(pAT)yde
(pVa) —p

Si observamos las tablas de verdad siguientes, vemos que existen féormu-
las bien formadas como pV —p, (p/Aq) — p, y la que hemos llamado «, tales
que en su tabla de verdad tdnicamente aparece el valor V', sin importar la
verdad o falsedad de sus proposiciones componentes; se llaman tautologias.
Son las f.b.f. mas importantes, debido a que corresponden a proposiciones
compuestas que intuitivamente son verdaderas, independientemente de la
veracidad de sus componentes. Podemos hacernos la siguiente pregunta:
iDada una f.b.f., existe un procedimiento para averiguar si es una tautologia
ono?

La respuesta es evidentemente afirmativa: basta construir su tabla de
verdad; si en ella solo aparece V', es tautologia; en el caso contrario, no lo
es.



1.1. PROPOSICIONES Y CONECTIVOS 9

pl a| pra|l (PAg —p p| a] pva|l (pVg —p
v V] Vv v v V] VvV v
v F| F 1% v F| Vv 1%
Fl v| F 1% Fl v Vv F
F| F| F 1% F| F| F 1%

pl a| pval -p| PV A(-p)
p| —»| pV-p VI V] V| F 7
V] F| V v F| v | F F
Fl v v Flv| v | v 1%

F|l F| F | Vv F
pla|rlavrpralpar[prvr)| (prgVpAr)| o
ViVIVIV [V | V % v v
VIVIF|l v | v | F 1% 1% 1%
VIFlV| v | F |V 1% 1% 1%
VIiF|lF| F | F | F F F 1%
Flvivl v | F | F F F 1%
FIVIF| v | F | F F F 1%
FlFlv| v | F | F F F 1%
FIF|IF| F | F | F F F 1%

A continuacion damos una lista de algunas otras tautologias que usare-
mos mas adelante; la demostraciéon de que efectivamente son tautologias,
la dejamos al lector:

11 (@g—=n]—=—9—@—"] 23)@AP—q9)—q
12) =(p <= q) = (PA—q) V(=P Aq)) 24

) (pVp)«=p; (pAp)<=p 13) =(=p) < p

2) pVgeqVp 14) (p—q) < (=pVa)
3) (pVa)Vr—pV(gVr). 15) (pVq)Vr < pV(qVr)
4) pA(qVr) < (pAgV(pAT) 16) (pVq)Vp<pVyg
5) ~(pAq) < (-pV —q) I7)pAge=qAp

6) pPAgQ AT pA(gAT) 18) =(pV q) <> ~p A —q
) (PAg) AP pAg 19) =(p = q) = pA—q
8)pA(gVr) = (@AqV(pAT) 20) =(p < —p)

9 pV(gAr) = (pVa A(pVr) 21) (p — q) < (g — —p)
10) (p—(g—r)) < (pAg—T) 22) =(p A —p)

) [p— )

) )
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Ejercicios

1. Demuestre que todas las f.b.f. de 1) a 24) anteriormente listadas son
tautologias.

2. Una forma abreviada de escribir la demostraciéon de que una expresién
es una f.b.f.; es construyendo lo que podriamos llamar su arbol ge-
nealdgico; partiendo de los simbolos proposicionales, se va formando
poco a poco aplicando las reglas (1), (2) y (3) dadas anteriormente;
como ejemplo construyamos elde (-pAq)V(r—q):

r

WAy

ﬂpAq

—|p/\q (r—aq)

Use éste procedimiento para decidir cudles de las siguientes expre-
siones son f.b.f. y cuales no:

(a) (=p — —q) — ~(pVq).

(b) p— V-rAg.

(c) (p1 Ap2) Ap3 = (—psV p3).
(d) ((p1 = (=p2)) Ap1) — —p2.
() pAgVDPAT.

(f) (=Vp)—=(gAT).

(g) =(pAq) — ((=p) A (—9)).

3. Use las tablas de verdad para probar que (p A =p) — ¢ es una tau-
tologia.

4. Sean «, # férmulas bien formadas. Se dice que “« implica tautolégica-
mente a 57 si @ — ( es una tautologia. Se dice “«a es tautologicamente
equivalente a 7 si « implica tautolégicamente a G y § implica tau-
tologicamente a «, o lo que es igual si a < [ es una tautologia. Halle
cinco ejemplos de implicacion tautoldgica y cinco de equivalencia tau-
tolégica.
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5. Una contradiccion es una f.b.f. compuesta que siempre es falsa, inde-
pendientemente de la veracidad de las proposiciones componentes. Dé
cinco ejemplos de contradicciones, demostrando que lo son mediante
tablas de verdad si es del caso.

6. Dadas las proposiciones p : Hace frio y ¢ : Esta de noche, y suponiendo
que la primera es verdadera en este momento y la segunda falsa,
escriba en términos de p, q y los conectivos, las proposiciones siguien-
tes y halle sus valores de verdad:

(a) No estd de noche o no hace frio.
(b) Hace frio o no esta de noche.
(c) Ni estd de noche ni hace frio y
(d) Esté de noche pero no hace frio.
7. Halle la negacién de cada una de las proposiciones anteriores dando la

respuesta tanto en términos de p, ¢ y los conectivos, como en espaiiol
correcto.
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1.2 CONJUNTOS

Un enjambre de abejas, un ejército, un rebano de ovejas, son ejemplos de
conjuntos.

Siendo, como lo hemos dicho antes, los conceptos de conjunto, elemento
y pertenencia los mas intuitivos de la Matematica, los consideraremos como
los conceptos primitivos de este estudio, es decir, no trataremos de definir-
los sino que iremos simultdneamente trabajando con ellos y precisandolos
mediante sus propiedades.

Nuestro sentido comun nos dice que podemos determinar un conjunto
de dos maneras:
1) Dando una lista de los objetos o elementos que lo forman o
2) Dando la condicién o las condiciones que deben cumplir sus elementos;
estas condiciones deberan ser lo suficientemente precisas para que dado
cualquier objeto, podamos decidir si pertenece o no al conjunto en cuestion.

Cuando se determina un conjunto mediante una lista, es costumbre
decir que se estd determinando por extension y escribir sus elementos entre
dos llaves; por ejemplo,

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
es el conjunto de los niimeros llamados digitos en tanto que
{3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}

es el de los niimeros primos mayores que 2 y menores que veinte.

Notese que con la frase anterior estamos definiendo al mismo conjunto
{3, 5, 7, 11, 13, 17, 19} por medio de las condiciones que cumplen sus
elementos: éstos deben ser nimeros naturales (o enteros), primos, mayores
que dos y menores que 20. Decimos en este caso que estamos definiendo al
conjunto por comprension y lo escribimos asi:

{z | * esun nimero natural primo A = es mayor que 2

A z es menor que 20}.
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Se puede leer como “El conjunto de los elementos x tales que ...” yendo en
el sitio de los puntos suspensivos la condicién que determina el conjunto. Si
denotamos por p(z) a una condicién redactada en términos de z, el conjunto
determinado por ella se escribe entonces

{zlpt)} 6 fz:pl)}

Nota: Usaremos también la palabra coleccion como sinénimo de conjunto.

Por ejemplo, los siguientes cinco conjuntos estan definidos por compren-
sion:
A ={z | x es capital de un pais suramericano }.
B = {x | x es mexicano A z mide mds de 4 metros de estatura }.
C = {x : = ha sido presidente de Colombia en este siglo }.
D = {x : x es nimero natural A (x es divisor de 12 V z es divisor de 20) }.
E = {z | © es una ciudad A z es la capital de Colombia }.

Este ultimo E es precisamente el conjunto { Bogota} constituido por
un solo elemento, razén por la cual se llama unitario.

Como no existen en México personas que cumplan la condiciéon de medir
més de 4 metros de estatura, el conjunto B no posee elementos: B = { };
se le llama conjunto vacio y con frecuencia también se nota ().

Para indicar que “4 es un elemento del conjunto D”, escribimos “4 € D”
y también lo leeremos “4 pertenece al conjunto D” o “4 estd en D ”. En
vez de —(a € D) escribiremos a ¢ D. Al simbolo ¢ €” se le acostumbra
llamar de pertenencia.

Al leer una condicién como “z mide mas de 1.5 metros de alto”, podemos
pensar que se estd haciendo referencia a personas, jirafas, arboles, camiones,
etc. La sola condicidon no basta; es necesario dar ademéas un conjunto no
vacio acerca de cuyos elementos nos referimos en la condicién; un conjunto
tal se llama un conjunto referencial o simplemente un referencial (para la
condicién dada). Por ejemplo, para la condicién “z3 — 22 — 92 +9 = 07
podriamos tomar como referencial a cualquiera de los conjuntos { 0, 1, 2},
{1, 2, 3, 4, 5}, {-3, -2, -1, 0}, R, etc. pero no nos servirfa un conjunto de
personas ni un conjunto de ciudades. Debe existir una inter-relacién entre

referencial y condicion: Cada vez que reemplacemos “a” por un elemento

del referencial, la condicién se debe transformar en una proposicién (unas
veces verdadera y otras falsa). Asi por ejemplo, si tomamos como referencial
S ={1,2, 3, 4, 5} y como condicién “x® —x? — 9z + 9 = 0", al reemplazar
a“x” por 2,4y 5(22—22-9.-24+9=0,4%-4%2-9.449 =0, etc.) obte-
nemos proposiciones falsas y al reemplazar “z” por 1 y por 3, obtenemos
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proposiciones verdaderas:
13-12-9.149=0; 33 -32-9.34+9=0.
Se dice que 1 y 3 satisfacen (o cumplen) la condicién dada y
{1, 3} ={zx € S|a® — 2% — 92+ 9 =0}

es decir, {1, 3} es le conjunto definido por la condicién “z3—z2—9z+9 = 07,
respecto del referencial S.

Si S es el conjunto de todos los americanos y p(z) : = es colombiano,
P ={x e S |p(z)} es el conjunto de todos los colombianos.

Supongamos dado un conjunto referencial S fijo; si p(z) es una con-
dicién sobre (los elementos de) S, al simbolo x que puede reemplazarse
por un elemento cualquiera del referencial se le llama una variable. A un
simbolo que representa un elemento bien determinado del referencial (el
mismo durante todo el estudio), se le llama una constante.

Por ejemplo, si S =Ry q(y) es “y?> — 3y +2 = 07, entonces “y” es una
variable, en tanto que 2, 0, 3 son constantes.

Un concepto derivado del de conjunto es el de subconjunto: Un conjunto
A es un subconjunto de B (se nota A C B) si y solo si todo elemento de A
es un elemento de B. Por ejemplo {1,2,3} C {2,4,0,1,3} y este dltimo a
su vez es un subconjunto propio de R 1.

Sea S = R y consideremos las siguientes condiciones sobre R:

pi(z):2? =5 +6=0
po(z) 2?2 +1=0
p3(x):2? —1=(z—1)(z+1).

Los subconjuntos del referencial S definidos por pi(x), p2(z) y p3(z), son
P1:{273}a P2:® y Ps=R= S7

respectivamente. Es costumbre escribir (3x)(p1(z)) para significar que el

conjunto determinado por pj(z) no es vacio. Nétese que (3z)(pi(x)) ya es
una proposicién; por ejemplo (3x)(z? + 1 = 0) es una proposicién falsa.
Cuando el conjunto determinado por una condicién ¢(z) es todo el referen-
cial, se escribe (Vz)(q(x)).

Por ejemplo, “(Vz)(z2 — 1 = (z — 1)(x + 1))” es una proposicién ver-
dadera, en tanto que (Vz)(pi(z)) v (Vz)(p2(x)) son proposiciones falsas.

!Diremos que A es un subconjunto propio de B (notado A C B)si AC BA A # B.
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A los simbolos 3y V se les llama cuantificador existencial y cuantificador
universal, respectivamente.

Podemos hacernos la pregunta siguiente: ;Cudl es la negacién de una
proposicién, como (Vz)(p(x))? Siendo (Vx)(p(z)) equivalente a que el con-
junto P definido por p(x) es todo el universal, P = S, entonces —(Vz)(p(x))
equivaldrd a P # S, es decir, a que existen elementos del referencial que no
cumplen la condicién p(x), o sea que existen elementos de S que cumplen
la negacién de p(x). Resumiendo:

~((Vz)(p(x)) equivale a (3z)(~p(z)).

Andlogamente, siendo (3z)(p(x)) equivalente a P # (), es entonces claro
que —((3z)(p(z)) equivaldrd a P = 0, es decir, ningin elemento del refe-
rencial cumple p(x), o lo que es lo mismo, todo elemento del referencial
cumple —p(z); en consecuencia,

~((Fz)(p(2)))  equivalea  ((Va)(=p(x))).

Ejercicios

1. Tomando como refencial al conjunto de los ntimeros reales, halle los
conjuntos que definen las condiciones siguientes:

(a) (2 -8z +15)(x+1) =0.
(b) b) 22 — 8z + 15 > 0.
(c) ¢) 2? < 2.

2. Resuelva el ejercicio 1. tomando como referencial al conjunto de los
enteros Z ={...,—2,—1,0,1,2,... }.

3. Resuelva el ejercicio 1. considerando como referencial al conjunto
{6,7,8,9,...} de todos los niimeros naturales mayores o iguales que
6.

En cada uno de los tres ejercicios anteriores, anteponga a cada condi-
cién o a su negaciéon, un cuantificador adecuado para que se obtenga
una proposicién verdadera; dé las razones de sus respuestas.

4. Escriba la negacién de cada una de las proposiciones siguientes



16 CAPITULO 1. DESARROLO INTUITIVO

(a) Todos los hombres son mortales.
(b) (Vz)(z +0=z).
(¢) Bz)(Vy)(z +y >0).

5. Tomando como referencial al conjunto de los nimeros reales, halle
una condicién p(x,y) en dos variables, tal que:

(a) (Fz)(Vy)(p(z,
(b) (Vy)(3z)(p(z,

6. Usando sus conocimientos y su intuicion,

)) es falsa y

L

)) sea verdadera.

a) Halle todos los subconjuntos del conjunto {1, 2, 3}

o

Halle todos los subconjuntos del conjunto {1, 2}

2 o

)

)

) Halle todos los subconjuntos del conjunto {1}
) Halle todos los subconjuntos del conjunto ().

)

(Podria usted adivinar una relacién entre el niimero de elementos
de un conjunto finito y el ntimero de sus subconjuntos?

[§]

*f) (Podria usted demostrar por induccién (sobre el nimero de e-
lementos del conjunto en cuestién) la relacién que ha adivinado
en el numeral €)?

7. Escriba la negacién de cada una de las expresiones siguientes:

(a) (va)(p(z) — q(2)).

(b) (vVz)(p(z)) — (Vz)(q(2)).
(¢) (Vo) (p(z) — (q(x) v r(2)))
(d) (Bz)(Vz)(p(z, 2) A q(2))

8. Sea S un referencial para una condicién p(z). Sea A C S. Definimos
(Vx € A)(p(x)) como (Vz)(x € A — p(z)). Andlogamente, definimos
(3x € A)(p(z)) como (Fz)(x € A A p(x)).

Demuestre que —[(Vx € A)(p(z))] < (Fxr € A)(—p(z)) v que
~((3x € A)(p(x))) < (v € A)(-p(z).

9. ;Qué sentido tienen para usted expresiones como
(Vz)(2+3=5), (Fz)(2-4=28)7?
;.Son éstas proposiciones ? jSe podria suprimir el cuantificador?

10. Dé justificaciones a las equivalencias siguientes:



1.2. CONJUNTOS 17

(a) (Vo)(pAq(z)) < (p A (Vz)q(2)).
(b) (Vz)(pVq(z)) < pV (Vr)q(2)).
(c) (Fz)(pAqlz)) < pA(Br)g(z)).
(d) F2)(pVa(z)) < (pV (Fr)q(z)).

Nota: p es una proposicién en la cual no aparece x.
11. Escriba en espaifiol correcto la negacion de las frases siguientes:

(a) Silas Matematicas son faciles, aprobaré el curso.

(b) Existe un ntiimero natural m tal que cualquiera sea el natural n,
m <n.

(c) Siel costo de vida continia subiendo, algunos tendremos que de-
jar la “costumbre burguesa” de comer tres veces al dia o trabajar
por un cambio de estructuras sociales.

(d) Todos tenemos problemas y algunos nos dejamos vencer por e-
llos.

(e) Todos los gatos son pardos o algunos estamos miopes.

12. Diga dando las razones de sus respuestas, cudles de las afirmaciones
siguientes son verdaderas y cudles no:

a € {{a}}.
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1.3 OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

Queremos en esta seccién estudiar algunas de las formas de construir nuevos
conjuntos a partir de otros dados; para saber si realmente los conjuntos son
diferentes de los dados, debemos responder antes con certeza la pregunta
., Cuando dos conjuntos son iguales? nuestra intuicion nos dice inmediata-
mente: “Dos conjuntos son iguales cuando poseen precisamente los mismos
elementos”, criterio que adoptamos para trabajar de ahora en adelante.
Usando el simbolismo introducido, seria:

A=B si y s6lo si (Vz)(r € A~z € B) (1.1)

Asi, por ejemplo, {1, 2} = {2, 1}, no importando el orden de los elementos.

Si en el listado de los estudiantes de un curso se anotase por error dos
veces el nombre de uno de los alumnos, con ello no se modificaria el conjunto
de estudiantes del curso; en consecuencia {1, 2, 3} = {1, 2, 1, 3}, ya que
todo elemento del primer conjunto estd en el segundo y reciprocamente,
todo elemento del segundo estd en el primero, es decir

A=B si y sélo si ACB ANBCA (1.2)

Si A, B son conjuntos, definimos su interseccion (notada A N B) como
el conjunto constituido por todos aquellos elementos que pertenecen si-
multdneamente a A y a B, es decir,

ANB={z|z€ A N z € B}

Por ejemplo, {1, 2, 3, 4, 5, 8}n{5, 3, 8, 0, 7} = {5, 3, 8}. Es costum-
bre visualizar los conjuntos representandolos como regiones planas; a tales
graficas se les llama diagramas de Venn. Por ejemplo en el diagrama de
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Venn adjunto, A N B es la parte punteada.

S

Si A es el conjunto de los enteros pares y B es el de los enteros multiplos
de 3, puede deducirse ficilmente que A N B es el conjunto de los enteros
multiplos de 6. Si sucede que AN B = (), los conjuntos no poseen elementos
comunes y se dice que son disyuntos. Las igualdades

AN =0, AnB = BNA (AnB)NnC = An (BnQO),
ANA = A, se deducen inmediatamente de las propiedades correspondi-

entes del conectivo “A” y de las definiciones; por ejemplo, mostremos que
(ANB)NC =AN(BNC)

re(ANB)NC—zxze(ANB)AxzeC [Def. de “N”]
—~(reANzxzeB) NxzeC [Def de “n’|
—cx€A N (xeB AN ze(C) [asociativ. de “A”]
—srxeA NzxeBNC [Def. de “N”]
—zxeAN(BNC) [ Def. de “N”]

Es decir (Vz)[x € (ANB)NC <z € AN(BNC)] lo cual segtn (1) prueba
que (ANB)NC = An(BNC). Mostremos que AN Q = 0: cualquiera sea
x?

reANP—zeANzel [Def. de “N”]
—xel [Debido a que siendo x € () falsa,

p A (z € 0) es falsa sin importar

que p sea verdadera o falsa |.

Nuevamente por (1) se deduce que AN = 0.

Utilizando el conectivo “V” definiremos la operacién entre conjuntos
llamada union: si A, B son conjunto cualesquiera la unién de A y B notada
A U B es el conjunto constituido por todos aquellos elementos que o bien
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pertenecen solamente a A, o bien pertenecen solamente a B, o pertenecen
a A y a B simultaneamente, es decir recordando la tabla de verdad para
definir el conectivo “V”,

AUB ={zlxr€ A V z € B}.
SiA=1{1,2345 yB=1{450678 9}
AUB=1{0,1,2 3 4,5, 6,7, 8, 9}.

Por ejemplo en el siguiente diagrama, la parte punteada corresponde a la
unién de los conjuntos.

S

Es sencillo demostrar que AUB = BUA,(AUB)UC = AU (BUZCQC),
AUD = Ayque AUA = A. Por ejemplo si usamos la tautologia pVp < p,
se tiene que cualquiera sea x, t € AV =z € A — x € A, lo cual segin la
definicién de “U” significa x € AU A <« x € A, cualquiera sea x, es decir
AUA = A. Utilizando tautologias que ligan “A”con “V” puede demostrarse
que :

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ)

(distributividad de cada una con respecto a la otra).

Otra operacion de utilidad entre conjuntos es la llamada diferencia: Si
A, B son conjuntos, por A — B (léase A menos B) designamos al conjunto
constituido por los elementos de A que no estan en B.

A—B={zlre A N o ¢ B} ={z € Alz ¢ B}.

Por ejemplo,
{2,3,7,5,4} — {0,5,1,3,8} = {2,7,4} y
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{0,5,1,3,8} — {2,3,7,5,4} = {0, 1, 8}.
En el diagrama, A — B es la parte punteada.

S
Es f4cil demostrar que A — ) = A, A—A =0, AnN(B—A) =0y
AUB = AU(B — A). Por ejemplo para cualquier z,

reA-—A—xeANx¢gA [Def. de diferencia]

—crx€AN =(xeA la cual es siempre falsa

puesto que tiene la forma de la contradiccién p A (—p), es decir, no existe

un elemento z que pertenezca a A — A o sea que A — A = () ya que x €
AN =(xeA)—zel.

Si tomamos un conjunto referencial S (solo trabajaremos con subcon-
juntos de S), al conjunto S — A se le acostumbra llamar el complemento
de A con respecto a S y se nota C'sA o simplemente C'A si no hay lugar a
confusién.

Es sencillo demostrar que:

C(AUuB)=(CA)N(CB) y que
C(ANB)=(CA)U(CB) ,
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igualdades llamadas leyes de De Morgan; mostremos la primera y dejemos
al lector como ejercicio la segunda:

x € Cg(AUB)

—zeS Nz¢AUB

—zeS AN -(xre AUB)

—zxeS N a(xeAV z e B)
—zxeS AN (n(zeA) AN ~(zeB))
—xeS NzeS)AN (¢ AN x ¢ B)
—s(xeS Nzg AN (xeSAN x¢B)

Def. de diferencia]

Def. de ¢]

Def. de reunién |

Tautol. 18 de seccién 1]
Tautol. 1 de la seccién 1]

[
[
[
[
[
[

Conmutat. y Asociat.

de “/\77]
—xe€CgA N ze(CsB [Def. de complemento]
—z e (CgA) N (CsB) [Def. de interseccién],

quedando demostrado.

Hemos definido lo que significa “ser un subconjunto de”; tomemos un
conjunto S y pensemos en los subconjuntos de .S; nuestra intuicién nos dice
que podemos formar un nuevo conjunto con todos los subconjuntos de S
como elementos; por ejemplo si S = {a, b, ¢}, dicho nuevo conjunto, nota-

do P(95), sera

P(S) = {0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a.c}, {b.c}, S}.

En general, si S es cualquier conjunto, la coleccién de todos sus subconjun-
tos o partes, notada P(s) (léase “partes de S”) es P(S) = {A4|A C S}.

Como () es subconjunto de todo conjunto, siempre () € P(S) y como todo
conjunto es subconjunto de si mismo, S € P(S). Asi P({a}) = {0, {a}}y
P©) = {0}.

Noétese que {0} # { } = 0 ya que {0} posee un elemento y en conse-
cuencia no es vacio.

El lector, como ejercicio, puede formar P(s) para cuando S posee dos,
cuatro y cinco elementos; juntando sus resultados con los ejemplos que
hemos dado (casos en los cuales S posee cero, uno y tres elementos), puede
intuir que “si un conjunto posee n elementos, entonces tiene 2™ subconjun-
tos”. Esta propiedad puede probarse usando induccién matematica '. Ya
se comprobé que es cierta si el conjunto posee 0, 1, 2, 3, 4 y 5 elementos.

! Aun cuando posteriormente se estudiard en detalle la induccién matematica, la su-
ponemos conocida por el lector.
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Supongamos que se cumple para cuando un conjunto posee n elementos, y
demostremos que también vale cuando un conjunto posee n + 1 elementos:

Sea M un conjunto con n—+ 1 elementos; como M no es vacio ({por qué?)
tomemos un elemento b de M y consideremos las dos colecciones siguientes:
B formada por todos los subconjuntos de M a los cuales pertenece b, y 2
constituida por los subconjuntos de M que no contienen al elemento b, es
decir, A = P(M — {b}); como M — {b} posee n elementos, la hipétesis de
induccién nos permite afirmar que 24 posee 2" elementos. Pero para todo
conjunto B de B existe un tinico A de A tal que AU{b} = B, es decir que B
se obtiene anadiendo b a cada uno de los conjuntos de 2, y reciprocamente,
2l se obtiene quitando b de cada uno de los conjuntos B, lo cual significa
que B posee tantos elementos como A (también 2™). Si ademés tenemos en
cuenta que 2 y B son disyuntos y que P(M) = AU B, entonces el nimero
de elementos de P(M) es igual al niimero de elementos de 2 sumado con
el nimero de elementos de B8, o sea que es 2" + 2" = 2.2" = 2"+ con
lo cual queda demostrado que la propiedad en cuestién también vale para
conjuntos con n + 1 elementos, y por induccién se concluye que vale para
todo nimero natural.

Queremos ahora destacar las intimas relaciones existentes entre las o-
peraciones con conjuntos definidos por comprensién y los conectivos, para
usarlas luego en la justificacion de las propiedades usuales de los cuantifi-
cadores.

Sean S un referencial, p(z) y ¢(x) condiciones aplicables a los elementos
de S y sean

P={zeS|px)} vy Q={zeS|q@)}

Dado cualquier elemento de S, siempre podremos decidir si cumple o no
con las condiciones anteriores, siendo entonces evidente que

{reS|-pkx)}=5—-P=CsP.

O sea que los elementos que no satisfacen p(z), verifican su negacién.

De la simple definicion, P N @ estard constituido por los elementos
de S que estan simultdneamente en P y @, es decir que satisfacen si-
multaneamente las condiciones p(x) y ¢(z) que determinan los conjuntos ,
0 sea que

{reS[p)} n{resS|q)} = {zeS|p) A q(x)}.

Andlogamente,

{reS|pl)} U{reSlqx)} = {zeS[pk) Vv q@)}
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(Cudl es {z | p(x) — q(x)} ?

Si observamos la tabla de verdad de la implicacién, nos damos cuenta que
p(x) — q(z) es verdadera cuando p(z) y g(x) son verdaderas, o cuando p(x)
es falsa y ¢(x) es verdadera o cuando p(z) es falsa y g(z) también lo es; en
otras palabras, p(z) — ¢(x) es verdadera cuando x estd en PN (@, o cuando
x estd en CPNQ o cuando x estd en CP N CQ. Esto significa que

{z|p(x) = q(z)} = (PNQ)U[(CPNQ)U(CPNCQ)]
=(PNQ)U[CPN(QUCQ)]
U

=(PnQ [Cpmﬂ
=(PNQ)UCP=(PUCP)N(QUCP)
=5nN @ucm
=(CP)UQ.

A este mismo resultado se habria llegado més rapidamente si hubiésemos
observado que la implicacion es verdadera cuando el antecedente es falso o
cuando el consecuente es verdadero. También si hubiéramos recordado que

(p(x) = q(z)) < (-p(z) V q(z))

v a la férmula de la derecha le hubiésemos aplicado los resultados acabados
de establecer. Sin embargo creemos que valié la pena hacer la simplificacién
anterior como ejemplo del uso de las operaciones entre conjuntos.

1. Pruebe que

2. Puede suceder que AN B = B; dé un ejemplo en el cual se cumpla
dicha igualdad. jPodria idear (demostrandola) una condicién nece-
saria y suficiente para que tal igualdad se cumpla?

3. Se pide lo mismo que en 2. pero con respecto a AU B = A.
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10.

11.

12.

13.

. Demuestre que si AC By B C C entonces A C C yquesi M C N

entonces P(M) C P(N).

. Pruebe que

. Demuestre que ANB=Asi ysolosi ACByque AUB=Asiy

solo si B C A.

Sea S un conjunto referencial y sean A, B subconjuntos de S. De-
muestre que
A—B=An(CsB)

Concluya que (A — B) C A.

. Puede suceder que A— B = (); dé dos ejemplos en los cuales se cumpla

dicha igualdad e idee (demostrandola) una condicién necesaria y su-
ficiente para que tal igualdad se cumpla.

. Sean A, Aa, ..., A, conjuntos. Pruebe quesi (A; C As)y (Az C As)

y..o.y (Ap—1 €Ay y Ay C A, entonces Ay = Ay =...= A,
Sean P, @ subconjuntos de un referencial S. Demuestre que

PCQ si y solo si (CsQ) C (CsP).

Demuestre que A — (B — C) = (A— B)U (ANC). Segun el ejercicio
1, (A-—B)U(ANC) D A— By segun la parte final del ejercicio 7,
(A-—B) D (A—B)—C; concluyaque A—(B—C) 2 (A—B)—Cydé
un contraejemplo para mostrar que en general no vale la contenencia
en el sentido contrario.

Muestre que

AN(B-C)=(ANB) - (ANC)
AU(B-C)=(AUB) - (C — A)

pero que en general la unién no es distributiva respecto de la diferen-
cia.

Definimos una nueva operacién entre conjuntos llamada la diferencia
stmétrica asi:

AAB={x |z € AV z € B}
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14.

15.

16.

17.

(a)

(2)

Usando la tautologia 15) de la seccién 1, pruebe la asociatividad
de la diferencia simétrica: (A A B) A C = A A (B A O).
Represente estos conjuntos en un diagrama de Venn.

Demuestre que A A B=(A—-B)U (B — A).
Pruebe que la diferencia simétrica es conmutativa.
Pruebe que AA B=AUB - (ANB).

Usando diagramas de Venn y luego prescindiendo de ellos, halle
AND, ANAy AN Bsi ACB.

Sea S un conjunto referencial y consideremos “A” actuando so-
lamente entre subconjuntos de S; demuestre que se cumplen las
propiedades siguientes :

(3M € P(S))(VA € P(S))(A A M = A)
(VM € P(S))(3A € P(S))(A A B =0)

Concluya que P(S) con “A” como operacién cumple con las

condiciones llamadas de “grupo conmutativo”!.

Pruebe que la interseccién es distributiva con respecto a la dife-
rencia simétrica.

;Cumple P(S) con la unién como operacién, con las condiciones de
grupo conmutativo?. jLas cumple P(S) con la interseccién como o-
peracién?.

Dé las razones de sus respuestas.

Pruebe que (PNQ)U(CPNCQ)=(CPUQ)N(PUCQ).

Usando las mismas notaciones de la seccién anterior halle

{z € Slp(z) < q(2)}-

Sean, Ay B conjuntos cualesquiera; pruebe que A y B— A son disyun-
tosy que AUB =AU (B — A).

18i el lector no sabe lo que es un grupo conmutativo, puede enterarse consultando un
libro de algebra abstracta o moderna.
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1.4 CONECTIVOS Y CUANTIFICADORES

En esta seccién queremos poner de presente las relaciones existentes entre
los conectivos y los cuantificadores, es decir, las reglas que rigen el compor-
tamiento de los cuantificadores con respecto a los conectivos. Ya conocemos

las de la negacién :
ClL 2 =(Vap(x)) < 3u(-p(z)).
C2: =(Jap(x)) < Va(-p(z)).

Veamos las demds; en cuanto a la conjuncién, tenemos;
C3 :Va(p(z) A q(x)) « (Vap(z) A Vaq(r)).

o sea que “V” distribuye con respecto a “A”. El comportamiento de “3” no
es tan bueno:

C4 : Jx(p(z) A q(z)) — (Fzp(z) A 3zq(z)).

pero la implicacion reciproca no es vdlida.

Con la disyuncién sucede lo contrario, ya que “3” distribuye con respec-
to a ella pero no asi “V”:

C5 : Ja(p(z) vV q(@)) < (Bap(z) Vv (Fzq(z))).
C6 : (Vap(z) V Vaq(z)) — Va(p(z) V q(x)).

mas no vale la implicacion reciproca.

Para la implicacién solo se tienen implicaciones:
C7 :Va(p(z) — q(z)) — (Vap(z) — Vzq(z)).
C8 : (Fzp(x) — Fzq(x)) — Jx(p(x) — q(x)).

pero no valen las implicaciones reciprocas.

Para la equivalencia es facil deducir de C7 y C8 otras dos propiedades
similares:
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€9 : Va(p(z) < q(z)) — (Vap(z) o Vaq(x)).
Q10 : (Bap(a) < Faq(z)) — Je(p(z) < q(x)).

y tampoco valen las implicaciones reciprocas.

A continuacion justificaremos algunas de las relaciones anteriores y de-
jaremos como trabajo para el lector el hacerlo para las restantes.

Recordemos que dado un referencial S cualquiera y condiciones p(z),
q(z) adecuadas (relativas a los elementos de .S), hemos definido 3xp(z) como
{x € S|p(x)} #0yVep(x) como {x € S | p(x)} = S. Las “demostra-
ciones” de C3 a C10 pueden hacerse utilizando estas definiciones junto con
las relaciones ya vistas entre conectivos y operaciones sobre conjuntos.

Por ejemplo, justifiquemos C3:
Supongamos que Vz(p(z) A q(z)) es cierta; esto equivale a
{r €S |p(x) N qx)} =S; pero

{zeS|px) A qx)}={zeS|p)}n{zres|q)}

y ésta interseccion es todo el referencial S si y sélo si cada conjunto inter-
secante es el referencial:

P={zeS[p)}=9 vy Q={zeS[q)}=>5

o sea que Vap(x) A Vzq(x) es cierta. Como todas las afirmaciones hechas
son equivalentes, se obtiene el resultado deseado.

Procedamos a establecer C4: Supongamos que Jz(p(x) A q(z)); esto
significa que

{zreS|px) A ql@)}#0

lo cual equivale a PN Q # ); de aqui se sigue que P # () y Q # 0 (pues si
al menos uno fuese vacio, su interseccién también lo seria), o sea que

Jrp(z) A Jzq(x)

Para refutar la implicacién reciproca, basta hallar un conjunto referencial
S adecuado y condiciones especificas p(x) y ¢(z) para las cuales no se
pueda tener (rp(x) A Jzgq(x)) — Jz(p(z) A g(x)). Es suficiente hallar un
contraejemplo, ya que se sobrentiende que C1 a C10 valen para todos los
referenciales y para todas las condiciones p(z), ¢(x).

Tomemos como referencial al conjunto Z de los enteros y como condi-
ciones p(z) : x es par y q(x) : = es impar. En esta forma la proposicién
Jzp(z) A Jxq(x) es cierta ya que existen enteros pares y enteros impares;
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sin embargo Jz(p(x) A q(z)) es falsa ya que esta afirmando la existencia
de un entero que es par e impar simultaneamente.

Establezcamos C5 utilizando C1 y C3: Como C3 vale para condiciones
cualesquiera, también deberd tenerse para —p(z) y —¢(x), es decir,

Va((=p(x)) A (mq(x))) < (Ve(-p(z)) A Vi(-g(x)))

Pero si estas dos proposiciones son equivalentes, también lo son sus nega-
ciones

~Va((=p(z)) A (2q(2)))] < =[Va(=p(z)) A Va(-q(z))]

Aplicando C1 y las tautologias 13 y 5 de la seccién 1, se obtiene el resultado:

Ba=((=p(z)) A (mq(2))] = [FVa(=p(e)) Vv ~Va(=g(e))]
Fz(==p(2)) V —mq(x)) < Br(--pe) Vv 3r(-g(e))]

0 sea dz[p(z) V q(x)] < Bep(z) vV Jxq(z)]

Probemos a continuacién C7: Vz(p(x) — ¢(z)) — (Vap(x) — Yaq(z)).

Supongamos S, p(z), y q(x) bajo las mismas hip6tesis anteriores. Segin
la tautologia 10 de la §1, la férmula C7 es equivalente a

[(Ve(p(z) — q(z))) A (Vap(x))] — [Veg(z)]

asi que podemos probarla en lugar de la original, para lo cual, segin la
tabla de verdad de la implicacién, es suficiente demostrar que si el an-
tecedente es verdadero, también lo es el consecuente. Supongamos que en
efecto (Vz(p(z) — q(z))) A (Vap(x)) es verdadero; segin la definicién de
“A”, las dos seran proposiciones verdaderas y de acuerdo con la definicién
del cuantificador universal, sus respectivos conjuntos solucién serdan todo el
universal, es decir

{zeS|px) — q@)}=5 vy P={zeS|pa)}=>=5
Segun la tautologia 14 del seccién 1, el primer conjunto serd

S={z eS| (=px) V q(z)}
={z eS| -p(x)}U{z e Slg(x)}
=(S—-P)UQ.
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Pero P = S, de donde S — P = (), luego
S=0UuQR=Q

o sea que (Vzq(z)) es verdadera, quedando probado lo propuesto.

Ejercicios ‘

1. Establezca las propiedades C6, C8, C9 y C10 anteriores, ya sea uti-
lizando conjuntos o usando resultados ya obtenidos.

2. Pruebe o refute la afirmacién
Va—p(z) — —Vap(z)
. Es verdadera o falsa la implicacién reciproca?

3. Dé contraejemplos adecuados para mostrar que no valen las implica-
ciones reciprocas de C6, C7 y C8.

4. Pruebe o refute: Vap(x) — Jap(z).

5. Dé una justificacion a la implicacién
Bx)(Vy) (p(z,y)) — (Yy)B)(p(z, ).

6. Dé dos contraejemplos para mostrar que en general no se cumple la
implicacién reciproca de 5.
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1.5 COLECCIONES DE CONJUNTOS

Hemos definido la interseccion, la unién, la diferencia y la diferencia simé-
trica de dos conjuntos, usando algunos de los conectivos proposicionales.
Queremos extender la interseccién y la unién a colecciones de conjuntos,
destacando el papel que en tales operaciones juegan los cuantificadores.

Si A1, Aa, As son conjuntos, (A1 NAs) N As = A1 N (AaN As), de
modo que se puede definir A1 N Aa N A3 como cualquiera de los miembros
de la anterior igualdad. Andlogamente, si Ay, Ao, As, A4 son conjuntos,
podemos definir A} N Ay N A3 N A4 como ((A; N A2) N Az) N Ay), 0 como
A1 N (AN (A3 N Ay)), ocomo (A N As) N (A N Ay), por ejemplo, ya que
por las propiedades asociativa y conmutativa de la interseccién (o de “A”,
si se prefiere) se puede demostrar que todos estos conjuntos son iguales.
Generalizando: si se tiene una coleccion € de conjuntos, la interseccién de
los conjuntos de € estara formada por aquellos elementos que pertenecen
a todos los conjuntos de €, sin importar el orden en el cual se dispongan
los conjuntos de €; dicha intersecién se acostumbra notar (.. A 6 [ €.
Resumiendo:

(A={z|(VAc &)z c A)}
Ace

Por ejemplo, si para cada natural n > 2 se define A,, = (—%, 3+ %) y €es
la coleccion de todos estos conjuntos, entonces

(} Ap = fﬁ Ay = m73L
n=2

Apec

como puede observarlo el lector dando valores a n y representando los A,
sobre una recta.

De manera semejante al caso de la interseccién, si Ay, Az, Az, Ay
son conjuntos cualesquiera, 47 U As U As U Ay, puede definirse como
A U (A2 U (A3 U Ag)), 0como (A1 U Ay) U (A3 U As), o como
(Ag U A2) U (A3 U Ay), ete.; lo esencial estd en que A1 U Ay U Az U Ay
estd formado por todos aquellos elementos que pertenecen al menos a uno
de los conjuntos dados; si € es una coleccion cualquiera de conjuntos, la
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unién de €, es decir la unién de todos los conjuntos de €, notada |J€ 6
Uice A, estd constituida por todos aquellos elementos que pertenecen al
menos a uno de los conjuntos de €; dicho de otra manera,

Ue=JA={z1@Act)(zc )}

Aecce

1
n

Por ejemplo, si para cada natural n > 2, se define A,, = [%, -]y Cesla

coleccién de estos conjuntos (€ = {Ay|n > 2}), entonces

Ue= U 4n= GAH:(O,l)

An€€

como puede verse representando los A,, sobre una recta.

Demostremos ahora la siguiente propiedad de asociatividad de la inter-
seccion: Si A y B son colecciones de conjuntos y € = AU B

n4=(n4)(n)

En efecto:
T €(\gee A= (VA C)(x € A) [Def. de intersecion.]
— (VA)(AeC—uzec A [Def. del cuant.
localizado]
= VA)(AeAUB) -z A [Def. de €]
— (VA)((AedA vV AecB)—xc A [Def. de “U”]
- VA)(-~(AedA vV AeB) V € A) [tautologia 14
de la sec. 1]
= VA ((A¢A N AgDB) V xze A [tautologia 17
del sec. 1]
= VA ((A¢A VvV azeA) N (A¢B V zecA) [distributividad]
— VA)(AeAd—-ze€A) N (AeB -z A) tautologia 14]
-

[
VA (Ae(A —x € A) N (VA)(AeB —xecA) [ejer. 13, sec. 3]
[Def. de inters.

de colecciones|

~ee((na) ~ (n ) o
Aed AeB
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Con lo cual queda demostrada la igualdad.

Si € es una coleccién cualquiera de conjuntos y M es cualquier otro
conjunto, se tiene que

M N (UA>_ Uarna)

Aec Aec
M U (ﬂ A) = () (MU A).
Aee Ae¢

La primera es la distributividad de la interseccién con respecto a la unién
y la segunda la de la unién con respecto a la interseccién de una coleccién
de conjuntos. Dejamos sus demostraciones al lector (ver ejercicio 6 de esta
seccién) .

Para colecciones de conjuntos, las leyes de De Morgan vienen a ser

Cs (U A) = [ (Cs4)

Ae¢ Aec
Cs (ﬂ A) = J(Cs4)
Ae¢ Aee

o de manera mas general, si M es un conjunto cualquiera y € es una colec-
cién de conjuntos (no necesariamente de subconjuntos de M), entonces

M—(U A) = () (M- 4)

Aec Aeg
M-(ﬂ A) = Jr -4
Aec Aee€

Observacion: Si €* es la coleccién de los complementos de los conjuntos
de €, en vez de () €* hemos escrito (). CsA, notacién muy usada; una
notacién andloga se ha adoptado en las otra igualdades anteriores y se
seguira empleando sin previo aviso.
Demostremos que
M~ (Unce A) = Nace(M — A):
cualquiera sea x,
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v €M~ (Upce A) <

—szeM AN - (l‘ € U A> [Def. de diferencia]
Aee
—szeM N -((FAe@)(zeA) [Def. de reunién]
—szxeM N (VAel)(x ¢ A) [Ejercicio 9, secci6n 2]
—WVAe&)(zeM N x¢A) [Ejercicio 11 seccién 2 ya que
Ay € no figuran en z € M]
— (VAe€)(x e M - A) [Def. de diferencia]
—x € ﬂ (M - A) [Observacién anterior
Aee

y definicién de interseccién].

De manera andloga el lector probara la otra igualdad.

1. Demuestre que si 4,, = (—%, 3+ %), entonces
o0
() 4. =1[0,3
n=2
2. Pruebe que si B, = [,1 — 1], entonces
oo
U B.=(0,1)
n=2
3. Demuestre que si (VA € €)(A C M), entonces

(L) e

4. Demuestre que si Ag es cualquier conjunto de una coleccién no vacia
¢, entonces ([4ee A) € Ao. Use este hecho para concluir que si existe
Ag en € tal que Ag € M, entonces ([ e A) € M.
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. Si%, B, €son colecciones de conjuntos tales que € = AUDB, entonces

Ua= (U)o (Ya)

. Demuestre las propiedades de distributividad propuestas en la pagina
33.

. Pruebe que si (VA € €)(M C A), entonces M C (¢ A.

. Si A, ={x €R|x>n}, halle

A
n=2

Dé la razén de su respuesta.

. Si € = {A;,Ay,...,A,} es una coleccion finita de conjuntos, defi-
nimos a partir de ella la coleccién € = {B;, By, ..., By} en la forma
siguiente:

By =A1; By=Ay— Ay; Bz = Az — (A2 U Ay);
...Bk:Ak—(AlUAgU...U Ak—l)w'
Bn:An—(Al U A, U ...U An—l)-

Pruebe que los conjuntos de € son disyuntos dos a dos y que

By UB, U...UB,=A4; U Ay U...U A,.
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1.6 ALGUNAS PARADOJAS

Hasta este momento hemos dado los primeros pasos en un desarrollo de
la Teoria de Conjuntos de una manera intuitiva; podriamos haber con-
tinuado dicho desarrollo hasta obtener en una forma bastante aceptable,
practicamente todos los conocimientos sobre los conjuntos que se necesi-
tarian para trabajar en casi cualquier rama de la matematica. Sin embargo,
como un reflejo del desarrollo histérico de este campo, nos detendremos un
momento a revisar lo hecho, a preguntarnos si nuestras hipotesis y nuestros
métodos de trabajo y raciocinio son correctos, o si dan lugar a conclusiones
un tanto preocupantes, que por ejemplo invaliden algunos de los resultados
obtenidos.

En matematicas, la principal regla de deduccion, la que tal vez maés
usamos, es la llamada “Modus Ponens’ la cual aproximadamente dice lo
siguiente “De p y p — ¢ se sigue ¢”, es decir, si en una teoria se sabe que
tanto p como p — ¢ son teoremas, entonces también ¢ es un teorema; esta
regla parece bastante natural si meditamos sobre la forma como razonamos,
y si observamos que cuando p es verdadera, p — ¢ es verdadera si y sélo si
q es verdadera.

Ya antes habiamos definido una contradiccion como una proposicién
compuesta que es siempre falsa, independientemente de la veracidad de las
proposiciones componentes; el prototipo de las contradicciones esp A (—p).
Supongamos que en una teoria se demuestre una cierta proposicién p y pos-
teriormente también se logre probar —p; habremos demostrado entonces
p A (—p), es decir habremos obtenido en la teoria una contradiccién (tal
teorfa se llamard contradictoria o inconsistente); si q es cualquier proposi-
cién de la teorfa, (p A (—p)) — ¢ es uno de sus teoremas ya que es
una tautologia (el lector puede hacer la tabla de verdad), y como se tenia
p A (—p), entonces por modus ponens deducimos ¢; si en vez de ¢ hu-
biéramos tomado —¢q, el mismo argumento nos habria permitido deducir
—q, 0 sea que en tal teoria todas las proposiciones y sus negaciones serian
teoremas (intuitivamente, todas las proposiciones serfan cierta y falsas si-
multdneamente), invalidando completamente la teoria. Este es el motivo
por el cual la apariciéon de una sola contradicciéon causa tanta inquietud,
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zozobra y desesperacién, segin nuestra credibilidad en la teoria o segin la
dependencia que de ella haya tenido nuestro trabajo.

Una de las primeras contradicciones (o paradojas) que surgieron en la
teoria de los conjuntos fué la del mayor cardinal, descubierta por George
Cantoren 1899 : en la teoria intuitiva se aceptaba la existencia del conjunto
S de todos los conjuntos; nos referimos a todos los conjuntos, es decir, a S
deben pertenecer todas las cosas, entes, etc. que existan o hayan existido
jamas; ningun otro conjunto puede tener mas elementos que éste, luego su
ntimero de elementos o cardinal (#(.5)) es el mayor que existe; en particular
(1) #(S) > #(P(9)). Pero Cantor demostré que para cualquier conjunto
M, #(P(M)) > #(M) (Nosotros ya lo probamos para M finito, puesto
que #(P(M)) = 2#M) > L (M)) y en consecuencia (2) #(P(S)) > #(S),
proposicion esta que es exactamente la negacién de (1).

Otra paradoja notable fué la hallada por el filésofo y matematico inglés
Bertrand Russell a comienzos del presente siglo: En teoria intuitiva de con-
juntos, como lo hicimos en la seccién 2, un conjunto se puede determinar
(por comprensién) dando la condicién que deben cumplir sus elementos;
es decir, dada una condicién p(x), siempre existe el conjunto constituido
por los elementos que cumplen p(z); era de esperarse que esta forma tan
amplia de determinar conjuntos llevase a contradicciones. Russell ide6 una
muy sencilla: Una condicién legitima y simple en teoria de conjuntos es
“no ser elementos de s{ mismo”: x ¢ x. De acuerdo con la teorfa intuitiva
de conjuntos debera existir el conjunto de aquellos conjuntos que cumplan
dicha condicién; llamémoslo M.

M={z:2 ¢z}

L Es M elemento de si mismo?

Si lo es, debe cumplir la condicién que definié a M, es decir M ¢ M;
en consecuencia,

MeM— M¢ M.

Si no es elemento de si mismo, estd cumpliendo la condicién que define
a M, asi que debera pertenecer a M; en consecuencia

M¢M— MEeM.

Por la ley del tercio excluido se deberd tener necesariamente M € M
o bien M ¢ M; cualquiera sea el caso, combinando la proposicién vélida
mediante modus ponens con la implicacién correspondiente, obtenemos una
contradiccion.

Analizando detenidamente lo expuesto, se pone de manifiesto que las
paradojas anteriores surgieron entre otras razones, debido a que se podian
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considerar conjuntos sumamente grandes, a que se tenia demasiada liber-
tad en la escogencia de las condiciones que determinan conjuntos, a que
el concepto de “condicién” no era claro ni preciso y a que “no basta con
pronunciar algunas palabras mégicas (como x ¢ z) para determinar un con-
junto”. Como lo hicimos notar en la seccién 2, necesitamos de un conjunto
referencial a cuyos elementos puedan aplicarse esas palabras.

Las dos paradojas anteriores ilustran una de las clases de contradic-
ciones que surgieron en la teoria de conjuntos; por su naturaleza pudiéra-
mos llamarlas paradojas matematicas, para distinguirlas de las semanticas
o linguisticas originadas en la forma como se usa el lenguaje cotidiano. La
mas vieja tal vez es la atribuida (siglo VI a.c.) al poeta cretense Epiménides:
“Todos los cretenses son mentirosos” o mejor “Todas las declaraciones que
hacen los cretenses son falsas”, afirmacién contradictoria al ser Epiménides
cretense; escribamos el raciocinio en detalle:

(1) Todas las declaraciones que hacen los cretenses son falsas.
(2) La declaraciéon (1) la hizo un cretense.
(3) Por lo tanto, la declaracién (1) es falsa.

(4) En consecuencia, no todas las declaraciones que hacen los cretenses son
falsas.

La (1) se contradice a si misma, ya que si aceptamos (1), como (1)
implica (4), por modus ponens debemos aceptar (4).

Algo semejante sucede con la afirmaciéon “No hay regla sin excepciones”;
como esta afirmacién es una regla, ella debe tener excepciones, luego de-
beran existir reglas sin excepciones.

Similar a la paradoja de Russell es la originada con el concepto de
“heterologicidad”. Cada adjetivo del idioma espanol tiene un significado;
algunas veces ese significado puede aplicarse al adjetivo mismo, otras no;
asi, “polisilabica” es una palabra polisilabica, “verde” no es una palabra
verde, “espanola” es una palabra espanola, etc. Diremos que un adjetivo
es heterolégico si no es aplicable a si mismo. Pero “heterolégico” es un
adjetivo; si es aplicable a si mismo, “ heterologico” es heteroldgico, y segtin
la definicién, no seria aplicable a si mismo. Si no es aplicable a si mismo,
entonces dicho adjetivo es heteroldgico, en otras palabras “heterolégico” es
heterolégico asi que seria aplicable a si mismo.

Notemos que estas paradojas tienen un patrén comun: en la primera
se hace una afirmacion aplicable a si misma; en la segunda se enuncia una
regla aplicable a si misma y en la Ultima se define un adjetivo aplicable a si
mismo. En “todas las declaraciones que hacen los cretenses son falsas”, las
“ declaraciones” se refieren a cosas, a hechos, pero la afirmacion en si es una
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declaracién acerca de declaraciones con respecto a cosas. En “no hay reglas
sin excepciones”, las “reglas” a que se hace referencia son reglas acerca de
cosas mientras que la regla en si no es una regla acerca de cosas sino una
regla acerca de reglas sobre cosas. Los adjetivos se refieren a propiedades de
cosas, mientras que “heterolégico” es un adjetivo que se refiere a adjetivos.

No se estd haciendo una diferencia entre el lenguaje en le cual se hacen
declaraciones acerca de cosas o de relaciones entre cosas (llamado lenguaje
objeto) y el lenguaje en el cual se hacen afirmaciones sobre las declaraciones
acerca de cosas (llamado metalenguage).

La expresiéon “Bogota posee cinco millones de habitantes”, correspon-
deria al lenguaje objeto, mientras que “La proposicién ‘Bogota posee cinco
millones de habitantes’ es verdadera”, corresponderia al metalenguaje (y to-
do el parrafo anterior corresponderia al metametalenguaje). Bien habriamos
podido redactar en inglés todas las reglas sintacticas del espanol, consti-
tuyéndose asi el inglés en un metalenguaje del espanol.

Las paradojas anteriores hacen ver entre otras cosas que (como lo decia
A. Tarski en [10]) todo lenguaje que contenga a su metalenguaje y en el
cual las leyes logicas usuales subsistan, tiene que ser inconsistente.

Ademas nuestro lenguaje es impreciso y ambiguo; es dificil hallar dos
personas que usen una palabra con exactamente el mismo significado; in-
clusive una misma persona, en distintas épocas de su vida da a las palabras
matices y sentidos diferentes.

También, al usar el lenguaje cotidiano en nuestro trabajo, al no poder-
nos desprender de los significados intuitivos de las palabras usadas, hacemos
muchas veces suposiciones tacitas que invalidan nuestros razonamientos, co-
mo le sucedi6 a Euclides en algunas de las demostraciones que aparecen en
sus “ Elementos”.

Los motivos anteriores hacen ver la necesidad de introducir un lenguaje
objeto propio para cada teoria, cuyos simbolos estén un poco desligados
de los significados usuales, cuyas expresiones sean lo mas precisas posibles,
libres de ambigiiedades, y cuyo manejo se haga de acuerdo a reglas claras
de sintaxis. Nuestro lenguaje cotidiano se considera entonces, con ciertas
restricciones, como el metalenguaje de la teoria.

Si se desea hacer un desarrollo de una teoria dentro de lo que se llama
el patron de la aziomdtica formal, la creacién del lenguaje propuesto es
indispensable, es el primer paso. Dicho lenguaje contendrd simbolos para
describir los objetos, las operaciones y las relaciones entre ellos; se consi-
deraran como los simbolos primitivos, indefinidos de la teoria, y los que se
introduzcan posteriormente deberan definirse mediante los primitivos.
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El desarrollo que haremos en este texto introductorio a la teoria de
conjuntos no serd formal, pero si formalizable. Daremos una idea de la
manera como se construye un lenguaje y como ejemplo elaboraremos el
correspondiente a nuestra teoria; los axiomas y los teoremas principales los
enunciaremos en este lenguaje; también daremos en él algunas demostra-
ciones o partes de ellas, haciendo notar la “suficiencia” de tal lenguaje,
pero no lo emplearemos para desarrollar formalmente la teoria por varias
razones: la lectura se hace un tanto mondétona y hasta dificil, sobre todo
en un principio, cuando el lector novato no posee un dominio del nuevo
idioma; el estudiante tiende a pensar que este lenguaje es un fin, una meta
y no un medio, una simple herramienta de trabajo; otras veces se usa como
una especie de taquigrafia, se abusa de él y en estas primeras etapas del
aprendizaje al carecerse de su dominio, se dicen barbaridades y se cometen
errores peores que aquellos que se querian corregir. Emplearemos entonces
una mezcla del lenguaje de la teoria de los conjuntos con el espanol, pre-
cisando eso si al maximo el sentido con el cual se usaran las expresiones,
evitando las contradicciones en una forma tal que un “experto” pueda con
relativa facilidad formalizar el desarrollo efectuado.

Ejercicios ‘

1. Presente otros dos ejemplos de paradojas linguisticas, explicando los
motivos por los cuales ocurren.

2. Pregunte a cinco personas (y preguntese a si mismo ;Qué es una
propiedad? ;Qué es una condicién? Compare las respuestas y analice
las diferencias encontradas.

3. (Podemos aceptar dentro de los conceptos matematicos el de amistad?

Con més precision, jlas relaciones “ser amigo de”, “amar a” pueden
considerarse como relaciones en el sentido matematico ?

Puede usted determinar por extensién los “conjuntos”
{z | = es hoy amigo del actual presidente de Ecuador},

{z | = es revolucionario} ,

{z | x ama el trabajo}?
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1.7 CONSTRUCCION DE UN LENGUAJE

Hemos visto ya la necesidad, si se quiere hacer la teoria de conjuntos con una
buena dosis de rigor, de construir un lenguaje que nos permita expresar con
exactitud los hechos de tal teoria. En la seccién primera introdujimos los
conectivos proposicionales y desarrollamos en parte el calculo proposicional,
el cual puede considerarse como una primera tentativa de construcciéon de
un lenguaje; sin embargo rapidamente se observa que es insuficiente para
la mayoria de nuestros propésitos; por ejemplo, expresiones como
(1) “El cuadrado de todo nimero real es mayor que o igual a cero”, o,
(2) “No existe un nimero real mayor que todos los naturales”,
tan solo podrian representarse por p y —q respectivamente; si designamos la
proposicién “12 > 0” por r, la implicacién “p — r” no serfa una tautologia
(va que los valores de verdad de r nada tienen que ver con los de p), es
decir, que de “El cuadrado de todo nimero real es mayor que o igual a
cero”, no podriamos deducir que “12 > 07.

Segtn lo visto en la seccién 2, tomando a R como referencial, seria mas
correcto representar (1) y (2) respectivamente por

(Va)(z® >0) gy
—(3z)(Yn € N)(z > n).

Andlogamente, las leyes conmutativa e invertiva de la adicién se expresarian
por

(Vr)(Vy)(xr +y=y+x) ¥y
(Vz)(Jy)(z +y = 0).

Se hace entonces imprescindible en el lenguaje la presencia de los cuantifi-
cadores, de las variables, de simbolos constantes en algunos casos (el cero,
p. €j.), de expresiones como “es tridngulo isoceles”, “es menor que” (“<”),
ux_i_y:()w’ o +y222277’ “XGY”,etC.

Aparecen en el lenguaje dos clases de expresiones: las que describen
objetos (que se llamarén los términos) y las que ezpresan las relaciones
entre los objetos (las férmulas bien formadas).
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Expresiones como 22 + y?, 2 +y, = -y, 0, 5+ 8,2, etc. se llaman
términos. Intuitivamente, nombran o describen objetos, o se transforman en
nombres o descripciones de objetos al reemplazar las variables por nombres
o descripciones. Por ejemplo, si en x + y reemplazamos = por 3 y y por 5, se
obtiene 3+5 que es un nombre del ntimero ocho; los sustantivos, nombres
y pronombres entre otros, serian términos del idioma usual.

xpresion m ridngulo iséceles”, “x es un hombr T
Expresiones como “I" es tridngulo iséceles”, “z es hombre”, “z es
. vari
adre de 47, “x < y” y “a € b”, se llaman predicados (de una variable los
dos primeros y de dos variables o “argumentos” los tres ultimos). Sirven
para hacer afirmaciones acerca de los objetos o para establecer relaciones
entre objetos.

Observamos también la presencia de operaciones como 4+ y - entre
numeros reales; éstas son en esencia funciones (por ejemplo + es una fun-
cion de R? en R : +(x,9) = = + ). Una operacién enearia en R es una
funciéon f: R™ — R.

En general, en un lenguaje llamado de primer orden, construido para
expresar los hechos de una teoria matemaética, intervienen los simbolos si-
guientes, organizados (segun [1]) en dos clases: los ldgicos, que se usan en
todas las teorias y siempre con los mismos significados y los especificos o
pardmetros, es decir, aquellos simbolos propios de cada lenguaje particular y
que son susceptibles de ser interpretados, o sea que en diferentes estructuras
pueden poseer distintos significados.

Simbolos légicos.

Ellos son:

a) Los paréntesis ( , ) y serdn los tnicos simbolos de agrupacién que se
usaran.

b) Los conectivos proposicionales =, —, V, A, «.

c) Las variables. Es suficiente tener tantas como nimeros naturales:
Z,Y,2, L1, L2, L3y ---

d) El simbolo de igualdad. Es tan solo opcional, ya que algunas teorias
no lo usan o lo pueden introducir posteriormente como un simbolo

definido.

e) El cuantificador universal V (y ya que (3z)p(z) se puede expresar
como —(Vzx)(—p(x)), también usaremos el cuantificador existencial 3).
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Simbolos especificos o parametros.

Ellos comprenden:

a) Los simbolos constantes: aquellos que representan objetos especificos,
fijos, del universo, los mismos todo el tiempo. El conjunto de los
simbolos constantes puede ser vacio ya que hay teorias que no los
requieren inicialmente.

b) Los simbolos predicales o relacionales: son los simbolos para designar
predicados o relaciones. Para cada entero positivo n puede haber un
conjunto de tales simbolos, llamados simbolos predicales de n argu-
mentos y se usan para designar relaciones enearias.

c¢) Los simbolos funcionales o de operacién (son los simbolos para de-
signar operaciones unitarias, binarias, ternarias, etc). Para cada en-
tero positivo n puede existir un conjunto de tales simbolos, llamados
sfmbolos funcionales de n argumentos o de operaciones enearias.

Por ejemplo, en un lenguaje para estudiar los nimeros reales, se incluyen
todos los simbolos 16gicos y entre los especificos se tienen los simbolos cons-
tantes 0 y 1, y inicamente un simbolo predical, el “<” | de dos argumentos;
los simbolos funcionales “+”, “”, también de dos argumentos, para la adi-
cién y la multiplicacién respectivamente.

Los términos se definen en la forma siguiente: Las variables y los sim-
bolos constantes son términos; los deméds se generan a partir de los ante-
riores mediante los simbolos funcionales: si f es un simbolo funcional de
ene argumentos y t1,to, ... , t, son términos, f(t1,t2,... ,t,) es un término.
Intuitivamente, f es un simbolo que representa una operacién enearia y
f(ti,ta,... ,t,) es el simbolo que representa el resultado de efectuar dicha
operacion entre los términos t1, to, ... ,t,. Por ejemplo, en un lenguaje para
los nimeros reales, +(1,1) es una expresién que en R se debe interpretar
como 1+1.

Sabiendo cuales son las expresiones que describen objetos, surge el pro-
blema de dar las reglas sintacticas para formar las expresiones que describen
propiedades de los objetos o relaciones entre objetos, es decir para formar
las expresiones con sentido o formulas bien formadas (f.b.f.) del lenguaje.
Cuando se tienen predicados como “es un positivo”, “<”, “... es menor
que ... y que ... 7, de uno, dos y tres argumentos respectivamente, en-
tonces al aplicarlos a conjuntos adecuados de términos, se obtienen las
expresiones con sentido mas simples que pueden formarse, llamadas las
formulas atéomicas. Por ejemplo, “1 es un positivo”, “z -z + 4 -y es un
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positivo”, “0 < 1+ 1)((L+1)+1)+1)", “1 <0, “z <z -xz+17,
“14+1)-(1+1) es mayor que 141 y que 17, “x es mayor que 0 y que
1”7, etc., son férmulas atémicas de un lenguaje para los nimeros reales.
También loson “1+1=2"y “z-(y+1)=(1+1)-1".

Formalizando un poco:

Si R es un simbolo predical de ene argumentos y t1, ts, ..., t, son términos,
entonces R(t1,ta,... ,t,) es una férmula atémica (intuitivamente R es un
simbolo que representa un predicado y R(ti,to,... ,t,) es una expresion
que representa la aplicacién del predicado R a los objetos representados
por tl, tg, ceey tn).

Ademds, si en el lenguaje se incluye la igualdad y tq,t2 son términos,
entonces t; = to también es una férmula atomica.

Proseguimos de manera anéloga al caso del calculo proposicional:
1) Las férmulas atémicas son f.b.f.
2) Si « es una f.b.f., también lo es (—a).

3) Si a,f son f.b.f. también lo son (o — B), (a A (), (« V B)y
(a < 3).

4) Si a es una f.b.f. y = es una variable, entonces (Vz)a es una f.b.f. (y
segin lo dicho antes también lo es (3z)a).

5) Una expresion es una f.b.f. si y s6lo si puede obtenerse aplicando las
cuatro reglas anteriores finitas veces.

Por ejemplo, en un lenguaje para los nimeros reales son f.b.f. las siguientes:
(Vo1)(Fz2) (21 + 22 =0) V (22 + 21 =0)),
—(3x2) (V1) (21 < 22),
((x1 <x2) A (z2<m1)) V (—(x1-23=1)).

No lo son:

x1 — ~(Vza), r1 — T2,
(Fx2) > 21, (—(r1 4+ 22) = (21 < 22)) |
(x1 £ xo) N (23 £ 21 ANxs £ x9) A (xg £ x1 ANy # X2 N Ty #T3) N ...

(la dltima por aplicar infinitas veces las reglas 2) y 3) ).

Los ejemplos que hemos dado se han centrado en un lenguaje para los
nimeros reales; regresando a nuestro tema, construyamos ahora un lenguaje
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para desarrollar la teoria de conjuntos. En él incluiremos todos los simbolos
l6gicos, inclusive la igualdad y solamente un tinico simbolo predical de dos
argumentos, “€”, para la pertenencia.

Lo anterior significa que realmente los tinicos conceptos que tomamos
como primitivos son el de igualdad y el de pertenencia; todos los demas,
incluyendo los de las operaciones entre conjuntos, podran definirse mediante
los primitivos.

A primera vista puede parecer un lenguaje muy pobre, pero es casi
suficiente para expresar cuanto queramos decir sobre los conjuntos; ademas,
entre mas sencillo sea, mas precisas se hacen las reglas que lo gobiernan y
menos equivocaciones se cometen (o mejor menos tonterfas se dicen).

Inicialmente las tnicas férmulas atémicas que aparecen son las de la
forma X € Yy X =Y, donde X, Y son variables; posteriormente, definidas
las operaciones de unién, interseccién, diferencia, etc., apareceran otras
como (X € YUZ), Xe(YnZ), Y-2)e XyX =Y ULZ; luego,
introduciendo el conjunto vacio ) y la relacién binaria de contenencia (C),
también se tendran ) € X, 0 e X UY, 0 =XNY, P C X, X CY, etc.

Nota: Seguiremos la costumbre de usar ademas de (o en vez de) las vari-
ables x1,x9, ... , letras del alfabeto como a,b,z, A, B, X,Y, Z, etc.

Ejercicios

1. En el lenguaje para la teoria de conjuntos acabado de describir, y
segin los conocimientos adquiridos sobre conjuntos, diga cudles de
las expresiones siguientes son f.b.f. y ciales no.
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(i)
(k)
(1)
(m)
(n) A
(o)
(p)
(a)

)

)

)

T

S

(
(
(t

(reAUB)—(xe€ AV xzeB).
(reA —B)— (r€A—xeB).
YCY o (YeY).

(A UB) = ((~4) v (-B)).

N B=AnN(AUB).
(xreANB)—(xreAV xeB).
(xEA NB)«— (reA N z€B).
A—B=(xre€ANz ¢ B).
(xEA B) - (r€ A—x ¢ B).
(Unee 4) = (BAcC)(z € A).

(z € Upgee A) < (VA€ €)(x € A).

2. Usando exclusivamente el lenguaje de la teoria de conjuntos pro-
puesto, defina los simbolos funcionales “U” e “ N” de dos argumentos
y el simbolo relacional binario “C”.

3. En el lenguaje de la teoria de conjuntos, incluyendo los simbolos
definidos en el ejercicio 2) y el sfimbolo () para designar al conjun-
to vacio, escribir las afirmaciones siguientes:

(a)
(b)
()
(d)

El conjunto A es subconjunto propio de los conjuntos B y C.
Ningtin conjunto es elemento de si mismo.
Vacio es subconjunto de todo conjunto.

Dos conjuntos son iguales si y sdlo si tienen los mismos elemen-
tos.

La interseccion de dos conjuntos es subconjunto de cada uno de
los conjuntos que se intersectan.

No existen dos conjuntos tales que cada uno de ellos sea elemento
del otro.

No existe un conjunto al cual pertenezcan todos los conjuntos.

Dados dos conjuntos cualesquiera, siempre existe otro del cual
los dos son subconjuntos.

Dados dos conjuntos cualesquiera, existe otro al cual pertenecen
como elementos los conjuntos dados.

Dado cualquier conjunto, siempre existe otro no vacio que no
)
posee elementos en comin con el primero.
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4. Traduzca al espafiol correcto, las expresiones siguientes, escritas en el
lenguaje de la teorfa de conjuntos.

(a) ~(VX)(X € X)
(b

) (VX)(=(X € X))
(c) (VX)@EY)(Y ¢ X)
(d) EX)(VY)(~(Y € X))
(e) (VA)(VB)EO)(VZ)(Z € C < (Ze A A —~(Z € B))).

5. Supongamos que para hablar de niimeros naturales se construye un
lenguaje incluyendo todos los simbolos légicos y los siguientes pa-
rametros: el simbolo predical de dos argumentos “<”, los simbolos
funcionales de dos argumentos “4” y “” y los simbolos constantes
“0’7 y “177'

a) Dé cinco ejemplos de f.b.f. de dicho lenguaje.

b) Exprese en este lenguaje:
i. No existe un natural mayor que todos los naturales.
ii. Existe un natural menor que todos los naturales.

iii. La multiplicaciéon de naturales es modulativa.

iv. La multiplicaciéon de naturales es distributiva con respecto
a la adicién.

c¢) Podria definirse en este lenguaJe el simbolo predical “p” de un
argumento para expresar “es primo”?

*3k
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CAPITULO 1. DESARROLO INTUITIVO




'Capl'tulo 2 |

DESARROLLO AXIOMATICO

2.1 PRIMEROS AXIOMAS

Una vez que aparecieron en el seno de la teoria intuitiva de conjuntos las
primeras paradojas, los matematicos convencidos de la naturalidad y utili-
dad de tal teoria y de su poder unificador dentro de la matemaética, en vez
de desecharla trataron de rehacerla, de perfeccionarla, presentandola como
una ciencia deductiva.

Surgié entonces la pregunta siguiente: ;Cudles deben ser las proposi-
ciones que deben tomarse como axiomas de tal manera que se eliminen las
paradojas (que la teoria sea consistente) y que a partir de dichos axiomas
puedan deducirse como teoremas la mayor cantidad posible de aquellas
proposiciones conocidas ya como ciertas en la teoria intuitiva?

Se propusieron varias respuestas; algunas de ellas fueron dejadas de lado
por su inconveniencia, su complejidad o porque mas tarde se dedujo alguna
contradicciéon en ellas; otras fueron acogidas y perfeccionadas posterior-
mente por otros matematicos. Se puede afirmar que la axiomatizacion de la
teoria de conjuntos ha sido uno de los logros mas notables da la matematica
en el siglo XX. Vale la pena hacer referencia a tres de ellas.

(a) “La teoria de tipos’ propuesta por Russell y Whitehead en su famoso
libro “Principia Mathematica’, por los anos de 1910 - 1913. Debido a su
complejidad es poco usada hoy en dia.

(b) El sistema aziomdtico de Zermelo-Frankel. Fué propuesto por E. Zer-
melo en 1908 y debido a su inconveniencia para tratar la aritmética ordinal
y la induccién transfinita, fué modificada en 1922 independientemente por
A. Fraenkel y T. Slokem, eliminando la anterior dificultad con la introduc-
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cién del esquema axiomatico de sustitucién. Es el tratamiento mag cercano
a la teoria intuitiva y el que desarrollaremos en el presente libro.

(¢) “La teoria de clases’ propuesta originalmente por J. Von Neumann y
modificada por P. Bernays y K. Godel. Sus diferencias con el sistema de
Zermelo-Fraenkel pueden ponerse de presente tomando un texto como [6]
o [7] y comparandolo con las presentes notas. Dichas diferencias radican
esencialmente en que como concepto primitivo se toma el de clase (todo
conjunto es una clase pero existen clases -como la de todos los conjuntos-
que no son conjuntos) y en que es posible caracterizarlo mediante un con-
junto finito de axiomas, es decir, todos ellos redactados en el lenguaje objeto
de la teoria. Esto no ocurre en la teoria de Zermelo-Fraenkel (ver el axioma
A3 més adelante).

Ya situados, comencemos el estudio de la teoria axiomatica de conjun-
tos.

Como lo dijimos en la seccién 5 del capitulo anterior, nuestros conceptos
primitivos son el de conjunto y el de pertenencia; por este motivo, siem-
pre estaremos hablando de ellos, es decir, supondremos que en el universo
del discurso tan solo habra conjuntos y nada maés; unos conjuntos podran
pertenecer a otros en cuyo caso se dird que los primeros son elementos de
los segundos. En el tratamiento intuitivo hemos considerado conjuntos co-
mo

{Luis, Juan} 6 {Bogotd, a,b, 1,2, hierro}
con elementos de los cuales se podria pensar que no son conjuntos sino otro
tipo de entes a los cuales se les podria llamar individuos 6 dtomos.

Existen desarrollos axiométicos (ver [8] 6 [9]) donde se poseen individuos
y conjuntos, pero como lo dijimos antes, tan solo consideraremos conjuntos
para mayor simplicidad y debido a que la teoria asi constituida es también
suficiente para todos los fines de la matematica.

El primer axioma tiene por objeto formalizar nuestro conocido criterio
para decidir cuando se tiene la igualdad entre conjuntos.

Al - Axioma de extensién.

VX)W (VZ)(Z eX - ZE€Y) = X =Y)

En espanol seria: Cualesquiera sean los conjuntos X, Y, si todo elemento
de X es elemento de Y y todo elemento de Y es elemento de X, entonces
X esiguala Y.

Un axioma légico de la igualdad dice que si X = Y, entonces toda propiedad
poseida por X también es poseida por Y, y reciprocamente. En particular
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si X =Y, entonces Z € X « Z €Y cualquiera sea Z, es decir,
VX )VY) (X =Y > (V2)(ZeX—ZeY)).
Esta férmula junto con A1l producen
VX)VY)( X =Y o (V2)(ZeX—ZeY)),

es decir, que “dos comjuntos son iguales si y solo si poseen los mismos
elementos’, la cual es una manera muy comtun de enunciar el axioma de
extension, precisamente la forma como fué presentado en el tratamiento
intuitivo.

DEFINICION 1. Diremos que X es un subconjunto de Y'(X C Y) si
todo elemento de X es también elemento de Y. En el lenguaje de la teoria:
XCYo VD) (ZeX —-ZeY).

Si X CYyademias X # Y (=(X =Y)), diremos que X es un
subconjunto propio de Y y lo notaremos X C Y.

Nuestro primer teorema podria ser entonces el siguiente:

TEOREMA 1. Dos conjuntos son iguales si y solo cada uno de ellos es
subconjunto del otro es decir, (VX)(VY)(X =Y <X CY A Y CX)).

Este teorema es inmediato de la definicién anterior y de la iltima forma
de enunciar el axioma de extensién.

El conjunto més simple que consideraremos es el conjunto vacio y nues-
tro préximo axioma es exactamente su presentacién en sociedad:

A2 - Axioma del conjunto vacio.

EYV)(VX)(=(X e Y)).

Es decir, existe un conjunto sin elementos. Combindndolo con A1l obte-
nemos que dicho conjunto sin elementos es nico, ya que si existiesen Y, Z
con esta propiedad, se tendria X € Y < X € Z (los dos miembros de la
equivalencia son falsos, cualquiera sea X) y Al implicaria Y = Z. Para
designar a este inico conjunto sin elementos usaremos el simbolo constante
(), como es la costumbre.

Antes de enunciar el siguiente axioma, tenemos necesidad de introducir
algunos conceptos légicos més. Situémonos dentro de un lenguaje de primer
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orden; tomemos una de sus f.b.f. que posea al menos un cuantificador y con-
sideremos uno de sus cuantificadores; por alcance de este cuantificador (en
la f.b.f. dada) entendemos la f.b.f. constituida por el cuantificador mismo
junto con la variable que ‘usa’ y la f.b.f. a la cual se esta aplicando dicho
cuantificador (esta tltima es la f.b.f. de menor longitud que sigue inmedia-
tamente al cuantificador).

Por ejemplo en (VX)VY)((VZ)(Z € X & Z €Y) - X =Y) el al-
cance del primer cuantificador es la formula completa, el del segundo es
VY ((VZ)(Z € X & Z €Y) - X =Y) y el del tercer cuantificador
es VZ)(Z € X & Z €Y). En (VX)(X =0 v Y)Y € X)) el al-
cance de “V” es la féormula completa y el de “3” es (3Y)(Y € X). En
(VX)X #0— Y)Y N X =0)) el alcance de “¥” también es la férmula
completa y el de “3” es (AY)(Y N X = 0).

Si en una f.b.f. la ocurrencia de una variable se halla dentro del alcance
de un cuantificador que ‘use’ dicha variable, se dice que dicha ocurrencia
es ligada. En caso contrario, se dice que la ocurrencia es libre; Por ejemplo,
en (VX)(X2%+4Y? < 2) todas las ocurrencias de X son ligadas y la de Y es
libre; en (VX)(X +Y =Y + X) A Y = X + 3, la dltima ocurrencia de X
(en Y = X + 3) es libre y todas las demés son ligadas; ademds aqui todas
las ocurrencias de Y son libres.

Una f.b.f. se llamara una proposicion si en ella todas las ocurrencias de
sus variables son ligadas. Por ejemplo, (VX)(X ¢ () lo es, lo mismo que
(YX)AV)(VZ)(Z €Y & Z C X).

Una variable es libre en una f.b.f. si al menos una de sus ocurrencias
(en la f.b.f. dada) es libre; una proposicion viene a ser entonces una f.b.f.
sin variables libres.

Nos encontramos ahora en posicién de continuar con el estudio de los
conjuntos; nos proponemos corregir en lo posible los defectos que presentaba
la determinaciéon de conjuntos por comprension.

El primer paso en esta direccidon consiste en definir con precision el
concepto de “condicién”: Una condicion en X es una f.b.f. en la cual
la variable X es libre; por ejemplo X2 —1 = 0, (3Y)(X2 +Y? < 1),
X e A vV X € B, etc. son condiciones en X.

Una f.b.f. en la cual existe una variable X con al menos una ocurrencia
de X libre, es una condicion en X, y no una proposicién. Por ejemplo,
X>1 AN (W)VZ2)(X=YZ—(Y=1V Z=1))no es una proposicién
sino una condicién en X.

El segundo paso se da determinando cuiales son las condiciones que
podemos usar para definir conjuntos: Solo podremos emplear en la defini-
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cién de conjuntos por comprension aquellas condiciones que sean f.b.f. del
lenguaje objeto que hemos construido previamente para desarrollar la teoria
de conjuntos. Ya no se podran entonces formar conjuntos como el de los
objetos abstractos puesto que “X es un objeto abstracto” no es una de las
condiciones aceptadas; sin embargo —(X € X) si lo es y se podria formar
aun el conjunto B = {X | =(X € X)} de la paradoja de Rusell; ;Qué
hacer entonces? Zermelo afirmé que para determinar un conjunto no basta-
ba con dar la propiedad que debian cumplir sus elementos, sino que era
necesario dar ademds un conjunto (el referencial) a cuyos elementos aplicar
la propiedad, formandose asi un nuevo conjunto constituido por aquellos
elementos del referencial que cumplen la condicién dada. Podemos resumir
el parrafo anterior en la forma siguiente:

A3 - Esquema axiomatico de separacién.

“A todo conjunto A y a toda condicion p(X) corresponde un conjunto
B cuyos elementos son precisamente aquellos elementos X de A para los
cuales se cumple o(X)”.

El conjunto B se forma “separando” de A aquellos elementos que satis-
facen .

El nombre de “esquema axioméatico” se debe a que no es propiamente
un axioma (no es una f.b.f. del lenguaje objeto de la teoria) sino que esta
redactado en términos del metalenguaje y es en realidad un molde para
producir axiomas, ya que a cada condicion corresponde un axioma, y existen
infinitas condiciones, en verdad tantas como nimeros naturales (7).

El esquema axiomatico A3 se aplica generalmente cuando ¢(X) es una
condicién con X como unica variable libre, pero no es estrictamente nece-
sario; puede ser una f.b.f. con mas de una variable libre; por ejemplo, si
la condicién es X € {{1, 2}, {2, 3,4}} A X CY, entonces para todo valor
especifico que se dé a Y y para todo A, se determina un conjunto B. (Si
Y ={2,3,4,5,6} y A= {{1},{2,3,4},{5,6}}), se obtiene B = {{2,3,4}}.

3

Se puede formular un enunciado més “preciso” de A3:

A3’ - Esquema axiomadtico de separacion.
Cualquier f.b.f. de la forma
(VY1) (VY2)...(VY, ) (VA)(EB)((VZ)(Z € B < Z € A Np(Z3Y1, Y5, ..., Yy)

es un azioma, siempre que ©(Z;Y1,Ya,...,Yy) sea una f.b.f. del lenguaje
objeto de la teoria de conjuntos con al menos una variable libre (Z) y con
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Z, Y1,Ys,....Y, como unicas variables libres de ¢, con A y B wvariables
distintas, con B distinta de Z y de Y1,Ya,....,Y,.

Las restricciones impuestas pueden justificarse con casos como los si-

guientes:

Si pudiesen ser A y B la misma variable, podriamos obtener

VZ)(Z € A - Z € ANZ # Z); reemplazando A por {f} se tendrd
(VZ)(Z € {0} — Z € {0} NZ # Z), de donde

(VZ)(Z =0 Z=0ANZ +# Z) y en particular para Z = (), se obtiene la
contradiccién ) =0 — (0 =0 A0 # 0).

Si B fuese una de las variables libres de ¢, se podria tener (VA)(3B)
(VZ)(Z e B« Ze ANZ ¢ B),con Z ¢ B como ¢. Para A = {0} existiria
B tal que (VZ)(Z € B «~ Z € {0} AN Z € B). Si en particular tomamos
Z=0,0eB-0ec{l}nd¢B.

Siendo verdadero () € {0}, se deduce ) € B « () ¢ B, lo cual es una
contradiccién.

Si combinamos A3’ con Al, obtenemos:

TEOREMA 2 (Esquema). El conjunto B cuya existencia se afirma en
el esquema axiomdtico de separacion, es unico

En efecto, ya que si existiese otro conjunto B’ que cumpliese las condi-
ciones de A3/, se tendria

[(VA)3B)(VZ)(Z € B~ Z € A A 9(Z))] A[(VA)EB')(VZ)(Z € B' = Z € ANp(Z))]

dedonde VZ2)((ZeB—Ze€A N oZ)(ZeB —ZecA AN p(2)))
y por transitividad de la equivalencia, (VZ)((Z € B < Z € B’), lo cual
después de Al significa que B = B'.

Nota. En realidad, el anterior, mas que un teorema, es un esquema, un
molde que produce tantos teoremas como A3. El Teorema 2 justifica la

siguiente notacién usual para el conjunto B : {Z € A | ¢(Z)}, es decir,

ZelZeA|lpZ)y—ZecANp(Z). (%)

Utilizando los axiomas y teoremas vistos hasta el momento, podemos le-
gitimar las definiciones dadas en el desarrollo intuitivo que introdujeron
subconjuntos de conjuntos dados. Por ejemplo, la diferencia entre conjun-
tos

A-B={ZecA:7Z¢ B}

es el unico conjunto obtenido separando de A los elementos Z que cumplen
la condicién Z ¢ B.
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La intersecciéon de dos conjuntos se forma separando del primero aque-
llos elementos que pertenecen al segundo:

ANB={Z e A:Z € B}.

La interseccion de los conjuntos de una coleccién € se forma tomando uno
de los conjuntos de € y separando de él aquellos elementos que pertenecen a
todos los conjuntos de €; por ese motivo € no puede ser vacia, una salvedad
que no habiamos hecho en el desarrollo intuitivo.

En el lenguaje objeto: Si A € €,
NC={ZecA|(VV)(Vel—-ZecV)}

A primera vista puede parecer que N€ depende del conjunto A, pero esto
no es asi: Es evidente que

(ZeAN VW) (VeCe-ZeV) = (VW) (Vel-ZeV)

Reciprocamente: sabemos que

1) Ae¢. Si

2) (VWW)(V €€ — Z e V), en particular se tiene que

(1)
(2)
(3) Ae € - Z € Ay por Modus Ponens, de (1) y (3),
(4) Z € A. Luego, de (2) v (4),
(5)

5) ZEA A (VW)(V e — ZeV).

El paso de (2) a (5) significa que bajo la hipdtesis A € € se tiene que
VWV (Vee—-ZecV)—=(ZecA N (VV)(Vel-ZeV)).

En resumen, bajo la hipdtesis A € € se cumple que
(ZeAN W) (Vel-ZeV) = (WV)(Vee-sZeV)

es decir Z € N€ « (YV)(V € € — Z € V), no dependiendo de A y
bastando con que € sea no vacio.

Mostremos ahora que con los axiomas introducidos ya se elimina de la
teoria la paradoja de Russell:

Después del axioma de separacion, no nos estd permitido formar el
conjunto B = {X | X ¢ X}, sino que la condicién X ¢ X debe usarse para
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separar de un conjunto aquellos elementos que la cumplen; sea A cualquier
conjunto; sea B ={X € A| X ¢ X}. Segin (%),

VX)(XeB—-XecAANX¢X)
Si X = B, se tiene
(BeEB—BeA N B¢ B) (#)

(Puede ser cierto B € B? NO, porque entonces B € A A B ¢ B, tam-
bién seria cierto; en particular B ¢ B, lo cual seria contradictorio con la
suposicion B € B.

Debe cumplirse entonces B ¢ B, en cuyo caso debera ser falso B € By
para que se cumpla la equivalencia (#) sin incurrir en contradicciones hay
una unica forma, que B € A sea falso:

BeB«—BcANB¢B
S—— SN—— Y=

F F \
~—_——
F

\Y%

Hemos eliminado asi la paradoja de Russell y de paso hemos demostrado
dos cosas:

(a) B¢ B

(b) B ¢ A, es decir,

(VA{X e A[X ¢ X} ¢ A)

o sea que cualquiera sea A, existe al menos un conjunto que no pertenece
a A; en el lenguaje objeto de la teoria de conjuntos, VAIB(B ¢ A), o
equivalentemente, —(3A)(VB)(B € A)); en otras palabras:

TEOREMA 3. No existe un conjunto al cual pertenezcan todos los con-
juntos; o mds brevemente, no existe el conjunto de todos los conjuntos.

Hemos matado asi dos pédjaros de un sélo tiro, ya que de paso hemos
eliminado también las paradojas (como la del mayor cardinal, seccién 6,
Cap.I) que se originaban en el supuesto de la existencia del conjunto de
todos los conjuntos.
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Ejercicios

1. En las férmulas que siguen, halle el alcance de cada uno de los cuan-
tificadores que aparecen:

(a) (VY)(XUY =Y UX).

(b) (VX)(XUD=X)A (X 20).

(€) (vX)(X U0 =X)A(X20).

(d) FY)Yed N XeY).

e) VA)IX) (X e AN VZ)(Ze X — Z ¢ A)).

(
(f

J

FX)FYV)(X eY NY eX).

(g) (FX)(VA)(XUA=X).

(h) X #0 — (3Y)(Y € X).

(i) ~(F)Y 2 A).

(J) (VA)(A #{A}).

2. En cada una de las f.b.f. del ejercicio anterior, diga de las varia-
bles que aparecen, cuales ocurrencias son ligadas y cuales libres; diga

ademas cuales f.b.f. son proposiciones y de e$tas cuales son verdaderas
( apoyandose mas que todo en su intuicién).

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

3. Coloque adecuadamente uno o varios cuantificadores, segun el caso,
en cada una de las f.b.f. del ejercicio 1. que posean variables libres,
de tal manera que se transformen en proposiciones, ojald verdaderas
si es posible.

4. Sea E un conjunto dado; ;qué conjuntos se obtienen al aplicar a F el
axioma de separacién tomando como ¢p(X):

5. Supongamos que en vez de A2 damos como axioma “Existe al menos
un conjunto”. Aplique a este conjunto A el axioma de separacion con
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7.

la condicién X # X; llame al conjunto obtenido (4. Pruebe que si
0p = {X € B|X # X} para otro conjunto B, entonces 04 = 0.

Siendo tnico el conjunto obtenido al aplicar X # X a cualquier con-
junto, lldmelo () y demuestre que (VX)(X ¢ (). Una pregunta: ;jPo-
dria escribir “Existe al menos un conjunto” en el lenguaje objeto que
hemos dado para la teoria de conjuntos?

Dé un ejemplo de un conjunto A cuyos elementos sean a la vez sub-
conjuntos de A.

(a) Si € es la coleccién vacia, demuestre (por el absurdo) que N o
sea {z | (VA)(A € € — x € A)}, no existe. Ayuda: Si existiese,
seria el conjunto de todos los conjuntos.

(b) Si M es un conjunto cualquiera, al conjunto

(reM:(VA(Ach—ze A}

Se le llama “la interseccién de la coleccién vacia de subconjuntos
de M”. ;A qué es igual dicha interseccién?
&
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2.2 REUNIONES Y CONJUNTOS DE PARTES

Hasta este momento el Unico conjunto que conocemos “oficialmente” es
el conjunto vacio y como el esquema axioméatico de separacién solo nos
permite construir subconjuntos de conjuntos dados previamente y el tinico
subconjunto de ) es el mismo (), necesitamos nuevos axiomas para formar
conjuntos que no sean vacios, conjuntos “mas grandes” o de naturaleza un
tanto diferente a los dados.

A4 - Axioma del conjunto binario.

Dados dos conjuntos cualesquiera, existe otro conjunto cuyos elementos
son precisamente los dos conjuntos dados.

En el lenguaje objeto:
(VA)(VB)(3C)(VZ2)[Z e C - (Z=A) V(Z = B).

El axioma de extensién implica que el conjunto binario C introducido en
A4 es 1nico; se le acostumbra notar {A, B}; es decir,

Ze{AB}— (Z=AV Z=DB).

Si A = B, la aplicacién de A4 produciria el conjunto {A, A}, el cual segin
A1 no es otro que {A}, o sea que también podemos formar conjuntos con
un solo elemento (o unitarios).

Asi, a partir de () obtenemos {0}, {{0}}, {{{0}}},--- y también
{0,{0}}, {{0}, {{0}}}, {0,{{0}}}, etc., poseyéndose muchos conjuntos, pe-

ro eso si ninguno con mas de dos elementos.

La formacién de conjuntos méas numerosos se logra mediante un nuevo
axioma que legitime las uniones de colecciones de conjuntos.
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A5 - Axioma de la unién.

Para toda coleccion € de conjuntos existe otro conjunto cuyos elementos
son precisamente aquellos que pertenecen al menos a uno de los conjuntos

de €.

En el lenguaje objeto:
(V&)(IB)(VZ)(Z € B+~ (FA)(Ae € AN Z e A)).

Al igual que antes, aplicando Al se concluye que dicho conjunto es tnico;
lo seguiremos notando U€ o (Jyce A 0 [U{A | A € C}.

Usando estos dos nuevos axiomas podemos demostrar que nos es permi-
tido formar la unién de dos conjuntos cualesquiera: Dados A, B, aplicamos
A4 para obtener € = {A, B} y luego A5 para unir los conjuntos de €; U€
no es otra cosa que A U B, como puede comprobarlo el lector.

Formando conjuntos unitarios o binarios y uniéndolos de dos en dos,
podemos obtener conjuntos con “cualquier nimero” de elementos; por ejem-
plo, si Ay, As, As, Ay, As son conjuntos distintos, nos es permitido construir
({A1, A2} U{As, As}) U{ A5} para obtener el conjunto con cinco elementos
{A1, Ag, A3, Ay, As}.

Si € = (), es decir, si no tenemos conjuntos para unir, su unién también
deberd ser (), ya que si existiese un elemento Z € UC, se deberia cumplir
(3A)(Ae® N Z e A)lo cual es contradictorio con A2.

Para legitimar practicamente todo lo realizado en el desarrollo intuitivo
inicial del capitulo anterior, lo mismo que para llevar a cabo el trabajo del
proximo capitulo, en el cual se reduce la teoria de relaciones a la teoria de
conjuntos, necesitamos en este momento introducir un axioma mas de la
teoria de conjuntos: .

A6 - Axioma del conjunto de partes.

Para cada conjunto existe otro cuyos elementos son precisamente los
subconguntos (o partes) del conjunto dado.

En el lenguaje objeto: (VX)(3Y)(VZ)(Z €Y « Z C X).
Una vez maés el axioma de extensién garantiza la unicidad del conjunto

de partes; designaremos por P(X) al conjunto de las partes de X. En
consecuencia, Z € P(X) — Z C X.

Queremos mencionar que todos los resultados obtenidos en el desarrollo
intuitivo son demostrables con los seis axiomas dados y por este motivo
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en adelante los consideraremos como teoremas de nuestro estudio y los
usaremos en pruebas posteriores.

Los axiomas A4, A5 y A6 han tenido como finalidad permitirnos la
formacién de conjuntos que no son subconjuntos de otros dados, es decir, el
poder introducir conjuntos sin usar el axioma de separacion; ain en estos
casos usaremos la notacién de llaves para designar conjuntos; por ejemplo,
{A, B} puede designarse por {X | X = A V X = B}, y Ugece A puede
notarse por {X | (3A)(Ae € A X € A)} y P(X) por {Y|Y C X}

A pesar de que poseen la forma {X | ¢(X)}, debe aclararse que no se
estd usando indebidamente el axioma de separacion, sino que la existencia
del conjunto notado en la forma anterior descansa en otros axiomas; cuando
haya dudas sobre la legitimidad de un determinado conjunto, las despejare-
mos mediante una prueba, pero en la mayoria de los casos usaremos dicha
notacién sin mayor justificacién.

Ejercicios

1. Demuestre que U{A,B} = A U B.
Ayuda: Use Al y pruebe que Z € U{A,B} <+ Z € A V Z € B.

2. Diga cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas y cudles
no, siendo A un conjunto cualquiera:

(a) 0 e {0}.

(b) 0 C {0}.

(c) Ae {{A}, A}.
(d) {A} e {{A}, 4}.
(e) {A} < {{4},4}.
(f) 0 € {{A}, A}.
(g) {0} € {{A}, A}

+3. Demuestre por induccién que dados n conjuntos distintos, existe un
conjunto cuyos elementos son precisamente los n conjuntos dados.

4. Pruebe que si A C B, entonces P(A) C P(B).

5. Demuestre que P(AU B) D P(A) U P(B). ;Qué condicién puede
darse para que la contenencia sea estricta?
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10.

Pruebe que:
(a) 0 {0}.

(b) {0} # {{0}}.
(c) {0} # {0,{0}}.

Demuestre que P(AN B) = P(A) N P(B) y que también en general
P(MNacc 4) = MNace P(A).

Pruebe que UP(C) = C. ;Existe alguna relacién entre C y P(UC)? Si
su respuesta es afirmativa, pruébela.

Halle P(P(P(0))) y P(P(P({A}))-

Demuestre que si 2 C B, entonces UA C UB.

k%



'Capitulo 3 |

FUNCIONES Y RELACIONES

3.1 EL PRODUCTO CARTESIANO

En el presente capitulo se estudiaran las propiedades mas elementales de las
funciones, de las relaciones de equivalencia y las de orden. Los tres conceptos
descansan en el de “pareja ordenada”, motivo por el cual lo iniciaremos con
una justificacién (tomada de [5]) de la definicién dada por C. Kuratowski
(1921), con la cual se redujo la teoria de relaciones a la teoria conjuntos,
sin necesidad de introducir un nuevo axioma para caracterizar la pareja
ordenada.

;,Qué es un orden? Menos ambiguamente: ;Qué significa disponer los
elementos de un conjunto en algin orden?

Supongamos que deseamos considerar los elementos (distintos) del con-
junto A = {a,b,c,d} en el orden b, a, ¢, d. Aun sin saber exactamente lo
que esto significa, podemos hacer algo sensato usando conjuntos: Forme-
mos el conjunto cuyo tnico elemento es el primero, luego el conjunto cuyos
elementos son los dos primeros, a continuacién el conjunto constituido por
los tres primeros y finalmente el conjunto completo

{b}, {b,a}, {b,a,d}, {b,a,d,c}.

A partir de estos cuatro conjuntos, o mejor a partir de la coleccién O forma-
da por ellos cuatro, no importa la forma como se dispongan los conjuntos o
los elementos de dichos conjuntos, podemos recuperar el orden inicialmente

dado.

Por ejemplo, en
0= {{a,b}, {a,d,b}, {b}, {a,b,c,d} }

63
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vemos que hay un tnico conjunto contenido en todos los deméas y su tnico
elemento b deberd ser el primero de la ordenacién; eliminando {b} de la
coleccion O, nuevamente hallamos entre los que quedan, uno incluido en los
demads {a, b}, el cual contendra los dos primeros elementos de la ordenacién
y como el primero fué b, necesariamente a sera el segundo; eliminando de
O los dos conjuntos anteriormente considerados {b} y {a,b}, vemos que
aun en {{a,d,b},{a,b,c,d}} hay uno contenido en el otro, el cual deberd
contener los tres primeros elementos de la ordenacién y como b y a fueron
los dos primeros, necesariamente d serd al tercero; finalmente {a,b,c, d}
(que contiene “los cuatro primeros”) determinard que ¢ sea el cuarto de la
ordenacion.

En conclusién, aun cuando no sepamos lo que significa ordenar los e-
lementos de un conjunto A, podemos asociar a cada ordenacién una cierta
coleccién O de subconjunto de A en forma tal que dicha coleccién determine
sin ambigiiedad la ordenacién dada. Bien podriamos, al menos en cuanto
a ordenaciones “totales” de conjuntos finitos se refiere, haber definido una
ordenaciéon de A como una coleccién tal como O.

Apliquemos las ideas anteriores al caso de un conjunto con dos ele-
mentos {A, [0}; si en la ordenacién deseada aparece “lJ” como el primer
elemento, la coleccion O en cuestién seria:

{5}, {404

A este conjunto (que es una ordenacién de {A,0}) lo llamaremos la “pare-
ja ordenada” con [J como primera componente y A como segunda compo-
nente. Formalizando un poco:

DEFINICION 1. El conjunto {{a}, {a,b}} se designard en adelante por
(a,b) y se llamard la pareja ordenada con primera componente a y se-
gunda componente b.

La definicién anterior fué dada por N. Wiener y K. Kuratowski y con
ella se redujo la teoria de relaciones a la teoria de conjuntos.
En vez de “componentes” se acostumbra decir “coordenadas”.

A pesar de lo convincente que pueda haber sido la justificacién ante-
riormente dada, es necesario demostrar que la pareja ordenada realmente
merece su nombre:

TEOREMA 1. La igualdad entre parejas ordenadas se tiene cuando y
solamente cuando son iguales componente a componente.

En el lenguaje objeto:
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(Va)(Vb)(Ve)(Vd)[(a,b) = (¢,d) «»a=c N b=d] !
Demostracion.

(i) Sia = c A b=d, entonces por Al se tiene {a} = {c} A {a,b} = {c,d},

luego {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}} o sea (a,b) = (c,d).

(ii) Reciprocamente si (a,b) = (¢, d),

a) Supongamos que a = b. Entonces {a,b} = {a,a} = {a}, de
donde

(a,0) = {{a}, {a,b}} = {{a}, {a}} = {{a}}.

Como (a,b) = (¢,d), se tendrd {{a}} = {{c},{c,d}} y por Al se
cumplird que {c} = {a} A {c¢,d} = {a}, de donde c =a =d.

Intercambiando los papeles de (a,b) y (¢, d) se obtiene la misma
conclusién, es decir que si una de las parejas ordenadas posee
sus dos componentes iguales, la otra también las poseerd y a =
b= c=d; en particular a =c A b=d.

b) Supongamos a # b; de lo anterior se sigue que también ¢ # d;
como (a,b) = (¢,d) o sea {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}, siendo
{a} un conjunto unitario, por Al deberd existir tembién en el
conjunto de la derecha un conjunto unitario y éste no puede
ser {c,d} ya que ¢ # d, luego {a} = {c} y por Al, a = c.
Andlogamente se debe concluir que {a,b} = {c,d} y como a = ¢
ya#byc+#d, entonces b = d.

O
COROLARIO 1. (Va,b)(a #b— (a,b) # (b,a)).

Es evidente después del teorema anterior ya que (a,b) y (b,a) no tienen en
este caso iguales entre si sus primeras componentes (ni sus segundas).

Para el lector es conocido el plano provisto de un sistema de coorde-
nadas cartesianas; como en él un punto esté determinado por (y determina
a su vez) sus coordenadas, dicho plano puede identificarse con el conjun-
to de todas las parejas ordenadas cuyas componentes son nimeros reales.
Generalizando un poco podemos preguntarnos: Dados dos conjuntos A, B,
Jexiste un conjunto constituido por todas las parejas ordenadas que puedan
formarse de manera que su primera componente sea elemento de A y su

'En adelante en vez de (Va)(Vb)(Vc)(Vd)(ip...) escribiremos (Va, b, c,d) (p...).
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segunda de B? La respuesta es afirmativa y lo que sigue estd dedicado a su
demostracion.

SiZ=(X,Y)con X € Ay Y € B, es decir, si
FX)FY)( X €A ANYeB AN Z=(X,Y)), se tiene que
{X}CACAUBy{X,Y} C AUB y por A6,
{X} e P(AUB) y {X,Y} € P(AUB), luego {{X},{X,Y}} CP(AUB)
y nuevamente por A6, {{X},{X,Y}} € P(P(AU B)) o sea que

(@) Z=(X,Y)eP(P(AUB)) si Xe€A y YeB.

Sabemos ahora que existe un conjunto, P(P(AUB)), que contiene entre
sus elementos a todas las parejas ordenadas con primera coordenada en A
y segunda en B. Luego, usando los axiomas de separacién y de extension
podemos a partir de P(P(AUB)), formar el inico conjunto (notado A x B)
constituido por todas las parejas ordenadas con primera componente en A
y segunda en B. Resumiendo:

TEOREMA 2. Para A, B conjuntos cualesquiera, existe un unico conjun-
to constituido por todas las parejas ordenadas que pueden formarse tomando
su primera coordenada de A y su sequnda de B.

DEFINICION 2. El conjunto cuya existencia se afirma en el teorema
anterior, se llama el producto cartesiano de A por B y se nota A X B.

Para lectores suspicaces entraremos un poco mas en los detalles técnicos:

A x B se obtiene separando de P(P(A U B)) aquellos elementos Z que
cumplen la condiciéon “Z es una pareja ordenada con primera componente
en A y segunda en B”, la cual redactada correctamente en lenguaje objeto,
toma la forma

X)X €A ANYEB A Z=(X,Y)

Es decir, Z € A x B si y sdlo si
ZePPAUB)) N BX,)Y)(Xe€eAANYeB ANZ=(X,Y))oloquees
lo mismo:
(B) AxB={ZeP(P(AUB))|3X)TY)(X €A A
YeB AZ=(X,Y))}
Pero de ¢(Z) = 3X)3FY)(X € A N Y € B ANZ = (X,Y)) se dedujo
Z=(X,Y)eP(P(AUB)) (ver (o) ) o sea que
©(Z) — Z € P(P(AUB)) A ¢(Z); siendo evidente la implicacién reciproca,
se obtiene que

ZeAxBo (AX)AY)XEAANY EB A Z=(X,Y)).
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Siguiendo lo dicho en el dtimo parrafo del capitulo anterior, en vez de
() escribiremos en adelante:

AxB={Z|3X)3Y)(Xe€eAANYeBANZ=(X,Y))}
o més brevemente (siguiendo la costumbre):
AxB={(X,Y)|[Xe€ A ANY € B},
o lo que es lo mismo:
(X, Y)eAxB—~XecAANYe€B.

TEOREMA 3. Si A, B,C, D son conjuntos cualesquiera, se cumple que
(a) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C).
(b) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC).
(c) Ax(B-C)=(AxB)—(AxC).

Demostracion. A modo de ejemplo, probaremos solamente (c) y dejaremos
al lector como ejercicio, la demostracién de las otras dos propiedades:

(X,)Y)e (AxB—-AxC(C)«
— (X,)Y)e AxBA(X,)Y)¢g AxC
= (XeANY eB)A(X e ANY €0)
—(XeANY eB)AN(X¢gAVY ¢0O)
= (Xe€eAANY eB)ANX & A)
»
V(X e AANY e B)AY ¢ O)
— (X e ANY € B)AY ¢ C (ya que p es falsa)
—~XeANY eBAY ¢C)
= XecAANY eB-C
— (X,)Y)e Ax (B-C).

O]

Cuando uno cualquiera de los conjuntos A, B es vacio, nuestra intuicién nos
dice que no podemos formar parejas ordenadas con primera componente en
Ay segunda en B.

TEOREMA 4. AxB=0« (A=0 Vv B=10)
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En vez de demostrarlo directamente, probaremos la equivalencia entre
sus negaciones:

(AxB)#£0 < (A£0 A B#D)

En efecto:
A0 N B#0— (3X)(X €A N (Y)Y € B)
—~ 3X)FY)(X €A ANY €B)
— (3X)(FY)((X,Y) e Ax B)

De la definicién dada de producto cartesiano se deduce que todo sub-
conjunto de un producto cartesiano es un conjunto de parejas ordenas;
podemos preguntarnos si es cierta la proposicién reciproca: ;Es todo con-
junto de parejas ordenas subconjunto de algin producto cartesiano?

Nuestra intuicién nuevamente nos dice que la respuesta es afirmativa.
Por ejemplo, si R = {(a,b),(1,a),(A,3), (a,3)}, podemos tomar como A el
conjunto constituido por las primeras componentes de las parejas de Ry
como B el de las segundas componentes; asi:

A={a,1,A}, B =1{b,a,3} y RCAxB

Aqui Ay B son los conjuntos “més pequenos” adecuados para nuestro pro-
posito, pero también hubiesen servido otros conjuntos “mayores” ya que si
AC My BCN entonces RC M x N (pues A x BC M x N); jse puede
tomar M = AUB = N7

Pero nos encontramos en un verdadero problema: de acuerdo con los
axiomas dados y los resultados obtenidos, ;jcémo formamos “legitimamen-
te” Ay B?

A es el conjunto de los elementos que cumplen la condiciéon “X es
primera componente de una pareja de R”, o sea “existe una pareja en R
con X como primera componente”, lo cual se puede traducir en el lengua-
je objeto por (IY)((X,Y) € R). Andlogamente B estd caracterizado por
(3X)((X,Y) € R). Pero, jde qué conjunto (o conjuntos) podemos separar
los elementos que cumplen estas condiciones? Si recordamos que (a,b) es
la coleccién {{a},{a,b}} y se nos ocurre formar la unién de esta coleccidn,
tenemos casi resuelto el problema, ya que

U(a,b) = {a} U{a,b} = {a,b}
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es un conjunto que posee como elementos tanto a la primera como a la
segunda componente de (a,b). Para obtener el conjunto buscado bastara
entonces unir previamente todas las parejas de R.

En el ejemplo,

UR= |J x,Y)={{a}{a,b}} U{{1},{1,a}}
(X,Y)ER
U {{ar {43 u{{a} {a,3}}
={{a},{a,0}, {1}, {1, a}, {A},{A, 3}, {a}, {a,3}}.

Uniendo esta ultima coleccion obtenemos

U(UR) = U &) | ] ={ab1,4,3}

(X,Y)ER

el cual es el conjunto formado precisamente por todos los elementos que
figuran como primeras o como segundas componentes de las parejas orde-
nadas de R.

Resumiendo e introduciendo alguna terminologia:

DEFINICION 3. Una relacién (binaria) es un conjunto de parejas or-
denadas.

TEOREMA 5. Toda relacion es un subconjunto de un producto carte-
51an0.

Demostracion. Sea R una relacién; después de la definicién anterior y del
andlisis que precedié, R C (U(UR)) x (U(UR)) quedando demostrado. [

DEFINICION 4. El conjunto U(UR) se llama el campo de la relacién R
y se nota T7(R).

Asi 7(R) viene a estar constituido por todos los elementos que son primeras
o segundas componentes de las parejas de R.

DEFINICION 5. Se llama dominio de un relacién R al congunto de las
primeras componentes de las parejas de R; se nota D(R).

Segun lo dicho, D(R) ={X e 7(R) : 3Y)((X,Y) € R)}.

DEFINICION 6. Se llama recorrido de una relacién al conjunto de las
sequndas componentes de las parejas de la relacion; se nota D(R).
Entonces R(R) = {Y € 7(R)|(3X)((X,Y) € R)}
Ademas segun lo dicho, R C D(R) x R(R)
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Hemos desarrollo en esta seccién el material necesario para (como lo di-
jimos al comienzo) reducir la teoria de relaciones a la de conjuntos. Creemos
que se ha dado una motivacién suficiente para que el lector encuentre
mas o menos “natural” la definicion dada de pareja ordenada, pero, ni
todos los matemadticos ni todos los lectores gustan de ella, debido a que
intuitivamente es molesto y fastidioso el que se tengan propiedades como
{a,b} €(a,b)y (a,b) € P(P({a,b})); sin embargo, si el lector lo desea, puede
olvidar hechos como los anteriores, que son realmente secundarios y retener
solamente los resultados fundamentales para todo el desarrollo posterior:

(i) (a,b) = (¢,d) > [a=c AN b=d|.
(ii) Podemos formar el producto cartesiano de dos conjuntos cualesquiera.

(iii) Los elementos de un conjunto son parejas ordenadas si y solamente
si el conjunto es un subconjunto de un producto cartesiano.

(iv) Dada una relacién, siempre se puede formar su campo, su dominio y
su recorrido.

Ejercicios ‘

1. Pruebe que (ANB) x (CND)=(AxC) N (BxD)yquesi ACM
vy BC N, entonces A x BC M x N.

2. Demuestre que si 2 y B son colecciones de conjuntos,
(a)
M x <U A) = U

Ae AeA(MxA)

(b)

(Ua)(Us)-U(Uumn)- U aes

Ae Be® Aed \Be®B (A,B)eAxB
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3.

*6.

(a) Una manera de introducir la definicién de relacién es
R es una relacién < ¢
donde ¢ es una f.b.f. del lenguaje objeto; halle .

(b) Enuncie en el lenguaje objeto el teorema “Toda relacién es un
subconjunto de un producto cartesiano”

. Siguiendo las ideas expuestas en esta seccion, dé una definicién ade-

cuada de “tripla” ordenada, demostrando que cuando las triplas estan
formadas por elementos distintos,

(a,b,c) = (p,q,7) —~a=p AN b=q A c=r.

. Si en vez de lo sugerido para el ejercicio 4, se hubiese tomado como

“tripla” ((a,b),c) o (a, (b,c)), pruebe que también en estos casos se
cumple la equivalencia pedida.

En adelante consideraremos (a1, az,as, ..., a,) como

(...((a1,a2),a3)...,an).
Pruebe que en este caso, para cualquier n > 3,
(GI,GQ,"' 7an) - (b17b27"' 7bn) — a1 :bl A ag :bQ A+ Nap, :b'n,

En concordancia con lo dicho, en adelante siempre el producto carte-
siano A1 x Ay x Az x ... X A, se entenderd como

((((Al X AQ) X Ag) X A4) X An)
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3.2 RELACIONES

En la seccién anterior por los motivos expuestos al final, nos hemos apre-
surado a definir “relacién” como un conjunto de parejas ordenadas; dicha
definicién posiblemente no esté de acuerdo con nuestro concepto intuitivo
de relacién. En la vida diaria se entiende por relacién algo como el vinculo
que existe entre padres e hijos, entre esposos, etc. Sin embargo queremos
hacer notar la correspondencia que existe entre nuestra definicion y las
relaciones presentadas bajo formas como

(a) X escribi6 la obra Y,

)
(b) X es hijode Y,
(c) X es hombre, Y es mujer y X es esposo de Y,
(d) X mide Y cm. de estatura,

las cuales relacionan respectivamente el autor con su obra, los hijos con sus
padres, el esposo con su esposa y a una persona con su estatura.

Lo primero que debemos hacer es precisarlas, especificando para cada
una de ellas los conjuntos donde toman valores X y Y, sus referenciales,
digamos. En (a) el referencial para X debe ser un conjunto A de personas
y el para Y un conjunto B de titulos de obras literarias; en (b) y (c) los
referenciales A y B deben ser conjuntos de personas y en (d) el referencial
A para X debe ser un conjunto de personas y el B para Y un conjunto de
nimeros reales positivos.

Concretemos los referenciales A y B para el ejemplo (a):
A = {Cervantes, Shakespeare, P. Neruda, G. Garcia Marquez} y
B = {Otelo, La Gitanilla, Hamlet, Cien anos de Soledad, Dona Bérbara,
El Quijote, El rey Lear}

La relacion “X escribié la obra Y” entre los elementos de los conjuntos
A y B anteriores, nos permite formar parejas ordenadas tomando como
primera componente uno de los autores y como segunda una de las obras
de B que haya sido escrita por él. En otra palabras, podemos separar de
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A x B aquellas parejas ordenadas cuya primera componente estd en la
relacién dada con la segunda, es decir, formemos el conjunto

R={(X,Y) e Ax B | X escribi6 Y}.

En el ejemplo éste seria

R = {(Cervantes, La Gitanilla), (Cervantes, El Quijote), ( Shakespeare,
Otelo), (Shakespeare, Hamlet), (Shakespeare, El rey Lear), (G. Garcia M.,
Cien afios de Soledad)}.

De esta manera, a toda “relacién” dada en la forma usual entre lo
elementos de dos conjuntos, se le hace corresponder un tnico conjunto de
parejas ordenadas; por este motivo podemos considerar que la relacién es
en realidad el conjunto de parejas ordenadas; ademés en casos como el del
ejemplo anterior, a partir del conjunto R se puede intuir la relacién entre
autor y obra.

DEFINICION 7. Si R C A x B, se acostumbra decir que R es una
relacion de A en B; A se llama la fuente y B lameta de R. Si RC Ax A
se dice que R es una relacion en A. Si (X,Y) € R, diremos que X esta
relacionado con Y mediante R y escribiremos X RY .

Por ejemplo, como () es subconjunto de todo conjunto, () es una relacién
de A en B, cualesquiera sean A y B.

Si X es un conjunto, entonces {(Z, W) € X x X | Z = W} es la relacién
de igualdad en X.

A partir de una relacién R siempre es posible construir otra llamada su
relacion inversa; simplemente se invierten las componentes de las parejas
de R. Formalmente: Dada una relacién R, formemos D(R) y R(R) y luego
R(R) x D(R); separemos de este ultimo conjunto las parejas (Y, X) tales
que (X,Y) € R, es decir,

R™'={(Y,X) € R(R) x D(R)|(X,Y) € R}
Entonces (Y, X) € R™! « (Y, X) € R(R) x D(R) A (X,Y) € R; pero es
facil demostrar que (X,Y) € R — (Y, X) € R(R) x D(R) de manera que
(V,X)e R°! < (X,Y) € Ry asf
R™ = {(Y, X)|(X,Y) € R}

Muchas veces es de utilidad visualizar las relaciones mediante gréficas o
diagramas. Para representarlas graficamente se imita lo que generalmente
se hace con un sistema de coordenadas cartesianas en el plano: Si R es una
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relacién de A en B, se acostumbra trazar una vertical por cada elemento
de A y una horizontal por cada elemento de B; sobre los cruces se marcan
los puntos correspondientes a las parejas de la relacién, teniéndose presente
la prioridad (en el orden) que se dd a los elementos de la fuente sobre
los de la meta. Asi la relacion “X escribié la obra Y” del ejemplo (a)
anterior se puede representar graficamente como se muestra a continuacion:

Otelo

La gitanilla

Hamlet

Cien anos de soledad

Dona Bérbara

El Quijote

META C P aQ Mediante
€ E N a
r a r
A% k e C
a € T i
t pod
e e a M
S a

I
(§]
FUENTE

un diagrama se puede dar una “representacién sagital” de una relacién en la
forma siguiente: Coloquemos dentro de una curva cerrada los elementos del
conjunto fuente y dentro de otra (generalmente a la derecha de la anterior)
los del conjunto meta. Si un elemento X de A estd relacionado con otro
Y de B, tracemos una flecha de X hacia Y. El diagrama que aparece a
continuacién corresponde a la representacion sagital de la misma relacién
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“X escribié la obra Y.

Garcia M

El Quijote

FUENTE El rey Lear

META

1.

*3.

Ejercicios

Tome como A un conjunto especifico de ttiles de escritorio de no
mas de diez elementos y como B el de los ntimeros reales; considérese
la relacién “X vale Y pesos” de A en B. Averiguando los precios
vigentes, forme el conjunto de parejas ordenadas determinado por
esta relacion. Represéntela sagital y graficamente.

. Considere la relaciéon “X € Y” de {4, B,C} en P({A4, B,C}). Forme

el conjunto de parejas ordenadas determinando por esta relacién y
represéntela sagitalmente.

Represente graficamente las relaciones siguientes:
(a) Ri={(X,Y)€e[-2,3]x[0,7] : X2=Y}.

(b) Ry ={(z,y) € [0,27] x R : sen(x) = y}.
(c) Rs={(X,)Y)eRXR : |X|+]|Y]| <1}

. Para cada una de las relaciones siguientes, halle explicitamente el

conjunto de parejas ordenadas y represéntelo sagitalmente:
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(a) “X eshijode Y”, considerada en el conjunto formado por usted,
sus hermanos, padres, abuelos y bisabuelos.

(b) {(X,Y) € Ax A| X <Y} donde A = {1,2,3,6,7}.

(c) {(X,Y) € Ax A| X es divisor de Y} definida en el conjunto
A= {12,3,4,5,6,10,12}.

5. Represente sagitalmente la relacién

{(X,Y) € P({a,b,c}) x P({a,b,c}) | X C V).

6. Cuando se tiene una relacién definida en un conjunto A, como “X
posee el mismo valor absoluto que Y” en A = {—-2,-1,0,1,2,3}, en
vez de efectuar una representacién sagital tomando dos copias de A
y trazando flechas de la copia fuente hacia la copia meta, se acos-
tumbra representar una sola vez al conjunto A y entre sus elementos
relacionados se trazan flechas que van de la primera componente de
la pareja a la segunda. Véase en la grafica siguiente la representacion
de “X| =1Y]".

. Qué significan los bucles (~)?

Represente en esta misma forma las relaciones de los ejercicios ante-
riores 2., 4. y 5.

(a) Como la relacién inversa R~! se forma simplemente intercam-
biando entre si primeras y segundas componentes de las parejas
de R o lo que es lo mismo, intercambiando X con Y cuando R se
define mediante una expresién de la forma ¢(X,Y"), aplique esta
técnica (con las precauciones del caso) para formar la relacién
inversa de cada una las relaciones de los ejercicios 3., 4. y 5.
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(b) Represente graficamente las relaciones inversas de las dadas en
el ejercicio 3. y sagitalmente (en la forma descrita en el ejercicio
6). las inversas de las relaciones consideradas en los ejercicios 4.
y 9.

(c) Comparando las representaciones sagitales de R~! anteriormente
pedidas con las de R, deduzca un método para hallar directa-
mente la representacién sagital de R~! a partir de la de R.

8. A manera de discusion informal: nuestra definicién oficial de relacién
ha sido “conjunto de parejas ordenadas” o “subconjunto de un pro-
ducto cartesiano”. Pero hemos visto que muchas relaciones pueden
obtenerse separando de un producto cartesiano aquellas parejas or-
denadas que satisfacen una condicién en dos variables ¢(X,Y’), como
“X £Y7, “X es hijo de Y”, etc. Nos preguntamos ;sera cierto que
toda relacién puede obtenerse de esta manera? Particularizando: da-
da R C Nx N, existird una condicién en dos variables (X, Y") tal que

R={(X,Y)eNxNpX,Y)}?

9. Si R es cualquier relacion, jes siempre (R™1)~! igual a R?
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3.3 FUNCIONES

Debido a que ya es practica comun definir una funcién como una cierta
relacién, lo haremos de esta manera, sin previas justificaciones.

DEFINICION 8. Una funcion es una relacion en la cual no existen dos
0 mds parejas distintas con la misma primera componente; o lo que es lo
mismo: f es una funcion < f es una relacion y

(Vx,y,z)((x,y) €fA (.TC,Z) €Ef—oy= Z)

Por ejemplo, f ={(1,2),(2,2),(3,1),(4,3)} es una funcién.

Su dominio es D(f) = {1,2,3,4} y su recorrido es R(f) ={1,2,3}.

Larelaciéon R = {(2,1), (2,2), (a,b)} no es una funcién ya que las parejas
ordenadas (2,1) y (2,2) poseen la misma primera componente.

DEFINICION 9. Una funcion de A en B es una funcion f tal que
i) D(f)=Ay
i) R(f) C B.

En otras palabras, una funcién de A en B es una relaciéon f de A en B
tal que todo elemento de A estd relacionado (por f) con un dnico elemento
de B.

Debido a este hecho, es costumbre notar por f(z) a este tinico elemento
de B con el cual x esta relacionado mediante f y escribir y = f(x) en vez
de (z,y) € f. Se dice que y (o que f(x)) es la imagen por f de x, o el valor
tomado por f en x.

Una funcién es simplemente un conjunto de parejas ordenadas tal que
en éstas todas sus primeras componentes son distintas. En cambio, una
funcién de A en B (o una aplicacién de A en B), es una tripla ordenada
(f,A,B) enla cual A =D(f) y B D R(f). Por este motivo es costumbre

notarla f : A — B, A 4, B f: A B, con x — f(x), o algo semejante.
Al conjunto B se le llama comunmente la meta de f, el conjunto de llegada
de f o el codominio de f.
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Ejemplos de funciones.

1. Si A={0,1,2,3} y B=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} entonces
f=1(0,0), (1,1),(2,4),(3,9)} es una funcién de A en B. También
se hubiese podido definir en la forma

f:A— B 6 f:A— B talque y=f(z)=2a>
—

6 f={(z,2*) |z ec A} de Aen B.
2. Si A=B=1{1,2,3,4,5}, entonces
[= {(17 1)7 (272)7 (3’3)7 (474)7 (575)}

es una funcién de A en A. Representémosla mediante su diagrama
sagital: (ver la siguiente grafica)

A A
. e
] 0
s ] - 5

Observamos que a cada elemento de A se le hace corresponder precisa-
mente él mismo. Por esto se le acostumbra llamar la funcion idéntica
de A o la identidad de A y se le representa por I,. Generalizando:
Si A es un conjunto cualquiera, se llama la identidad de A a la fun-
cion I4 : A — A tal que para todo elemento z de A, se tiene que
Iz(z) = z.

3. Si A es subconjunto de B, a la funcion

j:A—B

r — X

se le acostumbra llamar la inyeccion candnica de A en B, debido a
que su oficio es inyectar A dentro de B.
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4. Sean A = {a,b,c,d,e} y B = {1,2,3}. A la funcién de A en B que

posee como diagrama sagital

A B

o o S Q

se le llama una funcién constante, debido a que toma el mismo valor
en todos los elementos de A.

Generalizando: Una funcién f : A — B con B # () se llama una
funcién constante, si existe by € B tal que f(x) = by, cualquiera sea
x en A.

Noétese que aun cuando todos los elementos de A tienen la misma ima-
gen, no se esta violando la definicién de funcién ya que cada elemento
de A sigue estando relacionado con un 1nico elemento de B. Lo que
la definicién prohibe es que algin elemento de A esté relacionado con
dos o mas de B.

. Aligual que con las relaciones, también se pueden utilizar condiciones

adecuadas en dos variables para definir funciones.
Por ejemplo si

A = {Bogotd, Roma, Paris, Caracas, Cali} y

B = {Italia, Venezuela, Colombia, Inglaterra, Francia},

entonces “r esta situado en el pais y” es una funcién de A en B.

. Suponemos que el lector estd familiarizado con los nimeros reales.

Vamos a considerar algunas funciones entre subconjuntos de R.

a) La aplicacién f : R — R dada por f(z) = 2.

b) La funcién g : [0, +00) — [0, +00) definida por g(z) = 22
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Noétese que f # g puesto que poseen dominios y codominios
diferentes. Ademas si pensamos en nuestra definicion inicial de
funcién, g C f.

c¢) Las primeras funciones trigonométricas

R—R R—R (—7/2,7/2) = R

T+ sen x, X +— oS X, Tty

Como ejercicio, el lector debe representarlas graficamente en un sis-
tema de coordenadas cartesianas.

7. Sean A, B conjuntos cualesquiera; las funciones

P,:AxB—A P,:AxB—DB
(z,y) — (x,y) =~y

se llaman primera y segunda proyeccion, respectivamente, o proyec-
cién sobre la primera coordenada y proyeccién sobre la segunda co-
ordenada.

8. S1 f:A— Byyg:C — D, a partir de ellas se puede construir otra
funcién notada f x g de A x B en B x D de la siguiente manera:

(f x g)(x,y) = (f(2),9(y))-

Si su conciencia se lo exige, demuestre que realmente es una funcion.

Sif:A— Byg:C — D, se puede pensar que f U g (unién de
conjuntos de parejas ordenadas) es una funcién de AUC en BU D,
pero esto no siempre es asi: Como se prueba facilmente, D(f U g) =
D(f)UD(g) =AUCy R(fUg)=R(f)UR(g) € BUD, de modo
que la tunica falla radica en que algunas veces f U g no es funcién,
puesto que se puede tener (z,y) € fy (z,z) € g con z # y y entonces

(r,y) e fUgy (z,2) € fUg.

Para que f U g sea funcion es necesario que f y g coincidan en los
elementos comunes de sus dominios: Si x € D(f) N D(g) entonces
f(z) = g(z). Esta condicién en particular se cumple si los dominios
son disyuntos.

TEOREMA 6. Sean f : A —> B yg:C — D; si ANC = 0, entonces
fUg es una funcion de AUC en BUD.
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Demostracion. Una demostracién mas rutinaria seria:

(z,y) € fUg A (z,2) € fUyg

= [(@y) e fV (z,y) gl N[(x,2) € [V (2,2) € g]
<—>[:ny € fA(x, z)ef] [(x,y)ef/\(sv,z)eg}
V[(z.y) € gA(z,2) € f]V [(z,y) € gA(2,2) € g]

Siendo disyuntos los dominios de f y g, las posibilidades 2a. y 3a. son falsas,
asi que se deduce

[(@.y) € fA(2,2) € f]V [(2,9) €EgA(2,2) €]
Como f y ¢ son funciones, en ambos casos se concluye y = z, quedando
demostrado que f U g es funcién.

Observemos como se calcula f U g en este caso: Si x € AU B, entonces
x € AVx € B (es “o exclusivo” debido a que AN B = (). Si x € A,
la pareja ordenada con x como primera componente de f U g es la que
estd en f, es decir, (f U g)(x) = f(x). Andlogamente, si z € B, entonces

(fug)(z) = g(x).

Noétese que si ademds ANC = (), entonces fNg = 0. O

DEFINICION 10. Diremos que una funcion f de A en B esuno a uno
o0 inyectiva (o que es una inyeccidn) si elementos distintos de A tienen
imdgenes distintas mediante f; es decir

f esinyectiva — (Yu,v € D(f)) (u#v— f(u) # f(v)).
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Algunas veces es util usar la forma contrarreciproca de la ultima impli-
cacion: f(u) = f(v) —» u =w.

Las funciones de los ejemplos 1) y 2) son inyectivas, como puede verse
por simple inspeccion; también lo es la del ejemplo 3) puesto que si u #
v,j(u) = u # v = j(v); la funcién correspondiente al diagrama sagital del
ejemplo 4) no es uno a uno debido a que todos los elementos poseen como
imagen el niimero 3; la aplicacién f : R — R dada por f(z) = 22 no es una
inyeccién ya que en particular f(—2) = (=2)2 =4 =22 = f(2) y -2 # 2;
en cambio g : [0,+00) — [0,+00) definida por g(x) = z?, si es inyectiva
puesto que si g(u) = u? = v? = g(v), entonces |u| = |[v| y como u,v > 0,
se tiene que |u| = uw y |v] = v, luego u = v (hemos empleado la forma
contrarreciproca de la definicién).

TEOREMA 7. Si f : A —- B yg:C — D son funciones inyectivas,
entonces también lo es
fxg:AxC—BxD
(@,y) = (f(2),9(y))-

Demostracion. Supongamos (fxg)(x,y) = (fxg)(u,v)osea (f(x), g(y)) =

= (
(f(u), g(v)) de donde f(z) = f(u) A g(y) = g(v) y como fy g son inyectivas,
r=u A y=uv,luego (z,y) = (u,v). O

Con respecto a f U g tenemos el resultado siguiente:

TEOREMA 8. Si f: A— B yg:C — D son inyectivas y si ANC =10
y R(f)NR(g) =0, entonces también f Ug: AUC — BUD es inyectiva.

Demostracion. Supongamos (f U g)(u) = (f U g)(v).

a) Siu € A, entonces (fUg)(u) = f(u) y no se podré tener
(fUg)(v) = g(v) ya que los recorridos de f y g son disyuntos, asi
que (fUg)(v) = f(v) y la hipdtesis se transforma en f(u) = f(v) y
siendo f uno a uno, u = v.

b) Andlogamente, si u € C se tiene (f U g)(u) = g(u) y se deduce que
(fUg)(v) = g(v), de donde g(u) = g(v) y siendo g uno a uno, u = v.
O

Nota. La condicién R(f) N R(g) = 0 es también necesaria pues si no se
cumple se podrian tener funciones inyectivas como:

sin que fUg={(1,a),(2,b),(3,¢),(4,a),(5,b),(6,e)} lo sea.
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g

C —D

) CHD

DEFINICION 11. Se dice que una funcion f : A — B es sobreyectiva
st todos los elementos de su codominio son imdgenes por f de elementos
del dominio, es decir si R(f) = B.

[QIESTRS RS

En otra forma:
f:A— B essobreyectiva < (Yy € B)(3x € A)(f(z) = y).

También se dice en este caso que f es una funcién de A sobre B.

Por ejemplo la funcién idéntica de cualquier conjunto es sobreyectiva;
también lo es g : [0, +00) — [0, +00) definida por g(z) = 22, ya que 0 = g(0)
y dado cualquier real y > 0, su raiz cuadrada positiva existe y g(y/y) = v.
En cambio la aplicacién f(z) = 22 de R en R no es sobreyectiva, debido a
que ningun real negativo es el cuadrado (es la imagen) de un nidmero real.

Las funciones trigonométricas sen,cos : R — R no son sobreyectivas
ya que R(sen) = R(cos) = [—1,1], asi que cualquier real menor que —1
o mayor que 1 no son imagenes de sen ni cos de otro real, mientras que
tan : (—7/2,7/2) — R, si es sobreyectiva (e inyectival).

Obsérvese que f : A — B es sobreyectiva si y sélo si R(f) = B. Con
respecto a las funciones f x g y f U g definidas anteriormente se cumple
que:

TEOREMA 9. Si f: A— B yg:C — D son sobreyectivas, entonces
fxg: AxC — B x D también lo es.

Demostracion. Dada cualquier (u,v) en B X D, necesariamente u € By
v € Dy como fy g son sobreyectivas, existen x € Ay z € C tales que
f(xz)=wuy g(z) =wv, es decir (f(z),9(2)) = (u,v) o sea que (f x g)(x,z) =
(u,v), quedando demostrado. O
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TEOREMA 10. Sif: A— Byg:C — D son sobreyectivas, y ANC = ()
entonces f U g es una funcion de AU C sobre BU D.

Demostracion. Como R(f U g) = R(f) UR(g) y teniéndose R(f) = By
R(g) = D por ser fy g sobreyectivas, entonces R(fUg) = BUD, quedando
demostrado. O

DEFINICION 12. Se dice que una funcion f : A — B es biyectiva
(0 que es una biyeccién de A en B o que es una correspondencia
biunivoca) si f es simultdneamente inyectiva y sobreyectiva.

Teniendo en cuenta los ejemplos analizados, g(z) = 2?2 de [0, +0c0) en
[0,+00) y tg : (—7/2,7/2) — R son biyectivas, lo mismo que la funcién
idéntica I4 : A — A. Ademds:

COROLARIO 1. Si f: A— B yg:C — D son biyectivas, también lo
es fxg:AxC— BxD.

COROLARIO 2. Si f: A— B yg:C — D son biyectivas y ANC = ()
y R(f)NR(g) = 0 entonces f U g es una biyeccion de AUC en BUD.

Terminaremos esta seccién con la definicién de dos conceptos muy ttiles
posteriormente.

DEFINICION 13. Sea f : A — B y sea M C A; se llama imagen de
M por f al conjunto de las imdgenes por f de los elementos de M. Si lo
notamos por f(M), se tiene

M) ={f(z) [z e M}

0 mds formalmente:

f(M) ={y € B|(Bz)(z € MA f(z)=y)}

Por ejemplo si f : R — R estd dada por z +— 2% y M = [—1, 2], entonces
f(M) = [0,4], como puede comprobarlo el lector usando la grafica de esta
funcién.

Andélogamente sen([0,7]) = [0,1] y sen(R) = [-1,1].

DEFINICION 14. Sea f+A— Bysea N C B; se llama imagen
reciproca de N por f al subconjunto de A constituido por todos aquel-
los elementos cuyas imdgenes por f pertenecen a N; se nota por f~1(N).
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Mds brevemente: f~1(N) = {x € A|f(x) € N}

Por ejemplo si f : R — R esté definida por  — z2, entonces

FULA)) = =2, -1 U [1,2);

sen™1([0,1]) = [0, 7] U [27, 37 U [=2m, —7] - - - = U, [2n07, 2007 + 7).

La imagen reciproca y la imagen (directa) poseen propiedades muy in-
teresantes, algunas de las cuales se encuentran entre los ejercicios. A manera

de ejemplo probaremos que f((y;ce M) € (pree f(M) cuando € es una
coleccién no vacia de subconjuntos de Ay f: A — B.

En efecto, si y € f((aree M), entonces y es imagen por f de algin
elemento x € (e M, es decir (z)(VM € €)(x € M Ny = f(x)) de
donde, por el ejercicio 16. seccién 3 del Capitulo I,

(VM € €)(3x)(z € M ANy = f(x)), es decir (VM € €)(y € f(M)) o sea
Y € Nyree f(M).
;,Cuando se cumple la igualdad?

Probaremos que ésta se tiene cuando f es inyectiva; bastara demostrar que
en este caso (yree J(M) € f(Naree M). En efecto:

Siy € Naree f(M), entonces (VM € €)(y € f(M)), es decir en cada M
existe un elemento x,s tal que y = f(zpr). Pero siendo f inyectiva, todos
los xps deberan ser el mismo elemento, llamémoslo z, estard asi en todos
los M, luego y = f(x) o seay € f((yree M), quedando demostrado.

También es cierta una especie de reciproca: si f : A — B es cualquier
funcién y f(MNyree M) = Nasee f(M), para toda coleccién € no vacia de
subconjuntos de A, entonces f es inyectiva.

Podemos demostrar lo anterior en una forma mas general, cuando la
propiedad se cumple tan solo para colecciones € con dos elementos:

Si VM, M, C A, F(My) N f(Mz) = f(My N M),

entonces f es inyectiva. En efecto:

Si f(z1) = f(z2) =y, entonces f({z1}) = f({z2}) = {y} 0 sea
f{z}) N f({z2}) = {y}
y teniendo en cuenta la hipdtesis,
fHz1} n{za}) = {y}

En consecuencia {z;} N {z2} no podra ser vacio (puesto que y debe
ser imagen de un elemento de dicha interseccién); siendo unitarios los dos
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conjuntos, necesariamente deberan ser iguales, es decir, 1 = x5 probandose
que f es inyectiva.

Ejercicios

1. ;Puede usted, observando la gréifica de una relacién, decir si es una
funcién o no? ;Y mirando el diagrama sagital? ; Qué criterios emplea?

2. Dibuje el grafico de una funcion constante de R en R.
3. (Son las funciones sen, cos : R — R inyectivas? jPor qué?

4. Halle criterios para saber, observando sélo la grafica o sélo el diagra-
ma sagital de una funcién de A en B, a) si es inyectiva y b) si es
sobreyectiva.

5. {Es ) € A x B una funcién? ;Es () una funcién de A en B?
;Por qué?

6. Sean f: A — B una funcién y M, M, My subconjuntos de A. Pruebe
que:
(a) M1 Q MQ — f(Ml) g f(MQ)
(b) f(My1UMz) = f(M1)U f(M2).

(€) flUnee M) = Upree f(M) siendo € una coleccién no vacia de
subconjuntos de €.

(d) (VM € P(A))(Vx)(f(z) € f(M) < = € M) siy sélo si f es

inyectiva.
(e) (VM € P(A)[f(CaM) C Cpf(M)] siy sélosi f es inyectiva.
(f) (VM € P(A)[Cpf(M) C f(CaM)]siysélosi f es sobreyectiva.
(g) (WM, My € P(A))[f(My— M) = f(My) — f(Mz)] siy sélosi f

es inyectiva.
(h) (VMy, My € P(A))[My © My < f(My) C f(My)] siy sélosi f
es inyectiva.

7. Sean f : A — B una funcién, N, N1, N» subconjuntos de B 'y M un
subconjunto de A. Demuestre que:

(a) N1 € Ny — f7H(N1) C f71(dVa).
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(b) f7H (N1 UN2) = fH(N) U fH (V).
(©) "M Unee N) = Unee fHN) siendo € una coleccién de sub-
conjuntos de B.

(@) fTHNTNN) = fH(N1) N fH (V).
(e) F"HNnee N) = Nyee S HN) siendo € una coleccién de sub-
conjuntos de B.

(f) f~HN1 = No) = f1 (V1) — f~H(IV2).

() f~HCBN) = Caf~H(N).

(b) f(f1(N)) S N.

(i) (VN € P(B)[f(f~Y(N)) = N] siy solo si f es sobreyectiva.
)
(k)
)

(3) M < f7Hf(M)).
(k) (VM € P(A))[M = f=Y(f(M))] si y sélo si f es inyectiva.

(1) (¥N1,N2 € P(B))[N1 € Np & f71(N1) € f7H(N2)] siy solo f

es sobreyectiva.

(m) F(M N F7HN)) = F(M)N.
8. Sea f: A — B; definimos otra funcién

f:PA) —-PB) ast: si MePA),
FM) = {f(2)|x € M}

Demuestre que:

a) f esuno a uno siy sélo si f es uno a uno.

b) f es sobreyectiva si y sélo si f es sobreyectiva.

+9. Muchas veces, cuando se estd trabajando con funciones a valor real
(R como codominio) definidas sobre subconjuntos de R, tan solo se
dice p.ej. “sea la funcién y = Va2 — 5x + 67, sin especificar cudl es su
dominio. Se considera en estos casos que el dominio de una funcién
f es el “maximo” subconjunto de R que puede servir como tal. En
el ejemplo anterior seria D(f) = {x € R|z? — 52 + 6 > 0} ya que
22 — 5z + 6 debe ser positivo o cero para que su raiz cuadrada sea un
real; resolviendo la inecuacion, D(f) = (—o0, 2] U [3, +00).

Halle el dominio de cada una de las siguientes funciones a valor real:

a) f(x) =vVa?+z—6.



3.3. FUNCIONES 89

b) f(z) = Va? + 5z + 6.
¢) flz) =~z -1
d) flz)=Va+1/(x+1).

10. Si f y g son funciones, jes siempre f Mg una funcion? ;y f —g ?

+11. La resta entre enteros es una operacion que a cada pareja m, n le
hace corresponder otro entero m —n; como m —n # n —m, la pareja
debera ser ordenada, de manera que la resta es una funcion de Z x Z
en Z que envia (m,n) en m — n. Generalizando:

Una operacion binaria * en un conjunto A, es una funcién

+:AxA— A
(z,y) = x*xy

a) Decimos que * es conmutativa si Vz,y € A, zxy =yx*xx. Dé
dos ejemplos de operaciones conmutativas y dos de operaciones
que no lo sean.

b) La operacién x se llama asociativa si Va,y,z € A, (x xy) x z =
x#*(y*z). Halle dos operaciones asociativas y dos que no lo sean.
¢) Se dice que * es modulativa si existe un elemento e en A tal que

(Vx € A)(exx = x = xxe). El elemento e se llama el médulo de
*.

Encuentre tres operaciones modulativas y dos que no lo sean.

d) Una operacién modulativa (con médulo e) se llama invertiva si

VxeA)Fye A)(zxy=e=y=xx).
Halle dos operaciones invertivas y dos modulativas no invertivas.

12. Sea § una coleccion de funciones tales que sus dominios son disyuntos
dos a dos. Pruebe que |z f es una funcién de (Jpcz D(f) sobre

Ures ROD-

+13. Sea § una coleccién no vacia de biyecciones tales que sus dominios
son disyuntos dos a dos y sus recorridos también son disyuntos dos
a dos. Demuestre entonces que |J fez f es una funcién biyectiva de

Ufesp(f) sobre Ufe& R(f).

+14. Sea € una coleccién de funciones tales que de dos cualesquiera de €,
siempre una de ellas es una extensién de la otra, o sea que

(Vf,ge&)(fCgVvgCf).
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a) Demuestre que (J;cz f es una funcion.

b) Si todas las funciones de € son inyectivas, entonces (J;c5 f tam-
bién es inyectiva.
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3.4 COMPOSICION DE FUNCIONES

Sean f: A— By g:C — D tales que f(A) C C. Es posible en este caso,
a partir de las dos funciones anteriores, construir una tercera h : A — D
en la forma siguiente:

Como para todo x de A su imagen f(x) pertenece al dominio de g, es
posible calcular la imagen por g de f(x). Definimos entonces la funcién h
mediante

h(z) = g(f(2))-
Es costumbre usar la notacién h = go f (1éase “efe compuesto ge”) y decir
que h es la funcién compuesta de f y g. Asi,
(Ve € A)l(go f)(x) = g(f(x))].

Por ejemplo si f =tg: (—7m/2,7/2) >Ry g:R— RTU{0} es tal que
g(z) = 22, entonces gotg : (—7/2,7/2) — RT U {0} siempre esta dada por
(gotg)(@) = gltg(x)) = (tg(2))* = tg*v.

Noétese que en este caso no existe tg o g ya que por ejemplo
tg(g(+/m/2)) no estéd definido por no pertenecer g(/7/2) = w/2 al dominio
de tg.

Algo semejante sucede con la compuesta de las dos funciones dadas por
sus diagramas sagitales en la figura que sigue adelante: g o f existe pero
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no es posible formar f o g ya que ningin elemento de g(B) pertenece a
A=D(f)

A—f>B B g C
——7 “
] <L
= > d

(&

A 9o/ C
1 a
2 b
3 ¢
4 d
5 e

Atin en casos como f: R - Ry g:R — R dadas por f(z) = 2% y
g(z) = x+1, en los cuales estd definida tanto go f como f og, generalmente
go f # fog; asi para estas ultimas funciones,

(9o f)(a) =g(f(x) =g(a®) =2* +1 y

(fog)(x) = flg(x)) = fla+1) = (z+1)* =a® + 22 + 1,
de modo que para todo x no nulo, (go f)(z) # (f o g)(x).

La composicién de funciones es asociativa, ya que si se tienen por.ej.
f:A—= B, g:B—C, h:C — D, tanto ho(go f) como (hog)o f poseen
dominio A y codominio D y ademds, para todo x de A,

(ho(go f))(x)=h((ge f)(x) =hg(f(z)))

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))),

de modo que se tiene la igualdad.
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Esta afirmacién se hace algunas veces simplemente diciendo que el si-
guiente diagrama es conmutativo:

A D

g

Debe entenderse que entre dos conjuntos cualesquiera siempre se obtiene
el mismo resultado, sin importar el camino seguido; por ejemplo, entre A
y D se puede tomar f y luego ho g (es decir, (hog)o f) o primero go f y
luego h (o sea ho (go f); al final el efecto es el mismo.

También son conmutativos los diagramas

f !
A — B A — s B
ul/ \l@
A B

es decir, fols = fy Igo f = f, lo cual significa que con respecto a la
composicién de funciones, la identidad del conjunto de partida (I4) actia
como médulo a la derecha y la del conjunto de llegada Ig como médulo a
la izquierda. Para verlo basta observar que cualquiera sea x en A,

(fola)(x) = f(1a(z)) = f(x)
(Ip o f)(z) = Ip(f(x)) = f(x).

Con respecto a los conceptos ya introducidos se tienen los resultados
siguientes:

TEOREMA 11.
a) La funcion compuesta de dos inyecciones es una inyeccion.

b) Sif: A— Byg: B — C son funciones sobreyectivas, entonces
go f también es sobreyectiva.
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c) Sif: A— Byg: B — C son biyecciones, entonces go f también
lo es.

Demostracion.

a) Sean f: A — Byg: C — D tales que f(A) C C. Si fy g son
inyectivas y (go f)(z1) = (go f)(x2), se tiene que g(f(z1)) = g(f(x2))
y siendo ¢ inyectiva, necesariamente f(z1) = f(x2); el ser f inyectiva
hace que z1 = x2, quedando demostrado.

b) Si f es sobreyectiva, entonces f(A) = B y andlogamente g(B) = C,
luego C = g(B) = g(f(A)) = (g o f)(A) lo cual significa que también
g o f es sobreyectiva.

La parte c) es un corolario inmediato de las dos anteriores. O

Aun debemos, con respecto a la composicién de funciones, responder la
pregunta siguiente:

Dada una funcién f: A — B, ;Cuéndo existe otra g : B — A tal que
gof=1Iay fog=1Ip?

Decir go f = I4 y fog = Ip significa que cualquiera sea x en A,
g(f(z)) = x y cualquiera sea y en B, f(g(y)) = v.

Obsérvese que el efecto producido por una de las funciones es siempre
anulado por la otra.

Esto significa que si y = f(x), entonces ¢g(y) = x y reciprocamente, es
decir, (z,y) € f < (y,x) € g, lo cual nos conduce a que necesariamente
g = f~', la relacién inversa de f.

Inmediatamente nos asalta la duda: ;Es la relacién f~! realmente una
funcion? jNo siempre! Si existiesen dos elementos distintos z1, xo de A tales
que (z1,y) € fy (z2,y) € f, entonces (y,x1) € f~1y (y,22) € f~1 y asf
f~! no serfa funcién. En consecuencia, la primera restriccién que se debe
imponer es que f debe ser inyectiva; en efecto:

TEOREMA 12. Si f es una funcion inyectiva, entonces la relacién f~!
es una funcion y también es inyectiva.

Demostracion. Si (u,v) € f~1 A (u,z) € f~1, entonces (v,u) € (f~1)~! =
fy(zu) € fosea f(v) = u = f(z) y siendo f inyectiva se tendra
v = z, demostrandose que f~! es funcién. Veamos que f~! es inyectiva:
si f7l(a) = f71(b) = y, se tiene que (a,y) € f~LA(by) € f~! 0 sea
(y,a) € f A\ (y,b) € f y siendo f funcién se tendrd a = b. O
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Casi tenemos contestada la pregunta que nos hicimos; nos resta un detalle:
si f: A — B esinyectiva, f~! es una funcién pero D(f~1) = R(f) asf que
el dominio de f~! serd B si y sélo si f es sobreyectiva.

Observamos ademas que R(f~!) = D(f) = A, asf que f~! también
resulta ser sobreyectiva. Resumiendo:

TEOREMA 13. Si f : A — B es una biyeccion, entonces existe otra
biyeccion g: B — A tal que go f =14 y fog=Ig; ademds g = f~".
Se dice en este caso que g es la funcion inversa de f y que f es la
funcién inversa de g (ya que f = (f~1)"! =¢7!) o que f y g son inversas.
El teorema anterior puede reformularse en esta terminologia: Si f es

una biyeccién de A en B, entonces f tiene una funcién inversa. Su reciproco
también es cierto:

TEOREMA 14. Si f: A — B tiene funcion inversa, entonces [ es una
biyeccion.

Demostracion. Sea f: A — Byseag: B — Asuinversa. Si f(x1) =
(2), entonces g(f(1)) = g(f(z2)) o sea (g0 )(21) = (go ) (), es decir,
I4(x1) = I4(x2) o lo que es lo mismo 1 = z9, siendo f inyectiva. Sea y
cualquier elemento de B. y = Ig(y) = (f o g)(y) = f(g(y)), asi que y es la
imagen por f de z = g(y), siendo f sobreyectiva. O

Juntando los dos ultimos teoremas se obtiene:

COROLARIO 1. Una funcion f : A — B posee funcion inversa si y
solo si es una biyeccion.

Con esto queda completamente respondida nuestra pregunta inicial.

Algunas veces es necesario disponer de funciones inversas de otras dadas;
por ejemplo, todos hemos trabajado con la funciéon arcsen, supuestamente
“inversa” de la funcion sen; pero segun el corolario anterior sen: R — R no
puede tener funcién inversa ya que no es inyectiva ni sobreyectiva.
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., Qué es lo que realmente sucede?

Generalmente el punto de la curva donde se necesita usar la inversa puede
localizarse, es decir, no es necesario considerar “toda” la funcién sino sola-
mente una parte de ella, una porcién de la funcién (o una restriccion, como
se le acostumbra llamar) que sea biyectiva y luego si se halla la inversa de
dicha porcion. Por ejemplo, graficamente y con respecto a la funcién sen,
las partes

: —7/2 :

: —5m/2 '

—Tm/2 | /2

se pueden interpretar como graficas de biyecciones, la primera de
[-77/2, =57 /2] en [—1,1] y la segunda de [—7/2,7/2] en [—1, 1].

DEFINICION 15. Se dice que una funcion g es una restricion de otra
funcion f, si g C f. También se dice en este caso que f es una extension
de g.

Obsérvese que ((z,y) € g) — ((z,y) € f) significa (y = g(z)) — (y =
f(x)) es decir, (Vz € D)(g)(g9(z) = f(x)). Por esto, cuando se consideran
funciones entre conjuntos, se acostumbra decir que es una extensién de
g: C — D esotra funciéon f : A — Btalque A D C, B D Dy
Ve e C, f(x) = g(x).

Anilogamente se dice que g : C — D es una restriccién de la funcién
f + A — B.Cuando se deja el mismo codominio, se usa la notacién f[- :
C — By se lee “la restriccion de f a C”.

Por ejemplo, una restriccién de f : R — R dada por f(x) = |z| (funcién
valor absoluto) es fig+ : R* — R, la cual resulta ser una inyeccién canénica:
fr+(z) = |z| =z ya que x > 0.

Extensiones de g : R™ — R* dada por g(z) = x son f : R — R definida
por f(x) = %'J”' y h: R — R dada por h(z) = |z|, como puede comprobarlo
facilmente el lector.

Fijemos nuevamente nuestra atencién en el problema de las funciones
inversas; puede enunciarse en la forma: dada una funcién f : A — B, hallar
una de sus restricciones que sea biyectiva mazximal y encontrar la funcion
mversa de esta restriccion.

Teodricamente es muy facil volver sobreyectiva a cualquier funcién dada
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f: A — B; basta (p.ej.) tomar como codominio su mismo recorrido:

f: A— R(f) es ya sobreyectiva y f no ha perdido atin ninguna de sus
parejas ordenadas. A continuacién, variando solamente f y A, debemos ha-
llar una restriccién f[- : C — R(f) biyectiva, es decir, debemos conseguir
una funcién inyectiva f1 con f; C f, tal que R(f1) = R(f) y asise tiene que
f1: C — R(f) serd la biyeccién deseada y tendrd inversa f; ' : R(f) — C.

Con respecto a sen : R — R, se tendria sen : R — [—1, 1] sobreyectiva
y restricciones biyectivas serian entre otras,
seny : [—=Tm/2, =57 /2] — [-1,1] y seng : [-7/2,7/2] — [—1,1]; no lo seria
seng : [0,m] — [—1,1] porque dejaria de ser sobreyectiva. Es practica comin

trabajar con seng : [-7w/2,7/2] — [—1,1] y llamar Arc Sen a su funcién
inversa: ArcSen : [-1,1] — [-7/2,7/2] tal que y — ArcSeny
Y
1
_% 1 % ™ x
Y
e

y=sen I

Repitamos el procedimiento en otro caso particular: sea f : R — R definida
por f(x) = x? — 2z — 1. Sabemos que la gréfica de y = 22 — 22 — 1 es
una parabola que abre hacia arriba, de modo que la biisqueda del recorrido
de f se reduce a hallar el punto més bajo de la parabola, el valor minimo
tomado por la funcién, ya sea usando técnicas del calculo diferencial o con
una adecuada descomposicién; preferimos esta dltima: y = 2> — 22 — 1 =
2 —22+1-2=(z—-1)2%-2.
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Siendo (z — 1)? > 0, el minimo valor de y se obtiene cuando es cero:
(r —1)2 =0, es decir cuando z = 1 y valdrd y = —2

e

Asi la funcién f: R — [-2,400) es sobreyectiva. Restricciones biyectivas
se pueden tener de muchas maneras, pero si se quiere seguir conservando
la continuidad y la derivabilidad de la funcién en todos sus puntos, solo
tenemos dos posibilidades:

fl : (—OO, 1] - [_27+OO) y f2 : [1700) - [_2700)

x— 12— 2x+1 ri— 12— 2r —1

Si se quieren dibujar directamente sus inversas f|- Ly fa L como éstas se
obtienen con solo intercambiar las componentes de sus parejas ordenadas,
graficamente el punto (y,z) es el simétrico de (z,y) de modo que bastard
reflejar con respecto a la recta y = x dichas gréficas.
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—%2¢ -

f{l : [—2,—!—00) - [17 _OO)

Algebraicamente las inversas se hallan siguiendo la misma idea: inter-
cambiar x con y y luego “despejar” y para tener la inversa como funcién
de x, de manera que sus graficas sean precisamente las dos anteriores.

Procedamos: en y = 22 — 2z — 1 intercambiemos  con y
z=9y>—-2y—1
Despejemos 3 : 0 = 32 — 2y — (1 + ) es una ecuacién de segundo grado en

y de la forma 0 = ay® + by + ¢, luego

2+ /41 4(1
_ J; U+2) AT aTa).

Estando la grafica de f ! por debajo de la recta y = 1, su expresion se
obtendra tomando el signo “~” en la férmula anterior: f; ' (z) = 1—v/2 + .

Anélogamente f; Yz) = 14+ 2+ z, observéndose que & deberd ser mayor
o igual que —2, precisamente el dominio precalculado.

Consideremos un ultimo ejemplo; dada la sobreyeccion del diagrama,

Y

hallar una restriccién biyectiva g: C — B
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1
2
3
4
5
6
7
8

Intuitivamente lo Unico que se debe hacer es eliminar, junto con sus
elementos de partida, algunas flechas que estan de mas.

Por ejemplo, al elemento x llegan flechas de 3y 7, es decir {(3, x), (7,z)}
es el conjunto de las parejas de f que poseen z como segunda componente;
de dicho conjunto debemos escoger una de las dos parejas ordenadas, diga-
mos (3, ).

Analogamente {(1,v),(2,v),(5,y),(8,y)} es el subconjunto de f
constituido por las parejas con y como segunda componente y de él debemos
elegir una tunica pareja; sea ésta (5,y).

Finalmente de {(4, z), (6, 2)} elegimos (6, z); obtenemos asi la funcién
g = {(3,x), (5,y),(6,2)} que es la restriccién biyectiva buscada, con do-
minio C' = {3,5,6}.

1, Qué sucede si el conjunto B posee infinitos elementos? Nunca termi-
nariamos de elegir de cada uno de los conjuntos {(x,y) € f | y = u} una
Unica pareja ordenada para formar la restriccion biyectiva deseada.

Se pone de presente que la construccion de la restriccién biyectiva ante-
rior, en el caso general, es imposible de lograr en este momento; se hace nece-
saria una nueva y poderosa herramienta que nos permita, dada cualquier
coleccién de conjuntos no vacios, elegir simultdneamente un elemento de
cada conjunto; es el axioma llamado de eleccion.

Ejercicios ‘

1. Pruebe que una restriccion de una funcién f : A — B se puede
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definir simplemente como una funcién g : C' — D tal que g C f y
D C B.

%x2. Sea A un conjunto cualquiera no vacio y sea F el conjunto de todas
las biyecciones de A en A. Demuestre que si se considera F' provisto
de la composicién de funciones como operacién, es un grupo.

3. (a) Si A es un conjunto con diez elementos y B otro con un unico
elemento, halle todas las funciones de A en B.

(b) Halle todas las funciones de un conjunto A con tres elementos
en otro B con dos elementos.

(c) Halle todas las funciones de un conjunto A con cuatro elementos
en otro B con dos elementos.

(d) ¢Podria hallar una férmula para calcular el nimero de funciones
de un conjunto A con n elementos en otro B con m elementos?
Podria justificar dicha férmula?

4. Dada la funcién f(x) = 2% + 2z — 8 de R en R,

(a) Halle su recorrido.

(b) Restrinja el codominio de f para obtener una funcién sobreyec-
tiva.

(c) Sin variar el codominio de la funcién en b), halle una restriccién
biyectiva que sea continua.

(d) Halle gréfica y algebraicamente la funcién inversa de la biyeccién
hallada en c).

5. 581 f: A— By g:B — D son biyecciones, demuestre que la funcién
inversa de go f es f~og™l.

6. Sea C una coleccion de funciones tal que:
(Vf,9€C)D(f)ND(g) =D #0— fID=glD).

Pruebe que (J;cc f es una funcién de ;e D(f) sobre ;e R(f).



102 CAPITULO 3. FUNCIONES Y RELACIONES

3.5 PROPIEDADES DE LAS RELACIONES

En lo que sigue del capitulo solo consideraremos relaciones definidas en un
conjunto A (es decir de A en A). Comenzaremos dando algunos ejemplos de
ellas y luego analizaremos, de cierta propiedades usuales, cudles poseen y
cudles no. Emplearemos muchas veces la notacién xRy en vez de (z,y) € R.

Ejemplos de relaciones definidas en un conjunto:

1. Sea A = {a,b, c}; las siguientes (entre otras) son relaciones en A:

Ry ={(a,b), (a,a),(b,c),(c,b)}
Ry ={(a,a),(a,b),(b,b),(c,c)}
Ry ={(a,a),(a,b), (b, a), (b,b), (c,c)}
2. Si A es cualquier conjunto, la igualdad entre elementos de A es una

relacién en A. Si se quiere expresar como conjunto de parejas orde-
nadas, ella seria

I
I
i

A={(zy) e AxAlz=y}

Muchas veces se le acostumbra llamar “la diagonal de A” (represéntela
graficamente y hallard el motivo) y no es otra cosa que la funcién
idéntica de A.

3. Si X es cualquier conjunto, la contenencia (“ser un subconjunto de”)
es una relacién en P(X). Como conjunto de parejas, seria

{(M,N)eP(X)xP(X)|MCN}

Es un ejercicio para el lector formar este conjunto de parejas orde-
nadas para el caso X = {a, b, c}.

4. La relacién de orden usual entre ntimeros naturales

{(m,n) e NxN|m <n}
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10.

. Sea A un conjunto especifico de personas; en él consideremos la rela-

cién “x posee el mismo padre o la misma madre que y”.
Nota: El “0” usado es inclusivo.

Entre elementos del conjunto Z de los enteros definimos la relaciéon
“a = b(3)” (léase “a es congruente con b médulo tres”), la cual signifi-
ca “a—b es multiplo de 3”. Por ejemplo 14 = 2(3) ya que 14 —2 = 12
es un multiplo de 3 y 5 = 20(3) puesto que 5 — 20 = —15 = 3 - (—5)
también es multiplo de 3. En resumen:

a=0b3)< 3keZ)(a—0b=3k).

Generalizando el ejemplo anterior, sea m un entero fijo mayor que 1;
definimos en Z la relacién

a=bm)< (3k € Z)(a—b=mk)

es decir, a es congruente con b moédulo m si y sélo si a — b es multiplo
de m, o lo que es lo mismo, si y sélo si a—b es divisible (exactamente)
por m.

. Consideremos en N — {0} = {1,2,3,4,5, ...} la relacién “m es divisor

de n”. La simbolizaremos “mDn” y también la leeremos “m divide a
7
n’.

mDn < (3q € Z)(n = mq)

o sea: m es divisor de n si n (dividendo) es igual a m (divisor) mul-
tiplicado por ¢ (cociente).

. Sea o un plano (fijo) y sea A el conjunto de todas las rectas contenidas

en «. Consideremos en A la relacién de paralelismo:
lre(l=rv(inr=20)).

Es decir, [ es paralela a r si la distancia de los puntos de una de las
rectas a la otra es constante (puede ser cero en el caso [ = r).

Sea X un conjunto; la relacién siguiente entre subconjuntos de X, es
una relacién en P(X):

M=~N < (3f)(f: M — N A(f es biyectiva)).

Es decir M ~ N (léase “M es equipotente con N”) si y sélo existe
una biyeccién de M sobre NN.
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Intuitivamente, si el lector se da ejemplos de la relaciéon anterior entre
subconjuntos de un conjunto X finito, hallara que M ~ N significa que M
tiene el mismo numero de elementos que N.

DEFINICION 16. Una relacion definida en A se llama reflexiva en
A, si todo elemento de A esta relacionado mediante ella consigo mismo.

En el lenguaje objeto:
R esreflexivaen A & (Vz € A)(xRx)

Las relaciones Ry y R3 del ejemplo 1. los son, lo mismo que la igualdad
y la contenencia ya que (VX € A)(X = X)y (VM € P(X))(M C M)
respectivamente.

Puesto que“(Vm € N)(m <m)” y “ x posee el mismo padre o la misma
madre que z” son ciertas, también las relaciones de los ejemplos 4. y 5. son
reflexivas.

Como (Va € Z)(a —a =m-0), entonces (Va € Z)(a = a(m)), siendo re-
flexiva la relacion de congruencia médulo m entre enteros, y en consecuencia
también la del ejemplo 6. .

Trivialmente m = m - 1, asi que todo niimero natural mayor que cero es
divisor de si mismo, luego la relacién del ejemplo 8. también es reflexiva.

Segin nuestra definicién dada en 9., toda recta es paralela a si misma,
de modo que también esta relacion es reflexiva.

Es posible construir varias biyecciones de un conjunto M en si mismo,
pero la més sencilla es la identidad de M, Ip;: M — M, luego M ~ M
siendo la relacién en 10. también reflexiva.

No todas las relaciones son reflexivas claro estd; por ejemplo “z < y”

entre reales, “x es hijo de y” entre personas o la relacion R; dada en 1., no
lo son.

DEFINICION 17. Una relacién definida en un conjunto se llama si-
métrica en dicho conjunto si cada vez que un elemento estd relacionado
(mediante ella) con otro, también el sequndo lo estd con el primero.

R es simétrica en A < (Va,y € A)(zRy — yRx)

En 1 es simétrica R3 pero no lo son R; ni Ry ya que en ambos casos a esta
relacionado con b pero b no lo esta con a.
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Como (Vz,y € A)(z =y — y = x), la igualdad en A es simétrica. La
contenencia no lo es cuando el conjunto X no es vacio, ya que en este caso
DCXA=(XC0).

Las relaciones de los ejemplos 4. y 8. no son simétricas ya que entre
otros casos, en particular 2 < 3 A —(3 < 2) y ademas 2D6 A ~(6D2).

Note que siendo pA(—q) la negacién de p — ¢, entonces R no es simétrica
en A significa “(3z,y € A)(xRy A =(yRx))”.

Trivialmente la relacién en 5. es simétrica: si x posee el mismo padre o
la misma madre que y, entonces y posee el mismo padre o la misma madre
que x.

Si a = b(m), entonces existe k entero tal que a — b = mk asi que
b—a = m(—k) y siendo —k entero, se concluye que b = a(m), obteniéndose
la simetria.

Evidentemente entre rectas l|r — r||l de modo que la relacién en 9.
es simétrica. También lo es la equipotencia entre conjuntos dada en 10. Si
M =~ N, existe f : M — N biyectiva y segin el teorema 13 de la seccién
anterior, existe f~1 : N — M también biyectiva, luego N ~ M.

DEFINICION 18. Una relacién R definida en A se llama antisimé-
trica en A si y sdlo si cuando x # y, no se puede tener simultdneamente
xRy y yRx.

Asi R es antisimétrica en A si y sélo si
(Vz,y € A)(x #y — —(xRy A yRx)).
Esto significa que si z # y, se puede tener:

zRy yno yRx o bien
yRxr yno xRy o bien
no xRy yno yRzx

Asi en el ejemplo 1. la relacién Ry es antisimétrica: Las parejas de
elementos distintos son a # b,a # ¢y b # c. En el primer caso se tiene
que aRob A —(bR2a); en los otros casos (a,c) ¢ Ro A (¢,a) ¢ Ry y también
(b,c) ¢ Ra A (c,b) ¢ Ra.

En realidad estd por demads verificar aqui para a # ¢y b # c¢; basta
comprobar que si una pareja (x,y) con x # y estd en la relacién, no lo esté
(y, ).

R no es antisimétrica pues b # ¢y sin embargo (b,c) € R A(c,b) € Ry;
tampoco R lo es porque a # by (a,b) € R3 A (b,a) € Rs.
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La igualdad es una relacion antisimétrica porque no existen parejas
distintas que incumplan la condicién de la definicién, es decir, si x # y, ni
x estd relacionado con y mediante la igualdad, ni y lo estd con x, asi que
trivialmente para x, y cualesquiera en A es cierta implicaciéon

r#y—(@=yAy=u2x).

Antes habiamos visto que la igualdad en A también era simétrica, de
modo que antisimétrica no es la negacién de simétrica; a la negacién de
simetria se le acostumbra llamar asimetria.

Debido a la equivalencia entre p — ¢ y g — —p, algunas veces es 1util
reemplazar x # y — —(x Ry AyRz) por tRy\yRx — = = y en la definicién
de antisimetria, obteniéndose la forma equivalente:

R es antisimétrica en A < (Vz,y € A)(zRy NyRz — x =)

Por ejemplo, (VM,N € P(X)) (M C NAN C M) —- M = N) de modo
que la contenencia es antisimétrica.

Andlogamente el orden usual de naturales es antisimétrico:
(Vm,n e N)[(m <n)A(n<m)—m=n].

La relacién del ejemplo 5. puede no ser simétrica: Si en el conjunto A
existen dos hermanos X y Y, entonces X # Y y “X posee el mismo padre
o la misma madre que Y” y “Y posee el mismo padre o la misma madre
que X” son verdaderas.

Las relaciones en 6. y 7. tampoco son antisimétricas ya que por ejemplo
13#4y13=43)AN4=13(3); también 1 #m+1yl=m+1(m)y
m+1=1(m).

En 8. “ser divisor de” es antisimétrica: Supongamos mDn AnDm; exis-
ten entonces enteros p, ¢ tales que (n = mq) A (m = np); reemplazando
la segunda igualdad en la primera, n = (np)gq; asociando adecuadamente
y cancelando n (# 0), 1 = pq y siendo p, ¢ enteros, necesariamente p =
1=¢q6p=—1=gq. la segunda posibilidad no puede tenerse debido a que
A = {1,2,3,...} es un conjunto de enteros positivos, asi que p = 1 = g,
luego n = mq =n -1 =m, quedando demostrado.

El paralelismo entre rectas de un plano no es antisimétrico ya que se
pueden tener rectas distintas [, m tales que l||m A m||l.

La equipotencia entre subconjuntos de un conjunto dado X tampoco
es antisimétrica en general, puesto que si X posee dos o mas elementos,
digamos a # b, entonces {a} # {b} y {a} = {b} y {b} = {a} mediante las

biyecciones tinicas existentes.
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DEFINICION 19. Una relacién definida en un conjunto se llama tran-
sitiva en dicho conjunto, si cada vez que un elemento esté relacionado
mediante ella con un sequndo y éste a su vez lo esté con un tercero, entonces
también el primero estd relacionado con el tercero; mas precisamente,

R es transitiva en A < (Va,y,z € A)(xRy AN yRz — xRz).

Por ejemplo las relaciones Ry y R3 dadas en 1. son transitivas, mientras
que R; no lo es debido a que (a,b) € Ry y (b,¢c) € Ry pero (a,c) ¢ Ry.

Como (a=b0)ANb=¢c)—=a=cy(MCNANCP)—MCP,
tanto la igualdad como la contenencia son transitivas; evidentemente lo es
la relacion “<” entre numeros naturales.

La relacion dada en 5. no es general transitiva, ya que puede suceder
que x sea hermano medio de y, y sea hermano medio de z y  y 2z no sean
hermanos medios, si la situacién que se presenta es la siguiente:

x es hijo de P; y My; y es hijo de P, y Mi; z es hijo de P» y M>, siendo
los padres P; # P, y las madres My # Ms.

La relacién de congruencia médulo m es transitiva en Z: si a = b(m) y
b = c¢(m), existen p,q € Z tales que a — b = pm y b — ¢ = gm; sumando
miembro a miembro estas dos igualdades, (a—b)+(b—c) = a—c = (p+q)m
y siendo p + ¢ entero, se concluye que a = ¢(m).

Es muy sencillo ver que “m divide a n” en 8.y “l||r” en 9. son rela-
ciones transitivas. Finalmente, la equipotencia entre conjuntos definida en
10. también es transitiva: Si M ~ N AN ~ P, entonces existen biyecciones
f: M — Nyg: N — P;por la parte ¢) del teorema 11 de la seccién
4 anterior, también es una biyeccién la compuesta go f : M — P, luego
M =~ P.

Ejercicios
1. Si se considera () como relacién de A en A, jes reflexiva? jes simétrica?
jes antisimétrica? ;es transitiva?
2. Halle todas las relaciones definidas en el conjunto A = {a, b}.

3. Si A es un conjunto con n elementos, ;podria hallar una férmula que
nos proporcione el nimero total de relaciones definidas en A?
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. Muestre que una relacién R definida en A,

(a) Es simétrica en A siy sélosi R= R~

(b) Es antisimétrica si y s6lo si RN R~ C Ay.

De cada una de las relaciones siguientes, diga cuales de las propiedades
reflexiva, simétrica, antisimétrica y transitiva posee. Dé las razones
de sus respuesta.

a) C C R x R dada por 2zCy < cos (r —y) = 1.

b) S C R x R dada por xSy < sen (r —y) = 0.
c¢) ECR xR dada por xEy < x — y es un entero.
d) F C R? x R? dada por (z,y)F(u,v) < 2% +y? < u? + 02

) R={(a,c),(a,a),(c,c),(b,c),(d,d),(c,a)} definida en
A ={a,b,c,d}.

[§]

Si se define la “composicion de relaciones” Ry S en la forma
SoR={(z,2)|(3y)((z,y) € RA(y,2) € 5)},

demostrar que una relaciéon R definida en A es transitiva si y sélo si
RoRCR.

Dé un ejemplo de una relaciéon que no sea simétrica ni

antisimétrica.

Pruebe que si una relacién en A es simultdneamente simétrica, an-
tisimétrica y reflexiva en A, entonces es la relacion de igualdad en

A.

;Serd cierto que si Y posee n elementos, entonces el conjunto
{(M,N)€eY xY|M C N} posee 3" elementos?

Dé las razon de su respuesta
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3.6 RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Las propiedades més caracteristicas de la igualdad son las reflexividad, la
simetria y la transitividad. Una relacién definida en un conjunto A que
posea estas mismas tres propiedades, se comporta desde un cierto punto
de vista, de manera semejante a la igualdad. Por ejemplo, la relacién de
paralelismo entre las rectas de un mismo plano es reflexiva, simétrica y
transitiva; uno observa que todas las rectas paralelas poseen la misma di-
reccion, asi que para alguien interesado solamente en el aspecto “direcciéon”,
dos rectas paralelas son pricticamente indistinguibles.

DEFINICION 20. Una relacién se llama de equivalencia en un conjunto
A si ella es refleriva, simétrica y transitiva en A.

Segun lo visto, las relaciones en 10. , 7., 6. y la R3 de 1. en la seccién
5, son de equivalencia.

De las relaciones anteriores consideremos a = b(3) en Z. Tomemos un
entero cualquiera, por ejemplo 5, y encontremos el conjunto de todos aque-
llos enteros congruentes con 5 médulo 3:

{.,=T7,—4,-1,2,5,8,11,14, ...}

Elijamos ahora un entero que no esté en el conjunto hallado, p.ej. 10, y
también formemos la coleccién de los enteros relacionados con 10 mediante
la congruencia médulo 3:

{...,—8,-5,-2,1,4,7,10,13,16,19, ...}
Tomemos otro entero que no pertenezca a los dos conjunto anteriores,

digamos —6, y hallemos el conjunto (notado [—6]) de todos los enteros
congruentes moédulo 3 con —6:

[—6] = {...,—12,-9,-6,-3,0,3,6,9,12,...}

En este momento el proceso anterior termina porque hemos agotado
todos los enteros; usando notaciones andlogas a [—6], se tiene entonces que

[5] U [10] U [-6] = Z.
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Observamos ademas que los conjuntos [5], [10] y [—6] son disyuntos dos
a dos y que ninguno de ellos es vacio.

Escojamos en el conjunto [5] dos elementos cualesquiera, por ejemplo
—4 y 11 y hallemos [—4] y [11]. Nos encontramos sorpresivamente con que

[—4] = [5] = [11]

i Es esta una propiedad general? ;Lo son también las anteriores? Las re-
spuestas son afirmativas.

DEFINICION 21. Sea R una relacidn de equivalencia definida en un
conjunto A no vacio y sea b un elemento cualquiera de A; se llama clase de
equivalencia de b (con respecto a la relacién R) al conjunto constituido
por todos los elementos de A que estdn relacionados mediante R con b.

Se nota [b|r o simplemente [b] si no hay lugar a confusiones.

Por ejemplo, si se considera en Z la relacién de congruencia médulo 6,

1] ={..—11,-5,1,7,13,19,...}
= {1+6n|nez}

La relacién R3 = {(a,a), (a,b), (b,b), (b,a), (c,c)} es de equivalencia en A =
{a, b, c}; las clases de equivalencia determinadas por ellas son

[a]ry = {a,b} v [cJrs = {c}-

Para la relacién de equipotencia definida en P({a, b, c}), se tienen las sigu-
ientes clases de equivalencia:

{a}] = {{a}, {0} {c}}; (0] ={0}
[{av C}] = {{a7c}a{aab}7{bv C}} y
Hav b, C}] = {{CL, b, C}}
Nétese que [{a}] = [{b}] = [{c}] y que [{a,c}] = [{a,b}] = [{b, c}].

LEMA 1. Sea R una relacion de equivalencia sobre un conjunto A no
vacio; st a, b son elementos cualesquiera de A, se tiene que:

(i) a € [a].
(ii) Las afirmaciones aRb, a € [b] y [a] = [b] son equivalentes.

Demostracion.
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(i) Por ser R reflexiva, aRa para todo a de A, luego a € {a}. En conse-
cuencia una clase de equivalencia nunca es vacia.

(ii) Siendo [b] = {z € A|zRb} y estando a,b € A, es evidente que

aRb — a € [b]. (%)

Probemos entonces su equivalencia con [a] = [b]. Si [a] = [b], como
por (i) a € [a], necesariamente a € [b]. Reciprocamente, supongamos

a € [b] y demostremos que [a]

© 0N WD

= = = = =
Ll

aRb

x € [a]

TRa

xRb

x € [b]

x € [a] — x € [b]
x € [b]

T Rb

bRa

= [b]:

por (x) de la hipdtesis
hipdtesis de trabajo

por () y 2.

por transitividad de 1. y 3.
por (k) y 4.

por 2.y 5.

hipétesis de trabajo

por (%) y 7.

de 1. por simetria de R.

de 8. v 9. por la transitividad de R
por () y 10.

por 7.y 11.

por 6. y 12.

por el axioma de extension.

O

Dada una relacién de equivalencia R en A, como una clase de equivalencia
de un elemento de A es un subconjunto de A, podemos formar el conjunto
de todas las clases de equivalencia con respecto a R de los elementos de A
(notado A/R) con solo separar de P(A) aquellos elementos que sean clases

de equivalencia segin R, es decir,

A/R={Y € P(A) | Bz € A)(Y = [z]r)}

Se le acostumbra llamar el conjunto cociente de A por R.

Con respecto a dos de los ejemplos anteriores, se tiene
{a,b,c}/Rs = {{a,b},{c}} vy
(P({a,b,c})/ =) ={{0}, {{a}, {0}, {c}}, {{a,b},{a,c},{b, c}},
{{a,b,¢}}}
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TEOREMA 15. A/R es una coleccién de conjuntos no vacios, disyuntos
dos a dos y cuya union es todo A.

Demostracion. por (i) del lema anterior sabemos que una clase de equiva-
lencia nunca es vacifa. También por (i) se obtiene que U(A/R) es A, ya que
todo elemento a de A pertenece al menos a su clase de equivalencia [a]g y
ademds siempre [a|g C A.

Para probar que las clases de equivalencia son disyuntas dos a dos, en
vez de ver que [a] # [b] — [a] N [b] = (), demostraremos su contrarreciproca
([a] N [b] # 0) — ([a] = [b]). En efecto, si x € [a]|N[b],z € [a] y x € [b] ¥
por el lema anterior [x] = [a] y [z] = [b], de donde, por transitividad de la
igualdad, [a] = [b] quedando demostrado. O

Si uno toma una hoja A de papel y con unas tijeras la corta digamos en
cinco pedazos, la coleccién de estos pedazos posee las mimas propiedades
atribuidas a A/R en el teorema anterior:

“
g

1

[ ] '
1

1

'

1

'

1

1

1

®

A Una particiéon de A

Los pedazos son no vacios, disyuntos dos a dos y su unién es A; a una
coleccién tal se le llama una particion de A.

DEFINICION 22. Una particién de un conjunto no vacio A es una colec-
cion de subconjuntos no vacios de A, disyuntos dos a dos y cuya union es

A.

Por ejemplo, entre las particiones de {a, b, ¢, d} estén las siguientes:

Pl = {{a}7 {b7 Cy d}},
P, = {{CL, 0}7 {b}7 {d}}7
P3 = {{CL, d}7 {bv C}}

El teorema anterior nos dice que toda relacion de equivalencia R en
A determina una particién A/R del conjunto A; el reciproco también es
cierto.
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TEOREMA 16. Toda particién de un conjunto no vacio determina una
relacion de equivalencia sobre dicho conjunto.

Demostracién. Sea P una particién de A, A # (); definamos en A la relacién
siguiente:
2Ry < (3B € P)(x € BAy € B).

Es decir, dos elementos de A estdn relacionados si y sélo si pertenecen
a un mismo pedazo de la particiéon.

Como |Jgep B = A, todo elemento = de A pertenece a algiin pedazo B
de P, asi que x € BAx € B o sea zRx.

Si zRy, existe B en P tal que x € B Ay € B; por la conmutatividad de
la conjuncién, y € BAx € B, o sea yRz.

Supongamos xRy A yRz; entonces existen By, By que pertenecen a P
tales que (x € By Ay € B1) A (y € Ba Az € By); como y € By N Bog, se
debera tener B; = Bs ya que los conjuntos de P son disyuntos dos a dos,
asi que x € By Az € By (= Ba), luego zRz. O

.,Cudles son las clases de equivalencia determinadas por la relacién ante-
riormente considerada? Precisamente los pedazos dados de la particién, ya
que si a es un elemento de un pedazo B de P, la clase [a] es el conjunto
de los = de A tales que xRa, es decir que pertenecen al mismo B, luego
[a] = B.

Pasemos ahora a un tema relacionado y de gran utilidad posterior.
Supongamos que en un conjunto A se hallan definidas una operacién x* :
A x A — Ay una relacién de equivalencia R. Queremos dar condiciones
que nos permitan usar la operaciéon anterior para definir de una manera
natural una operacién en el conjunto cociente A/R; deseamos mediante
una operacién entre elementos de A, inducir una operacién entre clases de
equivalencia.

DEFINICION 23. Se dice que una relacion de equivalencia R sobre un
conjunto A es compatible con una operacion * definida en A, si se tiene
que para a,a’,b, b’ cualesquiera de A,

aRa' NORbY — (a*b)R(a' x V).

Noétese que la compatibilidad significa que si se cambian los operandos
a y b por otros a’ y b’ respectivamente equivalentes, también los resultados
de axby a’ *b son equivalentes. Si se tiene en cuenta el Lema 1 y se toman
clases de equivalencia, la implicaciéon anterior se transforma en

(la] = [a] A o] = B']) = ([a 0] = [a’ = b]).
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Analizando esta expresiéon nos damos cuenta de que cuando hay com-
patibilidad, es posible definir una operacién (notada [*]) entre clases de
equivalencia en la forma siguiente:

[a][x][b] = [a * b]

La tdltima implicacién nos dice que [] estd bien definida, que no hay
ambigiiedad y que realmente [] es una funcién de A/Rx A/R en A/R; ([#]
no serfa funcién si sucediese que [a] = [@'] y [b] = [V] ¥ que sin embargo
[a][<][b] # [a'] [<][b']).

Se dice que [] es la operacién obtenida por paso al cociente de *. Si
notamos por pr a la funciéon de A en A/R que a un elemento de A le
hace corresponder su clase de equivalencia segiin R (se dice que pg es la
proyeccion candnica de A sobre A/R), la definicién de la operacién [
equivale a la conmutatividad del diagrama (a).

AxA— o 4 o m| e
o) | o1 | 1] 12
PRXPR PR
. | |2 o
(A/R) x (A/R)——A/R 20 | 120 | (o] | [

(a) (b)
Ejercicio para el lector: verificarlo.

Apliquemos lo anterior a un caso particular; consideremos el conjunto
Z de los entero con la adicién; sabemos que la congruencia moédulo tres es
una relacion de equivalencia en Z; veamos que es compatible con la adicién
de enteros; supongamos a = a’(3) A b = b/(3); existen enteros r, s tales que
(a—a =3r)A(b—b = 3s); sumando miembro a miembro estas igualdades,
(a—a)+ (b—=V)=3r+3so0sea

(a+0b)—(a'+b)=3(r+s)  esdecir
a+b=d +V(3)

quedando comprobada la compatibilidad; podemos entonces pasar al co-
ciente la adicién

[m][+][n] = [m + n].
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Esta es una “adicién” entre clases de equivalencia moédulo tres, o sea en
el conjunto Z/(3), notacién que se usa para la coleccién de estas clases de
equivalencia (en vez de Z/ = (3)).

Por ejemplo [2]3 + [1]3 = [2 + 1]3 = [0]3.

Podemos expresar mediante una tabla dicha adicién (fig. (b) anterior).

El resultado de operar un elemento x con otro y se halla en el cruce de
la fila donde se encuentra x y de la columna donde esta y.

Ejercicios

1. (a) Sea f: A — B cualquier funcién entre conjuntos no vacios;
pruebe que la relacién R definida por zRy < f(x) = f(y) es de
equivalencia en A.

(b) Si f : R — R estd dada por f(z) = 22 — 2 + 2, halle, con
respecto a la relacién de equivalencia definida en a), las clases
de equivalencia de los reales 0, 2 y a.

(c) Si S es una relacién de equivalencia en Ay pg : A — A/S es
la proyeccién canénica asociada, pruebe que S coincide con la
relacién R definida en (a) cuando f = pg.

2. Pruebe que en R la relacion
xRy < Sen(x —y) =0

es de equivalencia. Halle para esta relacién las clases de equivalencias
de los reales, 0,7/2,7/4 y a.

3. Sea A = {a,b,c}; halle todas las particiones del conjunto A; encuen-
tre, dandolas como conjuntos de parejas ordenadas, las relaciones de
equivalencia correspondientes a las particiones halladas.

4. (a) Halle el nimero de particiones que existen para un conjunto con
4 elementos.

(b) Id. para un conjunto con 5 elementos.
5. Demuestre que en Z x (Z—{0}) la relacién siguiente es de equivalencia:
(m,n)R(p,q) siy sblo si mq = np.

Halle [(—2,6)]r y [(0,1)]g.
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6. (a) Pruebe que en R la relacién
xSy siy sélo si 2% — y? = 3z — 3y
es de equivalencia. Halle [0]g, [2]s v [a]s
(b) Id. para 2Ty si y sélo si 2® + 2y = 3> + 2z. Halle [3]7 y [5]r
7. Si Ry, Rs son relaciones de equivalencia en A,

(a) Pruebe que Ry N Ry es también de equivalencia.
(b) Dé un contraejemplo para hacer ver que en general R; U Ry no

es una relacién de equivalencia.

8. Halle el error de la siguiente “demostracion” de que las propiedades
simétrica y transitiva implican la reflexiva.

0)
1) Se deduce entonces bRa por simetria.
)

2) De (0) y (1) por transitividad se deduce aRa.

Supongamos aRb.

(
(
(
(3) Luego R es reflexiva.

9. Definimos en R? la relacién
(z,y)R(u,v) & 3m,n € Z)(r=u+mAy=v+n).

(a) Demuestre que es de equivalencia.
(b) Localice en un gréfico[(0,0)]r v [(1/2,10/3)]r
(c) Pruebe que toda pareja ordenada (z,y) de R? es equivalente

segin R con un dnico punto de [0,1) x [0, 1).

10. Sea * una operacién conmutativa definida en un conjunto A; pruebe
que una relacién de equivalencia R en A es compatible con * si y sélo
si

(Va,y, 2 € A)(aRy — (@ + )Ry« 2)).
11. Consideremos en Z la relacién de congruencia médulo m.

a) Demuestre que nunca dos elementos del conjunto
y
{0,1,2,...,m — 1} pueden ser congruentes entre si médulo m.

(b) Pruebe que todo entero es congruente médulo m con un dnico
elemento del conjunto {0,1,2,...,m — 1}.
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(¢) Deduzca de (b) y (¢) que
z/(m) = {[0], [1], [2]; ..., [m — 1]}

12. Pruebe que en Z la congruencia médulo 3 también es compatible con
la multipliaciéon de enteros. En consecuencia, defina “multiplicacién”
en Z/(3) y construya la tabla para dicha operacién.

13. (a) Pruebe que en Z la relacién de congruencia médulo m es compat-
ible tanto con la adiciéon como con la multiplicacion usuales; pase
estas operaciones al cociente Z/(m) y halle tanto [2],,,[+][m—1],
como [m — 3] - [0].

(b) Construya la tabla para la adicién y la multiplicacién asi obte-
nidas en Z/(6).

*14. Demuestre que Z/(5) con [+] y [-] es un cuerpo conmutativo.

15. Sea R una relacién de equivalencia en un conjunto A y sea M C A.
Diremos que Z es una parte saturada de A para R si

(Va,x € A)(a € M NxRa — x € M).

Demuestre que M es saturado para R siy sélo si M es unién de clases
de equivalencia segin R.
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3.7 RELACIONES DE ORDEN

DEFINICION 24. Una relacién R en un conjunto A se llama una re-
lacién de orden en A si R es reflexiva , antisimétrica y transitiva en A.
Se acostumbra decir que A es un conjunto ordenado por R.

Por ejemplo, de las relaciones dadas en la seccion 5, son de orden la Rs
de (1), la igualdad entre elementos de A, la contenencia entre subconjuntos
de un conjunto dado y las descritas en (4) y (8).

Para las relaciones de orden usaremos, en vez de R, como notacién =< o
algin simbolo semejante y leeremos “z =< y” como “x precede a y” 6 “x es
menor que o igual a y”.

Sea < una relacién de orden en A; un subconjunto B de A se llama
totalmente ordenado por = o una =<-cadena en A, si

(Vz,y € B)[(z 2y) V (y X @)

es decir, si todos sus elementos son comparables mediante <.

Si en un subconjunto P de A existen elementos a y b tales que
=(a 2 b)A—=(b < a), se dice que P es parcialmente ordenado por <. Cuando
el conjunto completo A es totalmente ordenado por =, se dice que < es una
relacion de orden total o lineal en A; en caso contrario se dice que es una
relacién de orden tan sélo parcial en A.

Si consideramos al conjunto A = {1,2,3,4,5,...,14,15,15} ordenado
mediante la relacién “es divisor de” (o sea x < y si y sélo si = es divisor
de y), el subconjunto {1,3,6,12} es totalmente ordenado por dicha relacién
mientras que A o {1,2,3,4} no lo son, asi que esta relacién solo ordena
parcialmente a A.

Las relaciones de orden usual en N, en Z o en R son de orden total.

Aun cuando en lo referente al orden no todos los autores usan los mismos
términos técnicos con los mismos significados, elegiremos los de empleo mas
frecuente o los que mas concuerdan con el uso corriente, de tal manera que
por lo menos en cuanto a ordenes totales se refiere, las definiciones son
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bastante intuitivas y al lector solo le restard manejarlas con un poco de
cuidado en los casos en que se apliquen a 6rdenes parciales.

Si < es una relacién de orden en A, a la relaciéon < definida mediante
x <y < (x yAz #y) selellama el orden estricto o riguroso corres-
pondiente a < (se obtiene suprimiendo de =< las parejas ordenadas que
posean sus dos componentes iguales); “x < y se puede leer “z precede
rigurosa o estrictamente a y”. Esta relacion posee las propiedades

(Vz,y € A)(=(z <yAy<x)) (ASIMETRIA)
(Ve,y,z€ A)((z<yAy<z) —x<2).

La primera se llama la asimetria de la relacién y es equivalente en el
lenguaje de la teoria de conjuntos a: (Vz,y € A)(z <y — —(y < x)). Se
deduce de la antisimetria de =<, ya que si  # y, entonces = (z <y Ay <X x).
En particular se obtiene (Vo € A)(—(z < x))  (irreflezividad).

La segunda es simplemente la transitividad de la relacién.

Reciprocamente, si una relacién < en A goza de las dos propiedades
anteriores, ella determina una nica relacion de orden en A con simplemente
adjuntarle todas las parejas (a,a) con a en A, es decir definiéndola como
ry—r<yVve=yl.

Por ésto muchas veces diremos “sea el conjunto {a,b,c,d, e} ordenado
segun el diagrama que sigue”

Se sobrentiende que sdlo se ha representado el orden estricto y que un
elemento precede al otro si se puede ir del primero al segundo siguiendo
el camino indicado por las flechas. En términos de parejas ordenadas, la
relacion de orden estricto descrita en el diagrama no es otra que

< ={(a,b), (a,d), (a,¢), (b,d), (¢, d), (e, c), (e, d) }

yen consecuencia
= = {(a,a), (b,0), (¢, ¢), (d, d), (e, ), (a, )
, (b,d), (a,d), (a; €), (¢,d), (e, c), (e, d) }-
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DEFINICION 25. Sea < una relacién de orden en A y sea B un sub-
conjunto no vacio de A. Un elemento a de A se llama el primero, el
menor o el minimo de B si (i) a € B y (ii)(Vz € B)(a < z).

Es evidente que cuando tal a existe es tinico, ya que si a’ también fuese
un primero de B, por (i) o’ estarfa en By por (ii), a < a’ (a es el menor
de B) y a’ < a (d' es el menor de B), de donde a = d’ por la antisimetria.

DEFINICION 26. Sea A ordenado por < y sea B un subconjunto no
vacio de A. Se dice que un elemento u de A es el dltimo, el mayor o el
maximo de B si (i) u € B y (ii)(Vz € B)(z < u).

De manera similar, el maximo cuando existe es unico.

Por ejemplo, si A es el conjunto de las letras del alfabeto ordenado en
la forma usual, a es el primero y z el ultimo de A.

Si A = N con el orden usual, cero es el primero de N y 2 serfa el menor
del subconjunto B de todos los nimeros primos; en este caso ni A ni B
poseen ultimo elemento.

Cuando A = P({a,b,c}) ordenado por inclusién , () es el primero y
{a,b,c} es el dltimo de A, pero el conjunto

B = {{a}v {b}v {6}7 {CL, b}}

no tiene primero ni ultimo.

Si A =R ordenado en la forma usual y B={z € R |0 <z <2}, ni A
ni B poseen primero ni ultimo elementos.

Esta misma situacién se presenta con frecuencia en conjuntos arbitrarios
totalmente ordenados; se hace necesario introducir conceptos con requeri-
mientos méas débiles, que desempenen papeles similares a los de primero y
ultimo.

DEFINICION 27. Sean < una relacién de orden en A y B un subcon-
junto de A. Una cota inferior de B es cualquier elemento m de A tal

que (Vx € B)(m = z). Una cota superior de B es cualquier elemento s
de A tal que (Vz € B)(z = s).

DEFINICION 28. Sean A un congunto ordenado por = y B un subcon-
Junto de A; llamaremos infimo de B (abreviado Inf B) a la mdzima de las
cotas inferiores de B, cuando exista. Andlogamente, llamaremos supremo
de B (abreviado Sup B) a la minima de las cotas superiores de B, cuando
exista.

Si adoptamos las notaciones
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B, = Conjunto de las cotas inferiores de B

B* = Conjunto de las cotas superiores de B
entonces, cuando In f By Sup B existen, se tiene que

fnf B = méximo de B, = ultimo de B,

Sup B = minimo de B* = primero de B*.

Siendo el minimo y el méximo tinicos cuando existen, se deduce que Inf B
y Sup B son uUnicos cuando existen.

Por ejemplo, si A = R con el orden usual y B = (1,4], se tiene
B, = (—o0,1], Inf B =1, B* = [4,40) y Sup B = 4. Similar-
mente, si C' es el conjunto de los racionales mayores que cero, entonces

C, = (—00,0], Inf C =0, C* =0y Sup C no existe.

Obsérvese que algunas veces (Inf B) ¢ By otras si; es realmente
trivial ver que (Inf B) € B siy sdlo si fnf B = primero de B y que
(Sup B) € B siy sélo si Sup B = maximo de B, de modo que Inf
y Sup se constituyen realmente en generalizaciones de minimo y méaximo,
respectivamente. Consideremos A = N— {0} ordenado mediante “es divisor
de” y sea B = {12,30,20}; se tiene entonces B, = {1,2} = Conjunto de
divisores comunes de 12, 30 y 20.

B* = {60, 120, 180, 240, ...} = Conjunto de miltiplos
comunes de 12, 30 y 20.

Inf B= Méximo Com. Div. de 12,30 y 20 = 2
Sup B = Min. Com. Mult. de 12, 30 y 20 = 60 .

Ordenemos el conjunto A = {a,b,c,d,e, f,g,h} de acuerdo con el dia-
grama adjunto. Si B = {¢,d} entonces B, = {a, b} pero Inf B no existe ya
que ni a precede a b ni b a a; B* = {h} ya que h es el inico elemento prece-
dido simultaneamente por ¢ y d; evidentemente Sup B = min. de B* = h.
Obsérvese que B no posee primero ni ultimo elementos. El conjunto A tiene
ultimo elemento y es h, pero no posee minimo; sin embargo existen en él
elementos que no son precedidos rigurosamente por otros, como a, by e; a
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éstos se les acostumbra llamar elementos minimales de A.

DEFINICION 29. Sea A un conjunto ordenado por < y B un subcon-
gunto no vacio de A. Se dice que l es un elemento minimal de B si

i)leBy
ii) =(3z € B)(z < 1).

La condicién ii) también se puede dar bajo la forma
(Vz € B)(=(z <1 ANz #1)) osea (Vx € B)[-(x =1) V (z =1)], equivalente
a(VexeB)(x21l—x=I).

Andlogamente, s es un elemento mazximalde Bsis€ By
—(3z € B)(s < z) o (Vz € B)(s < x — s = x) es decir que s es maximal
de B si estd en B y no existen elementos de B que sucedan rigurosamente
a s.

La idea intuitiva de que maximo y minimo, maximal y minimal, Sup e
In f son especies de duales los unos de los otros, puede concretarse en la
forma siguiente:

DEFINICION 30. Llamaremos relacién de orden opuesto al orden < en
A, a la relacion notada = dada por

es decir que y = x < x X y.

Es entonces evidente que el minimo para el orden “=<” es precisamente
el maximo para “>” y lo mismo sucede con los otros conceptos.

DEFINICION 31. Sea < una relacién de orden en A; se dice que A es
bien ordenado por =X (o0 que =X es un buen orden para A) si todo subcon-
junto no vacio de A tiene primer elemento con respecto al orden <.
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El prototipo de conjunto bien ordenado es N con su orden usual.

TEOREMA 17. Todo conjunto bien ordenado es totalmente ordenado, o
con mds precision: toda relacion de orden que es un buen orden, es un orden
total.

Demostracion. Sea = un buen orden para A y sean x, y elementos cua-
lesquiera de A. Como el subconjunto {z,y} de A es no vacio, deberd tener
primer elemento; si éste es =, entonces * X y y sies y, y = = luego “=xX”
es un orden total puesto que mediante él dos elementos cualesquiera son
comparables. ]

El reciproco no es cierto; por ejemplo Z con su orden usual es totalmente
ordenado y no es bien ordenado, ya que si lo fuese, el mismo Z deberia
tener primer elemento, lo cual no es asi.

Para no cansar al lector con mads definiciones, incluiremos dentro de
los ejercicios otros conceptos adicionales que serviran ademés para aclarar
ideas y eliminar algunas de las dudas surgidas.

Ejercicios

1. Diga cuéles de las relaciones siguientes son de orden y de éstas ultimas,
cudles de orden total y cudles de buen orden. Dé las razones de sus
respuestas.

(a) (z,y)R(u,v) « (22 + y* < u? + v?), relaciéon en R2.

(b) {(1,1),(1,a),(a,c),(1,b),(b,b), (a,a),(1,c),(c,c)} = R con
{1,a,b,c¢} = D(R).

(c) xSy « (2% —y < y? — 2), relacién en R.

(d) Si A = conjunto de todos los tridngulos de un plano fijo provisto

de un sistema coordenado, definimos X XY « (a(X) < a(Y))
donde a(X) denota el drea de X y < es el orden usual de R.

() (7 2 E) < (mg <np)en Q, siendo < el orden usual de Z.

n

2. Halle todas las relaciones de orden (dédndolas mediante diagramas y

mediante conjuntos de parejas ordenadas) que existen en el conjunto
{x,0,A}
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*0.

*7.

Si A = {(z,y) € RxR |y > 0}, pruebe que la siguiente es una
relacién de orden en A:

(,y) < (u,v) = (. <uV(x=uA (22 +1y? <u?+0?))).

.Es un orden total en A7

SiB:{(:L‘,y)eA|1<x2—|—/y2§4}y(7:{,(x,y)614:|y| < 2}
Halle B, B*,C,,C*, Sup B, Inf B, Sup C, Inf C si existen.

(a) Pruebe que dado a € N — {0}, existen n,m € N tnicos tales que
a=2"(2m+1).

(b) Demuestre que la siguiente es una relacién de orden total en
A = N—{0}: Siabe N-—{0}, expresémoslos en la forma
a=2"2m+1)yb=2"(2s+1).

Entonces definimos a < b« (n<rV(n=rAm<s)).

. Es un buen orden en A? ;Tiene A primer elemento?

Si B = {12,14,15}, halle para el orden definido en a) By, B* y
Sup B, Inf B, si existen.

Pruebe que (z,y) = (a,b) & (r <aAy <b) es una relacién de orden
en N x N, donde < es el orden usual de N.

Es un orden total? ;Es un buen orden? ;Tienen N x N primer ele-
mento? ;Tiene elementos minimales?

SiA={(1,1),(1,2),(3,4),(2,2),(5,9),(5,4)}, halle A,, A*y Sup A
e Inf A si existen.

Si B =1{(1,2),(2,3),(5,6)}, halle B,, B*y Sup B e Inf B si existen.

Dé un ejemplo de un conjunto parcialmente ordenado que posea un
unico elemento maximal y que sin embargo éste no sea maximo.

Pruebe que todo conjunto finito no vacio totalmente ordenado es bien
ordenado.

Un conjunto ordenado se llama dirigido o filtrante a derecha si todos
sus subconjuntos con dos elementos son acotados superiormente; se
llama dirigido o filtrante a izquierda si todos sus subconjuntos con
dos elementos son acotados inferiormente.

Dé un ejemplo de un conjunto filtrante a derecha y no a izquierda y
otro que sea filtrante a izquierda y no a derecha.

Dé dos ejemplos de conjuntos filtrantes (es decir a derecha y a izquier-
da simultdneamente) y que no sean totalmente ordenados.
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10.

11.

12.

13.

. Pruebe que si “<” es un orden filtrante en A y A posee un unico

elemento maximal, entonces éste es el ultimo elemento de A.

Un conjunto ordenado por “=<” se llama un conjunto reticular o un
reticulo si todos sus subconjuntos con dos elementos poseen Inf y
Sup.

Dé dos ejemplos de conjuntos reticulares que no sean totalmente or-
denados.

Dé un ejemplo de un conjunto ordenado que sea dirigido y no sea
reticular.

Un reticulo se llama completo si todo subconjunto no vacio de él
tiene Inf y Sup. Dé un ejemplo de un reticulo completo que no sea
totalmente ordenado.

Haga un diagrama para representar A = P({a,b,c}) ordenado por
inclusion.

Si B = {{a,b},{a,d}}, halle B,, B* y Sup B e Inf B (si existen).
i Es filtrante? ;j Es reticulado?

Sea A un conjunto ordenado por < y sea B un subconjunto no vacio
de A; pruebe que la relacién < N(B x B) es un orden de B. Se llama
el orden inducido por < en B.

Si consideramos al conjunto B = N—{0, 1} con el orden inducido por
“es un divisor de” dado en A = N—{0}, ;posee elementos minimales?
i, Cudles? ;Es B reticulado?

Sea A ={1,2,3,4,5,6,7,8} ordenado segin el diagrama adjunto
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14.

15.

i Tiene A primer elemento? ;Tiene ttimo elemento? ; Tiene A elemen-
tos minimales o maximales? ; Cudles?

Si B=1{4,5,6}, halle B,, B*y Sup B e Inf B si existen.
Dé razones para respaldar la afirmacion “El orden de
Qf={zreQ|z>0}

inducido por el orden usual de R no es un buen orden”.

Demuestre que la siguiente relacién es un buen orden para Q7T: si
x € QF, existen m, m naturales mayores que cero tnicos tales que
x = 7 con 7 irreductible, es decir con 1 como Max. Com. Div. de m

v n.

Siy= % estd dado en la misma forma, definimos
%jgﬁ(n<q\/(n:q/\m§p))
donde < y < son las relaciones de orden usuales de N.

;Podria extenderse la idea anterior para definir una relacién que sea
un buen orden de todo Q 7

La relacién de orden con la cual se hallan ordenadas en un diccio-
nario las palabras de una lengua se llama el orden lexicogrdfico. Co-
mo las palabras son énuplas ordenadas de letras, podemos copiar en
matematicas la misma idea para ordenar productos cartesianos fini-
tos de conjuntos ordenados: Si Ay, A, As son conjunto ordenados
(notamos < al orden de cada uno de ellos), pruebe que la siguiente
relaciéon es de orden en Ay X Ag x A3 :  (z1,22,23) = (y1,Y2,y3) siy
sélosi (z1 < y1)V(x1 =y1Aza < y2) V(21 = y1Ax2 = ya Az < y3), 0
sea: de dos “palabras” de tres letras, esta antes la que tenga menor la
primera letra y si las primeras letras son iguales, estd antes la que ten-
ga menor la segunda, y si las dos primeras letras son iguales, usamos
la tercera para decidir. El proceso se puede repetir finitas veces para
ordenar el producto cartesiano de una coleccién finita de conjuntos
ordenados.

Pruebe que si Aj, As, As, ..., A, son totalmente ordenados, también
loes Ay x Ay X A3z X ... X A, con el orden lexicografico. Demuestre
que si A1, As, As, ..., A, son conjuntos bien ordenados, también lo es
Ay X A x A3 X ... X Ay con el orden lexicografico.
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16.

17.

*18.

19.

Halle tres relaciones de orden total para el conjunto C de los comple-
jos.

Decimos que una relacién R es de orden (a secas) si R es un relacién
de orden en el campo de la relacion

7(R) = D(R) UR(R).

(a) Pruebe que si O es una coleccién de relaciones de orden tales
que (VR € O)(VS € O)(R € SV S C R), entonces |Jpep R es

también una relacion de orden.

(b) Si toda relacién R de O ordena totalmente a su campo 7(R),
entonces | Jpcp R ordena totalmente a su campo

(|J R = ®).

ReO ReO

Sea § un conjunto de funciones ordenado por inclusién; pruebe que
si € es una C-cadena en §, entonces U€ también es una funcion; si
todas las funciones de € son inyectivas, demuestre que U€ también lo
es.

A un conjunto ordenado (A, <) se le llama denso para el orden dado
(u orden denso, o que = es un orden denso para A), si entre todo
par de elementos distintos de A siempre existe otro elemento de A, es
decir si

(Vo)(Vy)(z <y — (F2)(z <2 A2 <y)
Pruebe que Q con el orden usual es denso.
Demuestre que R con el orden usual es denso.

i Podra ser denso un conjunto ordenado finito?

i Podré ser denso un conjunto bien ordenado? ;Y uno parcial-
mente ordenado?

D¢ las razones de sus respuestas.

K%
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Capitulo 4 |

LOS NUMEROS NATURALES

Existe desde hace mucho tiempo el convencimiento bien fundamentado por
cierto, de que practicamente toda la matemaética descansa en la teoria de los
nimeros naturales '; en la escuela y en la secundaria, segin los profesores
y los programas oficiales que nos hayan correspondido, hemos recorrido el
camino de los nimeros naturales a los enteros, de éstos a los racionales,
de estos ultimos a los reales para llegar finalmente a los complejos. Esta
misma senda se constituird en nuestro programa a realizar en los capitulos
IV y V de la presente introduccién a la teoria de conjuntos.

Considerandose entonces los nimeros naturales como la estructura bé-
sica de la Matematica, no es de extranar que ellos se hayan estudiado casi
exhaustivamente. Varios sistemas de postulados han sido propuestos para
tratarlos axiomaticamente, para encuadrarlos dentro del modelo hipotético-
deductivo hoy en boga en la Matematica; debido a su “naturalidad” y a los
pocos conceptos primitivos que se usan, el conjunto de axiomas propuesto
por el matematico italiano Giuseppe Peano ha tenido aceptacion universal;
los tnicos términos técnicos que intervienen son los de niimero natural,
primer nimero natural (cero para nosotros y uno para otros, segun los
gustos) y “el siguiente de” o “el sucesor de”. Sus axiomas se han llegado a
considerar como la base de todos los conocimientos matematicos y al igual
que los de Euclides, son cinco:

N1 - 0 es un ndmero natural.

N2 - El siguiente de todo niimero natural también es un ntmero
natural.

LQuizéds por esto llegd el matemético aleman Leopoldo kronecker a decir “El buen
Dios nos di6 los niimeros naturales; el resto ha sido obra nuestra”.

129
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N3 - Si S es una coleccién de ntimeros naturales que cumple

i) 0 estd en S

ii) Cada vez que un natural estd en S, también el siguiente de él
estd en S

entonces S es el conjunto de todos los niimeros naturales.
N4 - 0 nunca es el sucesor de un natural.

N5 - Si los siguientes de dos niimeros naturales son iguales, entonces
los niimeros son iguales.

Es fascinante ver cémo se comienza a desarrollar por ejemplo la aritmética
v el andlisis a partir de estos sencillos axiomas; lo haremos parcialmente un
poco mas adelante.

4.1 CONSTRUCCION DE LOS NATURALES

Si no nos conformamos con considerar “nimero natural ” como un concepto
primitivo y queremos ir més hacia el fondo del asunto, debemos pregun-
tarnos: ;Como podemos definir los nimeros naturales? o més concreta-
mente, por ejemplo, ;Qué es el nimero tres?

Nuestra intuicion nos dice que conjuntos como {a,b,c},
{A,*,0}, {Pedro, Luis, Juan} poseen tres elementos; si nos preguntamos
qué hay en comun en ellos, nos responderemos que son equipotentes; po-
driamos entonces proponer la siguiente definicién del nimero tres:

“tres es la propiedad comun a todos los conjuntos equipotentes con
{a,b,c} .

Aun cuando es una primera aproximacioén bastante buena, aceptable y
adecuada para ciertos niveles (los de la escuela primaria, y ain secundaria,
por ejemplo), dentro de nuestro estudio a “alto nivel” falla en puntos esen-
ciales: 1) {Qué es una propiedad? 2) ;Cémo hacemos para saber si es comin
a todos los conjuntos equipotentes con {a, b, c}? y més secundariamente, 3)
. Qué sucede si en vez de {a, b, c} escribimos {A, *,0}7



4.1. CONSTRUCCION DE LOS NATURALES 131

Para no usar el concepto “propiedad”, no definido en nuestro estudio,
podemos emplear una idea que se utiliza con éxito algunas veces: identificar
la propiedad en cuestion con el conjunto de todos los objetos que la poseen;
obtenemos entonces como “definicién perfeccionada’:

“Tres es la coleccién de todos los conjuntos equipotentes con {a,b,c} ”

0 sea

3={A| A={a,b,c}}

El que en vez de {a,b, c} se escriba
3={A| A=~ {A,0}}

no produce cambio alguno debido a que la equipotencia es reflexiva, simé-
trica y transitiva.

A primera vista esta definicién parece bastante correcta; es en esencia
la misma que di6 el 1égico y matematico aleman Gottlob Frege; él defini6
“el niimero de elementos de un conjunto” o sea “el cardinal de un conjunto”
en la forma

#(M) ={A| A~ M}

En vez de #(M) para representar al cardinal de M, Cantor usé la notacién
M para indicar que se necesita efectuar dos abstracciones para llegar al
concepto de cardinal: se debe prescindir tanto de la naturaleza de los ele-
mentos de M como del orden en el cual se hallan dispuestos. De acuerdo
con ella,

3= #({a7 b, C}) = {A ‘ A {a7b7 C}};

es precisamente nuestra definicién anterior.

Surgen sin embargo objeciones realmente serias:

a) Nunca terminarfamos de definir todos los nimeros naturales porque
deberiamos definirlos uno por uno, dando una definicién para cada
ndmero.

b) Dentro de nuestro tratamiento de la teoria de conjuntos, no nos esté
permitido formar los “conjuntos” usados para definir en la forma
propuesta los naturales; por ejemplo {A | A =~ {a,b,c}} no existe
licitamente ya que no se estd cumpliendo con las limitaciones impues-
tas a las definiciones por comprension; el axioma-esquema de sepa-
racion nos exige aplicar la condicién “A ~ {a, b, c}” a los elementos de
un cierto conjunto S para obtener el conjunto {A € S| A~ {a,b,c}}.
Pero éste iltimo depende de S y a lo mas definira el concepto “tres”
para los elementos de S, de modo que si por ejemplo {A,*,0} no
estd en S, no podemos en rigor afirmar que tenga tres elementos; en
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consecuencia se quedarian sin cardinal aquellos conjuntos que no sean
elementos de S. Recordemos ademds que estamos tratando de carac-
terizar “la propiedad de tener tres elementos” como aquella propiedad
comin a todos los conjuntos de la colecciéon {A € S | A = {a,b,c}},
pero nunca podemos estar seguros de que ésta sea la tinica propiedad
comun a tales conjuntos; podrian existir otras, todo depende de S.

c) Por otra parte si quisiésemos definir en la forma anterior todos los
naturales a partir del mismo S, para cada natural deberfan existir
en S conjuntos con tantos elementos como dicho natural (o en caso
contrario la definicién darfa como resultado el conjunto vacio); dicho
conjunto S tendria que ser entonces infinito, debiéndose, postular
antes la existencia de conjuntos infinitos.

Concluimos que si se quiere conservar la definicién original de cardinal dada
por Frege, es necesario considerar una teoria donde se permita la existencia
de objetos tales como {A | A = {a,b,c}}, los cuales realmente no son
conjuntos; dicha teoria no es otra que la “Teoria de Clases” propuesta por
Von Neumann. Sin embargo la definicién original debe modificarse ya que
3={A| A={a,b,c}} es una “clase propia”, o sea que no es un conjunto
y no puede ser elemento de otra clase, de tal manera que no podria existir
una clase cuyos elementos fuesen los nimeros naturales.

Dentro de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel que estamos de-
sarrollando nos quedan dos alternativa; la primera consiste en no definir los
cardinales, en tomar este concepto como primitivo y anadir como axioma
#(A) = #(B) si y s6lo si A~ B (ver por ejemplo Suppes, P.,[9]). En esta
forma se puede realizar el estudio sin mayores problemas definiéndose luego
los naturales como los cardinales de los conjuntos finitos.

La segunda alternativa, la cual satisface nuestra inquietud de definir
en verdad los naturales en términos de conjuntos y de paso asignar a la
teoria de conjuntos el papel de “base de todo conocimiento matematico”,
consiste en definir los niimeros naturales como los ntimeros ordinales finitos,
siendo un ordinal un cierto conjunto bien ordenado. De esta manera no solo
produciremos todos los naturales a la vez, sino que los obtendremos dotados
de una superestructura de la cual nos valdremos un buen trecho: todo
natural sera un conjunto bien ordenado, con la pertenencia como relacién de
orden estricto. Describiremos primero el procedimiento de manera informal
v luego lo haremos rigurosamente, siguiendo las ideas sugeridas por Paul
Halmos en su magifico libro “Teoria intuitiva de los conjuntos” (ver [5]).

nalicem Sm nié “metro”; tan m istancia qu
Analicemos como se definié “metro”; tan solo como la “distancia que
hay entre dos marcas hechas sobre una barra de platino-iridio conservada



4.1. CONSTRUCCION DE LOS NATURALES 133

en la oficina de pesas y medidas de Sevres”; no se ha definido como una
“propiedad comin a una clase de objetos equilongitudinales” ni nada por
el estilo; simplemente se ha elegido un objeto atendiendo a razones de tipo
practico y a su longitud se le ha llamado metro; algo semejante puede ha-
cerse para definir el tamano de un conjunto, su nimero de elementos y en
particular los nuimeros naturales. Por ejemplo, elijamos un conjunto con
tres elementos y a él llamémosle “nimero tres”; ; qué criterios podemos
tener en cuenta para efectuar tal eleccién? Tal vez de sencillez, de fami-
liaridad o de economia en el simbolismo. El conjunto que més conocemos
es el vacio y siendo el tinico con cero elementos, es decir, siendo el tinico
candidato, necesariamente debemos elegirlo como cero: 0 = (). Como uno
se podré tomar {0}, conjunto del cual estamos completamente seguros que
posee un tUnico elemento; como numero dos se podra elegir el conjunto
que contiene como elementos a los dos anteriores: {0, {(}}; también aqui
estamos absolutamente seguros de que el conjunto posee dos elementos
puesto que () # {0}. Andlogamente definirfamos 3 = {0, {0}, {0, {0}}},
4={0.{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}, etc.

Equivalentemente y con mayor economia de escritura, se tendria: 0 = (;

1={0};2=1{0,1} = {0,{0}}; 3={0,1,2}; 4 = {0,1,2,3},...

Cada numero natural seria el conjunto constituido por todos los ante-
riormente definidos.

Intuitivamente el sucesor de un niimero natural es otro ndmero con una
unidad mas, lo cual dentro de las ideas que estamos tratando de plasmar,
significa que el sucesor de un natural es un conjunto con un elemento mas;
una manera de formar a partir de un conjunto dado A otro con un elemento
més, es agregar el mismo A como elemento; le llamaremos “el sucesor de
A” y lo notaremos A*.

DEFINICION 1. AT = AU {A}

El conjunto sucesor de A posee un elemento méas que A siysélosi A ¢ A;
aun cuando en este momento nos es imposible probar que (VA)(A ¢ A),
mas adelante demostraremos que todos los niimeros naturales poseen esta
propiedad; por ahora nos conformamos con lanzarle al lector el reto de
tratar de idearse sin violar los axiomas dados, un conjunto que no cumpla
esta propiedad.

Observemos que con la construccién sugerida de los naturales, cada uno
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de ellos es el sucesor del anterior en el sentido de la definicién 1:

0F=0u{0}=0u{o}={0}=1
1T=1u{1}={0}u{1} ={0,1} =2
2t =20 {2} ={0,1}u {2} ={0,1,2} =3, etc.,

pudiéndose continuar indefinidamente el proceso de formar el sucesor; pues-
to que en esta forma para definir un natural necesitamos haber definido
previamente a todos los anteriores, para salvar la objecién a), debemos
hallar un método de producir todos los naturales a la vez. Un conjunto que
contenga a todos los naturales necesariamente es infinito; como estamos
fisicamente imposibilitados para construir conjuntos infinitos elemento por
elemento, no nos queda otro remedio que introducir un nuevo axioma que
nos garantice la existencia de tales conjuntos.

Depués de la motivacion intuitiva precedente, construyamos formal-
mente los nimeros naturales.

DEFINICION 2. Un conjunto se llama inductivo si:
(1) El conjunto vacio es elemento de él y
(ii) El sucesor de todo elemento de él también pertenece a €l

En el lenguaje conjuntista seria:
Aesinductivo < (i) 0 e A y (ii)(VX)(X € A— XT € A)

Segun las ideas expuestas, un conjunto inductivo es infinito; de ahi el
nombre de nuestro préximo axioma:

A7 - Axioma del infinito

Eziste al menos un conjunto inductivo.
En el simbolismo conjuntista seria

FAMD e ANVX)(XeEA— XT € A)).
De la simple definicién 2 se obtiene el resultado siguiente:

PROPOSICION 1. La interseccién de una coleccién no vacia de con-
jJuntos inductivos, es un conjunto inductivo.

Demostracion. Sea Cuna coleccién no vacia de conjuntos inductivos; ) € B
para todo B de C, luego () € (pc B. Sea X € (g B; se tiene que X € B
para todo B en C'y siendo todo B inductivo, también X' estd en B (para
todo Ben C), luego Xt € Npeo B O



4.1. CONSTRUCCION DE LOS NATURALES 135

Tomemos un conjunto inductivo cualquiera M (su existencia esta garan-
tizada por AT) y consideremos la colecciéon J de todos los subconjuntos
inductivos de M (se obtiene separando de P (M) aquellos X que cumplen
la condicién “X es inductivo”). Siendo M C M, se tiene que M € 7, de
modo que J no es vacfa. La proposicién 1 implica que Nj; = (g4 B es un
conjunto inductivo.

PROPOSICION 2. (VA)(A es inductivo — Nj; C A)

Demostracion. Sea A inductivo; por la proposiciéon 1, AN M es inductivo y
como ANM C M, entonces AN M pertenece a la coleccién J de los subcon-
juntos inductivos de M; siendo () g5 B subconjunto de todo conjunto de 7,
se tiene que Nyy = (e B S AN M y como AN M C A, necesariamente
Ny C A. O

PROPOSICION 3. El conjunto Nys no depende de M.

Demostracién. Si M’ fuese otro conjunto inductivo e 3’ fuese la coleccién de
los subconjuntos inductivos de M’ y tomédsemos Ny = (g B, entonces
N, también seria inductivo y por la proposicién 2 se tendria Np; C Ny,
pero para Nj;, también se podria igualmente demostrar la proposiciéon 2
de modo que en particular Ny, seria subconjunto del conjunto inductivo
Nz, concluyéndose que Ny = Nyyo. L]

DEFINICION 3. Al conjunto Ny = Ny, le notaremos simplemente por
N y le llamaremos el conjunto de los nimeros naturales. Un elemento de N
se llamard un numero natural.

TEOREMA 1. El conjunto N de los naturales es (respecto de la conte-
nencia) el minimo conjunto inductivo, es decir

(VS) (S es inductivo — N C S).

Demostracion. Es un corolario inmediato de la proposicién 2 y de la defini-
ci6én 3. ]

Este teorema realmente caracteriza al conjunto de los niimeros na-
turales; para convencernos atiin mas que en verdad el N acabado de constru-
ir es el mismo conjunto de los naturales que conociamos desde la escuela
primaria, vamos a establecer ciertas propiedades un tanto peculiares que
usaremos para finalmente demostrar que nuestros “naturales” satisfacen los
cinco axiomas de Peano. Sus demostraciones ilustran una clase de prueba
seguramente conocida por el lector: por induccién matematica.

PROPOSICION 4. Ningun numero natural es subconjunto de alguno de
sus elementos.
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Demostracion. Sea S el conjunto de todos los niimeros naturales que cum-
plen la propiedad dada, es decir,

S={neN|WVX)(Xen—-(nCX))} ()

(o sea, si X € n, entonces n no es subconjunto de X). Como queremos
probar que todos los ntimeros naturales cumplen dicha propiedad, debemos
demostrar que S = N; siendo S C N por definicién de S, bastard con
establecer que N C S, para lo cual, segtin el teorema 1, sera suficiente probar
que S es un conjunto inductivo. En efecto: Como 0 = ) no posee elementos,
entonces cero no puede ser subconjunto de alguno de sus elementos (o en
(a) la implicacién X € ) — —( C X) es verdadera para cualquier X por
tener antecedente falso), con lo cual queda probada la condicién (i) de la
definicién 2.

Demostraremos ahora que cualquiera sea n, n € S — nt € S.

Sea n € S; como n C n, entonces n ¢ n (ya que si n € n, serfa n
subconjunto de uno de sus elementos, el mismo n, contrario a la hipdtesis
n € S); estando n en nt (n* =nU{n}) y no en n se concluye que n* no
es subconjunto de n. Sea ahora x un elemento de n; por hipdtesis n € S,
asi que n no es subconjunto de x y menos atin lo serd n* ya que n™ D n.

Concluimos que si # € {n} Un = nt, entonces n™ no es subconjunto
de z, luego n™ € S, quedando probada la condicién (ii) de la definicién 2 y
con ello la proposicién 4. O

TEOREMA 2. Ningun numero natural es elemento de si mismo, es decir
(Vn € N)(n ¢ n).

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la proposicion anterior,
ya que si existiese un natural n tal que n € n, entonces como n C n, se
tendria que n seria subconjunto de uno de sus elementos, contrario a la
proposicién 4. ]

Hemos probado asi que efectivamente n™ posee un elemento mds que n,
vaquen €nt An¢n.

COROLARIO 1. n es subconjunto propio de n™.

Una propiedad bastante visible del hecho de que al construir los na-
turales resulta ) = 0, 1 = {0}, 2 ={0,1}, 3 ={0,1,2}, 4 = {0, 1, 2, 3}, etc.,
es la siguiente:

PROPOSICION 5. Todo elemento de un niimero natural es un subcon-
Jjunto propio de dicho natural.
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Demostracion. Como antes, sea S el subconjunto de N formado por todos
aquellos nuimeros naturales que poseen la propiedad enunciada, es decir,
S={neN| VX)X € n — X C n)}. Nuevamente debemos probar
que S es inductivo. Como no existe un elemento en ) = 0 que no sea
subconjunto propio de (), se tiene que 0 = ) € S. Supongamos que n € S;
seax €nt =nU{n};z €n bz =n;en el segundo caso z = n C nt
(corolario del teorema 2); en el primer caso, estando n en S, se tedrd x C n
y como n C n", entonces x C n*. Se concluye n™ € S y con ello que S es
inductivo y en consecuencia N C S y siendo S C N, se obtiene la igualdad,
quedando demostrado lo propuesto. O

PROPOSICION 6. La relacidn “c” de pertenencia es transitiva en N.

Demostracion. Sea x € n A n € m; después de la proposicion 5 se concluye
xre€n An Cm,luego x € m. O

TEOREMA 3. EIl conjunto N satisface los cinco axiomas de Peano.

Demostracion. Los axiomas N1 y No en conjunto son la simple fomulacién
de que N es inductivo y N3 se deduce del hecho de ser N el minimo conjunto
inductivo; repitdmoslo una vez mas:

Si S C Ntal que (i) 0 € Sy (ii) (Vn)(n € S — n* € 5), también S
es inductivo y siendo N el minimo conjunto inductivo, N C S. Concluimos
que S = N.

Esta propiedad se conoce con el nombre de axioma de induccion o a
veces principio de induccion, primera forma.

El axioma N, también se cumple de manera inmediata: Como n ¢ ) y
n € n™ para todo n, entonces () # n™ para todo n, as{ que no existe un
natural del cual sea cero el sucesor.

Probemos Nj5: Supongamos que nt = m™.

Como n € nt = m™ = m U {m}, se sigue (n € m)V (n = m).
Andlogamente m € m* = nt =nU{n}, luego (m €n) VvV (m =n).
Resumiendo, (n € m vV n=m) A (méen V m =n) lo
cual equivale a (n € m A me€n) V (ne€m A m=n)
V. (n=m A men) V (n=m A m=n).

La primera posibilidad no puede cumplirse porque la transitividad de
la pertenencia implicaria n € n, contradictorio con el teorema 2; tampoco
pueden tenerse la segunda ni la tercera porque también conducirian a la
contradiccion n € n; necesariamente se debera cumplir la dltima n = m,
probandose N5 y con ello el teorema. ]
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Ejercicios ‘

1. Simbolicemos con N (z) al predicado unario “x es un nimero natural”,
por S(z) “el siguiente de z” (aqui S es una funcién u operacién una-
ria), por 0 a la constante cero y por “€”a la pertenencia de la teoria
de conjuntos. En el lenguaje resultante al agregar los cuantificadores
y los simbolos l6gicos, enuncie los axiomas de Peano.

2. “Demuestre” que {A | A~ {a,b,c}} ={A| A~ {A, *O}}.

3. Pruebe que para cualquier conjunto A se tiene que A € AT y
AC AT

4. Demuestre usando el axioma de induccién que
(VneN)(nem— (nt em Vv nt=m)).

Recuerde que “V” simboliza el o exclusivo.

5. Agregando a los axiomas Al a A6 el siguiente

#(A) = #(B) & A~ B,
pruebe que #(N) = #(Z) y que
#{zeR|0<z <1} ) =#({zxeR|a<z <b}),

siendo a, b reales cualquiera con a < b.

6. Al comenzar el capitulo III dimos una motivacién para hacer ver que
el orden total de un conjunto finito puede expresarse en términos de
conjuntos, habiéndose llegado a definir la pareja ordenada en la forma
(a,b) = {{a},{a,b}}. Y la cuddrupla como

(a,b,e,d) = {{a},{a,b},{a,b,c},{a,b,c,d}}.

El ejercicio 4 de la seccion 1 del capitulo III debié conducir a la
siguiente definicién de tripla

(a,b,c) ={{a},{a,b},{a,b,c}}.

El Dr. Carlos E. Vasco profesor titular de la Universidad Nacional de
Colombia, propuso (ver [12]) la extensién de las definiciones anterio-
res:

(a1) ={{ar}} 1 (a1,02) = {ar}, {a1,a2}} ¥
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(alu ag, - ,(In) = {{al}) {ala a2}7 Ty {a17 az, - -- 7an}}
cualquiera sea n > 1.
Como lo hicimos notar, esta definicién de m-pla lleva implicita la

condicion de que todos los elementos son distintos.

(a) Compruebe que con la anterior definicién
(0,2,2) = (0,2,0) = (0,0,2) y que

(0,2,0,2) =(0,0,2,2) = (0,0,0,2) = (0,2,2,2)
con lo cual falla la propiedad fundamental de la n-pla.
(b) Verifique que
(0,2,0,2) = (0,2,0) = (0,2)

existiendo el colapso de una cuarteta a una tripla y atn a una du-
pla, defecto gravisimo que no permitiria definir coherentemente
el nimero de coordenadas, ni la longitud de una sucesién finita,
ni las proyecciones, entre otras cosas.

7) Los ejercicios 5 y 6 de la seccién 1 del capitulo III tuvieron por final-
idad dar la definicién usual de n-pla, muy diferente a la del ejercicio
anterior:

(a1,a2) = {{a1}, {a1,a2}},

(a1,a2,a3) = ((a1,a2),a3) y paran >3,

(a1> a2, ,0an, an+1) = ((a‘lv az, - .- aan)a an+1)7
habiéndose demostrado que (ai,ag, - ,a,) = (bi,ba, -+ ,by) si y
sélo si a; = b; para todo i = 1,2,--- ,n. El mismo profesor Vasco

descubrié que también esta vez puede presentarse el colapso si se usa
otra “copia conjuntista” de los naturales: La idea de presentar los
ndmeros por rayas

PO | P P 1 PR

puede formalizarse contando paréntesis izquierdos:

0=0, 1={0}, 2={{0}}, 3={{{0}}}

oseaque 0 =0yn+1={n} cualquiera sea n.

Esto equivale a definir el sucesor como A1 = {A}.
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(a) Compruebe que con esta definicién de naturales se tendria
(0,0) =2y que (0,0,2) = (2,2).

(b) Consultar en [13] la propuesta hecha por el profesor Vasco para
dar una definicién de n-pla que no presente el problema del co-
lapso, independientemente de la “copia conjuntista” de N que se
use.
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4.2 EL ORDEN DE LOS NATURALES

El raciocinio utilizado en las demostraciones de las proposiciones 4 y 5
anteriores es valido en una gran cantidad de situaciones analogas, por lo
cual le queremos dar una forma un poco mas agil.

TEOREMA 4. (Principio de induccién - segunda forma). Sea p(n) una
codicion en n (f.b.f en la cual la variable n es libre) ; si

(i) p(0) es verdadera y

(ii) p(n™) es verdadera cada vez que p(n) lo es

(es decir, (Vn € N)(p(n) — p(n™))).

Entonces p(n) es verdadera para todo nimero natural, es decir,

(Vn € N)(p(n)).

Demostracion. Al igual que antes, sea S = {n € N | p(n) es verdadera}
Como p(0) es verdadera, 0 € S.

Sin € S, p(n) es verdadera, lo cual junto con la hipétesis permite
concluir que p(n™) es verdadera, o sea que n* € S. En consecuencia S es
inductivo, luego S = N, lo cual es equivalente a (Vn € N)(p(n)). O

PROPOSICION 7. Cero es elemento de todo nimero natural distinto de
cero, o sea

(VneN)(n#0—0¢€n)

Demostracion. Por induccién: sea p(n) la implicacién
n#0—0€n

(i) p(0) es trivialmente valido ya que tanto el antecedente como el con-
secuente de
0#0—0€0

son falsos.

Siendo 1 = 07 = {0}, es evidente que 0 € 1, de manera que también
vale p(1).
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(i) Supongamos que p(n) es verdadera. Si n = 0, entonces p(n™) =
p(0") = p(1) también es cierto. Sea n # 0; por hipétesis de induccién
n # 0 — 0 € n y aplicando modus ponens, 0 € n; comon € n* y la
pertenencia es transitiva en N (prop. 6), se deduce que 0 € n*, o sea
que p(nt) también es verdadera.

La prueba se sigue del principio de induccion, segunda forma.

PROPOSICION 8. (Ym)(¥Yn)(n € m — ((n* € m)V (n™ = m))).

Aun cuando el “0” del consecuente es exclusivo, basta probar la proposicién
para el caso en el que el “0” sea inclusivo, puesto que si nt € mAnt =m,
se tendria la contradiccién n™ € n™T.

La demostracién la haremos por induccion sobre m, lo cual significa que
en este caso se debe tomar como ¢(m):

(Yn)(n € m — (nT €emvnt =m))

(i) ¢(0) es cierta porque el antecedente de la implicacién es falso cual-
quiera sea n, puesto que m = 0 = .

(ii) Supongamos que la propiedad vale para m y demostremos que tam-
bién es cierta para m™, es decir que

(nem®) — (nt em™vnt =m")

Sin € m™ = mU{m}, debe tenerse n € m V n = m; en el primer
caso, como la propiedad vale para m, se tiene que n™ € mVvVnt =m,
lo cual implica n™ € m™ ya que m C m™ y m € m™*. En el segundo
caso n = m, luego n™ = m™, quedando demostrado.

PROPOSICION 9. (Vn,m € N)(~(n € m Am €n)) .

Demostracion. Sisucediese que n € mAm € n para algin par de naturales,
la transitividad de la pertenencia en N implicaria n € n contradictorio con
el teorema 2, de modo que sean cuales fuesen los naturales n y m, se cumple
—“(nemAmEn). O

La proposicién anterior y la transitividad de la pertenencia en N significan
que “€” cumple en N con las condiciones de una relacién de orden estricto,
de modo que sin mas demora establecemos la siguiente

DEFINICION 4. Sean n,m nimeros naturales cualesquiera; n < m Ssig-
nifica n € m; yn < m significa n <mvVn=m.
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Realmente este “0” es exclusivo porque
(n<mAn=m)+— (n€mAm=n) siguiéndosen € n ,

lo cual es contradictorio.
Segun lo dicho, automaticamente “<” resulta ser una relacién de orden
en N, precisamente el orden usual de N.

PROPOSICION 10. Ley de tricotomia.
(Vn,m e N)[(n=m)V(n <m)V(m < n)]

En espanol: para n,m naturales cualesquiera, siempre se cumple exac-
tamente una de las relaciones n =m, n<m, m<n.

Demostracion. Es imposible que se cumplan simultdneamente dos cua-
lesquiera de las relaciones dadas, ya que se tendria una de las contradic-
ciones n € n 6 (n € m A'm € n). Por consiguiente basta demostrar que si
n # m entonces n < mVm < n, lo cual después de la definicién 4 se traduce
enn #m — n € mVm € n, cualesquiera sean n y m. Demostrémoslo
por induccién sobre m.

(i) Cuando m = 0 la propiedad se cumple por la ya probada proposicién
7 (YneN)(n#0— 0en).

(ii) Supongamos que la propiedad vale para m y demostrémosla para m™*.
Sea n # m™; si n = m, entonces n € m™ ya que m € m™. Sin # m,
la hipétesis de induccién nos permite afirmar (a) n € m 6 (b) m € n.
En el caso (a), como m € m™ se concluye que n € m™. En el caso
(b) la proposicipon 8 nos permite afirmar m*™ € n 6 m™ = n, pero

n # m™ por hipétesis, luego m™* € n.
O
PROPOSICION 11. El orden usual de N es total.
Demostracion. Es una consecuencia evidente de la ley de tricotomia. [
PROPOSICION 12. n <m < nt <m?

Demostracion. Sin < m, por la definicién 4 y la proposicién 8 concluimos
que nT < m y como m < m*, por transitividad se obtiene n* < m™.

El reciproco se prueba usando la ley de tricotomia y la parte ya demos-
trada. ]
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La proposicién 12 nos dice en particular que la funcién S : N — N dada
por S(n) = nt es estrictamente creciente.
Finalmente probaremos el resultado més fuerte sobre el orden de N:

TEOREMA 5. El orden usual de N es un buen orden.

Demostracion. La haremos por contradiccién. Supongamos que la pro-
piedad no se cumple; existe entonces un subconjunto no vacio A de N
sin primer elemento. Sea S el subconjunto de N constituido por aquellos
naturales menores estrictamente que todos los elementos de A:

S={neN|VkeAn<k)}

La proposicién queda demostrada si llegamos a probar que S es inductivo,
ya que se tendria S = N y como consecuencia la contradiccién A = ().

(i) La proposicién 7 significa 0 < n para todo natural n # 0, de modo
que el cero es el primer elemento de N. Si 0 € A, cero seria también el
primer elemento de A, pero como A no posee primer elemento, 0 ¢ A
y por consiguiente 0 € S.

(ii) En vez de probar directamente que n € S — n* € S, demostraremos
nt ¢ S — n ¢S, equivalente a lo anterior. Si nt ¢ S, existe k en A
tal que k < n™. Como k no es el primer elemento de A (A no posee
primer elemento) y el orden es total, existe m en A tal que m < k; de
la proposicién 8, m* < k y por transitividad, m™ < n*, lo cual por
la proposicién 12 implica m < n y en consecuencia n ¢ S.

O]

Los ejercicios 1. a 4. que aparecen al final de esta seccién tienen por objeto
proponer una demostracién alternativa de la buena ordenacién de N.

Terminamos estableciendo algunas propiedades de los conjuntos finitos.

PROPOSICION 13. Todo subconjunto propio de un numero natural es
equipotente con un natural menor.

Demostracion. Lo haremos por induccién;

(i) Para 0 como es igual a (), se cumple vacfamente la propiedad ya que
no posee subconjuntos propios.

(ii) Supongamos la propiedad vélida para n. Sea E un subconjunto propio
de nt =nU{n},
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(a) Sin ¢ E, entonces £ =n 6, E es un subconjunto propio de n ;
cuando ¥ = n, F =~ n; cuando F es un subconjunto propio de
n, por hipdtesis de induccién E sera equipotente con un natural

menor que n y por consiguiente menor que n'.

(b) Sin € E, no se puede tener E — {n} = n porque entonces F =
nU{n} = n', contrario a la hipétesis de ser E un subconjunto
propio de n™. Entonces E — {n} es un subconjunto propio de n
y por hipétesis de induccién, existe k < n tal que E — {n} =~ k,
luego E ~ k* y k™ <n < n™, quedando demostrado.

O]

PROPOSICION 14. Ningun natural es equipotente con alguno de sus
subconjuntos propios.

Demostracion. Por induccion.

(i) La propiedad se cumple vacfamente para 0 = () por no poseer subcon-
juntos propios. Como en el teorema 5, demostraremos —(p(n*)) —
=(p(n)); supongamos —(p(nt)); existe A un subconjunto propio de
nT, equipotente con n'; sea f: nt — A la biyeccién que establece
la equipotencia;

(a) Sin ¢ A, A es subconjunto de n y la restriccién
fl,:{0,1,2,--- ,n—1} — A" = A—{f(n)} es una biyeccién entre
n y el subconjunto propio A’ de n, as{ que —p(n).

(b) Sin € A, comon™ ~ A, entonces n = nt —{n} ~ A—{n} siendo éste
tiltimo subconjunto propio de n ya que A lo es de n™, luego —p(n).

O
COROLARIO 2. Dos naturales son equipotentes si y solo si son iguales.

Demostracién. Si m = n, entonces m ~ n por ser todo conjunto equipo-
tente consigo mismo. Veamos que (m =~ m) — (m = n): Supongamos que
m & n; por tricotomia, (m = n)V(m € n)V(n € m). Pero las dos ultimas
posibilidades no pueden darse porque como m = n, se tendria un natural
equipotente con uno de sus elementos, o sea con uno de sus subconjuntos
propios (segun la proposicién 5). En consecuencia se tendrd m = n. O

;,Cuando un conjunto es finito? Desde temprana edad nuestra intuicién nos
dice que un conjunto es finito si le podemos contar sus elementos; pero
hacer esto es ir asignando a sus elementos los niimeros 1,2,3 -+ hasta un



146 CAPITULO 4. LOS NUMEROS NATURALES

cierto n, en cuyo caso decimos que el conjunto es finito y posee n elementos.
Lo anterior equivale a afirmar que A es finito y posee n elementos si existe
una biyeccién entre A y el conjunto {1,2,--- ,n}, o lo que es lo mismo, si
existe una biyecién entre A y {0,1,--- ,n — 1}, como si contdsemos desde
cero; ésta serd precisamente nuestra definicion oficial.

DEFINICION 5. Un conjunto se llama finito si es equipotente con algin
niumero natural. Es decir, A es finito si y sélo si existe un natural n tal que
A={0,1,---,n—1} =n.

Dicho natural es inico, ya que si existiese también m tal que A ~ m, la
transitividad de la equipotencia implicaria m & n, lo cual equivale (segin
corolario de la proposicién 14) a m = n.

Usamos la notacion n = #(A) para designar a este unico natural con el
cual A es equipotente y decimos que A posee n elementos o que el cardinal
de A es n.

Un conjunto se llama nfinito si no es finito.

La propiedad siguiente caracteriza a los conjuntos finitos:

PROPOSICION 15. Ningin conjunto finito es equipotente con alguno
de sus subconjuntos propios.

Demostracion. Por contradiccidn: si existiera un conjunto finito A equi-
potente con uno de sus subconjuntos propios, digamos con FE, como A
es finito, existen n € Ny f: A — n biyectiva; pero E ~ f(FE), luego
n~Ax FE~ f(F)osean= f(E)y f(FE) es un subconjunto propio de n,
va que F lo es de A, contrario a la proposicion 14. O

PROPOSICION 16. Todo subconjunto de un conjunto finito es también
finito.

Demostracion. Sea A un conjunto finito y sea E un subconjunto propio de
A (si E = A, E es finito); existe f: A — n biyectiva, luego F ~ f(E) y
este ltimo es un subconjunto propio de n, y por la proposicién 13, f(E)
es equipotente con un natural £ menor que n, luego E =~ f(FE) = k siendo

E finito y ademés #(E) = k < #(A). O

COROLARIO 3. Si A C B y B es finito, entonces A también es finito
y #(A) < #(B).

Su demostracién esta hecha dentro de la misma prueba de la proposicién
anterior.
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Ejercicios

1. Demuestre por induccién que todo subconjunto no vacio de un niimero
natural, tiene primer elemento.

2. Sea A un subconjunto no vacio de N. Pruebe quesin € AynnAes
vacio, entonces n es el primer elemento de A.

3. Sea A un subconjunto no vacio de N, A # {0}. Pruebe que si existe n
en A tal que nN A # (), entonces como por el ejercicio 1, n N A tiene
primer elemento ng en n, también no es el primer elemento de A.

4. Use los resultados de los tres ejercicios anteriores para demostrar que
N con el orden usual es bien ordenado.

5. Demuestre el “principio de induccién, tercera forma”: Sea p(k) una
condicion en k, con esta variable libre tomando valores en N.

Si (i) p(ko) es verdadera y (ii) (Vk > ko)(p(k) — p(k™)) entonces
(Vk > ko)(p(k)), es decir, P(k) es verdadera para todo k > k.
Ayuda: Demuestre que el conjunto

S:{071727"' ,ko—l}U{kGN‘p(k‘)}
es inductivo.

6. Pruebe que las tres formas anteriormente dadas del principio de in-
duccion son todas equivalentes entre si.

7. Demuestre que si un conjunto es equipotente con alguno de sus sub-
conjuntos propios, entonces es infinito. Use este resultado y el axioma
5 de Peano para probar que N es infinito.

8. Pruebe que N ¢ N.

Ayuda: Use el ejercicio anterior y la proposicion 14.
9. Demuestre que (Vn € N)(n # 0 — (3k € N)(n = kT)).
10. Pruebe por induccién que todo natural es un subconjunto de N.

11. Demuestre que ningin natural puede ser equipotente con N.

Ayuda: Si n ~ N, entonces n™ ~ Nt ~ N~ n.



148 CAPITULO 4. LOS NUMEROS NATURALES

4.3 INDUCCION MATEMATICA

En las tres formas dadas del principio de induccién, cuando se desea probar
que una propiedad vale para n™, solo se puede usar como hipdtesis (de
induccién) el que la propiedad es cierta para un primer elemento y para el
predecesor inmediato de n™, esto es, para n; sin embargo, es muy 1til en
algunos casos una versién del principio de inducciéon con una hipétesis mas
fuerte en la cual para demostrar que una propiedad vale para n™, se pueda
usar como hipdtesis el que la propiedad vale para todos sus predecesores
rigurosos; antes de enunciarla introduciremos un concepto que facilita el
tratamiento y permite su generalizacién.

DEFINICION 6. Sea < una relacién de orden total en un conjunto A
y sea < su orden estricto correspondiente; para cada b en A, llamaremos
segmento inicial determinado por b (notado o (b)) al conjunto de todos los
elementos de A que preceden rigurosamente a b, es decir ,

ob)={xeA|z<b}

TEOREMA 6. Principio de induccion, 4a. forma:
Si S es un subconjunto de N tal que (Va € N)(o(a) C S — a € 9),
entonces S =N .

Por supuesto o(a) = {z € Njz < a}, donde “<” es el orden usual
estricto entre naturales.

El teorema significa exactamente lo que se queria: si S es un subconjunto
de N tal que cada vez que todos los predecesores estrictos de un elemento
estan en S entonces el elemento también estd es .S, se debe cumplir que S
es todo N.

Demostracion. Si S # N, entonces N — S # () y como N es bien ordenado
por el orden usual, existe primer elemento, digamos ng, en N — S. Luego
si z € Ny x < ng, necesariamente = estd en S, o sea que o(ng) C S,
luego por modus ponens aplicado a la hipdtesis concluimos que ng € .S, lo
cual es contradictorio ya que ng estd en N — .S (es su primer elemento). En
consecuencia S = N. O



4.3. INDUCCION MATEMATICA 149

Como corolario tenemos el resultado siguiente:

PROPOSICION 17. Principio de induccién, 5a. forma: Si p(n) es una
condicion en n tal que

(i) p(0) es cierto y
(i) p(0) AP(1) A~ Ap(n) — p(n),
entonces (Vn € N)(p(n)).

Su demostracién es inmediata aplicando el teorema anterior y se deja
al lector como un sencillo ejercicio.

Estas dos ultimas formas del principio de induccién pueden modificarse
de modo que sirvan para hacer demostraciones por inducciéon en conjuntos
bien ordenados cualesquiera.

TEOREMA 7. Principio de induccion transfinita.
Sea A un conjunto bien ordenado por < ; si S es un subconjunto de A

tal que
(Va € A)(o(a) CS — a€ )

entonces S = A.

Se sobrentiende aqui que o(a) ={zx € A |z < a}.

Demostracion. Basta repetir el razonamiento usado en la prueba del teo-
rema 6 : Si A — S no fuese vacio, existiria un primer elemento xg en A — S
ya que la relacién es de buen orden; entonces, si x < xg, necesariamente
x € 5, es decir o(xg) C S y por hipétesis se deduce que g € S, lo cual es
contradictorio con g € A — S, quedando demostrado el teorema. O

La diferencia principal del principio de induccién transfinita con el de in-
duccién corriente no radica en que el segundo exige 0 € S (ya que de
o(0) =0 C S se deduce que 0 € S) sino en que aquel no presupone la exis-
tencia del predecesor inmediato de todo elemento diferente del primero,
pasando del conjunto de todos los predecesores estrictos de un elemento al
elemento mismo, y no del predecesor inmediato al elemento; esta pequena
(en apariencia) diferencia es fundamental, ya que en muchos conjuntos bien
ordenados no siempre existe el predecesor inmediato de todo elemento; por
ejemplo si A = NU{N} ={0,1,2,--- ,N}, podemos ordenarlo bien con solo
tomar como orden entre elementos de N el usual y definir n < N para todo
n natural; aqui el elemento N de A no posee predecesor inmediato.

Este mismo ejemplo nos sirve para poner de presente que en general el
principio de induccién transfinita no implica al principio de induccién, o
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sea que en general el principio de induccién y el de induccién transfinita no
son equivalentes. Si S = N C A, se cumple que

(i) 0eSy
(i) (Vne A)(ne S —nt €9),

y sin embargo S # A.

Para (N, <) y los conjuntos bien ordenados cuyo orden es semejante al
de (N, <), si se tiene la equivalencia.

PROPOSICION 18. En N ( con el orden usual) el principio de induc-
cion y el de induccion transfinita, son equivalentes.

En el teorema 5 se demostré que el principio de induccién (PI) implica
el buen orden de N (B.O). En el teorema 6 se prob6 que a su vez B.O
implica el principio de induccién transfinita (PIT), de modo que solo nos
resta demostrar que esto ultimo implica PI para asi establecer la equiva-
lencia en N de estos tres enunciados. Veamos que en N con el orden usual,
PIT — PI. Supongamos que en N vale el principio de inducciéon transfinita.
Sea S C N tal que

(i) 0eSy
(i) (VvneN)(ne S — nt € 8);

la demostracion queda completa si podemos concluir que S = N.

Veamos que se verifica que (Vn € N)(o(n) €S — n € S):

Como por (i) 0 € S, entonces trivialmente (o(0) € S — 0 € S). Supon-

gamos que n # 0y o(n) C S. Puesto que n # 0, existe & € N tal que

n = kT ejercicio 9, seccién anterior) de modo que o(n) = o(k*t) C Sy

como k < kT, entonces k € o(k™) o sea que k € Sy por (ii), n =kT € S.
Luego, en cualquier caso o(n) C S implica n € S, asi que el prin-

cipio de induccién transfinita nos permite concluir que S = N, quedando

demostrado.

Sean X un conjunto no vacio y f : X — X una funcién cualquiera.
Tomemos un elemento a de X; hallemos f(a); como f(a) € X, podemos cal-
cular f(f(a)); estando a su vez f(f(a)) en X, podemos obtener f(f(f(a)));

repitiendo el procedimiento cuantas veces queramos, formaremos:
S @), FUSSS @), -

Lo anterior nos sugiere que podemos definir una funciéon u de N en X,
consistente en la aplicacion repetida de la funciéon f, tantas veces como el
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natural en el cual se calcula u; mas axplicitamente:

u(0) =a

u(l) = f(a)

u(2) = f(f(a))
u(3) = f(f(f(a)))

Obsérvese que tal funcién u queda “perfectamente determinada” con solo
elegir a = u(0); también nétese que

u(0) =a
u(07) = u(1) = f(a) = f(u(0))
u(17) = u(2) = f(f(a)) = f(u(1))
u(2") = u(3) = f(f(f(a)) = f(u(2)

Los puntos suspensivos que hemos puesto anteriormente sugieren que la
definicién de la funcién u se puede continuar indefinidamente (“f se puede
aplicar al elemento a cuantas veces queramos”), pero como deseamos que
u tenga como dominio todo N y estando fisicamente imposibilitados para
definir u(n) para cada nimero natural n (por ser N infinito), necesitamos
de un teorema que nos garantice la existencia (y la unicidad) de una funcién
u que cumpla las condiciones requeridas.

TEOREMA 8. (Teorema de definicion por recurrencia,).
Dados un conjunto X no vacio, una funcién f de X en X y un elemento
a de X, existe una unica funcion u : N — X, tal que:

(1) u(0) =a
(2) u(n™) = f(u(n)), para todo n € N.

Demostracion. Siendo una funcién una relacion especial, la idea a seguir
consiste en hallar entre todas las relaciones de N en X (es decir, entre todos
los subconjuntos de N x X) la relacién mas pequena (con respecto a “C”)
que cumpla las condiciones (1) y (2) anteriores.

Sea C' la coleccién de todos los subconjuntos R de N x X tales que
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(a) (0,a) € Ry
(b) Si (n,z) € R, entonces (n*, f(x)) € R.

C no es vacia ya que N x X € C' y en consecuencia la interseccién de C
existe; sea u = (e R. Se sigue que u es la minima relacién de N en X
que cumple (a) y (b), y posee dominio N (como se comprueba facilmente
por induccién).

Demostremos que u es una funcién; es suficiente probar que el conjunto
S de todos los nimeros naturales n para los cuales existe una tnica x en
X tal que (n,x) € u, es todo N. Hagdmoslo por induccién.

(i) Como (0,a) € u, si 0 ¢ S, existirfa b # a tal que (0,b) € u. Entonces
u' = u—{(0,b)} perteneceria a C, contrario al hecho de que u es la
minima relacién de C. (Como (0,b) # (0,a), entonces (0,a) € u'; si
(n,z) € v, (n,z) € uluego (n, f(z)) € uy como (n*, f(z)) # (0,b),
entonces (n™, f(x)) € «/, concluyéndose que v’ € C).

(ii) Supongamos que n € S; existe un tnico z en X tal que (n,x) € u; se
sigue que (n*, f(x)) € u. Si n™ no estuviera en S, existiria y # f(z)
tal que (nt,y) € u. Al igual que antes, u = u — {(n",y)} estarfa
en C', contrario nuevamente al hecho de ser u la minima relacién de
C. (u e C' (0,a) € w ya que (0,a) € uy (0,a) # (n*,y). Si
(m ) a, (m )Euy( . f(2)) € u; si m = n, entonces z = x
y ( (z)) = ( f(z)) ew ya que y # f(x). Si m # n, entonces
(m*,f( ) # (nt ) asi que (m*, f(2)) € @, luego u € C).

O]

Cuando usamos el teorema anterior para definir algo, decimos que lo hemos
definido por recurrencia. Como ilustracién verdaderamente provechosa defi-
niremos por recurrencia en el préximo numeral las operaciones usuales entre
naturales. Por ahora simplemente definamos por recurrencia b” para un real
b cualquiera: Sea f : R — R tal que (Va € R)(f(x) = zb) y tomemos a = 1.
Definamos p : N — R mediante 4(0) =1y u(nt) = f(u(n)). Entonces

y en general pu(n) serd b". Como p(0) =1y u(nt) = f(u(n)) = u(n) - b=
b™ - b, se acostumbra dar esta definicién en la forma

=1y " =1b"p
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ya que en adelante n™ serd precisamente n + 1.

Ejercicios

1. Consideremos el siguiente subconjunto de R:
A={-1/n | neN}uU{l/n | ne N}
ordenado con el orden heredado de R.

(a) ;Es A bien ordenado?
(b) ¢Todo elemento de A posee sucesor inmediato?

(¢) {Todo elemento de A posee predecesor inmediato?
2. Responda las mismas preguntas hechas en el ejercicio anterior para

B={1/n | neN}U{l+1/n | ne N}

3. Compruebe que para el orden usual de N se cumple que o(n) = n,
cualquiera sea el natural n.

4. Averigiie cudl es el teorema fundamental de la aritmética y compruebe
que cuando se demuestra por induccion, se usa la quinta forma de
dicho principio.

5. {Qué es una sucesiéon xg, x1,x2, I3, -+, de elementos de un conjun-
to X7 No es otra cosa que una funcién f : N — X de la cual se
han escrito solamente las imagenes, conservando claro esta el orden
de los naturales de donde provienen, o sea que se sobrentiende que
xo = f(0), z1 = f(1), y en general x,, = f(n). Algunas veces se acos-
tumbra usar una notacién como (x,)nen para representar la funcién
{(n, f(n) | n € N}. Obsérvese que debido a lo bien que conocemos
N, la funcién f queda perfectamente determinada en la forma ante-
rior; por ejemplo 1,1/2,1/4,1/8,1/16,--- es simplemente la funcién
f: N — R tal que f(0) =1, f(1) = 1/2,f(2) = 1/4,--- , f(n) =
1/27 ...

(a) Usando solo los elementos del conjunto {0,1}, ;Cuantas suce-
siones finitas con a lo mas tres términos pueden formarse?

;Cuantas con a lo mas 7 términos? ;Cudntas con a lo méas m
términos?
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(b) Defina tres sucesiones de nimeros racionales no todos enteros,
dando en cada caso explicitamente la funcion A : N — Q.

(c) Defina por recurrencia tres sucesiones de nimeros reales no to-
dos racionales, dando en cada caso la funcién f : R — R, el
elemento a de R, y calculando los cinco primeros términos de la
funcién p : N — R resultante.

(d) ¢Existe alguna diferencia entre la sucesién xg, x1, 2, -+ y el con-
junto {zg,z1,x2, -} = {zy | n € N}?

6. Sea f : [0,00) — [0,00) dada por f(x) = +/1+ z; definamos

i N — [0, 00) mediante 1(0) = 2 y (vn) (u(n +1) = f(u(n))).
a) Halle los cinco primeros términos de la sucesién p.
*(b) {Tenderd u(n) a algin limite cuando n — oo?

Podemos obtener un principio de definicion por recurrencia de sequn-
do orden de la forma siguiente:

Sean f: X x X — X y a,b € X; entonces existe una unica funcién
w:N— X tal que

(i)
(iii) (vn € N)(u(n +2) = f(u(n), p(n +1)).
Su demostracion es en esencia similar a la del principio usual:

Sea C' la coleccién de todos los subconjuntos R de N x X tales que

(i) (0,a) e R (i) (1,b) e Ry
(iii) [(n,x) € RA(n+1,y) € R]| — (n+ 2, f(z,y)) € R.

La funcién p serd la interseccién de todas las R de C. Dejamos al
lector la tarea de completar la demostracion.

(a) Un ejemplo de aplicacion es el siguiente: Si f : Nx N — N
es la suma de naturales, existe una unica funciéon g : N — N
tal que p(0) =1, (1) =1y p(n+2) = f(u(n),p(n +1)) =
w(n) + p(n + 1); se llama la sucesion de Fibonacci. Calcule los
primeros quince términos de esta sucesién.

(b) Use este principio para definir dos sucesiones de niimeros reales,
dando los primeros cinco términos de cada una de ellas.
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(c) Halle los diez primeros términos de la sucesién definida por
flx,y) =(xr+y)/2,siendo f: RXxR — R, cuando i) a =1y
b=5o0i)a=5yb=1

8. Un tercer principio de definicién por recurrencia que permite obtener
sucesiones diferentes a las producidas con los otros dos principios, es
el siguiente:

Dadas f: Nx X — X y a € X, existe una tnica fuciéon g : N — X
tal que

) pO0)=a vy
ii) Vn e N, u(n+1) = f(n, u(n)).

Su demostracion es similar a las de los dos principios anteriores y la
dejamos como ejercicio.

Use este principio para definir recursivamente el factorial:
00=1 y nl=1x2x3x---xn sin>1
9. Use el principio que sea del caso para definir por recurrencia

(a) 2,22,20% 2 ...
(b)

an =2+

24— —
24+ ———
24

N[ =

con n + 1 doses
() bp=1+2+3+---4n
(d) ecn=06+1)5+2)---(5+n)

x10) Si usamos repetidamente pero finitas veces el axioma del conjunto de
partes, podemos formar

A, P(A), (P(P(4))) = P*(A), (P(P(P(A))) =P>(A),...

y en general, si n es un natural cualquiera, siempre podemos formar
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x11)

P(A). ; Podra usarse algunos de los principios de definicién por
recurrencia para obtener una funcién p de dominio N tal que

1(0) = A y para todo n, u(n + 1) = P(u(n))?

Andlogamente, podemos usar el producto cartesiano para formar A,
Ax A= A% (Ax A) x A= A3,... ;Podra utilizar alguno de los
principios vistos para obtener una funcién 1 de dominio N tal que
paratodon >1,n(n) =Ax Ax---x A (n veces A) 7
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4.4 OPERACIONES ENTRE NATURALES.

El propdsito de esta seccién es definir por recurrencia adicién, multipli-
cacién y exponenciacién en el conjunto de los niimeros naturales, demostrar
algunas de sus propiedades y proponer la prueba de otras, todo ello dentro
del esquema conjuntista en el cual hemos venido trabajando.

La definicién de adicién la damos copiando la forma como los nifios
suman utilizando los dedos: 5+ 3 = ((5+ 1) + 1) + 1; es decir que si sabe-
mos sumar a un natural el niimero uno, podremos sumar a dicho natural
cualquier otro. Realmente si sabemos sumar el ntimero uno:

m+1=m"
y en consecuencia
m+2=m")*T=(m+1)+1, m+3=m+2)T =((m+1)+1)+1,
etc. - --
En forma més rigurosa y oficial: En el teorema de definicién por recu-
rrencia, tomemos como f : X = N — N la funcién que a cada natural
hace corresponder su sucesor inmediato, esto es, f(x) = 2T y elijamos para

el papel de a en dicho teorema a un nimero natural m. Existe entonces
una tdnica funcién 5, : N — N tal que

Sm(o) =m 'y Sm(n+) = f(Sm(n)) = (Sm(n))+

Disponiendo de una tal funcién S, para cada ntimero natural m, podemos
definir la adicién en N asi:

m+mn = Sp(n)
Realmente es la definicién usual:

m+0=.5,(0)=m

m+1=5,(1) = S,(07) = (S, (0))" =m™
m+2=5,2)=8,17) = (S()T=(m+ 1" =(m+1)+1
m+3=5m(3) = Sm(2) = (Sm@)t = ((m+ 1)+ 1)*

=((m+1)+1)+1

~—
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y en general m + n serd el resultado de sumar a m el ntimero 1 ene veces.

Después de la segunda de las igualdades anteriores, en adelante procu-
raremos escribir m+1 en vez de m™. Nétese que estamos usando el simbolo
“+” entre dos naturales para indicar su adicion y como superindice para
designar al sucesor; su doble significado sin embargo no da lugar a confu-
siones, de modo que lo conservaremos.

Demostraremos ahora las propiedades usuales de la adicién de ntimeros
naturales.

Propiedad Modulativa: (Vm € N)(m+0=m =0+ m)

De la definicién de adicién m + 0 = S5,,(0) = m, luego es suficiente
probar que 0 + m = m; lo haremos por induccion:

(i) Sim =0: 040 = Sp(0) = 0, siendo vélido.
(ii) Supongamos que 0 +m = m.
0+m" = Sp(m™) = (So(m))" = (0+m)" = (m)",
siendo la hipétesis de induccién la justificacion de la ultima igualdad de la

cadena anterior.
De utilidad posterior es el siguiente

LEMA 1. (Vm)(Vn)(m+n" = (m+n)t =m*+n). Es decir, n+(n+1) =
(m+n)+1=(m+1)+n.

(%) Como m +n*t = S, (n") = (Sp(n))™ = (m+n)t,
bastard demostrar que m*™ +n = (m +n)*; lo haremos por induccién
sobre n:

(i) Si n = 0, entonces m*™ +0 = m™ = (m + 0)" siendo la propiedad
modulativa la justificacién de las dos igualdades.

(i) Supongamos que m* +n = (m+n)*.

0t = S (1) = (Sy () = (m* )"

y usando la hipdtesis de induccién se tiene que la ultima expresién es
((m+mn)*t)T y por (x), esta tltima expresién es (m+n™)T, o sea que
m* +nt = (m+nT)T, con lo cual la propiedad vale para n*.

Propiedad Asociativa de la Adicion.
(VE)(Ym)(¥n)((k+m) +n =k + (m +n)).

Se prueba por induccién sobre n:
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(i) Sin=0,(k+m)+0=k+m =k+ (m+0) (por la propiedad
modulativa).

(ii) Supongamos vélida para n: (k +m) +n = k + (m + n); entonces

(E+m)4+nT = ((k+m)+n)" =(k+(m+n))"
(1) (2)
=k+(m+n)" =k+(m+n")
(3) (4)

Nota: (1), (3) y (4) son vélidas por la parte (x) del lema anterior; (2) es
simplemente la hipétesis de induccién.

Conmutatividad de la Adicién.
(Vm)(Vn)(m +n=n+m)
Se prueba por induccién sobre m:
(i) Sim=0,04+n=n=mn+0 por ser 0 el médulo de la adicién.
(ii) Supongamos que m +n =n + m.

mt+n=m+n)"=m+m)T=n+m?*

ya que las igualdades primera y tercera son vélidas por el lema anterior y
la segunda es la hipotesis de induccién.

Propiedad Cancelativa de la Adicion.
(Vm)(Vn)(VE)(m+n=k+n) — m =k)
basta hacer induccién sobre n:
(i) Sin=0, (m+0=k+0) — m = k por la propiedad modulativa.
(ii) Supongamos que vale para n y demostremos la propiedad para n + 1:

Sim+(n+1) = k+(n+1), por la propiedad asociativa (o por la parte (*) del
lema anterior) se tiene que (m+n)+1 = (k+n)+1osea (m+n)t = (k+n)*
y por el axioma quinto de Peano, m +n = k + n y usando la hipdtesis de
induccién, m = k.
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Monotonia de la Adicién.
(Vm,n,keN)(m<n—m+k<n-+k)

En un sentido significa que se puede sumar a los dos miembros de una
desigualdad un mismo niimero natural y la desigualdad se conserva; en el
sentido reciproco equivale a cancelar un mismo sumando sin que la de-
sigualdad se altere.

Demostracion. Por inducciéon sobre k, usando el lema 1 y la proposicién
12 de la seccién 2. La dejamos al lector junto con otras que aparecen mas
adelante, para que de pasivo espectador pase a convertirse en actor. ]

Definiremos ahora la multiplicacion en términos de la adicién, como nos
la han ensenado desde la escuela primaria: 1m = m, 2m = m +m, 3m =
m 4+ m + m, etc., es decir como una suma repetida de sumandos iguales.
De manera rigurosa: si para cada m natural tomamos en el teorema de
definicién por recurrencia como f a la funcién S, : N — N (usada para
definir la adicién) y elegimos a = 0 en N, dicho teorema nos garantiza la
existencia de una tnica funcién P,, : N — N tal que

(@) Pr(0)=0 vy
(ﬁ) Pm(n+) = Sm(Pm(n)) =m+ Pm(n)

Hallemos los valores de P,, en algunos niimeros naturales:

Pn(1) = Pp(0") =m+ Pp(0) =m+0=m
Pn(2) = Pn(1%) =m+ Pp(1) = m+m
Pn(3) = Pp(2) =m + Pp(2) = m+ (m +m)

Estas igualdades, de acuerdo con nuestro propdsito previo, nos sugieren
definir la multiplicacién en la forma

nm = Py, (n)
Esta definicién transforma las propiedades («) y (3) en

(a*) Om=0
(B*) ntm=m+1)m=m+nm=nm+m
La ultima igualdad se debe a la conmutatividad de la adicién.

Es ahora relativamente facil demostrar por induccién las propiedades
bésicas de la multiplicaciéon de naturales.
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Propiedad Modulativa de la multiplicacion.
(Vm)(m-1=m=1-m)

Demostracién. Como 1m = P, (07) = m + P,,(0) = m + 0 = m, basta
establecer por induccién que m1 = m; en efecto:

(i) 0-1 =0 por (a*)
(ii) Supongamos que m -1 = m;
(m+1)-1=m-1+1 por (%)

=m+ 1 por hipdtesis de induccion.

O]

Distributividad de la multiplicacién por la izquierda con respecto
a la adicién .

(Vk,m,n € N)(k(m +n) = km + kn)

Demostracion. Por induccion sobre k:

O(m+n)=0 (por a¥)
=040 (por ser 0 el médulo de +)
=0m+ 0n (por a™)

Supongamos k(m +n) = km + kn.

(k+1)(m+n)=k(m+n)+ (m+n) (por %)
= (km + kn) + (m +n) (Hipétesis de induccién)
(
(

= (km+m)+ (kn +n) conmut. y asociat. de +)

=(k+1m+(k+1)n por 3 )
O]
LEMA 2. (Vm € N)(m-0=0).
Demostracion. Es trivial por induccién y la dejamos al lector O

Conmutatividad de la Multiplicacion.

(Vm,n € N)(mn = nm)
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Demostracion. Debe hacerla por induccién sobre m el lector; en ella usara
el lema 2 y la propiedad modulativa de la multiplicacién. O

Como consecuencia se obtiene la distributividad de la multiplicacién con
respecto a la adicién.

Asociatividad de la Multiplicacion.
(Ym,n, k € N)((mn)k = m(nk))
Demostracion. Por induccién sobre m y también debe hacerla el lector [
LEMA 3. (Vn,meN)(n#0Vm #0 — n+m #0)

Demostracién. Si n # 0, existe k en N tal que n = k* (ejercicio 9 de la
seccién 2) y n+m = kT +m = (k+m)" (lema 1) y el resultado se sigue
del axioma 4 de Peano. Igualmente se procede si m # 0. O

La proposicién contrarreciproca del lema 3 nos dice que 0 es el tinico natural
con inverso aditivo en N.

LEMA 4. (VYm,k e N)(mk=0Ak #0 — m =0)
Demostracion. Por induccién sobre k.

(i) Para k = 0 el resultado se sigue trivialmente por ser en este caso
falso el antecedente de la implicacién; por si las dudas del lector, para
k =1, se tiene m-1 =0 — m = 0 por ser 1 el mddulo de la
multiplicacién.

(ii)) m(k+1) =0siy s6lo si mk+m =0, si y sélosi mk=0Ak =0.
De donde, en particular, m = 0.

La primera equivalencia es inmediata y la segunda se sigue por el lema
3. O

Propiedad Cancelativa de la Multiplicacién.
(Vm,n,k € N)(mk =nk ANk #0 — m =n)

Demostracion. Por induccién sobre n.

(i) Sin=0,mk=0kANk#0— mk=0Ak #0,y por el lema 4 se
concluye m = 0, o sea que m = n.
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(ii) Supongamos vélida la propiedad para n. Sea mk = (n + 1)k con
k # 0; si fuese m = 0, se tendria 0k = 0 = (n+ 1)k = nk+ k y por la
contrarreciproca del lema 3, nk = 0 = k, siendo contradictorio con la
hipétesis k # 0. De modo que m # 0 y existe entonces s en N tal que
m = s+ 1 (ejercicio 9, §2), con lo cual la hipdtesis se transforma en

(s+1k=n+DkAk£0 |

0 sea
sk+k=nk+kANk#0

de donde, por la cancelativa de la adicién,

sk=nkNk+#0

y por la hipétesis de induccién, s = n, es decir m = s + 1 = n + 1, siendo
también vélida para n + 1, quedando demostrado. ]

Por ultimo definiremos la exponenciacion como multiplicacién iterada de
factores iguales. El teorema de definicién por recurrencia aplicado a la fun-
ciéon P, : N — N una vez escogido ¢ = 1, produce una tnica funcién
em : N — N tal que

em(0) =1

em(n™) = Pulem(n)) = m - en(n)

Hallemos algunos de sus valores:

em(0) =1

em(1) =en(0T)=m-en(0)=m-1=m
em(2) =en(1) =m-en(1) =m-m
em(3) = en(2) =m-en(2) =m - (m-m)

En consecuencia, definimos m™ como e,,(n); las dos propiedades anteriores,
caracteristicas de la potenciacion, vienen a ser entonces

m? =1

n+1 n

m =m-m*=m" -m.

Son sencillas y bastante conocidas las demostraciones (por induccién) de las
propiedades de la exponenciacién, por lo cual las dejamos como ejercicio:
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1™ =1, cualquiera sea el natural n.

(a
(b) m! = m, para todo m en N.
(
(

)
)
) (Vm,n, k € N)(K™ - k" = kmtn),
d) (Ym,n,k € N)((mn)* = mF - n¥).
)

(e) (Ym,n,k € N)((K™)" = k(mn),

Creemos que con el trabajo realizado hemos establecido los resultados
bésicos para poder desarrollar a partir de ellos la mayor parte de la aritmé-
tica de los naturales. Terminamos la seccién demostrando los hechos més
comunes acerca de los conjuntos finitos.

PROPOSICION 19. $i E y ' son conjuntos finitos disyuntos, su re-
unidn también es finita y ademds #(E U F) = #(E) + #(F).

Demostracion. Si F = (), entonces #(F) = 0 y el resultado se obtiene
inmediatamente; supongamos que #(E) = m y #(F) = n > 0; existen
biyecciones f : E — my g : F — n; si s, : n — m + n dada por
Sm(x) = m 4+ = es una restricciéon de S,,, se tiene que s,, es inyectiva
a causa de la propiedad cancelativa de la adicién, de modo que la funcién
compuesta F n 2 m+4n tal que z — m+g(x), es también inyectiva;
ademds su recorrido s,,(g(F)) = {m, m+1,--- ;m+ (n — 1)} es disyunto
con F(E) =m =1{0,1,--- ,m — 1}, de manera que segin el teorema 8 del
capitulo III,

fU(smog): EUF — mU{m,m+1,--- m+n—-1)}=m+n

también es una funcién inyectiva y siendo evidentemente sobreyectiva, es
una biyeccién de £ U F' en m + n, luego

#(EUF)=m+n=#(E)+ #(F)
quedando demostrado. ]

PROPOSICION 20. Si E y ' son conjuntos finitos cualesquiera, tam-
bién EUF es finito y #(EUF) < #(E) + #(F).

Demostracion. Por el ejercicio 17 de la seccién 3 del capitulo I se tiene que
E y F — FE son disyuntos y EU F = E U (F — E), siendo finito por la
proposicién anterior y ademas

#(EUF) =4#(EU[F - E]) = #(E) + #(F — E) < #(E) + #(F).
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Los resultados anteriores pueden generalizarse para cualquier nimero (na-
tural) de conjuntos finitos:

PROPOSICION 21.

a) Si A1, Ao, -+, Ay, conn en N* son conjuntos finitos disyuntos dos a
dos, entonces su union es un conjunto finito y

#(AGUAU---UA,) = #(A1) + #(A2) + - + #(A,)

b) La union de una coleccion finita de conjuntos finitos también es un
conjunto finito.

La demostracién de la parte a) se hace por induccién usando la proposi-
cién 19, y la de la parte b) se obtiene aplicando el ejercicio 9 de la seccién 5
del capitulo I y la parte a) ya supuestamente probada; dejamos los detalles
al lector.

PROPOSICION 22. EI producto cartesiano de dos conjuntos finitos es
también finito y su numero de elementos es igual al producto de los cardi-
nales de los factores.

Demostracion. Sean E y F' conjuntos finitos; debemos probar que F x F
también lo es y que #(E x F) = #(FE) - #(F'). Si uno de los dos con-
juntos es vacio, también F x F' es vacio y la igualdad anterior se cumple
inmediatamente ya que (Vn € N)(n -0 = 0). Supongamos entonces que

E#0#F={f1,fo.-, fn}.
ExF=(Ex{A}DU(Ex{fLHU---UEx{f})

Como #(E x{fr}) = #(F), paratodo k = 1,2,--- ,n, se tiene que E x F' es
finito; ademads los conjuntos que figuran en la unién anterior son disyuntos
dos a dos

fi# f— (Ex AN (Ex{f}) =0

porque las parejas ordenadas del uno difieren por lo menos en la segun-
da componente de las parejas ordenadas del otro. La primera parte de la
proposicién 21 implica entonces que

#(E x F) = #(E x {f1}) + #(E x{fo}) + - + #(E x {fu})
(E) +#(E) +--- + #(E) (n veces)
n-#(E) = #(E) -n = #(E) - #(F)
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PROPOSICION 23. Si E es finito, también P(E) lo es y ademds
#(P(B)) = 2#F) .

Demostracion. En realidad fué hecha por inducciéon anticipadamente al fi-
nal de la seccién 3 del capitulo 1. O

Ejercicios ‘

1. Haga todas las demostraciones dejadas como trabajo para el lector.

2. Use la monotonia de la adicién y la transitividad del orden estricto
para demostrar que

(m<nAk<l)— (m+k<n+l).

3. Ayudéandose del ejercicio anterior, demuestre por induccién sobre k
la monotonia de la multiplicacién

(m<nAk>0)— (mk <nk).

4. Dados dos naturales cualesquiera m y n, demuestre por induccion
sobre n que

m <n siy solo siexiste k en N tal que m + k =n.

Pruebe que dicho k es tinico. A este Unico k tal que m + k =n se le
llama la diferencia entre n y m y se le designa por n — m.

+5. Utilizando el teorema del binomio (a +b)" ="}, (Z) a*b" =k y la

propiedad de ser <Z), con 0 < k < n, el nimero de subconjuntos

con k elementos que posee un conjunto con n elementos, realice una
nueva demostracién de la proposicion 23 anterior.

6. Demuestre por induccién que si Eq, Es, - - -, E,, son conjuntos finitos,
también su producto cartesiano es finito y que

#(E1 x By x -+ x Ey) = #(E1) - #(E2) - - #(En)
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7. Sean E y F' conjuntos finitos con F = {aj, a9, - ,a,}. Obsérvese que
siendo una funcién f de E en F un conjunto de parejas ordenadas
{(a1,z1), (a2, x2), -, (an,zn)} con x1,z9, - - ,x, en F, ella queda
univocamente determinada por la énupla (ordenada) de sus imagenes
(x1,x9, - ,xy,), sobreentendiéndose que x; = f(a1) , 2 = f(a2) ,
x3=f(as) , ..., xn = f(an).

En consecuencia existen tantas funciones de E en F' como énuplas
(z1,22, + ,Tpn)cCON T, Ta,- - , Ty € F, es decir, como elementos tiene
F x Fx---xF (n veces). Concluya, usando la finitud de P(E x F') y
el ejercicio anterior, que el conjunto de funciones de F en F' es finito
y que su numero de elementos es [#(F' )]#(E).

8. Para hacer ver que existen formas diferentes de trabajar, desarrolle-
mos informalmente algo de aritmética cardinal. Supongamos que par-
tiendo del vago concepto intuitivo de nimero de elementos de un
conjunto (#(A)), hemos llegado a las propiedades:

(i) A=+#(A)
(i) #(A) = #(B) & A~ B.

Decimos que n es un nimero cardinal si existe un conjunto A tal que
n = #(A).

(a) Pruebe que dados los cardinales m, n existen conjuntos disyuntos
Ay B tales que m = #(A) y n = #(B).

(b) Sim,n son cardinales tales que m = #(A) yn = #(B)y ANB =
(), definimos m 4+ n como #(A U B). Demuestre que esta adicién
estd bien definida (no depende de A ni de B), es asociativa,
modulativa y conmutativa.

(c) Andlogamente, si m,n son cardinales tales que m = #(A) y
n = #(B), definimos mn como #(A x B). Pruebe que esta mul-
tiplicacién estd bien definida, es asociativa, modulativa y con-
mutativa.

(d) Demuestre ademéds que si n,m,p son cardinales,
m(n +p) =mn+ mp

(e) Intente definir una relacién de orden entre cardinales que cumpla
con las propiedades de monotonia de la adicién y de la multi-
plicacion. jHabra necesidad de imponer restricciones sobre los
cardinales, o valdran las propiedades de monotonfa en general?

K%
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'Capitulo 5

CONSTRUCCION DE LOS
SISTEMAS NUMERICOS

Continuando con las ideas expuestas en el capitulo anterior, construiremos
los enteros y los racionales como ciertas colecciones de clases de equivalen-
cia, clases obtenidas a partir de relaciones de equivalencia compatibles con
las operaciones de adiciéon y multiplicacién pre-existentes, para que de esta
forma las operaciones entre clases resulten ser un simple paso al cociente
de las anteriores, en el sentido de los conceptos dados al final de la seccién
5 del capitulo III.

5.1 LOS NUMEROS ENTEROS

En el mundo actual, desde temprana edad se le crea a la persona la necesi-
dad de disponer de numeros negativos: Temperaturas bajo cero, deudas,
gol-diferencia en contra, y en la escuela la posibilidad de poder efectuar
siempre la resta, ya que solo cuando m > n existe un natural k tal que
n + k = m, no pudiéndose hallar, por ejemplo, un natural para colocar
dentro del cuadrado

3+0=2

de tal manera que la proposicion resultante sea verdadera. Supongamos por
ahora que conocemos los enteros; es fundamental observar que todos éstos
se pueden obtener como diferencias entre naturales: 0 =1—-1,1 =3 — 2,
2=5-3,5=8-3,-1=1-2, -2 =4-6, -8 = 25— 33, etc.,, o
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sea que una pareja ordenada de nimeros naturales determina un entero,
a saber, la diferencia entre su primera y su segunda coordenadas. Una
aproximacién inicial hacia los enteros seria entonces el considerarlos como
parejas ordenadas de naturales; (1, 1) representeria al cero, (3,2) al 1, (1,2)
al —1, (4,6) al —2, etc.; en general (m,n) representaria al entero m — n.

Existe sin embargo un problema: se puede obtener la misma diferencia
entre muchas parejas distintas; asi (8,4), (4,0), (6,2), y (10, 6) entre otras,
poseen siempre como diferencia 4.

Debemos en consecuencia considerar como equivalentes a todas aque-
llas que produzcan la misma diferencia: (8,4) ~ (4,0), (2,5) ~ (3,6),
(5,5) ~ (1,1), etc. Pero como no podemos utilizar la resta para definir
tal relaciéon de equivalencia porque queremos es precisamente construir los
enteros, soslayamos este obstdculo usando la suma:

(8,4) ~(6,2) 0sea 8 —4=6—2siysélosi8+2=6+4y
(2,5) ~(3,6) 0sea2—5=3—-6siysélosi2+6=3+05,
y de modo general, (m,n) ~ (p,q) <= m+q=n+ p.

Conociendo ya lo que deseamos hacer, procedamos en forma oficial:

DEFINICION 1. Sea A = N x N. Definamos las siguientes operaciones
en A:

(m,n) @ (p,q) = (m+p,n+q)
(m,n) ® (p,q) = (mp + ng, mq + np).

La razén de tales definiciones radica en que segin lo dicho, (m,n) @ (p, q)
representa (m —n) + (p — q) o sea (m + p) — (n + ¢) y andlogamente
(m,n) © (p, q) serfa (m —n)(p — q) = (mp + nq) — (mq + np).

PROPOSICION 1. Las dos operaciones acabadas de definir son conmu-
tativas en A :

(m,n) & (p,q) = (m+p,n+q)=(p+m,q+n)
= (p,q) ® (m,n).

(La conmutatividad de + en N hace vélida la segunda igualdad).

(m,n) ® (p,q) = (mp + ng,mq + np) = (pm + qn,pn + gm)
= (p,q) © (m,n),

siendo verdadera la segunda igualdad por la conmutatividad de 4+ y - en N.
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Definimos ahora en A la relacién siguiente:

(m,n) =~ (p,q) si ysélosi m-+qg=n+p.
PROPOSICION 2. La relacién acabada de definir es de equivalencia.

Demostracion. Por la conmutatividad de la adicibn en N, m+n =n+m
lo cual significa (m,n) ~ (m,n), cualquiera sea (m,n) en A (reflexividad).

Si (m,n) ~ (p,q), entonces m + ¢ = n + p y por la simetria de la
igualdad y la conmutatividad de la suma de naturales, p4+n = g+m, o sea
(P, q) = (m,n).

Si(m,n) =~ (p,q)y (p,q) = (r, s) se tiene que m+q = n+p, y p+s = g+r
y sumando miembro a miembro: m+g+p+s = n+p+q+ry cancelando g+p,
m+ s =n+r, es decir (m,n) = (r, s), obteniéndose la transitividad. I

Las clases de equivalencia determinadas por esta relacién pueden visuali-
zarse al representar N x N graficamente: Se hallan sobre rectas paralelas a

5_

(2,1)

la diagonal.

TEOREMA 1. La relacion de equivalencia anterior es compatible con las
operaciones & y © definidas en A.

Demostracion. Segtun el ejercicio 10 de la seccién 6 del capitulo III, al
ser conmutativas las dos operaciones, basta probar que si (m,n) = (p,q),
entonces
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siendo (m,n), (r,s) y (p,q) elementos cualesquiera de A.

En efecto: Si (m,n) =~ (p,q), entonces m + g = n + p; sumando r + s a
los dos miembros, conmutando y asociando adecuadamente se obtiene

(m+7r)+(g+s)=n+s)+(p+7r) osea
(m+mr,n+s)~(p+r,q+s) estoes
(m,n) & (r,s) = (p,q) & (1, 5).

Andlogamente, de (m,n) =~ (p, q) se obtiene
(m+qg=n+p)A(n+p=m+q);
multiplicando por r y s respectivamente
(mr 4 qr =nr+pr) A (ns + ps = ms + gs)
y sumando miembro a miembro:

mr—+qr+mns—+ps=nr—+pr—+ms-—+qs 0 sea
[mr + ns] + [ps + qr] = [ms + nr] + [pr+ gs] es decir
(mr +mns,ms +nr) ~ (pr+ qs,ps + qr) esto es

(m,n) © (r,s) = (p,q) © (1, 3),
quedando demostrado. ]

El teorema acabado de demostrar significa que las dos operaciones @ y
©® se pueden pasar al conjunto cociente A/ =2, o sea que entre clases de
equivalencia es correcto definir

El conjunto A/ =~ no es otro que el de los enteros y en adelante lo deno-
taremos por Z.

TEOREMA 2. Las operaciones + y - (entre clases) definidas en Z gozan
de las siguientes propiedades:

(a) Las dos son asociativas y conmutativas.
(b) [(m,m)] es el mddulo de “+” (cualquiera sea m € N).

(c) [(1,0)] es el mddulo de la multiplicacion.
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(d) [(n,m)] es el inverso aditivo de [(m,n)].

(e) - es distributiva con respecto a + .
Demostracion. La comprobacién de (a), (c) y (e) es solo cuestion de rutina
y la dejamos al lector.

Observemos que (m,m) ~ (0,0) cualquiera sea m, luego [(m,m)] =
[(0,0)] v se tiene

[(p,@)] +[(0,0)] = [(p,q) @ (0,0)] = [(p,q)]

asi que [(m,m)] (6 [(0,0)]) es m6dulo de + .
Finalmente, [(m,n)] + [(n,m)] = [(m,n) & (n,m)] = [(m+n,n+m)] =
[((m +mn,m+n)] =[(0,0)], con lo cual se prueba (d). O

Entre las cosas que nos restan por establecer, es importante convencernos
que los enteros que hemos construido realmente son aquellos que ya conocia-
mos.

PROPOSICION 3. Dado un entero [(p,q)], existe un inico natural n tal
que 6 [(p,q)] = [(n,0)] ¢ bien [(p, )] = [(0,n)].

Demostracion. Dado [(p,q)], segun la ley de tricotomia del orden entre
naturales, se cumple una tUnica de las relaciones

pP=q pP>q, p<(q

En el primer caso [(p, ¢)] = [(p,p)] = [(0,0)] y n = 0.
En el segundo caso, existe un tnico n tal que p = n + ¢ (ejercicio 4 de
la seccién 4 del capitulo anterior) y se tiene

[(p: )] = [(n+ ¢, 9)] = [(n,0)]

ya que
(n+q,q) = (n,0).

Finalmente, cuando p < ¢ existe n no nulo tUnico tal que p+n =q y
[(p,@)] = [(p,p + n)] = [(0,n)]. O

Si notamos por N al conjunto de los enteros de la forma [(n,0)], es decir si
N = {[(n,0)] | n € N}, observamos que estos enteros son cerrados para la
adicién y multiplicacién, operaciones con respecto a las cuales se comportan
como si fueran los mismos ntmeros naturales:

[(m,0)] + [(n,0)] = [(m, 0) & (n, 0)] = [(m + n,0)].
[(m,0)] - [(n,0)] = [(m,0) ® (n,0)] = [(mn + 0,m0 + 0n)] = [(mn,0)].
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Para sumarlos o multiplicarlos basta entonces sumar o multiplicar los
naturales que aparecen en las primeras coordenadas y luego colocar ceros en
las segundas y agregar los respectivos paréntesis. Otra forma més sofisticada
de decir esto mismo es la siguiente: Si definimos la funciéon j : N — Z
mediante j(n) = [(n,0)], es evidente que ésta es una inyeccién de N en Z,
la cual establece a su vez una biyeccién entre N y N ; ademas la forma como
se suma y se multiplica en N significa que

j(m) +j(n) = j(m +n)

y
j(m) - j(n) = j(m-n),
razén por la cual se acostumbra decir que j es un isomorfismo de N en N.

De todo lo anterior se concluye que para nuestro trabajo (i.e desde un
punto de vista algebraico) no existe entre N y N otra diferencia que la
notacién para designar a sus elementos; es por tal razén que se acostumbra
identificarlos; en adelante los consideraremos como iguales; diremos que N
(en vez de N) es un subconjunto de Z y en lugar de [(m,0)] escribiremos
simplemente m Como

[(O7m)] +m= [(Ovm)] + [(mv 0)] = [(mv m)] = [(07 0)] =0,

se tiene que [(0,m)] es el inverso aditivo de m, es decir, [(0,m)] = —m;
la notacién queda entonces perfectamente simplificada y Z reducido a su
forma usual:

Z={-,-3,-2-10123,}.

Siendo la adiciéon en Z conmutativa e invertiva, se puede definir su
operacion inversa, la diferencia, en todo Z: para m y n cualesquiera en Z,

m—n=m+(—n)=(—n)+m

La diferencia, de ley de composicién tan solo parcialmente definida en
N, pasa a ser totalmente definida en el conjunto de los enteros.

Se puede comenzar a demostrar en este momento toda una cadena de
propiedades algebraicas de Z; solamente enunciaremos algunas de ellas y
dejaremos sus demostraciones como ejercicio de provecho para el lector,
quien de hecho esté familiarizado desde la escuela primaria, con muchas de
las propiedades de los enteros.

Nota: En lo que sigue, denotaremos por Z* al conjunto Z — {0} y por
N* al conjunto N — {0}.
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PROPOSICION 4.

(a
(b

Vm € Z)(—(—m) = m).
VmeZ* =Z—-{0})(meN*" Vv —meN¥).

C

) (

) (

(c) (Vm,n € Z)(m(—n) = —(mn) = (-m)n).

(d) (¥m,n € Z)((—m)(—n) = mn). (Leyes de los signos)
() (¥m € Z)(m-0=0).

(£) (

Para terminar, digamos algo sobre el orden usual de Z: definamos m < n
como (m —n) € N* y m < n como (m —n) € N. Usando la proposicién 4
es facil probar los dos resultados siguientes:

PROPOSICION 5. La relacién “<” acabada de definir es de orden total
en 7.

PROPOSICION 6.
(a) (Ym,neZ)(m <n—m+k<n+k).
(b) (Vm,n € Z)(Vk > 0)(m < n — mk < nk).
(¢) (Vm,n € Z)(Vk < 0)(m < n — mk > nk)

Nétese que si m,n € Z'y m < n, decir que (n —m) € N* equivale a que
n=m+k con k> 0y segin el ejercicio 4 de la seccién 4 del capitulo IV,
m es menor que n en el sentido de la ordenacién previamente dada a los
naturales, resultando ser el orden definido en Z una extensién del orden que
va existia en N, reafirmdandose la correccién de la construcciéon que hemos
logrado de Z.

Ejercicios

1. Realice todas las demostraciones que hemos dejado como trabajo para
el lector.

2. | Esla operacion & modulativa en NxN? ;Lo es ®7 jEs @ invertiva?.
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Consideremos en N x N la relacién
(m,n) < (p,q) «—m+qg<n+p

Demuestre que es de orden en N x N y que si (m,n) < (p,q), y
(u,v) = (m,n) y (r,s) = (p,q), entonces (u,v) < (r,s). Deduzca que
la anterior relacién de orden puede pasar al cociente N x N/ &~ y que
en él es un orden total y satisface las propiedades (a), (b) y (c) de la
proposicion 6.

Pruebe que V& € Z, 22 > 0.

Si ¢ € N*, demuestre directamente que
[(m,n)] - [(¢,0)] = [(p,q)] - [(¢,0)] — [(m, n)] = [(p, q)]
y que

[(m,n)] - [(0,¢)] = [(p,@)] - [0, ¢)] — [(m,n)] = [(p, @)]-

Pruebe que en Z toda ecuacién de la forma a + x = b (con a,b en
Z), tiene solucién, pero existen ecuaciones del tipo ax + b = ¢ (con
a,b,c € Z, a # 0) sin solucién.
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5.2 LOS NUMEROS RACIONALES.

La construccion de los niimeros racionales a partir de los enteros se realiza
siguiendo enteramente el mismo esquema empleado para la obtencion de
7Z a partir de N, motivo por el cual dejamos la mayor parte del trabajo al
lector.

Es muy conocido que un ntimero racional se puede expresar en forma de
quebrado, es decir mediante una pareja ordenada de enteros, el primero de
los cuales es el numerador y el segundo (no nulo) el denominador. También
se sabe que (m/n) = (p/q) si y s6lo si mq = np; es entonces natural
construir los racionales a partir de parejas ordenadas de enteros, definiendo
entre ellos la relacién de equivalencia sugerida por la iltima observacién.

Sea B=7Zx7Z*={(m,n) | m,n€Z An+#0}

Definimos en B las dos operaciones:
(m,n) W (p,q) = (mq + np, nq)
(m,n) @ (p,q) = (mp,nq)

Al lector le deberan parecer familiares si recuerda cémo se suman y se
multiplican quebrados, teniendo presente que (m,n) representa m/n.

PROPOSICION 7. Las dos operaciones anteriores son conmutativas Y
asociativas.

La demostracion es cuestién de rutina y la dejamos al lector, quien
seguramente en primaria o secundaria la ha visto.

Consideremos en B la relacién
(m,n) ~ (p,q) siysélosi mqg=np.
PROPOSICION 8. La relacién ~ es de equivalencia en B .

Demostracion. (m,n) ~ (m,n) ya que mn = nm.

Si (m,n) ~ (p,q), mq=nposeapn=qmy (p,q) = (m,n).
Si (m,n) =~ (p,q) A (p,q) =~ (r, s), entonces



178 CAPITULO 5. CONSTRUCCION DE LOS SISTEMAS NUMERICOS

() mq =npAps = qr.
multiplicando miembro a miembro, mgps = npqr. Cuando p # 0, también
pq = qp # 0y este producto se puede cancelar, obteniéndose ms = nr, esto
es (m,n) ~ (r,s). Cuando p = 0, (o) queda mqg =0Aqr =0y siendo g # 0
(q € Z*) se sigue que (m = 0) A (r = 0) de modo que ms = 0 = nr o sea
(m,n) ~ (r,s). O

Las clases de equivalencia correspondientes pueden visualizarse al represen-
tar Z x Z* graficamente; se hallan sobre rectas que pasan por el origen.

Z*

1
2

TEOREMA 3. La relacion ~ es compatible tanto con ® como con .
Demostracion.

a) Siendo W conmutativa, es suficiente probar que si (m,n) ~ (p,q) y
(c,d) es cualquiera de B, entonces (m,n) W (¢,d) ~ (p,q) W (¢,d) o
lo que es igual, que (md + nc,nd) ~ (pd + qc, qd) o equivalentemente
(md +nc)qd = nd(pd + qc), es decir que mqd? + ncqd = npd? + ndqc.
Como (m,n) ~ (p, q), se tiene que mq = np; multiplicando la igualdad
por d?, mqd? = npd? y sumando ncqd a los dos miembros se obtiene
el resultado requerido.

b) Anélogamente, si (m,n) ~ (p,q), mqg = np y multiplicando los dos
miembros por cd, meqd = ndpc o sea (me,nd) ~ (pc, qd), es decir

(m,n) @ (¢, d) = (p,q) @ (¢, d).
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O]

DEFINICION 2. Notaremos por Q al conjunto cociente B/ ~ o sea a
(Z x Z*)] ~.

A los elementos de este conjunto cociente los llamaremos ndmeros racio-
nales y adoptaremos en vez de [(m,n)] para tales clases de equivalencia, la

. 7, m
notacion —.
n

El teorema 3 significa que las operaciones W y ® se pueden pasar al
cociente, motivo por el cual son correctas las dos definiciones siguientes:

m P mq + np
—+==[mn)v(pqg]=—"—
n q nq
m p __mp
P [(m,n) ® (p, q)] P
Notese ademés que m_Ts y s6lo si (m,n) ~ (r,s), equivalente a ms =
n s

nr.

TEOREMA 4. Las operaciones + y - acabadas de definir en Q, gozan de
las siguientes propiedades:

a) Las dos son conmutativas y asociativas .

b) El mddulo de + es g (o % con m # 0 ya que (0,m) ~ (0,1)).

1 m

c) 1 (o0 — conm #0) es el mddulo de la multiplicacion.
m

d) El inverso aditivo de L (: m)
n n -n
e) Todo racional diferente del mddulo de la adicion posee inverso multi-
m\—1 n
plicativo y (—) = —.
n m

f) La multiplicacion es distributiva con respecto a la adicion .
Dejamos la demostracién como ejercicio para el lector.

0
Es entonces posible definir en Q* = Q— { 1} la divisién como operacion

inversa de la multiplicacién:

-1
n.e_1T, (p) =0 segin e) del teorema 4.
nq¢g n \gq n

T I
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Al igual que en la construccién anterior, es necesario hacer notar que los
racionales son una ampliacién del sistema numérico de los enteros, es decir,
que Q posee un subconjunto isomorfo con Z. Basta llamar Z al conjunto

de los racionales de la forma ? ; 7= {% | me Z}.

Este subconjunto es cerrado para la adicién y la multiplicacién en Q:

@+ﬁ_m‘1+1-n_m+n

1 1 1-1 1
@ﬁ_m-n_m-n
11 1-1 1

Se observa que sumar o multiplicar en Z es lo mismo que hacerlo en
Z.trazar luego una raya horizontal y escribir 1 bajo ella; si definimos la
S, . . m . .
funcién i : Z — Q mediante i(m) = I e inyectiva y establece una

biyeccion entre Z y i; ademas

n_ m+n
t1="7 =i(m+n)

i(m) +i(n) = ?
y también
i(m)-i(n) =i(m-n),

resultando ser ¢ un isomorfismo, o sea que en cuanto a nuestro trabajo
concierne, no existe diferencia alguna entre Z y Z, excepto la forma de
notar sus elementos, razén por la cual en adelante siempre identificaremos
m . .
T con m y consideraremos a Z como un subconjunto de Q.

Nos resta introducir la relacién de orden usual entre racionales; una

forma de hacerlo es la siguiente:

a) Dado un racional, siempre se puede escribir en forma tal que su de-

nominador sea positivo. Por ejemplo, en vez de — y = se toman

-3
—4 2 .
3 y 5 respectivamente.

b) cuando vamos a comparar dos racionales con denominadores posi-
. m p , . .
tivos, — y =, podemos hacer comin denominador “amplificando”
n
cada quebrado por el denominador del otro, operacion que no altera

la relacién existente por ser producto por un positivo (p.ej. para 3
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2xb5 4x3

3x5° 5x3
determinan los numeradores

4
y = se tendra ) de modo que la relacién de orden la

2x5<4x3, luego <

Wl N
SHIFS

c ey .. m D .
La definicién es entonces la siguiente: dados — y = racionales cua-
n q

. . .. m p . .
lesquiera con denominadores positivos, — < = significa mq < np,
n

siendo esta dltima la relacién de orden definida en Z.

Como mq y np son enteros, segin la ley de tricotomia véalida para el
orden entre enteros, se cumple una tnica de las relaciones mq < np,
mq = np, np < mgq, lo cual implica la validez de la tricotomia en Q:
m_p’ ., m_p o, p_m

n q - n q q n
Es entonces suficiente probar la transitividad del orden estricto para
que automaticamente ” <” resulte ser un orden total.

m

r
Si < < p) A (p < > con n,q,s > 0, se tiene que
n q q s

(mg < np) A (ps < qr);

multiplicando por s > 0 los miembros de la primera desigualdad y por

n > 0 los de la segunda, obtenemos (mgs < nps) A (nsp < qrn) luego,

por transitividad del orden en Z, mgs < qrn y cancelando ¢ > 0,
r

m
ms <rnosea — < —.
n S

La relacion acabada de considerar es una extension del orden existente

m n P . o
enZ,yaqueT<I81ysolos1m-1<n-151ysolos1m<n.

La relacién de orden en Q satisface las propiedades de monotonia:

.. m _p m T
Si — <= entonces —+-<
n q n s

.
P
q S

r m m r r r
ysif>0y—<2,entonces—'f<E'7ysif<0,ladesigualdad
s n q n s q s s

se invierte.

m m

Si QF = {— €Q ) — > 0}, se cumplen las siguientes propieda-
n n

des:
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(i) QT es cerrado para la adicién y para la multiplicacién.

(i) Vo € Q* = Q — {0}, se cumple que (x € Q) VvV (—z € Q).

Dejamos como ejercicio las demostraciones correspondientes a e) y f).

Ejercicios ‘

1. Haga las pruebas dejadas como trabajo al lector.

2. Demuestre que los racionales cumplen con la propiedad arquimediana:
(Vz € Q)(Vy € QM)(In € N)(z < ny).

3. El presente ejercicio tienen por objeto dar una forma alternativa de
definir el orden en Q.

(a) Si definimos Q1 = {T eQ ‘ mn € Z+}, pruebe que Q% es
n
cerrado para la adicién y para la multiplicacién.

(b) Demuestre que Vo € Q, x # 0, se cumple una tnica de las
relaciones x € QT 6 —z € QT.

(c) Definimos z < y como ((x —y =0)V (x —y € QT)). Pruebe que
es una relacién de orden en Q.

(d) Demuestre que la relacién definida en c) satisface las propiedades
de monotonia.

(e) Pruebe que 1 € Q™.

4. Pruebe que para todo a en Q*, y todo b € Q, la ecuacién ax = b tiene
una unica solucién en Q.

5. Demuestre que si © € QT, entonces su inverso multiplicativo z~!

también pertenece a Q.

6. Pruebe que entre dos racionales cualesquiera siempre existe otro ra-
cional.
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5.3 LOS NUMEROS REALES

;,Qué es un numero real? Esta es una pregunta un tanto dificil de contestar,
a la cual no se le di6 respuesta satisfactoria sino hasta mediados del siglo
XIX.

Al hombre le son suficientes los racionales para satisfacer la mayoria de
sus necesidades numéricas; sin embargo, dentro de ellos no se encuentran
soluciones para ecuaciones tan sencillas como z? — 2 = 0.

Los antiguos griegos creian que dos segmentos cualesquiera siempre eran
conmensurables, es decir, que tomando uno de ellos como unidad para medir
al otro, el resultado de la medicién era un ntimero racional. En esta creencia
basaron buena parte de su trabajo sobre la semejanza de figuras y la teorfa
de proporciones. Hacia finales del siglo V a.c., los pitagoricos descubrieron
que las diagonales de un cuadrado no son conmensurables con respecto al
lado, o sea que v/2 (el lado mide 1) no es un niimero racional.

De esta afimacion hay una prueba en esencia realizada por los mismos
griegos:

Supongamos que haya una fraccién que valga v/2; entonces también
existe una fraccién irreducible g que es igual a v/2, o sea que g = /2 con

P no simplificable, es decir con maximo comun divisor de p y ¢ igual a 1.
q

Pero
2

E:ﬁ@%:2ﬁp2:2q2
q q

0 sea que p? es par y en consecuencia p es par (va que si p = 2m + 1,
p? = 2(2m? + 2m) + 1 serfa impar), luego p = 2k y la tltima igualdad se
transforma en (2k)% = 2¢? o sea 4k? = 2¢° y simplificando por 2, 2k? = ¢*

9 y ) D 2 )
luego ¢° es par y también g es par, ¢ = 2m, asi que — = 5, Seria
q m

simplificable por 2, contradiciendo la hipétesis de irreducibilidad.

Los griegos tuvieron entonces que revisar la casi totalidad de la teoria
de las proporciones que habian desarrollado, buscando métodos que permi-
tieran efectuar las demostraciones ain en casos no conmensurables.
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Eudoxio propuso la siguiente definicion de proporcionalidad: Si AB,
CD, EF y GH son longitudes de segmentos, AB : CD = EF : GH significa
que para todo par de enteros positivos p, ¢

p-CD<q-AB&p-GH <q-FEF

Es sumamente ingeniosa, eliminando la definicién de niimero real (es de-
cir, no definiendo lo que es una razén) y dando solo el concepto de igualdad
entre razones mediante el uso de naturales no nulos.

Modificando ligeramente lo anterior se obtiene

AB EF

CD _ GH
si y s6lo si
.. p AB p EF
v NYE <« 22 P o 22
(g €N <G, < ar

Los numeros positivos (racionales o no) cp Y an son iguales si y
sblo si todo racional menor que el uno es también menor que el otro; y
reciprocamente.! Es una definicién de igualdad entre reales muy astuta,

util y poderosa.
Cuando Richard Dedekind (1831-1916) estaba buscando un método

para construir con todo el rigor posible los nimeros reales, se encontro,
para sorpresa de todos, con que el retomar las ideas de Eudoxio y darles
un ropaje ligeramente diferente, era todo lo que se necesitaba. El trabajo
de Dedekind (basado en el de Eudoxio) es esencialmente lo que vamos a
presentar a continuacién. Es la construccién de los reales mas acorde con
la teoria de conjuntos que hemos desarrollado y no necesita conocimientos
sobre convergencia de sucesiones; presenta cada real como cierto conjunto
de racionales, sin necesidad de pasar a clases de equivalencia.

Regresemos a la definicion de igualdad entre ntimeros reales positivos
dada por Eudoxio:

r=1y si sélosi (Vp,qEN*)(E<x<—>£<y).
q q

para hacerla extensiva a todos los reales, basta tomar racionales cualesquie-
ra:
x=y si sélosi (VreQ)(r<z—r<y)

Lo AB EF . e . .
Si no fuesen rehRlel i iguales, existiria entre ellos un racional, el cual no cumpliria

con la equivalencia de la definicién
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En otros términos:
x=y si sélosi {reQlr<y}l={reQ|r <z},

lo cual significa que un numero queda perfectamente determinado por el
conjunto de todos los racionales que le preceden estrictamente.

;Por qué no tomar entonces como definicién de niimero real al conjunto
mismo de los racionales que le preceden estrictamente?

Eso fué precisamente lo que hizo Dedekind.

Analicemos un poco mas la naturaleza de los conjuntos que definen
nimeros reales; sea C = {r € Q| r < z}.

(i) El conjunto C no es vacio, pues siempre existen racionales menores
que cualquier real dado; tampoco C es todo Q, ya que también existen
racionales mayores que el real x.

(ii) Sir e Cy s es un racional menor que r, entonces s € C.

(iii) No existe un racional en C' que sea el maximo de C' ya que si 7 es
cualquiera en C, por ser r < x se puede hallar siempre un racional s
entre r y x, o sea r < s < x, no siendo r el maximo.

Si pudiésemos dibujar este conjunto de racionales sobre una recta apareceria
mas o menos en la forma siguiente:

Nuestro dibujo no puede ser exacto porque sabemos que los puntos de una
recta estdn en correspondencia biunivoca precisamente con el conjunto de
los niimeros reales y no con el de los racionales.

Al mirar el grafico, no solamente vemos C' (los menores que x) sino
también el conjunto D de los mayores que x
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Por este motivo, muchos autores prefieren decir que el ntimero real x se
define mediante una pareja (C, D) de conjuntos de racionales, y llaman a
la pareja una cortadura. Sin embargo, siguiendo la ideas expuestas antes,
continuaremos considerando como una cortadura al solo conjunto C' de la
izquierda.

Una caracteristica esencial de los ntimeros reales es su completez, la
cual de modo burdo significa que si colocamos los reales sobre una recta
(mediante la introduccién en ésta de un sistema coordenado), los reales
copan todos los puntos de la recta, de manera que si por algin proce-
dimiento cortdsemos la recta por cualquier punto, en dicho punto siempre
se deberia encontrar un ntumero real. Todos los racionales que se hallan
estrictamente a la izquierda del corte, vienen a constituir lo que hemos
llamado una cortadura. El real se halla “pegado” a los racionales de la
cortadura, o sea que entre él y los racionales de la cortadura no existe
ningun otro real. En consecuencia, como lo deciamos antes, el real se halla
determinado univocamente por los racionales menores que él, es decir, por
la cortadura; todo lo que haremos en la construccion que sigue es identificar
al real con la cortadura que determina.

Procedamos formalmente:

DEFINICION 3. Unacortadura es un conjunto C de niumeros racionales
tal que :

i) C contiene al menos un racional, pero no contiene a todos los raciona-
les.

i) SireCys<r (s€Q), entonces s C .

iii) No existe en C' un racional que sea el mdzimo de C' .

Nota: En adelante tomaremos como referencial al conjunto Q. Asi en
vez de s € Q — C, escribiremos simplemente s ¢ C'.

PROPOSICION 9. SireC y s ¢ C, entonces r < s.

Demostracion. Si se tuviera s < r, la propiedad ii) implicaria s € C, con-
tradictorio. O

Se pone de presente que todos los racionales que no estan en C' son cotas
superiores de C, lo cual concuerda con nuestra idea intuitiva de que C esta
formado por todos los racionales menores que “algo”. En especial:

TEOREMA 5. Sea r un numero racional cualquiera; el conjunto
C = {s € Qs < r} es una cortadura. Ademds r es la minima de las
cotas superiores de C (r=Sup C).
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Demostracion. Claramente C' cumple i) y ii); la propiedad iii) se obtiene

. ST T ., .
solamente con observar que si s € C, — también es un racional y que

S+r

8 r ’ 3 e 7’ .
s < — < r, de modo que € C' y asi nigun s de C es el maximo.

De otra parte r ¢ C (pues si lo estuviese se tendria la contradiccién
r < r) de modo que r es una cota superior de C' (ver comentario a la
proposicién 9) y es la minima, puesto que si s € Q y s < r, entonces s € C
vy § ya no es cota superior de C' porque en C' no hay maximo elemento. [

A la cortadura acabada de construir la llamaremos una cortadura racional
y la notaremos .

Por comodidad introduciremos primero el orden entre cortaduras y
luego si las operaciones aritméticas.

DEFINICION 4. Sean C1 y Cs cortaduras; escribimos C1 < Cs si y sdlo
si existe un racional v tal que r € Cy yr ¢ Cy .

Aun cuando usamos el mismo simbolo para el orden usual de Q y el
orden entre cortaduras, el contexto en que aparece aclara el sentido con el
cual se estd utilizando y evita las confusiones.

Si C1 < Oy, al existir r en Cy con r ¢ C, necesariamente r es una cota
superior de C1, asi que Vs € Cq, s < r (la desigualdad es estricta porque
r ¢ C1), y por la condicién ii) de la definicién 3, s € Co, o sea que C; C Cy,
siendo estricta la contenencia debido a la existencia de un racional en Cs que
no estd en C7; se deduce que la relacion de orden estricto entre cortaduras
es simplemente la contenencia estricta entre conjuntos, de modo que “<”
realmente es una relacién de orden entre cortaduras. Como de costumbre,
Oy < Oy significard (C7 < Cy)V.(Ch = C3) o sea C7 C Cq. Si 0. < C,
diremos que C es una cortadura positiva; andlogamente C' es negativa si
C < 04,y C es no negativa si 0, < C.

TEOREMA 6. El orden entre cortaduras satisface la tricotomia; en par-
ticular, es un orden total.

Demostracion. Sean C'y E cortaduras; debemos probar que se cumple
exactamente una de las relaciones C = F, C' < E, E < C. Siendo ellas
equivalentes a C = E, C C E, E C C, no es posible que se cumplan
dos simutaneamente, asi que basta demostrar que siempre se cumple al
menos una de tales relaciones; supongamos que C # E; existe entonces en
el conjunto C' un elemento r que no estd en F, caso en el cual £ < C| o
bien existe un racional s en E que no estd en C, casoenel cual C < E. [
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Pasamos ahora a definir la adicién entre cortaduras; la idea central se halla
en que si C' yFE son conjuntos de racionales menores que x y ¥y respectiva-
mente, las sumas r + s con r € C' 'y s € E serdn menores que x + ¥y, de
manera que la coleccion de tales sumas debera ser a su vez una cortadura.

PROPOSICION 10. Sean C; y Cy cortaduras cualesquiera; entonces el
conjunto C' = {r+s|r e CyAse Cq} es también una cortadura.

Demostracion. Se debe probar que C cumple las tres condiciones de la
definicién 3.

i) Como C; y C5 no son vacios, tampoco C' lo es; sean u, v racionales
tales que u ¢ C1 y v ¢ Cy; de la proposicién 9 se deduce

(Vr e C1)(r <u) A (Vs € Co)(s <v),

luego por la monotonia de la adicién en Q, r + s < u—+ v, cualesquiera
sean r en C1 y s en Co, asi que u+v ¢ C.

ii) Sean r+s € C'y u un racional menor que r+s (osear € C1, s € Cy,
u <7 +s). Entonces t = u —r < s, es decir u = r + ¢ con ¢ racional
menor que s y aplicando ii) a Cs se tiene que t € Co, de modo que
u=r+teC.

iii) Sea u € C; entonces u = r+ s, conr € C; y s € Cy; como Cy no
tiene maximo, existe t en C tal que r < ¢, luegou=r+s<s+ty
estando t + s en C, u no es maximo de C.

O]

DEFINICION 5. Si C1 y Cy son cortaduras, a la cortadura C de la
proposicion 10 la llamaremos la SUMA de Cy y Cy y la notaremos C1 + Cs,
es decir,

C1+C'2:{T+S‘7’601/\S€CQ}

(Estamos usando el signo + para la adicién entre racionales y para la adicién
entre cortaduras pero no creemos que se presenten confusiones por ello).

PROPOSICION 11. La adicién entre cortaduras es asociativa Yy conmu-
tativa.

Demostracion. La dejamos al lector ya que no es sino aplicar las corres-
pondientes propiedades de la adicién de racionales. O

PROPOSICION 12. La cortadura racional 04 es el modulo de la adicion
de cortaduras.
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Demostracion. Se debe probar que para cualquier cortadura C, los conjun-
tos C' 4 04 y C son iguales para lo cual es suficiente ver que cada uno es
subconjunto del otro.

a) Sear € C+0,, conr=s+t, estando s € C y t € 04, es decir con
t < 0; al sumar s a los dos miembros de esta desigualdad se obtiene
r=s+t < sy por ii) se concluye que r pertenece a C.

b) Sea r € C; como C no tiene maximo, existe u en C tal que r < u, asi
que 7 — u < 05 se concluye que r = u + (r — u) pertenece a C + 0.

O]

La demostracion de que toda cortadura tiene inversa aditiva, es un poco
elaborada ya que si C es una cortadura, el conjunto {—r | » € C'} no es
una cortadura.

Necesitamos del siguiente lema:

LEMA 1. Sea C una cortadura y sea r un racional positivo. Entonces
existen racionales p,q con p € C, g ¢ C, q # SupC , y tales que r = p —q.

-~ 7 —>
\
Y

| |
[
c p g

Como lo muestra la figura, intuitivamente significa que cualquier distancia

racional r > 0 se puede dar entre un racional de C' y otro que no pertenece
a C.

Demostracion. Tomemos un racional cualquiera s en C'y sumémosle multi-
plosder: s, s+r, s+2r,---;llamemos s, al racional s+nr, n=20,1,2,---
Siendo C acotada, existen naturales n tales que s+nr ¢ C (ya que Q cumple
la propiedad arquimediana); como s 4+ 0 € C, tales naturales deberan ser
mayores que cero, de modo que al minimo de ellos (existe por ser N bien
ordenado) le podemos notar por m + 1 con m en N. Esto significa que

sm€C y smp1¢C

Si spmr1 # SupC, el lema quedaria probado con solo tomar ¢ = Sy4+1 ¥
D = Sm, puesto que ¢ —p = (s+(m+1)r) — (s+mr) =r. Si spyq1 = Sup C,
T

se tendria s,, + 5= Sm41 — g eCy Smy1+ % ¢ C, de modo que haciendo

r r
q = Sm+1 + R P = Sm + 3 también se obtiene ¢ — p = r, quedando

demostrado. O
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PROPOSICION 13. Para toda cortadura C existe una cortadura E tal
que C+ E =0, .

La busqueda (informal) de la cortadura E puede hacerse de la siguiente
manera: Si existiese SupC' = z, se tendria C = {r € Q | r < x}

C

Siendo C' algo asi como una “cola a la izquierda”, el grafico sugiere que
FE debe estar constituida por todos los racionales menores que —x.

. 3

E

O sea que E estara formado por todos los racionales ¢ menores que —r,
para todo r en C', que sean distintos de —x. Pero

{teQ|(VreC)t<—r)}={tecQ|(VreC)(r<—t)},

de modo que E seré el conjunto de los ¢ de QQ tales que —t sea cota superior
de C, pero que no sea la minima (puesto que t # —x «—— —t # x).

Demostraremos que efectivamente el conjunto E acabado de definir es
una cortadura: La condicién i) de la definicién 3 se cumple ya que existen
cotas superiores de C'y no todo racional es cota superior de C. ii) Sit € E
y s es un racional menor que ¢, entonces —t < —s y siendo —t una cota
superior de C, también lo serd —s y ademas —s no sera la minima, asi que
s € E. iii) Sea t cualquiera en E; —t es una cota superior de C' y no es la
minima, de modo que al menos existe otra (notémosla —s) menor, —s < —t

—s+ (—t —s—t
8—1_2() < —t, también i

;- s
y no es la minima (ya que es mayor que —s), luego

y como —s < es una cota superior de C'

t
>t , entonces ¢
no es el maximo de E.
Nos resta comprobar que realmente C' + E = 0,.
a) Sire C+FE,r=s+tcons e CytéeFE, de manera que —t es

una cota superior de C' (y no es la minima), luego s < —t, de donde
s+t <0oseaquer e 0,.
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b) Sea r € 0,; —r > 0 y por el lema 1 existen racionales p € C, q ¢ C,
q# SupCy —r=q—posear=p+(—q) € C+FEyaque —q€F
debido a que —(—q) = ¢ es cota superior de C' (proposicién 9) y no
es la minima.

La cortadura F inversa aditiva de C' es tinica ya que si £ también lo fuese,
se tendria

~

E=E+0,=E+(C+E)=(E+C)+E=0,+E=E.

En adelante la notaremos por —C.

Resumiendo:

TEOREMA 7. El conjunto de todas las cortaduras posee estructura de
grupo conmutativo con respecto a la adicion (dada en la definicién 5).

PROPOSICION 14. La adicién de cortaduras posee la propiedad de mo-
notonia (con respecto al orden dado en la definicién 4).

Demostracion. Sean Cy y Cy cortaduras tales que C < Cs. Esto equivale
a (1 C (5, de donde

{r+s|reCinseC}C{r+s|reCynseC}.
cualquiera sea la cortadura C, es decir C14+C < Cy+C; la desigualdad debe

ser estricta porque si C7 + C' = Cy + C, al sumar —C' a los dos miembros
se obtedria la contradicciéon C; = Cs. ]

COROLARIO 1. §i C < 0y, entonces —C > 0 .

Demostracion. Si fuese —C' < 0, entonces —C + C' < 0, + C y por con-
siguiente 0, < C. O

PROPOSICION 15. Dadas dos cortaduras cualesquiera C1, Csy, siempre
existe una unica cortadura X tal que C1 + X = Cj.

A esta unica X la notaremos por Cy — (. Se concluye que la resta es una
operacion siempre definida entre cortaduras.

Demostracion. La existencia se prueba tomando X = Cy + (=C4) y la
unicidad utilizando la cancelativa de la adicién. O
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A continuaciéon vamos a introducir la multiplicacién entre cortaduras, de
cuyas propiedades dejaremos algunas demostraciones al lector para trans-
formarlo de simple espectador en verdadero actor.

Si C1 y Cy son cortaduras, el conjunto {rs | r € C1 A's € Ca} no es
una cortadura; por ejemplo si C7 y C5 son cortaduras racionales negativas,
el conjunto anterior es de niimeros positivos, es una “cola a la derecha”, la
cual no es una cortadura.

,Como definir entonces el producto? Hay necesidad de hacerlo por
partes.

Primero consideremos el caso en que C'1 > 0, y Cy > 0.

C

)
)
Cy 0 s Y

Si Cy y Cy fuesen cortaduras racionales C1 = z, y Cy = yx, el producto
C - Cy deberia ser (zy)., es decir tendria que ser el conjunto de todos los
racionales menores que xy.

| ] 0\
| | U

0 rs Ty

Dicho conjunto se puede obtener tomando el conjunto de los racionales
negativos y uniéndole todos los productos rs que se pueden formar tomando
r>0,s>0,reCyysedCs.

Esto mismo puede hacerse para el caso general:
PROPOSICION 16. Sean C1, Cs cortaduras no negativas; el conjunto
C=0,U{rs|reCiAnr>0Nse€CaNs>0}
es una cortadura.

Demostracion. Si Ch7 = 0, 6 Cy = 0, claramente C; - C5 = 04 es una
cortadura. Supongamos entonces que C7 y Cy son positivas.
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i) Evidentemente C no es vacio y tampoco es todo Q ya que el producto
de una cota superior de C7 por otra de Cs no estd en C.

ii) Sean u € Cyv < wu, v € Q. Siu<0, entonces v € 0, y en conse-
cuencia v € C.

Siu >0, existen r € C1, s € Cy con 1,5 > 0 tales que u = rs; sea

voou
t=—-<—-—=s;t€Cyyasit v=rteC.
roor

iii) Como los elementos de 0, no pueden ser maximos de C, sea rs € C
conren Cyyr, s> 0;no existiendo maximos en Cy ni en Cs, existiran
pen Cp, gen Co, p> 1y q > s; entonces pg > rs > 0y estando pq
en C, C no tendrd maximo.

O]

DEFINICION 6. Si Ci1 > 0, y Cy > 04, la cortadura construida en la
proposicion 16 se llama el producto de las cortaduras C1 y Ca, es decir,

Cl'CQZO*U{TS|T€Cl/\S€CQATZO/\SZO}.
Nota. De la misma definicién C7; > 0, A Cy > 0, — Cy - Cy > 0.

DEFINICION 7. Con toda cortadura C asociamos una cortadura C|
llamada el valor absoluto de C, en la forma siguiente:

Evidentemente |C| > 0, (ver corolario de la proposicién 14 ) y |C| =0siy
solo si C' = 0,.

La definiciéon de multiplicacién se da entonces usando la de los valores
absolutos y teniendo en cuenta las leyes de los signos.

DEFINICION 8. Sean C, FE cortaduras cualesquiera; definimos C - E
como

a) C-EsiC>0,yE>0,.

b) —=(|C|-E) si C <0,y E>0,.
c) —(C-|E|) siC >0,y E<O0,.
d) (|C]-1E|) siC <0,y E <0, .

Notese que los productos estan bien definidos y que dentro del parén-
tesis siempre aparece la multiplicacién previamente definida de cortaduras
no negativas.
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LEMA 2. Clalquiera sea la cortadura C, C -0, = 0y .

Demostracion. Como es realmente sencillo que 04 - 0, = 04, supongamos
C' > 0,; entonces

C-0,=0,U{rs|reCAsc0.AT>0As>0}

Pero el segundo conjunto de la unién es vacio por ser falso s € 0, A s > 0,
luego C - 0, = 0, U D = 0,.
SiC <04 C-0,=—(]C|-0s) = —(0,) = 0,. O

LEMA 3. SiC >0, y F > 0,, entonces C - E > 0, .

Demostracion. Es trivial ya que de la definicién 6 se deduce que C'- E D 0,
y la contenencia es estricta debido a que 0 ¢ 0, y 0 € C - E. O

LEMA 4. El conjunto de las cortaduras positivas es cerrado tanto para la
adicion como para la multiplicacion de cortaduras.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la monotonia de la adi-
cién y del lema 3. O

LEMA 5. Si B >0, y F > 04, entonces
E4+F=0.U{e+flecENfEFANe>0,Nf>0,}=0,UP.

Esto significa que la suma de cortaduras positivas se puede obtener de
manera analoga a como se efectiia el producto de cortaduras positivas.

Demostracion. Trivialmente £+ F O Py como 0, C F y 0 € F, también
E+ F D {r+0|re€0,} =0, de manera que F + F 2 0, U P.

Reciprocamente, sea r € E+ F; si r < 0 entonces r € 0, U{0} C 0, UP.
Supéngase r > 0;r = u+v >0conuen FywvenF;siuv >0, se
tendd u + v en P evidentemente; si 4 < 0 y v > 0, sumando v a la primera
desigualdad, 0 < u+v < v de modo que u+v € F (propiedad ii) ) y como
0€ Esetendrau+v =0+ (u+v)con0€ E, (ut+v) € F,0>0,ut+v >0,
es decir, u + v € P. Analogamente se procede siu >0y v < 0. O

TEOREMA 8. Sean C, E, F cortaduras cualesquiera; se tiene que:
a) C-E=FE-C (conmutatividad).
b) (C-E)-F=C-(E-F) (asociatividad).
c) C-(E+F)=C-E+C-F (distributividad).
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Demostracion. Si cualquiera de las cortaduras es 0., las tres propiedades
se obtienen inmediatamente del lema 2 y la propiedad modulativa de la
adicién de cortaduras.

Es suficiente demostrar el teorema para el caso en el cual las tres cor-
taduras son positivas, ya que de éste y lo dicho se deducen inmediatamente
los casos en los cuales algunas son negativas por la forma en que se dié la
definicién 8.

Dejamos que el lector pruebe las dos primeras propiedades y haremos
la demostracion de la tercera por ser un poco mas elaborada.

Como suponemos C, E, F > 0,, por el lema 4 se tiene que C - E,
C-F,C-E+C-F,E+F,C-(FE+F) son todas cortaduras positivas,
asi que C-(EF+F)D0,yC-E+C-F DO0,, de manera que para probar
la igualdad de los conjuntos C - (F + F) y C - E + C - F basta probar
que contienen los mismos racionales no negativos; para hacerlo podemos
suponer que siempre (tanto en E + F como en C' - E + C - F) se esta
trabajando con racionales positivos a causa del lema 5.

En efecto:

a) Situe C-(E+F),u>0,entonces u =rsconr >0,s>0,redC,
s € E+ F. Segun el lema 5, existen racionales no negativos e en F
y f en F tales que s = e+ f, luego u = r(e+ f) = re + rf y siendo
re>0yrf>0,uestardenC-E+C-FE

b) Reciprocamente, siu € C'- E+ C - F, u > 0, por el lema 5 existirdn
racionales no negativos p en C - E y g en C - F tales que u = p + q.
Perop=r-eyq=s-fconre,s, f nonegativosy r,s € C, e € E,
feEF. Asi u=re+sf.

Sir=s,u=r(s+f) esun no negativo de C-(E+F). Sir # s, supongamos
T

por ejemplo 7 < s; siendo s > 0, existe el cociente — y es menor que 1, luego
s

r r , ) r
—-e<ey —-eestard en E y en consecuencia u = s(— - e + f) pertenece a
S S S

C - (E+ F), quedando demostrado. O

COROLARIO 2. 5i C y E son cortaduras cualesquiera

(-C)E = —(CE)
(-C)(—FE)=CFE
Demostracion. La dejamos como ejercicio para el lector; para lograrla es

mas facil hacer uso de las propiedades ya establecidas (en especial de la
distributividad) que trabajar directamente con cortaduras. ]



196 CAPITULO 5. CONSTRUCCION DE LOS SISTEMAS NUMERICOS

PROPOSICION 17. C-E =0, si y sélo siC =0,V E = 0,.

Demostracion. Del lema 2 se sigue que C' = 0, 6 £ = 0, implica que C-E =
0.. Reciprocamente, supongamos C'E = 0,; veamos que si C' # 0,, entonces
E =0,. Sea C > 0,; si E > 0y, por el lema 3 CE > 0, (contradiccién).

Si E < 04, por el Corolario 1 de la proposicién 14 se tendria —F > 0,,
luego C'(—FE) > 0, y por el Corolario 1 del teorema 8, —(C'E) > 0., o sea
CFE < 04, lo cual es contradictorio también, de manera que se deberd tener
E =0..

Anélogamente se procede con C < 0. O

PROPOSICION 18. La multiplicacion de cortaduras es modulativa con
1. como mddulo.

Demostracion. Dejamos al lector que pruebe C - 1, = C cuando C > 0,.
Cuando C' = 0, el lema 2 establece el resultado; si C' < 0,, C = —|C| y
C-1. = ~(IC] - 1) = —(C]) = C. 0

PROPOSICION 19. Si E< F y 0. < C, entonces C-E <C-F .

Demostracion. La dejamos al lector pero le ayudamos: Se debe tener en
cuenta que £ < F «— 0, < F — E y usar el lema 4 junto con la distribu-
tividad y su corolario. O

TEOREMA 9. Si C # 0., entonces existe una unica cortadura E tal que
C-FE=1,.

1
Se acostumbra designar a esta tinica E por C~! o por —.

C

Demostracion. Es suficiente demostrar el teorema cuando C' > 0, puesto
que si C < 04, la definicién 8 implica que C~! = —(|C|™1).

Supongamos en adelante C' > 0,; a semejanza del caso del inverso adi-
tivo, definimos

E=0,u{0}U{tcq)| t>0/\(Vr€C’)(r<%)} ,

es decir, E es el conjunto de los racionales no positivos unido con aquellos ¢
positivos tales que t ! es cota superior de C. Se pide al lector que trabaje un

poco (el autor ya lo ha hecho bastante) y pruebe que a) E' es una cortadura
yb) C-E=1,.

La demostracion de la unicidad del inverso multiplicativo es idéntica a
la realizada para el inverso aditivo. O
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Con el desarrollo que hemos efectuado se ha puesto de presente que el con-
junto de las cortaduras con la adicién, la multiplicacién y el orden definidos,
posee estructura de campo ordenado. Vamos a demostrar que las cortaduras
poseen un subconjunto isomorfo con el también campo ordenado de los
racionales, con lo cual el conjunto de las cortaduras se convierte en un
excelente candidato para constituirse en el campo de los niumeros reales.

LEMA 6. Sip € Q, entonces —(ps) = (—p)« -

Demostracion. —(ps) = {t € Q| — t es cota superior de p, y —t # Supp}

={teQ|—t>pA—t#p=Supp.}
={teQ|—-t>p}
={teQlt < (-p)} = (-p)-

O
COROLARIO 3. |p| = |p|«
Demostracion. Sip > 0y, entonces p, > 0, trivialmente de modo que |p,| =
Px = |«
Sip <0, [p| =—(ps) = (=p)s = [Pl O

PROPOSICION 20. EI conjunto de las cortaduras racionales posee las
propiedades siguientes:

a) pe+qx = (P+q)s .

b) i g =(p- )« -
(Las operaciones de la izquierda son entre cortaduras y las de la
derecha entre nimeros racionales).

C) px < qx st Yy solo sip<q.
Demostracion.

a) Si T € py«+ g, entonces r = s+t con s € p, y t € ¢y, es decir, con
s<pyt<qluego s+t < p+qy en consecuenciar = s+t € (p+q)s.

Sea ahora r € (p+ q)«; ¥ <p+ q; sea h = p+ q—r; h es un racional
h
positivo de modoque s=p— - <pyt=qg— = <gq,luego s € p, y

2 2
teEqeyr=s-+1t€pe+ .
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b)

Supongamos que p > 0y ¢ > 0; en este caso px > 0., g« > 04, pg >0
v P«q« > 04, de modo que segin lo dicho en la demostracién del
teorema 8, basta considerar los elementos positivos. Si r € p, - g4 ¥
(r>0),r=stcons>0t>0ys<p, t<gq,luego st < pqy
r = st € (pq)«. Reciprocamente si r > 0y r € (pq)., entonces r < pq

o sea pqg —r > 0 y en consecuencia b4 > 0 y segun el ejercicio

- T
> e > 0; de
q

6 de la seccién 2, existe algtin racional € tal que ba
donde

(p—e)g—e)=pg—clp+q) +e>>pg—elp+q)>r

Como (p —€)(q — €) € p«qx, también 7 € p,q,.
Sip=0V qg=0, el lema 2 implica p.q. = (pq)«. Sip <0 A q > 0,

P« = —(Ip+lg+) = =(Iplg)+ = (=(IPlg))+ = (=Ipl - @)« = (PQ)~,

en donde la primera igualdad se cumple por la definicién del producto
de cortaduras, la segunda por el corolario del lema 6, la tercera por
haberse demostrado para racionales positivos, la cuarta por el lema
6 y las dos tdltimas trivialmente.

Anélogamente se prueba en los demds casos.

Aun cuando se puede probar en forma directa, lo vamos ha hacer
usando las propiedades vistas.

Cuando r € Q y r > 0, trivialmente r, D 04 6 sea r, > 0,. pero
p < q < q—p>0implica (¢ + (—p))« > 0, y por a), esta ultima de-

sigualdad equivale a .+ (—p). > 0. y por el lema 6 ésta es equivalente
a g« + [—(p«)] > 04 <> g« > pyx por la monotonia de la adicién.
O

TEOREMA 10. Las cortaduras racionales constituyen un campo ordena-
do isomorfo a Q.

Demostracion. Es un corolario inmediato de la proposicién anterior. O

TEOREMA 11. Entre dos cortaduras cualesquiera siempre existe una
cortadura racional.
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Demostracion. Sean C' < E cortaduras cualesquiera; existe entonces (def.
4) un racional p en E que no estd en C. No existiendo méximo en E, sea r
un racional de F tal que r > p.

Como r ¢ r, y r € E, entonces r, < E.

Puesto que p < r, p € r, y no estando p en C, se sigue C' < r, quedando
demostrado el teorema. O

TEOREMA 12. Sea C' una cortadura cualquiera; entonces se verifica que
reC si ysolosir, <C .

En otras palabras, C ={r e Q| r. < C}

Demostracion. Sea r € C; como r ¢ r,, entonces r, < C. Reciprocamente,
si r, < C, existe un racional s € C tal que s ¢ r, 0 sea s > r; como s € C,
la propiedad ii) de las cortaduras implica que r € C. O

Como ya lo habiamos anunciado antes,

DEFINICION 9. En adelante a toda cortadura le llamaremos un niimero
real.

En consecuencia el campo ordenado de las cortaduras se denominara el
campo ordenado de los niimeros reales y de acuerdo con el teorema 10, a las
cortaduras racionales las identificaremos con los niimeros racionales y en lo
que sigue las llamaremos simplemente niimeros racionales. Al conjunto de
los reales lo simbolizaremos por R.

El Teorema 11 se traduce entonces como “entre dos reales cualquiera
siempre existe un racional” y el teorema 12 viene a ser “ Un nimero real
es el conjunto de los racionales que le preceden”.

Con esto hemos finalizado la construccion de R; sin embargo, vamos a
demostrar un par de resultados mas, pertenecientes ya al analisis matema-
tico, con el tinico objeto de hacer ver que el campo de los reales acabado de
construir es el mismo que se supone conociamos de antemano, para lo cual
es suficiente probar el llamado axioma de completez, a saber, que “Todo
subconjunto de R no vacio y acotado superiormente posee Sup en R”. Lo
haremos a través de un interesante resultado el cual pone de presente que
si con los nimeros reales construyésemos cortaduras como lo hicimos con
los racionales, nuevamente obtendriamos R (mds exactamente, un campo
ordenado isomorfo a R); este mismo resultado hace ver que si colocamos
los reales sobre una recta y por algin procedimiento la cortamos, el corte
siempre se realiza por un numero real, de modo que todo punto de la recta
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corresponde a algun real.

A Punto de corte

p——
N ——

B

TEOREMA 13. Sean A y B subconjuntos no vacios y disyuntos de R
tales que

1. AUB=R

2. Todo elemento de A es estrictamente menor que todo elemento de B;
entonces, existe un unico real z tal que x < z para todo x en A y
z <y para todo y en B .

Demostracion. Primero veamos lo concerniente a la existencia.

Sea C el conjunto de todos los racionales que pertenecen a las cortaduras
de A, es decir, C es la reunién de las cortaduras (ntimeros reales) de A :

C={reQ|3BEcA(rek)}
Veamos que C también es una cortadura.

i) No siendo A vacio, existen cortaduras £ en A y como E C C, C
no es vacio. Tampoco B es vacio y si F' € By r ¢ F, entonces
(VE € A)(r ¢ E) puesto que E < F (osea E C F).

ii) Sire Cys<r,comor pertenece a algin F de A y E es cortadura,
s € E y en consecuencia s € C.

iii) Andlogamente, si r € C, r € E para algin E de A, asi que existe s
en E tal que r < s, luego s € C'y C no posee maximo.

Se concluye que C es un real y que VE € A, E C C, es decir, £ < C.
probemos por contradicciéon que C' < F para todo F en Bj; si existiese
algin F en B tal que F' < C, existirfa algin otro racional r € C'y r ¢ F,
pero r € C implicaria r € E para algin E de A y esto significaria F' < F,
contrario a la parte ii) de la hip6tesis.

Ahora demostraremos la unicidad: si existiesen dos reales C7 y Cs que
cumplieran con las condiciones del teorema y por ejemplo C; < Cf, existiria
un tercer real C3 tal que C; < C3 < Cy (por el teorema 11). Pero C3 < Cs
implicaria C3 € A, mientras que C; < (3, implicaria C3 € B, contrario a
la hipdtesis AN B = (). O
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COROLARIO 4. Bajo las hipdtesis del teorema 13, A contiene un md-
ximo numero real 6 B contiene un minimo.

Demostracion. Sea C' la cortadura construida en la prueba del teorema 13;
si C € A, C es el mdximo de A; si C € B, C es el minimo de B. O

Finalmente obtengamos la completitud de R:

TEOREMA 14. Todo subconjunto de R no vacio y acotado superiormen-
te posee Sup en R.

Demostracion. Sea X un subconjunto no vacio de reales acotado superior-
mente; definimos los dos conjuntos siguientes:

A={yeR|(EFreX)y<z)} v B=R-A

Claramente ningin miembro de A es cota superior de X y todos los ele-
mentos de B son cotas superiores de X.

Mostraremos que A y B cumplen con las condiciones exigidas en la
hipdtesis del teorema 13: no siendo X vacio, tampoco lo es A; B no es
vacio por ser X acotado superiormente; de la definicién de A y B, éstos
son disyuntos y ademds AUB =R. siy € Ay u € B, entonces de una
parte existe z en X tal que x < y y de otra u es cota superior de X, luego
x < uyseconcluye y < x < u o sea y < u, siendo todo elemento de A
menor que todo de B. Por el corolario del teorema 13, existe un ntmero

real z tal que z es el maximo de A o z es el minimo de B, de manera que es
suficiente probar que la primera alternativa no puede ocurrir: Si z estuviese
en A, existiria x en X tal que z < z y por el teorema 11 también existiria
v real tal que z < v < x; entonces v estarfa en A y z no serfa maximo de
A, quedando demostrado el teorema ya que la alternativa z € B significa
que z es la minima cota superior de X. O

Puede hacerse una demostracién directa del axioma de completez de R (en
vez de la anterior):

Sea A un conjunto no vacio de reales acotado superiormente; asi A es un
conjunto de cortaduras. Sea 8 = J,c 4 . veamos que 3 es una cortadura
(es decir, un real).

(i) B # Q porque A es acotado (existe r € Q, r > «, Va € A, luego

r ¢ p).
(ii) B # () obviamente.
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(iii) Sire fy s<r, s € Q, entonces existe o € A tal que r € a y como
« es cortadura, s € a y con mayor razéon s € 3.

(iv) B no tiene méaximo: si lo tuviese y fuese r, entonces r € « para algin
a € Ay a tendria maximo y no seria cortadura.

(v) B es el supremo de A ya que como o C 3 para todo a € A, entonces
a < (3, para todo a € A. Si v es otra cota superior de A, o C ~y para
todo o € A, luego J,c 4 @ € v y por lo tanto 5 < 7.

Para el lector es conveniente saber que también existen otras formas de
construir los ndmeros reales a partir de @@, como lo son mediante “encajes
de intervalos” de racionales y por medio de “sucesiones de Cauchy” de
racionales. Si estd interesado en ellas y desea compararlas con la construc-
ci6én por cortaduras, puede consultar por ejemplo [11].

Ejercicios ‘

1. Realice las demostraciones dejadas para ser efectuadas por el lector.

2. jPor qué la construccién dada para la cortadura inversa multiplicativa
no produce una cortadura cuando el nimero es cero?

3. Usando el teorema 14, demuestre que en R si posee solucion la
ecuacién 2 — 2 = 0.

4. Pruebe que todo subconjunto de R no vacio y acotado inferiormente
posee Infen R.

5. Demuestre que dado cualquier real, siempre existe un real estricta-
mente mayor y otro estrictamente menor.

6. Pruebe que N no es un subconjunto superiormente acotado de R.

7. Demuestre que R satisface la propiedad arquimediana: dados =, y en
R y z > 0, existe un natural n tal que nx > y.

8. Revise su concepto de sucesién (ver ejercicio 4, seccién 3, cap IV); una
sucesién como a, ar, ar?, ar®, --- ,ar™,--- en la cual cada término
se obtiene multiplicando al anterior por una constante r, se llama una

progresion geométrica. Demuestre por induccién que
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1 — pntl
— 2 3 n _
= —al — .
(a) S, =a+ ar+ar +ar’+---+ar a( 1 )
- T

(b) Admitiendo que cuando |r| < 1 se tiene que lim, o r™ = 0,
pruebe que si |r| < 1, entonces
a .
=lim, oSy, =a+ar+ar’+---= Zzozoark.

1—r
(a) Usando el ejercicio anterior, demuestre que si el desarrollo deci-
mal de un ntimero real es periddico,
a=mn-biby- bpa1as - ama1as - am -,
entonces a es un racional, hallando su valor p/q con p y g enteros.
(b) Aplique el resultado obtenido para transformar en fraccionarios
los reales siguientes:
i. 0.999-..
ii. 0.12353535- - -
iii. 0.002999- - -
iv. 0.003000- - -
v. 0.123454545 - - -

10. Demuestre que todo decimal periédico no nulo con periodo cero, tiene

11.

también un desarrollo decimal (unico) periédico con periodo nueve.
(Ayuda: analice los ejercicios iii. y iv. anteriores).

Si en vez del sistema decimal usamos el binario, todo numero real
entre cero y uno se puede escribir en la forma

ap -2 fay-2%4az-273 +---

la cual se acostumbra a escribir 0.ajazas - - -, en donde para todo k |,
@) €S Cero 0 uno.

(a) Exprese en esta forma los reales 1/2, 1/4, 1/10, 1, 0.
(b) Exprese como quebrado (en base 10) cada uno de los siguientes
reales dados en el sistema binario:
i. 0.1111---
ii. 0.101111---
iii. 0.10101111---
iv. 0.11000- - -
v. 0.101111 ...
(c) Pruebe que todo real del intervalo |0, 1] que posea un desarrollo
binario periédico con periodo cero, también posee un desarrollo
binario (unico) periédico con periodo uno.
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5.4 LOS NUMEROS COMPLEJOS.

Los complejos hicieron su aparicién dentro de las matematicas debido a la
necesidad de poseer un campo numérico en el cual ecuaciones tan simples
como 22 +1=07y 224+ 2 + 1 = 0 tuviesen solucién.

En un principio fueron manipulados por los matemaéticos con suma. des-
confianza, por pura necesidad y por no creer que “existiesen verdadera-
mente”; de ahi el nombre de “parte imaginaria” que ain subsiste hoy en
dia.

Con el tiempo el conjunto de los nimeros complejos vino a ser mas o
menos

C={a+bi|abeR} |,
donde el “+” era el simbolo de una suma formal e representaba una de
las soluciones de 22 = —1; se les manejaba formalmente segin las reglas
)
usuales de la aritmética y muchas veces dicho manejo solo se hacia como
puente entre resultados concernientes a nimeros reales.

1534
1

Los prejuicios que se tenian se quedaron sin fundamento cuando en 1833
el matemaético irlandés Sir William R. Hamilton los logré construir a partir
de los nimeros reales, como parejas ordenadas de éstos, dotados de adicién
y multiplicacién definidas convenientemente.

Es en esencia el desarrollo que vamos a bosquejar solamente, debido a lo
conocido del tratamiento y a la abundante y asequible literatura que existe
sobre el tema; se encuentra en casi cualquier texto de algebra elemental o
de variable compleja.

La idea central estd en que dos complejos a + bi y ¢ + di son iguales
si y solamente si a = ¢ y b = d, lo cual equivale a la igualdad entre las
parejas ordenadas (a,b) y (c¢,d). En consecuencia, un complejo debe ser
simplemente una pareja ordenada de niimeros reales, es decir

C=RxR={(a,b) |a,beR}
La adicién y la multiplicacién se definen en la forma:
(aab) + (Cvd) = (a+cab+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)
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El por qué de tales definiciones se halla facilmente si se piensa en que la
primera componente es la parte real y la segunda es la parte imaginaria del
complejo.

([a4+bi]+[c+dil=[a+c]+[b+di y
[a + bi][c + di] = ac + bd(i)* + adi + dci
= [ac — bd] + [ad + bc]i.

Es cuestién de rutina demostrar sus propiedades fundamentales:

TEOREMA 15. La adicion en C es conmutativa, asociativa, modulativa
e invertiva. La multiplicacion en C — {0} es asociativa, modulativa e in-
vertiva. Ademds la multiplicacion es distributiva con respecto a la adicion

Como ayuda para el lector que quiera probarlo por si mismo: el médulo
de la adicién es (0,0), el inverso aditivo de (a,b) es (—a, —b), el médulo de
la multiplicacién es (1,0) y si (a,b) # (0,0), su inverso multiplicativo es
(a/[a® 4+ b?], —b/[a® + b?]), el cual también puede hallarse como solucién de
(a'a b) ’ (x,y) = (170)'

Cuando tomamos un sistema de coordenadas cartesianas en el plano,
generalmente identificamos al eje de las equis con los niimeros reales:

Puede verse que esta identificacién es en realidad un isgmorﬁsmo de R sobre
los complejos con la segunda coordenada nula: Sea R = {(a,0) | a € R}
y sea f : R — C dada por f(a) = (a,0); con sélo efectuar sencillas
operaciones se comprueba que

fla)+ f(b) = (a,0) + (b,0) = (a +b,0) = fla+b) y

fla)- f(b) = (a,0) - (b,0) = (a-b,0) = f(a-D) .

Asi C posee un subconjunto ]@, que es un campo isomorfo con R ; podemos
identificarlo con R y en vez de (a,0) escribir simplemente a.
PROPOSICION 21. (a,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1).

Demostracion. Efectuar las operaciones indicadas. ]
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Ademas, (0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1 (recuérdese la identificacién hecha),
es decir que el cuadrado de (0,1) es —1, razén por la cual notaremos po 4
al complejo (0,1). Con esta convencién, la proposicion 21 se transforma en

(a,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1)
=a+bi,

llegandose a la forma usual.

Los complejos construidos de esta manera pueden verse como puntos
en un plano provisto de un sistema cartesiano de coordenadas o también
como vectores que van del origen a los puntos del plano.

1Y) S (a,;b) =a+ib p b (a,b)
i a+ib P
’ a i
a A T a

La suma de los complejos previamente definida coincide entonces con la
suma de vectores del plano e inclusive el producto puede interpretarse
graficamente cuando los complejos se ven como vectores determinados por
su direccién y su longitud: si 7 es la longitud, » = va? + b2, y « el dngulo
que forma con el semieje positivo de las equis, a = rcosa , b =rsena 'y
a+ bi = r(cosa + isena), a la cual se le llama forma trigonométrica del
complejo; entonces,

r(cos a + isen ) - s(cos B+ isen 3) = rs(cos (a + ) + isen (o + [3))

como puede comprobarse efectuando las operaciones y teniendo en cuenta
la forma de expresar cosenoy seno de la suma de dngulos; graficamente lo
anterior significa que el producto es un vector con longitud igual al producto
de las longitudes de los factores y con dngulo igual a la suma de los dngulos
de los factores.

Combinando la anterior forma de multiplicar complejos con la induccién
matematica, se obtiene el llamado teorema de De Moivre:

[r(cos a+isena)]" = r"[cos (na) + isen (na)]

A un complejo w le llamamos una raiz enésima del complejo z si y sélo si
w" = z . Expresando a z en su forma trigonométrica z = r(cos a + isen a)
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y buscando también a w en su forma trigonométrica w = s(cos ¢ +isen ¢),

. . . o+ 2rk
el teorema de De Moivre nos permite concluir s = r¥/? y p = —

n
es decir que las raices enésimas se obtienen cuando a k se le dan los ene

2k 2k
valores 0,1,2,--- ,n—lenw = rl/”(cos ot omk + isenu).
n n

Aun cuando al conjunto de los complejos se le puede ordenar totalmente
de muchas maneras, ninguna de ellas lo transforma en un campo ordena-
do, o sea que para ninguna relacién de orden total de C se cumplen las
propiedades de monotonia de la adiciéon y de la multiplicaciéon, como se
puede demostrar por contradiccion: Supongamos que existe un orden total
“<” de C tal que

(Vz1,29,w €C)(21 < 20 — 21 +w < 22 + W) (1)
y que
(Vz1,22,w € C)(21 < 22 N0 < w — 21w < 22w) . (2)
Es ficil demostrar que
(VzeC)lz#0— (0<2) V(0 < —2)] (3)
y que
(Vz1,22,w € C)[(21 < 22) A (w < 0) — 20w < z1W] . (4)
Se deduce inmediatamente de (2) y (4) que
(Vz€C)(2# 0 — 22 <0) (5)

En particular,

1=12%0

y por (3) se sigue —1 <0

Pero también de (5) se obtiene que (i) = 0, es decir —1 = 0 (contradic-
cién).
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Ejercicios ‘

1. Demuestre en detalle el teorema 15.

2. Exprese en su forma trigonométrica a los complejos 1 — v/3i, 2 + 24,
4,-2, 4, =5i, —1 + v/3i.

3. Usando el teorema de De Moivre calcule (1 — v/37)8.
4. Halle las cuatro raices cuartas de 1.

5. Resuelva las ecuaciones

(a) 22—-1=0.
(b) 22+1-+3i=0.
(c) 224+i=0.

6. Demuestre que si n € N, (i)™ =", siendo 0 < r < 4 el residuo que se

obtiene al dividir a n por 4.
7. Definiendo para z complejo las potencias en la forma 20 = 1y 271! =
z" - z para todo z, y 27" = — para z # 0y n € N, demuestre que
z
2Ny = AN (2 = M) ¢ (20)" = 2"W" | donde z y w no
pueden ser cero cuando sus exponentes no sean positivos.

8. Halle v/—3 4+ 44 sin usar la férmula dada, sino escribiendo
vV—3+4i=a+bi

y elevando al cuadrado e igualando partes reales y partes imaginarias
respectivas y resolviendo las ecuaciones resultantes.

(a) Demuestre que para la ecuacién de segundo grado
az?+bz+c=0 con a,bceC y a#0

también es valida la férmula usual

. —b+ Vb2 — dac
- 2a

(Se ha suprimido el + porque es innecesario al existir dos raices
cuadradas del complejo b? — 4ac).
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(b) Halle las soluciones de 4z% + 4(1 + 1)z + (3 — 2i) = 0.
9. Demuestre el teorema de De Moivre.

10. Deduzca rigurosamente la férmula para hallar las ene raices enésimas
de un complejo.

K%
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'Capitulo 6

CONJUNTOS INFINITOS Y
CARDINALES

Deseamos poner de presente en este capitulo las primeras ideas sobre el
tamafio de los conjuntos infinitos, usando como medida del tamano pre-
cisamente su nimero de elementos.

6.1 CONJUNTOS INFINITOS

En la seccion 2 del capitulo IV se definié un conjunto finito como aquel
cuyo numero de elementos es un natural y el concepto “infinito” se tomo
como la simple negacién de “finito”, o sea que un conjunto A es infinito si
no existe un natural n tal que A sea equipotente con {0,1,--- ,n — 1}.

En la presente seccién introduciremos una forma de comparar tamanos
de conjuntos y estableceremos dos resultados intuitivamente simples, pero
formalmente dificiles de probar: todo conjunto finito posee estrictamente
menos elementos que N y todo conjunto infinito tiene mayor o igual cantidad
de elementos que N.

Antes vimos que dos conjuntos poseen igual cantidad de elementos cuan-
do son equipotentes, o sea cuando sus elementos se pueden poner en co-
rrespondencia biunivoca; si al tratar de establecer una tal correspondencia
entre A y B sobrasen elementos en B, es decir B poseyera mayor (o igual)
cantidad de elementos que A, solo se obtendria una funcién inyectiva de A
en B. En consecuencia,

211
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DEFINICION 1. Diremos que el conjunto A es dominado por el conjunto
B (0 que B domina a A) para significar que existe una funcion inyectiva
de A en B. En tal caso escribiremos A<B ¢ B> A .

Noétese que “A es dominado por B” es equivalente a “A es equipo-
tente con un subconjunto de B”, puesto que si f : A — B es inyectiva,
al restringir el codominio al recorrido se obtiene f : A — f(A) biyecti-
va de modo que A ~ f(A) C B y reciprocamente si A ~ A"y A’ C B,
existe una biyeccién g : A — A’ y al componerla con la inyeccién canénica
i: A" — B (i(x)=x) se obtiene una inyeccién de A en B.

En particular si A C B, entonces A < B ya que A ~ A.

Es trivial comprobar que si A ~ B, entonces A < BA B < A.

PROPOSICION 1. La relacién de dominacién es reflexiva y transitiva,
es decir A =< A cualquiera sea A y para A, B, C, conjuntos cualesquiera,
(AXBAB=C)— (A=0).

Demostracion. Para cualquier conjunto A su aplicacién idéntica
I4: A — A es biyectiva, en particular inyectiva, de modo que A < A.

Si A< BAB =< (C, A es equipotente con el subconjunto A’ de B y
existe g : B — C inyectiva; su restriccién g : A — g(A’) es una biyeccién,
luego A’ ~ g(A’) C C y siendo A = A’| la transitividad de la equipotencia
permite concluir A ~ g(A") C C, osea A <C. O

PROPOSICION 2.

a) Si A’ ~ ANA =< B, entonces A’ < B,

b) Si A< BAB= B’ entonces A< B’ .
Demostracion. Es inmediata y la dejamos al lector. ]
Supongamos A ~ B y A # B, existe una biyeccién f : A — B y su

inversa f~! : B — A también es una biyeccién; siendo las dos en particular
inyectivas se cumple que A < By B < A.

Esto hace ver que “<” no es antisimétrica: (A <= B)A(B < A)A(A # B).
Sin embargo posee una propiedad sustitutiva:

TEOREMA 1. Teorema de Cantor-Bernstein.

Si A=<B y B=<A, entonces AxDB
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Existen muchas pruebas de este resultado, algunas de las cuales son
muy complicadas. Nos permitimos presentar, con ligeras modificaciones
y algunas explicaciones adicionales, una demostracién realizada por los
matematicos G. Birkhoff y H. MacLane; es elegante, sencilla y facil de
comprender.

Sean f: A — Byg: B — Ainyectivas; podemos suponer sin pérdida de
generalidad que AN B = (' y que ninguna de las dos funciones es sobreyec-
tiva ya que si alguna lo fuese se tendria inmediatamente la equipotencia
deseada.

Queremos construir una funcién biyectiva F' : A — B; la tactica serd
la siguiente: Descompondremos cada uno de los conjuntos A y B en tres
subconjuntos disyuntos dos a dos y hallaremos biyecciones entre tales sub-
conjuntos, las cuales al ser reunidas dardn como resultado (ver el corolario
2 del teorema 10 del capitulo III) la biyeccién deseada.

Puesto que f y g son inyectivas, se obtienen a partir de ellas restricciones
biyectivas al tomar como codominios a los respectivos recorridos, de modo
que f~1: f(A) - Ay g~': g(B) — B son funciones también biyectivas.

Seax € A;six € g(B), entonces g~ *(z) existe y le llamaremos el primer
ancestro de x (el nombre se debe a que g~!(z) genera a x mediante g). Si
g l(z) € f(A4), f~(g7!(x)) existe y serd llamado el segundo ancestro de
z;si f7H (g7 (z)) € g(B), entonces g~ (f (g7 (x))) existe y serd llamado
el tercer ancestro de z; si continuamos el proceso de hallar los ancestros
cuarto, quinto, etc., se presentan tres casos:

1. x tiene un nimero par de ancestros; esto significa que x posee un
ultimo ancestro a en A, el cual no tiene primer ancestro (es decir
a ¢ g(B)). Notemos por A, al subconjunto de A formado por aquellos
elementos de A que poseen un nimero par de ancestros (recuerde el
lector que cero es par).

2. x tiene un nimero impar de ancestros, lo cual significa que = posee un
ultimo ancestro b en B con b ¢ f(A). Notemos por A; al subconjunto
de A formado por tales elementos.

3. x tiene infinitos ancestros. Notemos por Ay, a la coleccién de aquellos
elementos de A que poseen infinitos ancestros.

Los tres subconjunto A,, A7y A son disyuntos dos a dos y su unién
es A.

!Si A y B poseen elementos en comtn, existen A = A x {0} y B’ = B x {1}
equipotentes respectivamente con A y B y disyuntos, los cuales pueden reemplazar a A
y a B (segun la proposicién 2) en el teorema.
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De la misma manera descomponemos B en los subconjuntos B,, Bj
y Boo, disyuntos dos a dos y con unién igual a B.

En el grafico que sigue x; es un elemento de A con ¢ ancestros y yi es
un elemento de B con k ancestros; las flechas estan en el sentido de las
respectivas funciones directas.

A B A B
g
>< T 1}
/ € Y1
9(B) flA) Yo
€3

Si x € A posee infinitos ancestros, evidentemente f(z) también los
posee; si y € Boo, su primer ancestro a = f~!(b) también tiene infinitos
ancestros. Esto prueba que la restriccién (de f) f1 : Aoc — Boo estd bien
definida y es sobreyectiva; es ademas inyectiva por serlo f.

Siz € Ap, su imagen f(x) € B y posee un ancestro mds, es decir
f(x) € By; reciprocamente si y € By, por lo menos tiene un primer ancestro
z, el cual evidentemente estd en A, y es tal que f(z) = y. Se concluye que
f2: Ap — By dada por fa(z) = f(x) es una restriccién biyectiva de f.

Finalmente, si 2 € Az, por lo menos tiene un primer ancestro g~!(z)
en B, el cual obviamente estd en B), de modo que se puede restringir g !
correctamente para obtener g ' : A7 — By, la cual es inyectiva por serlo
g~y es ademés sobreyectiva ya que si y € B, entonces su imagen g(y) = x
estd en A (tiene un ancestro més que y) y ¢~ (z) = v.

La demostracion estéd completa puesto que como se dijo antes,
F=fiufoug': A=A UA,UA; - Bo UB/UB, =B

es biyectiva.

Dada la importancia del teorema de Cantor-Bernstein, y para ilustrar
las formas tan diferentes como puede resolverse un problema en matemati-
cas, vamos a dar a continuacién una nueva demostracién de este teoremas:
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LEMA DEL PUNTO FIJO. Sea A un conjunto arbitrario no vacio
y h:P(A) — P(A) una funcion creciente con respecto a“C”, es decir, tal
que si X1 C Xy, entonces h(X1) C h(X2).

Sea € = {X € P(A)|X C h(X)}. Entonces el conjunto T = Jxce X €5
un punto fijo de h, es decir, satisface la condicion h(T) =T.

Demostracion. Sea X € €; por definicién de T es claro que X C T'; por
hipétesis h(X) C h(T') y por definicién de €, X C h(X), luego X C h(T) y
en consecuencia ( Ejercicio 3, seccién 5, cap. I)

T=|JXcn). (1)
Xec€

Aplicando h se obtiene h(T) C h(h(T)), o sea que h(T') € €, de donde

WID)C | JX=T (2)
Xe€

De (1) y (2) se concluye que h(T) =T, como querfamos probar.

Sean A, B, f, g como en el enunciado del teorema de Cantor-Bernstein
y en el primer parrafo de la prueba dada antes. Para construir la biyec-
ciéon F : A — B, descompondremos a cada uno de estos conjuntos en dos
subconjuntos disyuntos y estableceremos biyecciones entre ellos:

Consideremos la funcién h : P(A) — P(A) definida en la forma siguien-
te: h(X) = A —g(B — f(X)) para todo X € P(A).

Sean X1, Xo subconjuntos de A tales que X7 C Xo; por el ejercicio 6
a), seccién 3,Cap III, f(X1) C f(X2), luego sus complementos cumplen la
relacién reciproca; B — f(X3) C B — f(X;) y aplicando g,

9(B — f(X2)) € g(B — f(X1))

y tomando complementos, A — g(B — f(X1)) € A—g(B — f(X2)) es decir,
h(X1) C h(X2), de modo que h satisface la hipétesis del lema del punto
fijo. Por lo tanto si € = {X € P(A)|X Ch(X)} y T = Uxee X, entonces
T=h(T)=A—-g(B— f(T)), de donde g(B — f(T)) = A—T.

Asi g1 : B— f(T) — A — T, restriccién de g, es una biyeccién ( ya que
g es inyectiva por hipétesis ) y su inversa g; L'y A—T — B— f(T) también
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lo seré.

Como f es inyectiva, su restriccién f1 : T — f(T') es asi mismo una
biyeccidon, luego

F=fUf:TUA-T)=A— f(T)U(B- f(T)) =B
es la biyeccién deseada. O
Es el momento de introducir el concepto de dominacién estricta:
DEFINICION 2. A < B significa A< BA—(A=~ B).
Es entonces intuitivamente cierta la equivalencia siguiente:
PROPOSICION 3. A< B si ysélosi A=< BA -(B =X A).

Demostracion. Probemos que las conjunciones A < BA—(A ~ B) vy
A = BA~—(B = A) son equivalentes; como de cada una de ellas se deduce
A =< B, es suficiente ver que de cada una de las conjunciones se deduce la
segunda proposicién de la otra.

SiA=<BA-(B=XA)AN(A= B), entonces A X BA-(B < A)A(B < A)
lo cual es contradictorio de manera que cuando A < BA—(B < A) se debera
tener necesariamente —(A ~ B).

Andlogamente, si A < BA—(A ~ B)A(B < A), entonces por el teorema
1, A =~ BA—(A = B) (contradictorio), luego cada vez que A < BA—(A ~ B)
también se tendra (B < A). O

PROPOSICION 4.
a) Si (A~ A) A (A < B) entonces A’ < B .
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b) Si (A< B)A(B = B’), entonces A < B'.
Sus demostraciones son realmente sencillas y las dejamos al lector.

PROPOSICION 5. Si A < By B =<C yuna de las dos dominaciones
es estricta, entonces A < C.

Demostracion. Siendo la dominacién transitiva, A < C, de modo que es
suficiente probar —(A & C); si no se tuviese, o sea que si A = C, la parte a)
de la proposicién 2 implicaria C' < A y la parte b) de la misma proposicion,
B <A esdecir A ByB <Ay B <XCyCC < B, de donde por el
teorema 1, A ~ By B =~ C y ninguna de las dominaciones seria rigurosa,
quedando demostrado. ]

COROLARIO 1. La dominacion estricta es transitiva.
PROPOSICION 6. Para todo nimero natural n se tiene que n < N.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de los ejercicios 10 y 11 de
la seccion 2 del capitulo V. O

Ya sabemos que N es infinito; se tienen ademas los resultados que siguen:
PROPOSICION 7. Si un conjunto A es finito, entonces A < N.

Demostracion. Si A es finito, existe n natural tal que A ~ n; como n < N,
la proposicién 4 permite concluir A < N. O

TEOREMA 2. (Teorema Fundamental). Todo conjunto infinito posee un
subconjunto equipotente con N .

Demostracion. Sea A un conjunto infinito, es decir, =(3In € N)(A = n), o
sea (Vn € N)(=(4A = n)).

Como A no es equipotente con cero, A no es vacio, luego Jxg(zg € A)

Como —(A =~ {0} = 1), entonces (A — {zp}) # 0, o lo que es lo mismo,
dzi(z1 € (A —{=z0})).

Como —(A =~ {0,1} = 2), claramente A — {xg, 21} # 0, de modo que
EL’L'Q(H}Q S (A — {xo, 931}))

Como —(A ~ {0, 1,2}), claramente A — {xg, x1, 22} # 0, luego existe 3
en A — {xo,x1,22}.

Repitiendo este argumento infinitas veces, tantos como nimeros na-
turales, se obtiene una sucesién zg,x1,Ts, - de elementos distintos de
A, ya que cada uno es diferente de todos los que le preceden; en otras
palabras, la funcién f : N — A definida por f(n) = z, es inyectiva, luego
N~ f(N) = {xg,z1,72,...} C A, quedando demostrado.? O

2Ver comentarios al comienzo de la seccién siguiente.
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De los tres ultimos renglones es claro que:
COROLARIO 2. Si A es infinito, A = N.
COROLARIO 3. Si A <N, entonces A es finito.

Demostracion. Si A < N y A fuese infinito, por el corolario 1 se tendria
A <NyN = A, de donde por la proposicién 5, A < A (contradiccién). [

COROLARIO 4. Si A es infinito, entonces A es equipotente con alguno
de sus subconjuntos propios.

Demostracion. En el capitulo III se vié que N es equipotente con N* usando
la funcién de N en N dada por f(n) = n + 1; algo semejante se hace en el
caso general.

Sea A infinito; por el teorema 2, A posee un subconjunto equipotente
con N, digamos B = {ag,a1,as,...};sea C =A—B.Si A*=A—{ap} y
B* = B—{ap}, también C = A*— B*, o sea que A es la unién disyunta de B
y C y también A* es la unién disyunta de B* y C'; sea fi : B — B* definida
por fi(an) = ant+1 y sea Ic la identidad de C; nuevamente el corolario del
teorema 10 del capitulo III permite concluir que fiUlo: BUC :— B*UC
es una biyeccién, de modo que A = BUC ~ B*U(C = A* y claramente A*
es un subconjunto propio de A. O

5 ((aanas...
I vy
Cz=—
TEOREMA 3. Un conjunto es infinito si y sélo si es equipotente con
alguno de sus subconjuntos propios.

Demostracion. Después del corolario 3, solo hace falta ver que si un con-
junto es equipotente con alguno de sus subconjuntos propios, entonces es
infinito, lo cual es equivalente a su contrarreciproca, “si es finito, entonces
con ninguno de sus subconjuntos propios es equipotente”, proposicién ya
demostrada en el capitulo IV (Prop 15). O
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Cuando p «— ¢, también —p «— —¢q, de modo que ademaés se tiene:
Un conjunto es finito si'y s6lo si mo posee un subconjunto propio con el cual
sea equipotente.

Esta propiedad se toma algunas veces como definicién de conjunto finito,
caso en el cual se llama “finitud en el sentido de Dedekind” por haber sido
propuesta por él.

Al concepto de finitud introducido en la definicién del capitulo IV se
le llama entonces “finitud en el sentido ordinario”. Hemos demostrado la
equivalencia de las dos definiciones, merced al teorema 2.

Ejercicios

1. Complete (si falta algo) los desarrollos de la seccién anterior para
concluir que un conjunto A es infinito si y sélo si A = N.

2. La proposicion 7 y el corolario 2 del teorema 2 se juntan para obtener
que “un conjunto A es finito si y s6lo si A < N”.

;,Se hubiese podido obtener este resultado con solo negar a ambos
lados del “si y sélo si” en la proposicion del ejercicio 1. anterior? Dé
las razones de su respuesta.

3. Use un técnica semejante a la empleada en la demostracién del coro-
lario 3 del teorema 2 para probar que si A es infinito, entonces para
cualquier B finito, B C A, se tiene que A = (A — B).

4. Demuestre que el teorema 1 (Cantor-Bernstein) es equivalente al
enunciado siguiente: Si X, Y, Z son conjuntos cualesquiera tales que
XCYANY CZAX=Z, entonces X =Y.

5. Pruebe que todo subconjunto infinito de N es equipotente con N.

6. Demuestre que si (A =~ B)A(C ~ D)A(ANC = () = BN D), entonces
AUC=BUD.

7. Pruebe que si (A~ B) A (C = D), entonces A x C' = B x D y que si
X =Y, entonces (X x Z) X (Y xZ) yquesi (X <Y)A (M =<N),
entonces (X x M) < (Y x N).

8. Demuestre que Ax BB x Ay que Ax (Bx(C) =~ (Ax B)xC.
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9. Revise las definiciones y compruebe que A =< B si y sélo si
(A< B)Y (A= B).
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6.2 FORMAS DEL AXIOMA DE ELECCION

Al finalizar la seccién 4 del capitulo III se vié que si B es un conjunto
infinito cualquiera y f : A — B es sobreyectiva mas no inyectiva, para
obtener una restriccién biyectiva g de f tal que R(g) = R(f) = B, se debia
formar el conjunto f, = {(x,y) € f | y = u} para cada elemento u de B, y
luego elegir de cada uno de los f, una unica pareja ordenada; se dijo que
nunca concluiriamos esta labor aun cuando pasdsemos toda nuestra vida
en tal empeno, ya que se deben hacer infinitas elecciones de parejas.

En la seccién anterior de este capitulo, para probar que todo conjunto
infinito posee un subconjunto numerable, el argumento fué mas o menos el
siguiente: Sea A infinito;

0) A # (), luego existe ag € A ;

1) A—{ao} # 0, luego existe a1 € A —{ap} ;
2) A—{ap,a1} # 0, luego existe az € A — {ap,a1} ;

3) A—{ag,a1,as} # 0, luego existe ag € A — {ag,a1,az2} ;

Repitiendo este raciocinio tantas veces como nimeros naturales existen,
se obtiene una sucesién ag, a1, as, ... de elementos distintos de A, los cuales
constituyen un subconjunto numerable de A.

La demostracién anterior, tan clara y sencilla, no es considerada co-
mo una deduccién realizada a partir de los axiomas que hemos dado,
aduciéndose nuevamente como argumento las limitaciones que le imponen
al hombre su misma finitud, por las cuales éste no puede repetir un proceso
infinitas veces; se dice que necesitaria un periodo infinito de tiempo y que
una deduccion o procedimiento l6gico debe terminar en un lapso finito de
tiempo.

Si rechazamos de plano la posibilidad de realizar elecciones de infini-
tos objetos en finito tiempo, tampoco tendrian soluciones problemas tan
sencillos como el siguiente, ideado por Bertrand Russell:
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Imaginemos un conjunto cuyos elementos son pares de zapatos, tan-
tos pares como numeros naturales. jEs el conjunto de todos estos pares
equipotente con el conjunto de todos los zapatos que forman los pares?
La respuesta es afirmativa y puede establecerse la biyeccion facilmente:
Al primer par hagamos corresponder el zapato derecho del primer par;
al segundo par el zapato izquierdo del primer par; al tercer par hagamos
corresponder el zapato derecho del segundo par, al cuarto par el zapato
izquierdo del segundo par, y asi sucesivamente; este “asi sucesivamente”
se puede precisar: cualquiera sea n > 1, el zapato derecho del enésimo par
se lo hacemos corresponder al par 2n — 1 y el zapato izquierdo del enésimo
par corresponderd al par 2n. Evidentemente esta regla define la biyeccion
deseada.

La situacion cambia completamente si en vez de zapatos suponemos que
se tiene pares de medias; la diferencia esta en que los fabricantes producen
medias idénticas para los dos pies. Ciertamente podemos comenzar asig-
nando al primer par una media arbitraria de este par, al segundo par la
otra media del primer par, al tercer par una media arbitraria del segun-
do par, y asi sucesivamente, Pero aqui no disponemos de una regla que
nos permita establecer la biyeccién deseada y solo podremos continuar este
proceso finitas veces.

A no ser que estemos dispuestos a admitir un nuevo principio que nos
coloque en capacidad de realizar al menos teéricamente infinitas elecciones
simultdneas, no podremos demostrar que el conjunto de todas las medias
es equipotente al de los pares de medias.

Los dos problemas expuestos anteriormente no tendrian solucién sin la
posibilidad de poder efectuar infinitas elecciones en un periodo corto de
tiempo.

Las elecciones de infinitos objetos son inherentes a la naturaleza de la
misma matematica; por ejemplo la funcién y = 22 de R en R no es otra
cosa que un conjunto de infinitas elecciones, tantas como nimeros reales,
ya que por cada x real se estd eligiendo otro

real (su cuadrado) para formar la pareja ordenada (z, 2?) de la funcién;
también la frase “el menor elemento de A” es simplemente la descripcion
de infinitas elecciones, ya que de cada subconjunto no vacio A de N se esta
eligiendo un elemento, su menor. Claro estd que en estos dos casos poseemos
un regla que nos permite efectuar la eleccion de una manera constructiva, o
sea que tal regla proporciona instrucciones precisas que permiten de manera
univoca elegir el correspondiente objeto en un periodo finito de tiempo.

Precisamente el nuevo axioma tiene como fin permitirnos suponer que
podemos efectuar infinitas elecciones simultdneas de objetos cuando tales
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reglas no existen. Podemos asegurar que en esta forma se perfecciona la
estructura de la Matematica al poderse manejar mas comodamente los
conjuntos infinitos a pesar de nuestra aparente finitud.

Algunos autores arguyen ademads que el pensamiento es instantaneo,
que no requiere tiempo medible, que por ejemplo en dos minutos podriamos
efectuar tantas elecciones como numeros naturales, siempre y cuando gas-
tdsemos 1 minuto en la primera, medio minuto en la segunda, 1/4 en la

tercera, 1/8 en la cuarta, - - en la enésima, etc. Que por tal motivo

B on—1
debemos admitir un principio que refleje nuestra estructura mental en ese
sentido, permitiéndonos elegir infinitos objetos en un lapso finito de tiempo.
A dicho principio se le acostumbra llamar el azioma de eleccion y puede

enunciarse como sigue:

AE : A toda coleccion € no vacia de conjuntos no vacios, corresponde al
menos un funcion e de dominio € tal que para todo A de €, e(A) € A.

Se dice que e es una funcién de eleccién para €, ya que al ser e(A) elemento
de A, se puede interpretar como aquel que e elige de A.

En particular, si X es un conjunto no vacio y Py(X) es la coleccién de
partes no vacias de X, existe una funcién e : Py — X tal que e(A) € A
para todo subconjunto A de X; se acostumbra decir que e es una funcién
de eleccién para X. Es facil ver que el axioma de eleccién es equivalente a

AE’ : Para todo conjunto no vacio existe una funcion de eleccion.

Si éste se cumple y € es una coleccién no vacia de conjuntos no vacios,
sea X = UC ; entonces € C Py(X) y si e es una funcién de eleccién para
X, su restriccion a € es la funcién pedida en AE.

Una tercera forma ligeramente diferente del axioma de eleccién, pero

historicamente la primera, es la siguiente, propuesta por Ernst Zermelo en
1904:

PZ (Postulado de Zermelo): Si € es una coleccion no vacia de conjuntos
no vacios y disyuntos dos a dos, entonces existe al menos un conjunto
FE tal que E C UEC y para todo C' € €, ENC es unitario.

Como PZ se deduce inmediatamente de AE, probemos que también AE

se deduce de PZ: Sea € es una coleccién no vacia de conjuntos no vacios; sea
¢ ={{A}xA| A e €}. Como ({A} x A) =~ A, entonces €* es una coleccién
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no vacia de conjuntos no vacios y disyuntos dos a dos (compruébelo, amigo
lector), luego por el postulado de Zermelo existe E tal que E N ({A} x A)
es unitario para todo A, es decir para cada A de €, el conjunto E tan sélo
posee una pareja (A, a) con a en A, o sea que F es una funcion, precisamente
la funcién de eleccién deseada.

Necesitamos introducir alguna terminologia adicional para presentar el
axioma de eleccién bajo un nuevo ropaje lingiiistico.

Como dice Paul R. Halmos (ver [5], p.53), hay casos en los cuales se
considera el recorrido de una funcién como mas importante que la funcién
misma; cuando esto sucede, tanto el vocabulario como la notaciéon cam-
bian; supéngase que este es el caso para una funcién f : I — X; en vez
de determinar la funcién mediante su correspondiente conjunto de parejas
ordenadas {(7, f(i)) | i € I}, se acostumbra usar la notacién (f(i));cr y con
mayor frecuencia (z;);cz, entendiéndose que x; = f(i). Se dice entonces que
(x;)icr es una familia de elementos de X con indices en I; al dominio I se
le llama el conjunto de indices y cuando I # () se dice que la familia es no
vacia.

Por ejemplo una familia (z;);cn es simplemente una sucesién; una tripla
ordenada (71, z2, z3) puede verse como una familia (z;);c (12,3}, es decir, co-
mo una funcién de dominio {1,2,3}. Andlogamente una énupla ordenada
(x1,x2, -+ ,x,) NO es mas que una familia (x;);ey con I = {1,2,--- ,n}. Es-
tos ejemplos ponen de presente que si Ay, Aa, A3 son conjuntos cualesquiera,
su producto Ay X Ay X Az = {(z1,x2,x3)|r1 € A1 Axa € Ay ANx3 € As} no
es otra cosa que {(z;)icq123) | (Vi € {1,2,3})(z; € A;)} v que si ademds
Ajq, Az, A3 son no vacios, podemos escoger r1 en Aj, ro en As y 3 en
Ajs para formar una tripla ordenada (z1, 22, 3), concluyéndose que en este
caso A1 x As x Az no es vacio.

Siguiendo esta idea es posible extender la definiciéon de producto carte-
siano: Si (4;)ier es una familia cualquiera de conjuntos, su producto carte-
siano se define como

[T 4 = {a)ics | (Vi € I)(: € Ay)}.

i€l

o sea como la coleccién de todas las familias (z;);c; que pueden formarse
escogiendo el i-ésimo elemento z; en el i-ésimo conjunto A; .

Si [lic;Ai # 0y (@i)ier es uno de sus elementos, como z; € A;
cualquiera sea i, la funcién e(4;) = x; es en realidad una funcién de elec-
cién para los conjuntos de la familia, de manera que el axioma de eleccién
se puede enunciar también en la forma siguiente:
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AE” : FEl producto cartesiano de una familia no vacia de conjuntos no vacios,
no es vacio.

Probemos su equivalencia con PZ: Supongamos PZ y sea (A;);c; una familia
no vacfa de conjuntos no vacios; para cada i en I, sea A = {i} x A;; A} no
es vacio y si i # j, AT N AT = () de modo que si € es el conjunto de los A}
(‘es decir si € es el recorrido de la funcién definida por la familia (A});er),
entonces € es una colecciéon no vacia de conjuntos no vacios y disyuntos dos
a dos, de modo que por PZ existe un conjunto £ C UC tal que VA} € €,
EnA; = {(i,x;)}, o sea que para cada i de I tan solo existe en E una
pareja (i,x;) con z; en A;; de manera que E es la funcién buscada de I en
UA;, es decir, E = (x;);er es elemento de [[,.; X; y este es no vacio.

Reciprocamente, supongamos AE” y probemos AE: Sea € una colec-
cién no vacia de conjuntos no vacios; su aplicacién idéntica f : € — € (con
f(C) = C) la transforma en una familia con indices en si misma (C¢)cee,
siendo Cc = C, luego su producto cartesiano [[-.s Cc no es vacio y si
e = (x¢)cee es uno de sus elementos, e(C) = xc € Co = C y e es la
funcién de eleccién buscada.

Para ilustrar un poco maés la forma como se trabaja con este axioma,
vamos a deducir algunos resultados de cierta utilidad.

PROPOSICION 8. Toda relacién incluye una funcion con el mismo do-
minto, es decir, si R es una relacion, existe una funcion f C R tal que

D(f) = D(R).

Demostracion. Sea R una relacién no vacia (el caso R = () es trivial); para
cada a € D(R) el conjunto {(z,y) € R | x = a} = D, no es vacio, luego
¢ ={D, | a € D(R)} es una coleccién no vacia de conjuntos no vacios
disyuntos dos a dos; por PZ existe un conjunto £ C UD, = R tal que
END, = {(a,y)} para cada a en D(R), de modo que E es una funcién que
cumple las condiciones exigidas. O

La proposicién 8 también es equivalente al axioma de eleccién: Sea

¢ una coleccién no vacia de conjuntos no vacios; entonces para toda
A de € el conjunto {A} x A es no vacio; la unién R = |J,({A} x A)
es una relacién de dominio €, la cual debe contener una funcién e con el
mismo dominio, siendo ésta necesariamente de eleccion por la forma como
se construyé R.

Otro aspecto 1til del axioma de eleccién es el relacionado con la exis-
tencia de funciones inversas laterales de funciones no biyectivas. Un primer
resultado, independiente del axioma de eleccién es el siguiente:
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PROPOSICION 9. Sif: A — B esinyectivay A+ 0, existeg: B — A
sobreyectiva tal que go f = 14.

Demostracion. Sea f : A — B inyectiva; f : A — f(A) es biyectiva luego
f~! es una biyeccién de f(A) sobre A y basta extenderla a todo B, lo cual
se logra uniendo a f~! el conjunto {(y,a) | y € (B — f(A))}, donde a es un
elemento fijo de A; es evidente que la funcién g asi obtenida es sobreyectiva
y tal que go f = I4. O

Un segundo resultado, en realidad equivalente al axioma de eleccién, es el
siguiente:

PROPOSICION 10. Si A # 0y f: A — B es sobreyectiva, eriste
g: B — A inyectiva tal que fog=Ip.

Demostracion. Sea f : A — B sobreyectiva; para cada b de B sea f, =
{(z,y) € f |y = b}; los conjuntos f, son no vacios; (f es sobre) y disyuntos
dos a dos, luego AE” aplicado a C = {f, | b € B} produce un conjunto
u contenido en f tal que u N f; es unitario para toda b en B, luego u :
D(u) — R(u) = B es una restriccién biyectiva maximal de f ( se resuelve
asi el problema considerado al comienzo de la presente seccién), luego
u™! : B — D(u) es también biyectiva y al componerla con la inyeccién
canonica j : D(u) — A obtenemos la inyeccién g deseada. O

De las dos proposiciones anteriores se deduce en particular que:

TEOREMA 4. Sean A y B conjuntos no vacios. Eziste una funcion in-
yectiva f : A — B si y solo si existe una funcion g : B — A sobreyectiva.

Para terminar esta seccion vamos a demostrar rigurosamente que “7Todo
conjunto infinito posee un subconjunto numerable’:

Sea X un conjunto infinito y sea e una funcién de elecciéon con dominio
P(X)—{0}; notemos por F a la coleccién de todos los subconjuntos finitos
de X.

Seguiremos las mismas ideas usadas en la primera demostracién, con la
ayuda adicional que representa poseer una funcién e que ya ha elegido un
elemento de cada subconjunto no vacio de X.

Como X es infinito, si A es cualquiera de sus subconjuntos finitos,
X — A # 0, pudiéndose calcular e(X — A); este elemento no estd en A
puesto que e(X — A) € (X — A) por ser e de eleccién, de manera que
AU {e(X — A)} tiene realmente un elemento més que A, siendo éste un
subconjunto propio de aquel.
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Si definimos ¢ : § — § mediante g(A) = AU {e(X — A)}, entonces A
es un subconjunto propio de g(A) y éste tiene un elemento mas que A, de
manera que si comenzamos con el conjunto vacio y aplicamos g repetidas
veces, g(0) tendra un elemento, g(g()) tendrd dos, etc. El teorema de la
definicién por recurrencia nos permite expresar de manera rigurosa esta
idea: Para g : § — F y 0 en §, existe una tnica funcién u : N — § tal que
w(0) =0y pu(n+1) = g(p(n)). Veamos mds en detalle como es esta funcién
7%

u(1) = g(u(0)) = () = 0 {e(X — 0)}
={e(X)} ={x0} tomando zp=e(X).
#(2) = g(u(1)) = p(1) U{e(X — (1))}
= {zo} U{e(X — {zo})} = {wo, 21}
tomando x; =e(X — {zo}).
p(3) = 9(u(2)) = p(2) U{e(X — u(2))}
= {zo,z1} U {e(X — {zo, 21})} = {wo, 21, 72}
tomando 9 = e(X — {zg,21}) € (X — {z0,21}).

y en general,

p(n+1) = p(n) U{e(X — p(n))}
= {zo, 21, an1} U{e(X — p(n))}

= {.’130,.’131, U 75671—17:1:77,}
tomando z, = e(X — u(n)) = e(X — {zo, 1, -+ ,Tn-1}), €l cual estd en
X —A{zo,x1,...,2n—1} y es por consiguiente distinto de todos los z; con

i <n, luego si m # n, por la tricotomia del orden (m < n) Y (n <m) y en
cualquier caso X, # Tn.

Se concluye que la funcién f : N — X definida mediante f(n) = x,
(o sea e(X — u(n))) es inyectiva, luego N ~ f(N) C X, obteniéndose el
resultado deseado.
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Ejercicios ‘

1. Demuestre que la proposicién 10 anterior implica el Postulado de Zer-
melo.
Ayuda: Si € es una coleccién no vacia de conjuntos no vacios y disyun-
tos dos a dos, (e (A x {A}) es una funcién de UC sobre €.

2. Si (Aj)ier es una familia de conjuntos ( es decir, una funcién de
dominio I), la unién de la familia se define como la unién de las
imagenes, o sea

JAi={z]@ie(ze )}

el

Andlogamente si I # (),

(A4i={z|(Vie (e A)}

el

Demuestre que:

U((A) = (MU 4).

el i€l

n(J4) =Jorn 4.
el i€l

M x (| Ai) =M x 4).
el i€l

M x () Ai) =M x 4).
el i€l

3.Sean f: B — Cyg:A— C tales que R(f) C R(g). Pruebe que
existe una funcién h : B — A tal que go h = f.

4. ;Es el enunciado “Toda funcién posee una restriccién biyectiva maxi-
mal” equivalente al axioma de eleccién? Dé las razones de su respues-
ta.
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6.3 CONJUNTOS CONTABLES

Son aquellos conjuntos con a lo mas tantos elementos como el conjunto de
los niimeros naturales; nos proponemos demostrar que el conjunto de los
numeros racionales (atin cuando para algunos lectores sea dificil de creer)
es contable.

DEFINICION 3. Diremos que un conjunto es contable si y solo si es
dominado por el de los numeros naturales, es decir, A es contable si y sélo

st A<N.

DEFINICION 4. Un conjunto se llamard numerable si y solo si es equi-
potente con N.

Segin el ejercicio 9 de la secciébn 1, A es contable si y sélo si
(A<N)Y(A=N), oseasiy solosi A es finito o numerable.

Notese entonces que si un conjunto es contable y no es finito, deberd
ser numerable; como usaremos con frecuencia este hecho, lo destacaremos:
Un conjunto contable e infinito es numerable.

PROPOSICION 11.
a) Todo conjunto equipotente con uno contable es contable.
b) Todo conjunto equipotente con uno numerable es también numerable.

c) Entre dos conjuntos numerables, siempre existe al menos una biyec-
cton del uno en el otro.

d) Si A es contable y B es numerable, entonces existe al menos una
inyeccion de A en B.

Demostracion. Las partes b) y ¢) son consecuencias inmediatas de la si-
metria y la transitividad de la equipotencia y las a) y d) se siguen de la
proposicién 2. ]

PROPOSICION 12. Todo subconjunto infinito de un conjunto numera-
ble es numerable.



230 CAPITULO 6. CONJUNTOS INFINITOS Y CARDINALES

Demostracion. Es practicamente igual a la del ejercicio 5 de la seccién 1
anterior y no la haremos para que el lector ponga algo de su parte. ]

PROPOSICION 13. Todo subconjunto de un conjunto contable es con-
table.

Demostracion. Como A C B — A < B, es una consecuencia inmediata de
la transitividad de la dominacién. ]

Trivialmente N y N* son numerables; también lo son segin la Proposicién
12, el conjunto de los naturales pares {0,2,4,5,---} y el de los impares
{1,3,5,7,--- }. Més interesante es ver que Z también es numerable; la fun-
cién definida mediante el diagrama siguiente es una biyeccién.

{..,9 7, 5 3 1, 0, 2 4, 6, 8,...}=N

Para el lector que crea que las funciones solo se definen por “férmulas”, la
anterior funcién f : Z — N se puede determinar asi:

f(n)=2n si n>0 (f:Z—N)
=-2n—-1 si n<0

Es decir que

f1 : Enteros no negativos — Naturales Pares, con f1(n) =2ny
f2 : Enteros negativos — Impares, con fa(n) = —2n — 1,

son biyecciones con dominios y codominios disyuntos de modo que su
unién f = f; U fo es también una biyecciéon. Nuevamente la proposicién
9 pone de presente que los conjuntos {2n | n € Z} y {2n+ 1| n € Z}
de enteros pares e impares respectivamente, son numerables, lo mismo que
Z* =7 — {0}. Vayamos hacia la numerabilidad de conjuntos mayores.

TEOREMA 5. N x N es numerable.

Primera Demostracion: Como la funcién N — N x N definida mediante
n — (n,0) es trivialmente inyectiva, entonces N < (N x N); si logramos
probar que (N x N) < N, el teorema de Cantor-Bernstein nos permite
concluir inmediatamente que N ~ N x N. Para obtener (N x N) < N, es
suficiente hallar una funcién f : N x N — N inyectiva. Una manera de
hacerlo es tomar dos naturales mayores que 1 que sean primos relativos,
por ejemplo 2 y 3 y definir f en la forma f(m,n) = 2™ - 3"; es facil probar
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que f es inyectiva; si f(m,n) = f(p,q), 2™ - 3" = 2P - 39, pero 2™ divide
a 23", luego 2™ divide a 2P37 y siendo 2 primo con 3, 2™ divide a 27,
de modo que m < p. Intercambiando los papeles en el argumento anterior,
m = p y utilizando la propiedad cancelativa del producto en la igualdad
inicial se deduce 3" = 3%, luego n =q y (m,n) = (p,q). O

Segqunda demostracion. Que un conjunto sea numerable significa que pode-
mos disponer sus elementos en sucesion infinita sin repeticiones de elemen-
tos, ya que si f : N — A es biyectiva, entonces

A={f(0), f(1), f(2),---} = {ao, a1, a2, - }.

con a; # a; cuando ¢ # j. Se dice que ésta es una numeracion biyectiva de

A
(0,4)

(0,3)
(0,2)

(0,1)

(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (4,0) (5,0)

Representemos graficamente N x N y tracemos una sucesion de flechas, las
cuales determinan la numeracién ( en forma diagonal) de los elementos de
N x N, como lo muestra el grafico adjunto.

El grafico puede interpretarse intuitivamente como un cordel que va
pasando por los puntos de N x N, es decir, sobre el cual se van marcando
los puntos de N x N; si lo estirdsemos, estos aparecerian exactamente como
uno marca los puntos de N sobre una semirrecta con origen incluido.

La estrategia con que se recorre todo N x N fué creada por G. Cantor y
es uno de sus famosos procedimientos diagonales. Puede modificarse para
producir una biyeccién f de N x N sobre N y convencer categéricamente al
mds escéptico. Simplemente cambiamos el orden del recorrido, conservando
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la diagonalidad:

(0,5)
(0,4)

(0,3)

(0,0) (2,0) (4,0) (5,0) (6,0) (7,0)

Comenzamos en (0,0) (o sea que f(0,0) = 0) y pasamos a (1,0)
seguimos a (0,1) (o sea que f(1,0) =1y f(0,1) = 2); saltamos a (2,0)
continuamos a (1,1) y a (0,2) (o sea que f(2,0) =3, f(1,1) =4, f(2,0)
5); saltamos a (3,0), - - -

Si convenimos que “(0,0) estd sobre la diagonal cero”, entonces (0, 1)
y (1,0) estan en la diagonal 1, y (2,0), (1,1) y (0,2) estédn en la diagonal
2,-+- . Observamos que todos los puntos (z,y) de la diagonal n son tales
que x +y = n y que la diagonal n estd constituida por n + 1 puntos.

|« <

Asi para averiguar el sitio que ocupa en la sucesién un punto (z,y)
(comenzando a contar por 1), sumamos = + y; asi (z,y) estd en la diagonal
x+y; sobre las diagonales anteriores hay 14+2+3+- - -+ (z+y) puntos; en la
diagonal 2+, el punto (z,y) ocupa el lugar y+ 1, luego el punto (z,y) estd
en el lugar 142434 - -+ (z+y)+(y+1) (comenzando a contar por 1), o sea
(z+y)z+y+1)

é+w@+y+n

+y+1; si comenzamos a contar por cero, (x,y) estard en
rty)(zty+1
(z+y)(r+y )+y

+y, es decir que f(z,y) =
es la biyeccién de N x N sobre N que estabamos buscando. ]

el lugar

COROLARIO 5. Z x Z* es numerable.

Demostracion. Como Z ~ Ny Z* ~ N, entonces (ejercicio 7 de la seccién
1 anterior) Z x Z* ~ N x N ~ N. O

A primera vista Z x Z* es mucho méas numeroso que Q, ya que los racionales
son clases de equivalencia de elementos de Z x Z* y hay menos clases de
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equivalencia que elementos de Z x Z*; esto implica que Q = Z x Z* y
siendo Z x Z* numerable, QQ sera contable, pero por ser infinito QQ resultara
numerable.

Para obtener realmente este resultado basta establecer de una manera
rigurosa que Q < Z x Z*, para lo cual es suficiente demostrar que Q es
equipotente con un subconjunto (infinito) de Z x Z*.

Sea Q = {(0,1)} U{(m,n) € Zx Z* | n >0 A m primo relat. con n}.

Evidentemente Q es un subconjunto infinito (Vk € Z, (k,1) € Q) de
7 X Z* y en consecuencia numerable.

~ m
La funcién f: Q — Q dada por f(m,n) = — es una biyeccién puesto
n

m
que f(0,1) =0y para m # 0 se tiene que — no es otra cosa que la forma

irreducible de un racional y es conocido que todo racional no nulo posee
una unica forma irreducible.

Enunciémoslo formalmente:
TEOREMA 6. El conjunto de los racionales es numerable.

Sabemos que un conjunto A es contable si y sélo si existe una funcién
inyectiva f : A — N; pero segin el teorema 4, esto sucede si y sélo si
existe una funcién sobreyectiva g : N — A. En esta forma obtenemos una
estrategia alternativa para demostrar que un conjunto es contable: construir
una funcién de N sobre A. Mejor aun:

TEOREMA 7. Un conjunto A es contable si y sdlo si dado cualquier
conjunto B numerable, existe una funcion de B sobre A.

Demostracion. Como B es numerable, hay una biyeccién h : B — N. Si
A es contable, existe una funcién sobreyectiva g : N — A; la compuesta
goh: B — N es la funcién sobreyectiva buscada. Reciprocamente si existe
f : B — A sobreyectiva, la compuesta f o h~! es una funcién de N sobre
A, luego A es contable. O

Como una aplicacién del teorema 7, demostraremos nuevamente que Q es
contable: Sabemos que Z x Z* es numerable, de manera que basta hallar
una funcién de Z x Z* sobre Q. La mas natural es aquella que a toda pareja
(m,n) hace corresponder el racional m/n. Contrasta esta prueba tan sen-
cilla con la anterior para la cual utilizamos la unicidad de la representacién
de un racional como m/n con m y n primos relativos.

Como un corolario més del teorema 5 se tiene el resultado siguiente:

PROPOSICION 14. i A1, Ay, -+ A, (n > 2) son conjuntos contables,
su producto cartesiano también es contable.
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Demostracion.

a) Si A; y Ay son contables, 41 < Ny Ay < N, luego por la tltima
parte del ejercicio 7 de la seccién 1, (A; x Ag) = (N x N), y siendo
N x N = N, por la proposicién 2 concluimos que A; x Ay < N.

b) Supongamos que la propiedad vale para n y mostremos que también
se tiene para n + 1:

Ay X Ag X -+ X Ap X App1 = (A1 X Ag X -+ X Ap) X Apta

y este ultimo producto es contable ya que tanto Ay x Ay X -+ X A,
como A, 41 lo son, y por la parte a) la propiedad se cumple para dos.
O

Observemos que si todos los conjuntos son finitos, su producto también lo
es (proposicién 22, Cap IV) y si todos los conjuntos son no vacios y al menos
uno es numerable, su producto cartesiano serd infinito y en consecuencia
numerable.

De suma utilidad son los dos resultados siguientes:

PROPOSICION 15. La unidn de una coleccion numerable de conjuntos
contables disyuntos dos a dos es contable.

Demostracion. Sea {Ag, A1, Ag,- -} una numeracién biyectiva fija de la
coleccién numerable € de conjuntos contables disyuntos dos a dos; como
cada uno de los Ay es contable, dispongamos sus elementos en una sucesién
fija, A = {aro, ak1,ako, -} (finita o no segin lo sea Ay). Definamos una
funcién f : U,y An — Nx N en la forma siguiente: Sea z € |, An; como
los A,, son disyuntos dos a dos, existe un tnico k tal que x € Aj; entonces
r = ay; con k,j tnicos. Definimos f(x) = (k,j) haciéndole corresponder
la pareja ordenada de sus subindices (x pertenece al conjunto k-ésimo y
en él ocupa el j-ésimo lugar). Claramente f estd bien definida ya que los
conjuntos son disyuntos dos a dos y ademds es inyectiva ( si x # y, difieren
en el conjunto al cual pertenecen, o si estan en el mismo, difieren en el lugar
que ocupan en la sucesion). Entonces (J,,cy An = Nx Ny como Nx N~ N,

entonces por la proposicién 2, | J, oy An < N. O

Una forma maés técnica de hacer esta prueba es la siguiente: Debido a que
cada uno de los A, es contable, cada A,, es equipotente con un subconjunto
A, de N; si D, = {n} x A, trivialmente A, ~ D, y por transitividad,
A, =~ D,. Existe entonces una biyeccién f, : A, — D,; siendo disyuntos
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dos a dos tanto los dominios de las f,, como los codominios, su unién es
una biyeccién f = J,en fo @ UnenAn = Un—en D,,.3 Como A, C N,
{n} x A, = D,, € {n} x N luego U, ey Dn € U,enin} x N = NxNo
sea que [ establece una equipotencia entre | J, . An y un subconjunto de
N x N, lo cual prueba que |,y An es contable (por las proposiciones 11 y
13).

El mismo argumento sirve para el caso en el cual la familia en vez de
numerable es finita, luego “la unién de una coleccién contable de conjuntos
contables disyuntos dos a dos es contable”.

La condicién de ser disyuntos dos a dos se puede eliminar, ya que de no
serlo, la unién posee intuitivamente menos elementos que en el caso de ser
disyuntos.

TEOREMA 8. La union de cualquier coleccion contable de conjuntos
contable es también contable.

Demostracion. Como la coleccién {Ag, A1, -+ A,} posee la misma unién
que la coleccién numerable {Ag, A1, A, ..., Ap,0,0,0,...}, basta conside-
rar el caso numerable. Sea {Ap, A1, Ag,...} una coleccién numerables de
conjuntos contables; definamos una nueva coleccién numerable asi: By =
Ag, By = A1 — Ay, By = As—(AgUA;) y en general B, = A, — (UZ;(% Ak);
se observa que B,, C A,,, asi que los B,, son contables y disyuntos dos a dos;
ademas J;~ o An = U,—, B (el lector debe probar estas dos afirmaciones;
vea el ejercicio 9 de la seccién 5 del Cap. I), siguiéndose inmediatamente el
teorema por la proposicion 15. O

Como un ejemplo de su aplicacion probemos nuevamente que QQ es contable;
para cada n entero mayor que cero, sea Z, = {B | p € Z}: trivialmente
n

Ly =~ L, asi que Z, es numerable. Por el teorema 8, | J77 | Z,, es contable,
pero esta unién es precisamente Q, asi que éste es contable; siendo infinito,
es numerable.

Combinando este resultado con la proposicion 14 se obtiene que también
QxQ,QxQ xQyen general Q", son contables.

Terminemos esta secciéon ilustrando la forma como se puede manipular
un conjunto infinito y demostrando el teorema 8 usando funciones sobreyec-
tivas.

3Ver ejercicio 12 de la seccién 3 del Cap III.
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Mostremos que N puede descomponerse en infinitos subconjuntos in-
finitos disyuntos dos a dos: Como Ay tomemos el conjunto de los impares:

Ay =1{1,3,5,7,9,11,---} ={2n+1|neN} =N
obtengamos A1 multiplicando por 2 todos los ntimeros de Ag:
Ay ={2,6,10,14,18,22,---} = {2(2n+ 1) |[n e N} & N

En general,

Ay ={2"2n+1)|neN} =N
Claramente todos los Ay son numerables y |Ji—,Ar = N — {0} = N*.
Ademads si i # k, necesariamente A; N A = () ya que la descomposicién de
un natural no nulo en la forma 2¥(2m + 1) es tnica (ver ejercicio 4, seccién
7, Cap. III).

Si (Cg)ren es una familia numerable de conjuntos contables, por el
teorema 7 existe para cada k una funcion fr : A — C) sobreyecti-
va. Como los Ay son disyuntos dos a dos, [Jr— fr es una funcién de
N* = Upy Ak en U~ Cr también sobreyectiva. (ejercicio 12, seccién 3,
Cap. III), luego de nuevo por el teorema 7 se concluye que |Jpo,Ck es
contable.

Ejercicios ‘

1. Pruebe que (Vn € N*)(Z" es numerable).

2. Notemos por Z[z] al conjunto de todos los polinomios en x con coefi-
cientes enteros, es decir, Z[x] estd formado por todos los elementos de
la forma ag + a1z + agx® + - - - a,z™, donde ag, a1, - - - a, son enteros.
Demuestre que Z[z]| es numerable.

Ayuda: Si Zjy[x] designa al subconjunto de Z[z] formado por todos
los polinomios de grado menor o igual a n, pruebe que Z, ~ Z"*!
y use el ejercicio 1. Observe ademds que Z[z| = ;- Zy[z] y use el
teorema 8.

3. Para cada p(z) en Z[z], sea P = {w € C | p(w) = 0}, es decir,
P es el conjunto de las soluciones de la ecuacién p(x) = 0. Use el
teorema fundamental del dlgebra para concluir que P es finito. Emplee
el teorema 8 para deducir que

A={weC[Epr) € Z[z])(p(w) = 0)}
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es numerable.

Tal conjunto es el de todas las soluciones de todas las ecuaciones
polinomiales; se le llama el conjunto de los numeros algebraicos. Al
conjunto A N R se le dice el de los reales algebraicos; a un elemento
de R — A se le llama un ntmero real trascendente; jpodria el lector
dar un ejemplo de uno de tales

numeros?

. Sea n un natural positivo fijo; sir € R* y P € R, llamamos “n-disco
abierto de centro en P y radio r” al conjunto de todos los puntos de
R"™ que distan de P menos que r.

DPr)={XeR":[|P-X| <r}
Dibuje un n-disco en los casos n = 1,2, 3.

Decimos que un n-disco es racional si su radio es un ntimero racional
y si todas las coordenadas de su centro son nimeros racionales.

Pruebe que el conjunto de todos los n-discos racionales es numerable.
Ayuda: Muestre que es equipotente con Q"*1.

. Demuestre que toda coleccion de n-discos disyuntos dos a dos es con-
table. Ayuda: Sea € una coleccién tal; Q"N (| Jy €) es numerable; halle
una funcién de este conjunto sobre €.

(a) Notemos D,, al conjunto de los decimales entre 0 y 1 que poseen
n cifras, es decir, Dy = {0} y paran > 1,

D, ={0.a1a3---ay | ai,a2, -+ ,a, € {0,1,2--- ,9} Aa, # 0}.

Pruebe que D,, es finito y calcule su nimero de elementos.

(b) Demuestre que el conjunto D de todos los decimales finitos ma-

yores o iguales que cero y menores o iguales que 1 es numerable.
Ayuda: D = |, ,cr Dn.
Andlogamente, si se usara el sistema de numeracién binario, y si
By = {0}y B, ={o.a1a2---ay | ai,az2, -+ ,a, € {0,1}Aa, # 0}
halle el nimero de elementos de B,, y pruebe que |J,,cy Bn = B
es numerable.

(c) Transforme el resultado anterior para demostrar que el conjunto
de todas las sucesiones finitas de ceros y unos es numerable.
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7. Demuestre que si A es infinitoy B = {bg, b1, b2, - - - } es un subconjunto

numerable de A y A— B es ain infinito, entonces (A— B) ~ A. Ayuda:
Tome en A — B un subconjunto numerable C' = {cg,c1,c0--} v
establezca una biyeccion entre

A=(A-B)-C)UCUB y A-B=((A-—B)-C)UC.

Sea A un conjunto numerable; si n es un nimero natural cualquiera,
demuestre que la coleccién Py, (A) de los subconjuntos de A con a lo
mas n elementos, es numerable. Use este resultado para probar que
la coleccién Pr(A) de todos los subconjuntos finitos de A es atin nu-
merable. Ayuda: Pruebe que A" > P,(A) hallando una funcién de
A™ sobre Py, (A).

Sea A un conjunto contable; es costumbre notar por A* al conjunto de
todas las sucesiones finitas de elementos de A. Cuando una sucesién
finita a1, a9,...,a, se escribe solamente yuxtaponiendo de izquier-
da a derecha sus elementos ajas - - - a,, se dice que es una palabra o
una expresion generada por el alfabeto A; en este caso A* se llama
el conjunto de palabras o expresiones generadas por el alfabeto A.
Pruebe que A* es contable y que si A tiene uno o més elementos, A*
es numerable.

Ayuda: Identifique ajas - - - a,, con (ay,ag,- - - ,a,); asi A* se identifica
con [ Joo , A™.
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6.4 CONJUNTOS NO CONTABLES

El infinito como un ente existente, surge en los dmbitos filoséfico y teoldgico;
cuando se afirma que Dios es un ser infinitamente bueno, sabio y poderoso,
el infinito es el grado en el cual Dios posee estas cualidades. Implicitamente
se estd asumiendo que el infinito es tnico; esta concepcién de un infinito
Unico se mantuvo durante mucho tiempo y llevé a quienes pretendieron
analizar y aritmetizar dicho concepto (por ejemplo al sacerdote catdlico y
mateméatico Bernardo Bolzano (1781-1848)) a contradicciones, las cuales
junto con otras propiedades consideradas también paradéjicas (como el
que un conjunto infinito pueda ser equipotente con subconjuntos propios,
contradiciendo la famosa nocién comin de Euclides “El todo es mayor que
las partes”), se combinaron para retrasar la exploracién sistematica del
infinito.

Fué finalmente George Cantor quien entre 1873 y 1897 trato el infinito
como una generalizacién del concepto de nimero, desarrollé alrededor de él
toda una rama de la Matematica y lo introdujo no solo en los otros campos
matemadticos sino en las ciencias y en la misma filosoffa (ver p. ej. [2]).
El descubri6 y probé el teorema siguiente, donde se pone de presente que
existe una pluralidad de infinitos.

TEOREMA 9. Teorema de Cantor: A < P(A).

Demostracion. Puesto que la funcion A — P(A) dada por x +— {x} es
claramente inyectiva, se sigue que A < P(A). La parte realmente interesante
de la prueba consiste en demostrar que nunca se puede tener una funcién
sobreyectiva de A en P(A) (y por consiguiente nunca se conseguird una
biyeccién de A en P(A)). Lo hacemos por contradiccién: Supongamos que
exista una funcién f : A — P(A) sobreyectiva; para cada = de A, siendo
f(z) un subconjunto de A, es posible que z sea elemento de su conjunto
imagen f(x); llamemos B al subconjunto de A formado por aquellos de sus
elementos que no poseen esta propiedad, es decir, B={x € A|z ¢ f(z)}.
Siendo B € P(A) y f sobreyectiva, existe al menos un elemento b de A tal

que f(b) = B.
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Pero: j pertenece b a f(b)?.

Si b € f(b), entonces b € B, luego b deberd cumplir la condicién que
define B, es decir b ¢ f(b). Si b ¢ f(b), entonces b cumple la propiedad
que poseen los elementos de B, de modo que b € B, y siendo B = f(b), se
obtiene b € f(b).

En resumen b € f(b) «— —(b € f(b)), lo cual es una contradiccién;
como ésta proviene de suponer que f es sobreyectiva, se concluye que no
existen sobreyecciones de A en P(A), quedando demostrado el teorema. [

Noétese que éste es en esencia el mismo argumento usado por Russell en
su famosa paradoja, pero haciendo justicia a Cantor debemos recordar que
su resultado antecedi6 varios anos a la paradoja de Russell. Hoy en dia las
investigaciones histéricas llevan a concluir que Russell concibié su paradoja
a partir de este trabajo de Cantor.

Si A es infinito, también lo son P(A), P(P(A)), etc., existiendo toda
una sucesién infinita de conjuntos infinitos no equipotentes:

A<PA) <P(P(A) <P(P(P(A)) <---
Si definimos inductivamente
PO(A)=A P (A) =P(PMA)
entonces la sucesién anterior se transforma en
A<P(A) <PHA) <P}A) < -
Sea L = |J,cx P"(A) ; claramente para todo n
PM(A) < P"THA) C L

y por la proposicién 5,

(Vn)(P"(A) < L)

pudiéndose alargar la sucesion
A<PA)<P*A)<---<L<P(L)<PXL) < -

y el proceso puede repetirse cuantas veces se quiera. Si A = N, todos
los conjuntos anteriores seran infinitos, poniéndose de presente que hay al
menos tantos tamanos de conjuntos infinitos como de ntmeros naturales.

A continuacién estableceremos una relacién importante y util entre
P(A) y el conjunto de las funciones de A en {0, 1}:
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Tomemos un conjunto A cualquiera y considerémoslo fijo en adelante; a
cada subconjunto B de A se le puede hacer corresponder de manera univoca
la funcién A\p : A — {0,1} tal que Ap(z) =1siz € By Ag(x) =0siz ¢ B.
Se le acostumbra llamar la funcion caracteristica de B (con respecto a A).

Si designamos por §(A) al conjunto de todas las funciones de A en
{0,1}, tenemos la siguiente:

PROPOSICION 16. P(A) ~ F(A).

Demostracion. Sea F : P(A) — §(A) la funcién que a cada subconjunto B
de A le asigna su correspondiente funcién caracteristica; en otras palabras,
F(B) = A\p, claramente esta bien definida porque Ap € §(A).

a) F es inyectiva: Sean B # C elementos de P(A); existe entonces un
elemento x de B que no esta en C' o un y en C

que no estd en B; en el primer caso Ap(x) = 1y A¢(z) = 0; en el
segundo Ag(y) =0y Ac(y) = 1, luego en cualquier caso Ag # A¢.

b) F es sobreyectiva: Si f € F(A), entonces f es una funcién de A
en {0,1}; sea B = {z € A | f(x) = 1}; claramente B € P(4) y
f = Ap = F(B), luego toda funcién de A en {0,1} es una funcién
caracteristica de algin subconjunto de A, quedando demostrado.

O]

Es costumbre usar la notacién XY para designar al conjunto de todas las
funciones del conjunto Y en el conjunto X (el motivo de tal notacién se
halla en el ejercicio 7 de la seccién 4 del Cap. IV). Con dicha notacién la
proposicién 16 toma la forma P(A) ~ {0,1}* = 24.

En particular si A = N, P(N) ~ {0,1}" . Pero este tltimo se identifica
con el conjunto S de todas las sucesiones formadas con ceros y unos (ver
Ejercicio 4 de la seccién 3 del Cap. IV).

Segtn el ejercicio 6 de la seccion anterior, el conjunto Sr de las suce-
siones finitas de ceros y unos es numerable; pero Sr es equipotente con el
conjunto Sy de las sucesiones infinitas de ceros y unos que son periédicas
de periodo cero, la biyecciéon natural seria

a07a17a27"'7an_>a07a17a27"'7an707070a"'

Siendo S ~ P(N) y Sp numerable, se sigue que S — Sy es infinito (j no

numerable!), luego por el ejercicio 7 de la seccién anterior, (S — Sp) ~ S
Pero la funcién f : S — Sy —]0,1] = {z € R | 0 < z < 1} definida

por f(ag,a1,as,...) = 0.apaias ... es una biyeccién, ya que todo real de
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10, 1] posee un unico desarrollo binario no terminado en ceros (ver ejercicio
11c seccién 3 del Cap. V), es decir con forma de sucesién perteneciente a

S — So.

Resumiendo:

TEOREMA 10. El intervalo ]0,1] no es contable ya que
10,1] = P(N)

Existe otra forma de probar que ]0, 1] no es numerable; vale la pena de-
sarrollarla debido a que la técnica usada es muy fructifera en la matematica;
también se debe a George Cantor.

Consiste en demostrar que no existe una funcién f : N —]0, 1] sobreyec-
tiva, o lo que es igual, que nunca es posible disponer los reales de |0, 1] en
forma de sucesién. La prueba se hace por contradiccién. Supongamos que
10,1] = {ap, a1,as,- -}, se ha numerado biyectivamente; expresemos cada
uno de los a, como decimal infinito no terminado en ceros (ver ejercicio 10
de la seccién 3 del Cap. V) para que su desarrollo sea unico.

ag = O.aoo apl ap2 agps - - -
a1 = 0.a19a11 a12 @13 . . -
as = 0.a20 as1 ass ape . . .

as = O.a30 as] a3z ass . . .

Formemos el decimal b = 0.bgb1bobs ... en la forma siguiente: 0 # by #
apo ; 0# b1 #a11 ; 0% by # age ; en general 0 # by, # anp-

Evidentemente b €]0, 1], ninguna cifra de b es cero y b es diferente de
todos los a, ya que de ag se diferencia al menos en su primera cifra, de
a1 se diferencia al menos en su segunda cifra, ..., y en general de a, se
diferencia al menos en su n + 1 cifra. Se obtiene asi una contradiccién por
estar b en ]0, 1] y no ser de los de la lista precedente.

Si se trata de eliminar la aparente ambigiiedad presentada en la cons-
truccion del ntimero b, el método se puede cambiar ligeramente definiendo
bp =158l ann # 1y by =2 si apy, = 1, obteniéndose b univocamente.

El argumento anteriormente dado puede verse como la prueba de que
ninguna lista numerable (o sucesién) puede incluir todos los reales de |0, 1];
asi como se formé b, se pueden también formar muchos otros (en realidad
una cantidad infinita no contable), no pertenecientes a la sucesién, ya que
para cada una de las cifras de b se tiene ocho posibilidades de eleccién.
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La técnica usada en la demostracién se llama “el método diagonal de
Cantor”.

De manera semejante a como se probo el corolario 3 del anterior teorema
2, también se puede demostrar que

10,1] =]0,1[={z e R|0<x < 1}
Ya sea utilizando la geometria euclidiana o algunas funciones reales cono-
cidas, se puede probar facilmente que ]0, 1[~ R.

Por ejemplo si “doblamos” por la mitad el intervalo ]0, 1[ y lo colocamos
como en la figura,

de tal manera que el segmento que une a 0 con 1 sea paralelo con la recta l y
P sea el punto medio de dicho segmento, se obtiene una biyeccién con solo
asignar a cada punto A del segmento |0, 1] el punto f(A) de la interseccién

—

de la recta PA con la recta [. Dejamos al lector que llene los detalles de la
prueba de la biyectividad.

Resumiendo en un renglén los resultados anteriores,
R ~]0, 1[~ {0, 1} = 2% ~ P(N)

y por el teorema de Cantor, R > N.

El mismo Cantor traté de contestar, sin lograrlo nunca, la pregunta
siguiente: ; Existe algin subconjunto A de R tal que N < A < R 7 o sea tal
que N < A < 2N?

Debido a que en la matematica clasica nunca se ha hallado un conjunto
con tales caracteristicas, Cantor conjeturo en 1878 que la respuesta deberia
ser nmo. A esta conjetura

No eziste A tal que N < A < 2N

se le ha llamado la hipdtesis del continuo, debido a que ella equivale a que
“todo subconjunto de R que no es contable, es equipotente con R”, o sea
que “posee la potencia del continuo”, es decir, que su cardinal es C, el
cardinal del continuo (ver la proposicién que sigue).



244 CAPITULO 6. CONJUNTOS INFINITOS Y CARDINALES

Una conjetura que generaliza la anterior, es la llamada hipdtesis gene-
ralizada del continuo:

Para todo B infinito, no existe A tal que B < A < 2B

En 1938, Kurt Godel demostré que si ella se agrega como un axioma mas a la
teoria de conjuntos, la nueva teoria asi enriquecida también es consistente,
siempre y cuando la antigua teoria sea consistente.

Tan solo en 1963 se dilucidé el problema en el cual Cantor habia fa-
llado. El matematico americano Paul Cohen probd que dicha conjetura es
independiente de los demas axiomas de la teoria de conjuntos (ver [3]).

La hipétesis del continuo viene asi a tomar un cardcter similar al famoso
quinto postulado (de las paralelas) de Euclides con respecto a los demés
axiomas.

El siguiente resultado también fruto de la genialidad de Cantor, pone
de presente que hay tantos puntos en todo el plano como en una sola de
sus rectas.

PROPOSICION 17. R x R ~ R.

Demostracion. Como R =0, 1], es suficiente probar que ]0, 1]x]0, 1] ~]0, 1].
Si (z,y) €]0,1]x]0, 1], expresemos tanto a z como a y en su expansién
decimal (excluyendo terminaciones en ceros) y definamos

f(z,y) = f(0.xpz122. .., 0.90Y1Y2 - . . )
= 0.xoyoT1Y172Y2 - - -

Es realmente sencillo demostrar que tal funcién es inyectiva, de modo que
(]0,1]x]0,1]) =10, 1].

Como ¢ :]0,1] —]0,1]x]0,1] definida por g(x) = (z,1) es inyectiva,
también ]0,1] < (]0,1]x]0,1]) y el resultado se sigue por el teorema de
Cantor-Bernstein. O

COROLARIO 6. R" ~ R, cualquiera sea n natural no nulo.

Demostracion. Por inducciéon sobre n; para n = 1 es trivial; si R" ~ R,
entonces R"™ = R” x R ~ R x R por la hipétesis de induccién y este
ultimo producto es equipotente con R segin la proposicién 17. O
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Ejercicios

1. Pruebe, construyendo explicitamente una biyeccion, que si A es un
conjunto infinito y B es cualquier conjunto contable, entonces siempre
AUB =~ A.

2. (a) Use el gjercicio 3 de la seccién 1 para demostrar que |0, 1] =0, 1]
y que [0,1] ~]0, 1].

(b) Pruebe las dos equipotencias de la parte (a) dando explicitamen-
te las biyecciones correspondientes. Muestre ademds que |0, 1] ~
[0, 1].

3. Usando la férmula para sumar una progresion geométrica, compruebe
que 1 =0.1111... y que 0.011000--- = 0.010111... en el sistema bi-
nario; andlogamente pruebe que 1 = 0.9999... en el sistema decimal.

4. Si a < b son reales cualesquiera, halle una biyeccién f : [a,b] — [0, 1]
de tipo polinomial de grado 1. Represente [a, b] y [0, 1] por segmentos
perpendiculares y halle una forma geométrica de establecer una biyec-
cion entre ellos. Se prueba asi que dos segmentos cualesquiera, por
pequenio que sea el uno y por grande que sea el otro, son equipotentes.

5. Haga ver que la técnica consistente en usar funciones caracteristicas
para determinar los subconjuntos de un conjunto A, si A es finito
se transforma en un método directo para calcular el nimero de sus
subconjuntos.

6. Sin usar el teorema 8 (teorema de Cantor), demuestre que el conjunto
F de todas las funciones de R en R domina estrictamente a R.

Ayuda:

(a) Para ver que R < F, considere el conjunto de las funciones
constantes.

(b) Paraver que (R ~ F'), suponga que u : R — F' es una biyeccién,
entonces para cada funcién de F' existe un tnico t del cual es
imagen y podemos sin ambigiiedad designarla por fi(= u(t)).
Use el método diagonal de Cantor para construir una funcién
g : R — R diferente de todas las f; (se debe diferenciar de la
t-ésima funcién f; precisamente en su valor en el punto t).
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7. Demuestre que N x R &~ R. Ayuda: Pruebe que {n}x]0,1] =|n,n + 1]
y muestre que Nx]0,1] ~ {z € R | 0 < 2} ~ R, o también compare
N xR con {0} x Ry R x Ry use el teorema de Cantor-Bernstein.

8. Demuestre que la funcién f de la proposicién 17, no es sobreyectiva.
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6.5 NUMEROS CARDINALES

L Qué es el nidmero de elementos de un conjunto?

Ya nos habiamos hecho esta misma pregunta con respecto a los con-
juntos finitos y en parte los nimeros naturales fueron construidos para
responderla: Para un conjunto finito, su nimero de elementos es cierto na-
tural tinico y éste es el mismo para todos los conjuntos equipotentes con él,
es decir,

#(A) = #(B) > A~ B

Deseamos extender estas ideas para conjuntos infinitos, pero ya se vidé que
aun para los mismos conjuntos finitos falla la definicién “natural” propuesta
por Frege, #(A) = {X | X ~ A} debido a que éste no es un conjunto
formado licitamente puesto que no cumple las exigencias hechas dentro de
nuestra teoria axiomatica.

Para definir el nimero de elementos de manera similar a como se hi-
zo con los conjuntos finitos, necesitamos antes definir los analogos de los
numeros naturales; estos son los niimeros ordinales, para los cuales se con-
serva tanto la buena ordenacién como el concepto de sucesor. Finalmente se
define cardinal (es decir el nimero de elementos) de un conjunto como un
ordinal especial. Aplazamos esta construccién para més adelante cuando se
tengan otros conocimientos auxiliares y por ahora nos salimos un poco por
la tangente.

Vamos a considerar entonces el concepto nimero de elementos o cardinal
como primitivo; esto significa que en vez de definirlo explicitamente en
funcién de los demaés términos técnicos de la Teoria de Conjuntos lo haremos
de una manera implicita, o sea que damos su significado a través de la forma
como usamos este término en ciertos contextos. Asi hemos aprendido el
significado de muchas palabras de nuestro lenguaje cotidiano, sin necesidad
de consultar el diccionario.

Queriendo generalizar la situacién del caso finito y de acuerdo con nues-
tros conocimientos y nuestra bien formada intuicion, es suficiente dar un
solo axioma para caracterizar el concepto de cardinal.
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Se sobrentiende que si A es cualquier conjunto (finito o infinito) su
cardinal, notado Card(A) o #(A), es también un conjunto, ya que como se
dijo al comienzo, en nuestra teoria solo consideramos conjuntos.

Axioma de Cardinalidad.

Para cada conjunto A existe un conjunto notado Card(A) tal que
(Cl) A~ Card(A) y
(C2) A= B siy sélosi Card(A)=Card(B).

DEFINICION 5. Un conjunto a se llamard un ntimero cardinal si y
sélo si existe un conjunto A tal que o = Card(A).

Sean «, [ cardinales; supongamos que o« = #(A)y 8 = #(B) y que A < B;
si A', B’ también son conjuntos tales que a = #(A’) y 3 = #(B’), entonces
por el axioma de cardinalidad A ~ A’ y B ~ B’; la proposicién 2 implica
que A’ <X B’, o sea que la relacién “=<” se conserva al cambiar los conjuntos
por otros equipotentes.

Es entonces correcta la siguiente:

DEFINICION 6. Sean a, 8 cardinales tales que o = #(A) y B =#(B)

a <[ significa A=<B.
Se deduce que A < B « #(A) < #(DB).
PROPOSICION 18. Sean «, f3 y vy cardinales cualesquiera; se tiene que
) a<a.
i) a<fAB<y—a<~y.
i) a<pgAf<a—a=0.

Demostracion. Las propiedades i) y ii) se deducen de sus correspondientes
de la relacién < y la iii) no es otra cosa, después del axioma de cardinalidad,
que el teorema de Cantor-Bernstein. ]

DEFINICION 7. Sean o, (3 cardinales cualesquiera; o < f3 significard
a<fBy-(a=p).

PROPOSICION 19. A < B —— #(A) < #(B).

Demostracion. Es evidente de las definiciones 1, 6 y 7. O
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Combinando este resultado con la proposicion 4, se obtiene que la relacién
“a < 3”7 entre cardinales es independiente de los conjuntos A y B tales que
a = #(A) y f = #(B), de manera que la anterior proposicién se puede
modificar asi:

PROPOSICION 20. sean «, 3 tales que o = #(A) y B = #(B); en-
tonces o < 3 si y sélo si A < B.

La proposicién 5 se transforma en:

PROPOSICION 21. Sia, 3,7 son cardinales tales que (o < B)A(B < 7)
y una de las dos desigualdades es estricta, entonces o < 7y .

En el ejercicio 8 de la seccién 4 del Cap. IV se definieron adicién y
multiplicacién de cardinales y se pidié demostrar algunas de sus propiedades
fundamentales. Si el lector realizé este ejercicio, puede limitarse a leer de
corrido lo que sigue:

PROPOSICION 22. Si a, B son cardinales, existen conjuntos A y B
tales que o = #(A), B =#(B) y AN B = 0.

Demostracién. De la definicién 5, siempre existen conjuntos A’ y B’ tales
que a = #(A") y B = #(B') ; Sean A = A" x {0} y B = B’ x {{0}}.
Evidentemente A ~ A’ y B~ B'y AN B = (), luego por el axioma de
cardinalidad, a = #(A) y 5 = #(B). O

PROPOSICION 23. Si ANB=0 yANB =0yA~A yB=~ B,
entonces AUB~ A'UB'.

Demostracion. Sean f: A — A’y g: B — B’las biyecciones que establecen
las equipotencias; debido a que tanto sus dominios como sus recorridos son
disyuntos, el corolario 2 del teorema 10 del Cap. II establece que f U g es
una biyeccién de AU B en A’ U B’. O

DEFINICION 8. 9i a, B son cardinales, definimos o+ 8 como el car-
dinal de AU B, done A, B son conjuntos tales que

a=#(A4), B=+#(DB) y AnB=10

Esta definicidn es correcta ya que segun la proposicién 19 siempre existen
conjuntos que llenan las condiciones exigidas, y la proposicién 23 muestra
que « + 3 no depende de los conjuntos escogidos.

TEOREMA 11. La adicion de nimeros cardinales es asociativa, conmu-
tativa y modulativa.
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Demostracion. Dichas propiedades son consecuencias inmediatas de las co-
rrespondientes de la unién de conjuntos: (AU B)UC = AU (BUZC),
AUB=BUAy AUD = A. (#(0) = 0 es el médulo).

Ademds dejamos como ejercicio probar que
a<f-oat+y<p+y ,

o sea la monotonia de la adicion con respecto al orden “<”.

Debido a que los cardinales pueden ser infinitos, no es valida la propie-
dad cancelativa; por ejemplo si designamos por Ny al cardinal del conjunto
de los nimeros naturales y por C al cardinal del conjunto de los reales, se
tiene que:

1. Ny +n = Ny, cualquiera sea n natural.*
2. Ng + g = Np.

3. C+C=C.

4. C+Xg=C.

En realidad del ejercicio 1 de la seccién anterior se deduce que a+n = «
cualquiera sea el cardinal infinito c.
Como Ng = #({n € Z | n < 0}) =#{n € Z | n > 0}), se deduce que
No+Rg=#{ne€Z|n<0}U{neZ|n>0}) =#(Z)=N,.

La igualdad 3. se prueba por ejemplo asi:

C+C= #(}07 1]) + #(]L 2}) = #(]07 l]U]l, 2]) = #(]072]) =C

Usando la montonia, C < C + Ny < C 4+ C = C y la antisimetria de “<”
implica C'+ Rg = C.

De manera andloga se procede con la multiplicacién de cardinales: si
a, f3 son cardinales, entonces existen conjuntos A, B tales que a = #(A)
y B = #(B); definimos af como el cardinal de A x B; el corolario 1 del
teorema 10 del Cap. III muestra que ésta operacion estd bien definida; el
ejercicio 8 de la seccién 1 de este capitulo nos dice que es conmutativa
y asociativa y el ejercicio 7 de la misma seccién 1, que si « < fAy < §
entonces oy < 36 (monotonia). Es claro ademés que A x {(}} ~ A, de modo
que #({0}) = 1 es el médulo de la multiplicacién. Como A x (BUC) =

4Se supone, como en realidad se verd més tarde , que los naturales son los cardinales
de los conjuntos finitos.
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(Ax B)U(AxC)y cuando BNC = () se tiene que (Ax B)N(AxC) =0, se
deduce que para cardinales se cumple la distributividad de la multiplicacion
con respecto a la adicién:
a(f+7) =af +ay.
Otro resultado vélido es a- 0 = 0, ya que A x () = (); pero no se cumple
la cancelativa del producto, ya que por ejemplo

n-C=0C, para n natural mayor que cero.
Ny -C=C.
c-Cc=cC.

(Las tres se pueden deducirde C =1-C<n-C<Ry-C<C-C=C;la
ultima igualdad es consecuencia de la proposicién 17). O

Pasamos finalmente a tratar la exponenciacion de cardinales; ya en la
seccién 3 se introdujo la notacién XY para designar al conjunto de todas las
funciones de Y en X; el motivo de tal notacién estd precisamente en que
para conjuntos finitos se obtuvo el resultado #(XY) = (#(X))#3): 1o
unico que se pretende es definir la exponenciacion en el caso general de tal
manera que esta igualdad se conserve y ademds se cumplan sus propiedades
usuales.

PROPOSICION 24. Si A~ A’ y B~ B', entonces AP ~ AB

Demostracién. Sean f: A — A’y g: B — B’ las biyecciones que establecen
las equipotencias de la hipétesis; definimos una funcién u : AZ — A’ B
mediante u(h) = f o ho g~!, como lo muestra el diagrama adjunto.

B’

La funcién u es inyectiva ya que si u(h) = u(h*), o seasi fohog ! =
foh*og™! entonces fho(fohogt)og=flo(foh*og)ogy
efectuanfjlo operaciones, h = h*; claramente u es sobreyectiva puesto que si
Fe AP entonces floFoge AB yu(f'oFog)=F. O



252

CAPITULO 6. CONJUNTOS INFINITOS Y CARDINALES

DEFINICION 9. Si «, 8 son cardinales, definimos o como #(AB),
donde A, B son tales que o = #(A) y B = #(B) .

La definicién es enteramente correcta ya que por la proposiciéon anterior
#(AB) = #(A B ), es decir, no depende de los conjuntos elegidos.

TEOREMA 12. Si«a, (3, v son cardinales cualesquiera, se cumple que

(i)
(i)
(iii)

7P =yt

(aB)" = a7 p7.
(aﬁ)”f = B

Demostracion.

(i)

Sean A, B, C conjuntos tales que a = #(A), 8 = #(B) y 7 = #(C)
y AN B = 0.

Es suficiente probar que C4 x CB ~ C(AUB),

Si f € CAYB_ entonces f : AU B — C; consideremos sus restric-
ciones fl[4A:— Cy f|gB :— C}; la pareja ordenada de restricciones
(fl4, fT5) es un elemento de C4 x CB, luego u(f) = (fl4, flg) es
una funcién de CAYB en C4 x CB; veamos que es una biyeccién: Si
f,g € CAYB y f = ¢ existe al menos un elemento x de AU B tal que

f(x) # g(x);
si. we A, flalx)#glalz); si xzeB, [flg(x)#glp);

en cualquier caso, (fl4, fIg) # (914,9/5), asi que u es inyectiva. Si
(hi,hy) € CA x CB, entonces hy : A — C y hy : B — C y siendo
disyuntos los dominios entonces (teorema 6 Cap. IV) f = h; U hy es
una funcién de AU B en C'y claramente hy = f[4 v ha = f|pg, 0 sea
que u(f) = (hi, ha), luego u es sobreyectiva.

Sean A, By C tales que a = #(A), 8 = #(B) y v = #(C); es
suficiente probar que (A X B)C ~ AY x BY.

Sife(Ax B)C, entonces f : C' — A x B, de modo que para todo
ce O, f(c) = (a,b); sean fi(c) = a 'y fa(c) = b; éstas son funciones
de C en A la primera y de C en B la segunda (son las funciones com-
ponentes usuales). Dejamos al lector los detalles de la comprobacién

de la biyectividad de la funcién f +— (f1, f2).
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Q
)
&

\
B x {c} A

R@------1--—---—-9

B

(iii) Con la notacién introducida en (ii), se debe demostrar precisamente

que (AB)C ~ ABXC) Sea f € ABXC es decir f: B x C — A; para
cada ¢ € C, definamos una funcién f.: B — A tal que f.(z) = f(x,c)
(O sea que f. = fer{c})'

Definimos una funcién hy : C — AP mediante h¢(c) = f.; eviden-
temente h; € (AB)Y. Veamos que la funcién u(f) = h; es una bi-
yeccién: Si f,g € ABXC y f # g, existe al menos un punto (b,c) en
B x C tal que f(b,c) # g(b,c); entonces f.(b) # gc(b), luego fe # ge;
pero hy(c) = foy hy(c) = ge, de manera que hy(c) # hy(c), es decir
hy # hg, 0 sea que u es UNO a uNo.

Sih:C — AB, para cada c en C se tiene que h(c) es una funcién de
B en A; por lo tanto, definimos F': B x C — A mediante F(b,c) =

h(c)(b)-

La demostracién queda completa probando que w(F) = hrp = h;
cualesquiera sean ¢ € C' 'y b € B se tiene que hp(c)(b) = F.(b) =
F(b,c) = h(c)(b), o sea que para todo ¢, hp(c) = h(c), es decir hp = h.

O

Cansados después de probar el teorema anterior, dejamos como trabajo
para el lector las demostraciones de los resultados siguientes.

PROPOSICION 25.

b

C

a) o =1, cualquiera sea el cardinal o (observe que 0° = 1).

St # 0, entonces 0% =0 .

CY

d) o =0si ysolosia=0AB#0.
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TEOREMA 13.

a) a<fB—a’<p.

b) Sid#0Aa <, entonces d* < d°.

Como consecuencia inmediata, tenemos el siguiente
TEOREMA 14.

a) CM = (.

b) Reto = C.

¢) 2¢ = (Ry)Y = C°.

En términos de conjuntos, a) y b) dicen que el conjunto de todas las
sucesiones de reales y el de todas las sucesiones de naturales, poseen el
mismo cardinal que R, es decir que el conjunto de todas las sucesiones
formadas con ceros y unos solamente; c) dice que P(R) posee el mismo
cardinal que el conjunto de todas las funciones de R en R.

Demostracion.
a) CNo = (2R0)Ro = NoRo — %o — (7,
b) C = 2% < RpPe < M = (.

c) 2¢ <RY < CC = (2M)¢ = 2R0C = 2C,

Ejercicios ‘

1. Realice todas las demostraciones o partes de ellas que hemos dejado
como trabajo para el lector.

2. (Es cierto o no que para cardinales cualesquiera si o < (3 entonces
a+ v < B+~ 7 Dé las razones de su respuesta.

3. Revise cuidadosamente todo el capitulo IV y diga cudles de los resul-
tados en él establecidos son consecuencia del teorema, 2, al cual hemos
llamado teorema fundamental.
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10.

11.

. Demuestre por induccién que si « es cualquier cardinal (finito o in-

finito), na = a+a+---+a (nveces),yquesin >0,a" =a-a- -«
(n veces).

. Pruebe que para todo natural n > 0, Nj = Ro.

a) Use el resultado anterior para demostrar que si A es numerable
y m es un natural mayor que cero, la coleccion de las sucesiones
finitas de longitud n de elementos de A, también es numerable.

b) Concluya que la coleccién de todas las sucesiones finitas de ele-
mentos de A también es numerable.

Demuestre que la colecién P.(R) de todos los subconjuntos contables
de R también tiene cardinal C. Ayuda: Pruebe que RY > P.(R)
hallando una funcién del primero sobre el segundo y luego use el
resultado C™0 = C.

. Dé contraejemplos adecuados para probar que ni la adicién ni la mul-

tiplicacién de cardinales son operaciones cancelativas.

. Sea A un conjunto numerable; verifique que A4 C P(A x A) y use

este hecho para probar que A4 < P(A).

Muestre que 24 < A4 y concluya que A4 ~ P(A). Deduzca de este
resultado que R0 = 2%,

Pruebe o refute que “el conjunto de todas las funciones inyectivas de
A en A es equipotente con 247.

Si ();er es una familia de niimeros cardinales, pruebe que existe una
familia de conjuntos (A);er tal que

(a) (VieI)(a;=#(4))y
(b) (Vi,jeD(i#j— AinA; =0).

Si (B);er es otra familia de conjuntos que cumple a) y b), muestre
que U;e; Ai & Uier Bi-

Si (C)ier cumple a), muestre que [[,o; A = [[;c; Ci.
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12. En concordancia con el ejercicio anterior, es correcto definir suma y
producto de una familia de cardinales en la formas:

ZO&Z'D—Ef#<UAi)-

il il
Hai ey (H&) =# <ch) :
icl icl il

(a) Halle

S

neN

(b) Pruebe que si (Vn € N)(a,, = C' = #(R)), entonces

Zan:NOC’:C y que Han:C’N‘):C.

neN neN

(c) Generalice los resultados anteriores, esto es, demuestre que el
producto a3 de dos cardinales puede obtenerse como una suma

8+ 0+ --- de tantos sumandos iguales a § como «, y que 3¢
puede obtenerse como un producto de tantos factores iguales a
8 como a.

Ayuda: Ax B = J,cs({a} x B) = Jyea Ba y los By son disyun-
tos dos a dos.

*ox



'Capl'tulo 7 |

ELECCION, CARDINALIDAD Y
REGULARIDAD

En el presente capitulo veremos algunos enunciados del axioma de elecciéon
que involucran relaciones de orden; son los llamados principios maximales;
a su vez los usaremos para obtener la comparabilidad de cardinales y el
teorema de la buena ordenacién. Ademads estudiaremos el axioma de reg-
ularidad y algunas de sus consecuencias sobre la estructura interna de los
conjuntos.

7.1 ORDEN Y ELECCION

Para comenzar, recordemos que si R es una relacion de orden sobre un
conjunto X y A es un subconjunto de X, RN (A x A) es una relacién de
orden sobre A y se dice que ésta es inducida por la primera; siempre que
consideremos un subconjunto de un conjunto ordenado, lo supondremos
provisto de su ordenacion inducida.

Sea X un conjunto ordenado por <; una =<-cadena de X (o simplemente
una cadena cuando no haya lugar a confusién respecto del orden en con-
sideracién) es un subconjunto de X totalmente ordenado por la relacién de
orden inducida por <.

Se dice que a € X es un elemento maximal de X (con respecto a <) si
=(Jy € X)((a 2 y) A (a#y)), es decir si a no es sucedido por ningin otro

257
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elemento de X.

La proposicién que sigue fué demostrada por K. Kuratowski en 1912,
usando el axioma de eleccién; unos diez anos mas tarde, M. Zorn probé que
ella a su vez implica el axioma de eleccién; debido a que fué la primera vez
que alguien demostro la equivalencia de un principio maximal con el axioma
de eleccién, hoy en dia la iniciativa de N. Bourbaki se le llama “lema de
Zorn”.

LEMA DE ZORN. (LZ) Si X es un conjunto ordenado por la relacién
=, tal que toda =<-cadena de X es acotada superiormente en X, entonces
X posee al menos un elemento maximal.

La demostracién de esta proposicién es bastante laboriosa y no la dare-
mos aqui; el lector interesado puede consultar [5] pdg. 93 a 97.

Los principios maximales como el lema de Zorn, han reemplazado al
mismo axioma de elecciéon en muchas de sus aplicaciones en Algebra y
Topologia.

Para ilustrar la forma como se usa el lema de Zorn, probemos que éste
implica al axioma de eleccion AE’.

Sea X un conjunto no vacio; una funcién de eleccién para X debe ser
tal que f(A) € A para todo subconjunto A no vacio de X; la idea de la
construccién de una funcién tal estd en tomar una fi tal que su dominio sea
un subconjunto de P(X)—{0} y que f1(A) € A para todo A de su dominio,
e ir extendiéndola poco a poco hasta que su dominio sea P(X) — {0}. La
funcién f; podria ser por ejemplo {({a},a), ({a,b},b),(X,a)}, donde a,b
estan en X. Como para un conjunto X infinito el proceso sugerido no
terminaria nunca, se procede en la forma siguiente:

Sea § el conjunto de todas las funciones f tales que Dom (f) C (P(X)—
{0}), R(f) € X y (VA € Dom (f))(f(A) € A). Por el ejemplo dado se ve
que § # 0; ordenemos § por contenencia, es decir f < g significa f C g
(como conjuntos de parejas ordenadas que son) o lo que es lo mismo, g es
una extensién de f.

Sea € una cadena de §; como deseamos aplicar el lema de Zorn, debemos
ver que € es acotada superiormente, para lo cual una forma usual de hacerlo
cuando el orden es la inclusién, consiste en ver simplemente que UC € §
(ya que trivialmente (Vf € €)(f C UC)).

En efecto:

i) UC es una funcidn, ya que si (a,b) € UC y (a,c) € UL, existen f,g € €
tales que (a,b) € fy (a,c) € g, pero siendo € una cadena, f C g 6
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g C f; en cualquier caso (a,b) y (a,c) estdn en una misma funcién lo
cual implica b = c.

i) D (UO=D(Uee )=Usee D(f) € (P(X) — {0}) y por la propiedad
andloga del recorrido se concluye R(U€) C X.

iii) Si A € D(UE) = Ujee D(f), existe f € € tal que A € D(f) y en
consecuencia f(A) € A, con lo cual termina la verificacién ya que
siendo UC una extensién de f, también la imagen de A por U€ es

f(A).

Concluimos que U€ € § y por consiguiente es una cota superior de €. Por
el lema de Zorn existe entonces al menos una funcién g maximal en §; resta
por demostrar D(g) = P(X) — {0}. Si existiese B € P(X) — {0} tal que
B no estuviese en D(g), como B # (), tomando b € B podriamos formar
h =gU{(B,b)}, la cual estarfa en § y seria una extensién estricta de g, en
contradiccion con el hecho de ser g maximal.

En 1914 Hausdorff demostré los principios maximales que hoy en dia
llevan su nombre; a la postre son ligeras variantes del lema de Zorn:

Primer Principio maximal de Hausdorff (H1)
Todo conjunto ordenado posee al menos una cadena mazximal.

Segundo Principio maximal de Hausdorff (H2)
Toda cadena de un conjunto ordenado estd contenida en una cadena maxi-
mal.

Demostremos que estos dos principios son equivalentes al lema de Zorn:

1. El lema de Zorn implica H1

Sea < un orden para X y sea X la coleccion de todas las <-cadenas
de X; ordenemos X por inclusién. Si € es una cadena en X ( o sea
C-cadena de <-cadenas), su unién |J . A resulta ser también una
<-cadena de X, ya que si z,y € (Jyc¢ A4, existen A, B € € tales que
x € ANy € B;siendo € una C-cadena, A C BVB C Aluego z,y € A
6 x,y € B; en cualquier caso x y y son comparables. De lo anterior se
deduce que |J s A es una cota superior de € y por el lema de Zorn
aplicado a X se concluye que éste posee un elemento maximal el cual
es precisamente una <-cadena maximal de X.

2. H1 implica H2.
Sea < un orden para X (no vacio) y sea C' una <-cadena de X ; sea
fc la coleccion, ordenada por inclusion, de todas las <-cadenas de
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X que contienen a C. Segin H1, ¢ posee al menos una C-cadena
maximal €; si C = Ace A, éste resulta ser una <-cadena maximal
de X que contiene a la cadena C, como puede comprobarlo el lector.

3. H2 implica L.Z
Sea X un conjunto no vacio ordenado por < y tal que en él toda
cadena es acotada superiormente. Sea a cualquier elemento de X; tri-
vialmente el conjunto unitario {a} es una <-cadena de X, de modo
que por H2 debera estar contenida en una <-cadena maximal C.

Pero por hipétesis C' esta acotada superiormente; sea b cualquier cota
superior de C; claramente b € C' porque de lo contrario C' U {b} seria
una cadena que contendria estrictamente a C' y C' no seria maximal; b
es un elemento maximal de X porque si existiese d # b tal que b < d,
entonces C'U{d} serfa una cadena que contendria estrictamente a C'y
asi C no seria maximal. ]

Con esto hemos cerrado nuestra cadena de implicaciones.

Cambiando ligeramente de tema, recordemos que en el Cap. IV, seccién
3 se probd el principio de induccién transfinita, el cual nos permite realizar
por induccién demostraciones de propiedades relacionadas con elementos
de los conjuntos bien ordenados. ;Y si todo conjunto se pudiese ordenar
bien?

Esta conjetura parece a primera vista que va contra la intuicién, ya que
nuestra experiencia personal nos pone de presente lo dificil que es hallar
un buen orden para un conjunto; por ejemplo para el conjunto R de los
numeros reales nadie ha podido hallar un buen orden.

Sin embargo, E. Zermelo publicé en 1904 una demostracién de la conje-
tura anterior; en ella ademas de los axiomas usuales de la teria de conjuntos,
empled el axioma de eleccién. No pudiéndose descubrir ningin error en la
demostracién de tan fuerte y poderoso resultado, muchos matematicos op-
taron por atacar el axioma de eleccion, a pesar de que antes lo habian usado
como una verdad préacticamente autoevidente. En 1909 el mismo Zermelo
publicé una segunda prueba en la cual dié mas participacién a la légica y
menos a los conjuntos, pero sin poder suprimir claro esta el uso del axioma
de eleccién. El lector interesado puede leer en [4], padg. 84-86, la primera
demostracién efectuada por Zermelo del hoy llamado “teorema de la bue-
na ordenacién”. Por razones didacticas no seguiremos el orden historico y
preferiremos probarlo usando el lema de Zorn; enunciémoslo con precision:
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TEOREMA 1. TEOREMA DE LA BUENA ORDENACION
Todo conjunto puede ser bien ordenado, es decir, para cualquier conjunto
X existe una relacion de orden “<” tal que (X, <) es bien ordenado .

idea de la demostracién Si X = (), es evidente ya que ) es un buen orden
para ().

Sea X # (; la estrategia de la prueba consiste en tomar un subcon-
junto pequeno de X, definirle un buen orden, e ir agregandole elementos
pero en forma tal que no se cambie el orden que ya poseia el conjunto
pequeno; téoricamente el proceso se contitia hasta ordenar bien a todo X.
Para ello lo mejor es ir colocando cada elemento nuevo después de to-
dos los existentes previamente. Por ejemplo, como X # (), sea a € X;
el conjunto {a} es bién ordenado por {(a,a)}; sea b € X — {a}; el con-
junto {a,b} es bien ordenado por {(a,a), (b,b), (a,b)}, es decir, a < b. Si
X — {a,b} = 0, el proceso termina; en caso contrario sea ¢ € X — {a,b}
y consideremos {a,b,c} bien ordenado mediante a < b < ¢, es decir,
{(a,a), (b,b), (¢, ), (a,b),(a,c),(b,c)}. Si X —{a,b,c} = 0 el proceso termi-
nay sinosead € X —{a,b,c} y consideremos {a, b, ¢, d} bien ordenado me-
diante a < b < ¢ < d. Observemos que {a} C {a,b} C {a,b,c} C {a,b,c,d}
y que el orden de cada conjunto es una extensién del orden del anterior, pero
colocando cada elemento nuevo depués de todos los ya existentes, es decir

fa}=o() : fab}=o(c) ; fabc}=o(d).

Decimos que cada nuevo conjunto ordenado es una continuacion del ante-
rior. Con mas precisién.

DEFINICION 1. Un conjunto bien ordenado (B, <) se llama una conti-
nuacion de un conjunto bien ordenado A si:

a) B2 A,
b) El orden de A es el inducido por el de B y
c) Eziste a en B tal que A=o0(a) ={x € B|z < a}.

Maés precisamente, un conjunto bien ordenado (B, <) es una conti-
nuacién de otro bien ordenado (A,R) si R = (Ax A)N < y A es un
segmento inicial de B, es decir (3a € B)(A = {x € B | z < a}). Debemos
notar que “es una continuaciéon de” es una relacién de orden estricto para
cualquier coleccién de conjuntos bien ordenados.

LEMA 1. Si una familia (X;, <;)icr de conjuntos bien ordenados es una
cadena con respecto a la continuacion, entonces (Uie[ XisUier Si) también
es un conjunto bien ordenado y ademds es una continuacion de cualquiera
de los conjuntos dados que sea diferente de | J;c; X;.
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Demostracion. Por el ejercicio 17 de la seccién 7 del Cap. III, se ve que
Uicr <i es un orden total sobre X = | J,c; X; de manera que basta probar
que es un buen orden. Sea A C X, A # (); existe entonces un X; tal
que AN X; # 0; AN X; tiene primer elemento, digamos ag, por ser un
subconjunto no vacio del conjunto bien ordenado X;; veamos que ag es el
primer elemento de A: Sea b cualquier otro elemento de A; en particular
b€ ;e Xi , de modo que b € X, para algtin j en I si X; = Xj;, b€ ANX;
y ap precede a b; si X; es una continuacién de X;, b6 € ANX; CANKX;y
asi es precedida por ap; si X; es una continuacion de X;, existe d en X
tal que X; = {z € X; |z <; d};

i) Sib<;d, entonces b € X; y asi b€ AN X;, de modo que ag precede
a b.

ii) Sid <; b, como ag € X; = o(d) se tiene que ag <; d y por transitividad
ag <; b.

Se concluye que ag es el primer elemento de A. Claramente X es una
continuacién de cada uno de los X; diferentes de X ya que si u es el primer
elemento de X — X, entonces X; = o(u).

Procedamos ahora a demostrar el teorema de la buena ordenacion: Co-
mo el proceso que habiamos iniciado antes de ir alargando los subconjuntos
y sus buenos érdenes, no termina manualmente si X es infinito, debemos
aplicar el lema de Zorn:

Sea B la coleccién de todos los subconjuntos bien ordenados de X y
ordenemos a B por continuacién. Si € es una cadena en B para la con-
tinuacién, segtin el lema 1 anterior, su unién también estd en B y es una
cota superior de €, luego por el lema de Zorn existe un subconjunto M
de X bien ordenado maximal. Afirmamos que M = X, ya que si existiese
a € (M — X), entonces M U {a} seria una continuacién de M con solo
extender la ordenacién de M colocando al elemento a después de todos los
de M (si (M, R) es bien ordenado y R = RU {(a,a)} U{(z,a) | z € M},
entonces (M U {a}, R) es bien ordenado). O

Hemos probado asi que el lema de Zorn implica el teorema de la buena
ordenacion; demostremos que éste a su vez implica al axioma de eleccion

AE:
Sea X un conjunto no vacio; existe una relacion < de buen orden para
X; si A es cualquier subconjunto no vacio de X, la funcién

e(A) = primer elemento de A
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es de eleccién para X. O

Como resumen, elaboremos un diagrama de las equivalencias e implica-
ciones hasta ahora demostradas.

Prop.1

/
//1 | Liz\ $l
‘\\

\

Prop.10

(Las proposiciones 8 y 10 son del capitulo anterior).

Ejercicios

1. Pruebe que si 7 es una coleccién de conjuntos ordenada por inclusién
y tal que la unién de toda cadena en 7 también esta en 7, entonces T
posee al menos un elemento maximal.

2. Demuestre que todo conjunto ordenado en el cual toda cadena tiene
minima cota superior, posee al menos un elemento maximal. Pruebe
que a su vez esta propiedad implica alguno de los principios maximales
vistos.

3. Si R es una relacion de orden en X, demuestre que existe una relacién
de orden total S en X tal R C S. Ayuda: Aplique alguno de los
principios maximales a la coleccién (ordenada por inclusién) de todas
las relaciones de orden sobre X que contienen a R.

4. Pruebe que un conjunto X totalmente ordenado por R estd bien or-
denado por R si y sélo si para todo a de X, el conjunto o(a) de sus
predecesores rigurosos estd bien ordenado (por el orden inducido).
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. Es aplicable una condicién tal a conjuntos parcialmente ordenados?

Un subconjunto A de un conjunto ordenado X se llama cofinal en X,
si (Ve € X)(Ja € A)(z < a).

Demuestre que todo conjunto totalmente ordenado posee un subcon-
junto cofinal bien ordenado. Ayuda: Considere la coleccién de todos
los subconjuntos de X bien ordenados por el orden inducido; ordene
dicha coleccién por continuacion; aplique el lema de Zorn y muestre
que el subconjunto maximal hallado es cofinal en X.

Dé un ejemplo de un conjunto parcialmente ordenado que no posea
un subconjunto cofinal bien ordenado.
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7.2 ELECCION Y CARDINALIDAD

Nos proponemos a continuacién establecer algunos resultados més (genera-
lizaciones de los casos particulares ya obtenidos) de aritmética cardinal.

TEOREMA 2 (Comparabilidad de cardinales.). Si« y 8 son cardi-
nales cualesquiera, entonces

(@<p) Vv (B<a)

Como un corolario, después de las definiciones 6y 7 y de la proposicién
3 del capitulo VI, se obtiene la propiedad siguiente:

Tricotomia del orden entre Cardinales.

Para «, (8 cardinales cualesquiera, siempre se cumple una unica de las
relaciones

a < 3, a=pf, 0 < a.

Demostracion. del teorema 2. Como todo nimero cardinal es el cardinal de
un conjunto, existen conjuntos X, Y tales que a = #(X),y 8 =#(Y) . Es
entonces suficiente probar que (X = Y) V (Y < X), lo cual es equivalente
a demostrar que existe una funcién inyectiva de uno de los dos conjuntos
en el otro. En efecto:

La forma maés sencilla de comparar el tamano de los conjuntos X, Y
es ir formando parejas ordenadas tomando el primer elemento en X y el
segundo en Y, hasta que o bien se agoten simultdneamente los elementos
de los dos conjuntos (X =~ Y'), o bien se agoten los de X y no los de Y
(X 2 Y) o bien se agoten los de Y y no los de X (Y < X). En los dos
primeros casos el conjunto de parejas asi formado es una inyecciéon de X
en Y y en el tercer caso el inverso de tal conjunto es una inyeccién de Y
en X. Como para conjuntos infinitos nos es fisicamente imposible formar
parejas hasta agotar alguno de los dos conjuntos, necesariamente debemos
utilizar el axioma de eleccion o alguna de sus formas equivalentes. Hagamos
riguroso el raciocinio anterior: Supongamos X # () # Y, ya que si alguno
de ellos es vacio, el resultado es trivial. Seana € X yb €Y ; F = {(a,b)}
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es una funcién inyectiva de un subconjunto de X sobre otro de Y. Sea F' el
conjunto de todas las extensiones inyectivas de f, es decir, la coleccién de
todas las inyecciones g tales que ¢ 2 f, D(9) C X y R(g) C Y.

Ordenemos F' por inclusién; si € es una cadena en F' es facil ver que
su unién (J gee d también pertenece a F', de modo que por el lema de Zorn
existe una extension inyectiva h maximal.

Si existiesen ¢ € X —D(h) y d € Y — R(h), es claro que la funcién
h* = hU{(c,d)} serfa una extension estricta de h y ésta no seria maximal,
luego (D(h) = X) V (R(h) = Y). En el primer caso h es una inyeccién
de X en Y y en el segundo h™! es una inyeccién de Y en X, quedando
demostrado el teorema. O

TEOREMA 3. Idempotencia de la adicién de cardinales infinitos.
Si « es cualquier cardinal infinito, a + a = «.

Demostracion. Sea A un conjunto cualquiera tal que a = #(A); como
#((Ax{0}))U(Ax{1})) = a+a, es suficiente probar que A x {0,1} ~ A.

Siendo A infinito, tendra al menos un subconjunto D enumerable y por
la proposicién 11 del capitulo IV, D ~ D x {0,1}, de manera que existird
al menos una biyeccién u : D — D x {0, 1}.

Sea § la coleccién de todas las funciones inyectivas f que extienden a
u'y tales que D(f) C Ay R(f) = D(f) x {0,1}. Como u estd en §, en-
tonces § # 0 y claramente todas las funciones de § tienen dominio infinito.
Ordenemos § por inclusion.

Sea € una cadena en §; es simple rutina probar que U€ es una funcién
inyectiva (ver ejercicio 13, seccién 3, Cap.III); como

R H=URWE =@ x{0,1}).
fee fee fee

= (D) x{0,1}.
fee

=D(|J £) x{0,1}.

fee

también | fee f = UC estd en §. El lema de Zorn implica entonces la
existencia de una inyeccién h maximal en §; si X = D(h), afirmamos que
A—X es finito, ya que si fuese infinito, tendria un subconjunto Y numerable
y existirfa una biyeccién g : Y — Y x {0,1}; como Y N X = (), también son
disyuntos los recorridos de h y g, luego por el teorema 8, seccion 3 Cap. 111,
h U g seria una funcion inyectiva y estando claramente en §, contradiria la
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maximalidad de h. Como A = X U (A — X) y siendo X infinito y A — X
finito, entonces
XU(A—-X)~ X, luego A =~ X y en consecuencia

Ax{0,1} = X x{0,1} = X =~ A.
O

COROLARIO 1. Sia y 3 son cardinales tales que al menos uno de ellos
es infinito, entonces a + = mazx {«, B} .

Demostracion. Sea v el maximo entre a y (3; evidentemente v < a + (3
y como (a < v) A (8 < 7), se tiene que a + 3 < v+ = v, luego por
antisimetria del orden, a4+ 3 = 7. O

TEOREMA 4. Idempotencia de la multiplicacion de cardinales infinitos.

Si « es cualquier cardinal infinito, o - o = .

Demostracion. Sea A tal que #(A) = «; sea B la coleccién de todos los
subconjuntos B de A tales que B X B =~ B; B # () ya que siendo A
infinito posee subconjuntos B numerables los cuales satisfacen la propiedad
requerida (proposicién 11 Cap.VI); ordenemos B por inclusion y dejemos al
lector verificar que B satisface las hipétesis del lema de Zorn (ver ejercicio
1), de modo que B posee al menos un maximal X. La demostracién queda
completa si se prueba que #(A4) = #(X).

Supongamos que #(X) < #(A); como A = (A — X)U X, #(4) =
#(A— X))+ #(X) y segin el corolario anterior esta suma es el méximo de
los dos y no pudiendo ser #(X) por la hipdtesis, entonces #(A) = #(A—X),
lo cual significa que X es equipotente a algin subconjunto Y de A — X, y
puesto que X x X ~ X, también ¥ x Y = Y. Siendo Y y X disyuntos,
los conjuntos X x X, X xY, Y x X yY xY son disyuntos dos a dos y
entonces

A(XUY) x (X UY)] = #[(X x X)U(X x Y)U(Y x X)U(Y x Y)]
=H#X xX)+#X XY)+#Y xX)+#(Y xY)
=#HX X X)+H#X xX)+H#X x X)+#(Y xY)

— () + #(X) + #(X) + ()
= #(X) + #(Y)
=#(XUY).

Concluimos que (X UY) x (XUY) ~ (X UY) y X no seria maximal.

El lector debe justificar las igualdades anteriores. O
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COROLARIO 2. Si uno al menos de los cardinales o y 8 es infinito y
el otro no es cero, entonces o - f = max {c, [}.

COROLARIO 3. Si uno al menos de los cardinales o y 8 es infinito y
el otro no es cero, entonces o+ 3 = af3.

Dejamos sus demostraciones como ejercicio.

Ejercicios ‘

1. Sea 5 una coleccion de conjuntos B tales que B x B = B; ordenemos
B por inclusion y tomemos una cadena € en ‘B.

Demuestre que U€ también estd en 8. Ayuda: Si Bx B ~ B, entonces
Upee B = Upee(B x B) y éste claramente es un subconjunto de
(Ugee B) x (Upee B), asi que basta demostrar que este producto
estd contenido en (Jgce(B X B).

2. Pruebe los dos dltimos corolarios del teorema 3 anterior.

3. Si a es un cardinal infinito y n € N,

(a) pruebe que o™ = «a. Concluya que si A es un conjunto infinito,
"~ A

(b) Pruebe que la coleccién de todas las sucesiones finitas de ele-
mentos de A, también es equipotente con A.

(¢) SiPn(A) ={B| B C AN#(B) = n}, demuestre que P,(A4) =
A"™. Concluya que # (P (A)) = #(A).

(d) Pruebe que la coleccién Pr(A) de todos los subconjuntos finitos
de A tiene el mismo cardinal que A.

4. Si o =28, entonces (Vy < B)(a” = a) .
5. Si#(A) =2°  pruebe que {B| BC AN#(B)<p}~A.

6. Como una inquietud, averigiie cinco resultados de algebra, andlisis o
topologia en cuyas demostraciones se utilice el axioma de eleccién o
alguno de los principios maximales equivalentes.
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7. Si X es un conjunto infinito, pruebe que para todo subconjunto A de
X se cumple que

Ar=X 6 (X-A)=X.

8. Demuestre que todo conjunto infinito X puede obtenerse como unién
disyunta de dos subconjuntos equipotentes con X. Ayuda: (X x{0})U
(X x{1}) ® X x X =~ X; use una biyeccién de esta unién disyunta
sobre X.
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7.3 EL AXIOMA DE FUNDAMENTACION O
REGULARIDAD

Aun cuando no es un axioma que tenga un papel esencial en el cuerpo de la
matematica, en el sentido de que su supresién pueda ocasionar la pérdida
de porciones importantes de ella, si es de gran interés. en el estudio de
la fundamentacion de la misma teorfa de conjuntos. Dicho axioma impli-
ca propiedades muy deseables de la estructura interna de los conjuntos,
para que éstos concuerden en lo posible con las ideas intuitivas que de ellos
poseemos. Por ejemplo, la experiencia que hemos adquirido en el manejo de
los conjuntos nos lleva a concluir que no existe un conjunto que sea elemen-
to de si mismo; en la capitulo III logramos probar que (Vn € N)(n ¢ n);
sin embargo, no podemos demostrar que esta propiedad la posean todos los
conjuntos, o a no ser que dispongamos del axioma de fundamentacién. Tam-
poco hemos hallado dos conjuntos tales que cada uno de ellos sea elemento
del otro.

Nuestra intuicién divide el universo conjuntista en estratos: el mas bajo
esta constituido por los individuos y son los elementos méas simples, pu-
diendo no existir, como en el caso de la teoria que hemos desarrollado.
El segundo estrato lo constituyen los conjuntos de individuos (tan solo ()
en nuestro caso) y son los conjuntos mas simples. El tercer estrato estd
constituido por conjuntos cuyos elementos pertenecen a los dos estratos
anteriores, y asi sucesivamente.

Para que pueda probarse esta estratificacion de los conjuntos, se requiere
del axioma de fundamentacion.

Cuando los elementos de un conjunto poseen dicha estratificacion, se
dice que el conjunto es bien fundamentado. De ahi proviene el nombre del
axioma y su propésito es afirmar que todo conjunto es bien fundamentado.

Este axioma aparece por primera vez en 1917 en un trabajo de D.
Mirimanoff; en 1925, J. Von Newmann le da estatus al incluirlo dentro de
los axiomas de su teoria de conjuntos y en 1930, E. Zermelo da la versién
usada hoy en dia:
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(AF) : Si X es un conjunto no vacio, entonces X posee un elemento u tal
que uN X =10.

En el lenguaje objeto de la teoria de conjuntos seria:

(VX)(X # 0 — (Gu)(ue X Aun X =0)).
Inmediatamente obtenemos dos de las consecuencias anunciadas:
PROPOSICION 1. (VX)(X ¢ X).

Si existe un conjunto A tal que A € A, formemos el conjunto X = {A}.
Es no vacio y contradice el axioma de fundamentacién ya que AN X # ()
puesto que A € X y A € A.

PROPOSICION 2. No existen dos conjuntos A, B tales que A € B y
Be A

Si existiesen, considerarfamos el conjunto X = {A, B}. Es claro que
ANX # () yaque Be ANB € X. Anédlogamente, BN X # () ya que
A€ BANA€ X. El conjunto X contradiria el axioma de fundamentacion.

Generalizando:

PROPOSICION 3. No ezisten conjuntos Ay, As,--- , A, tales que
(A1 € Ag) A (Az € Ag) VANERRIVA (An—l € An) A (An € Al).

Si existiesen, el conjunto X = {Aj, Ag, -+, A, } contradiria el axioma
de fundamentacién ya que

A, € (AlﬁX) y (VZ =2,3,--- ,n)(Ai_l S (AZﬁX))

La definicién de cardinal dada por Frege (ver Cap. IV, seccién 1 ) entraria
en contradicciéon con el axioma de fundamentacion, ya que si existiese el
conjunto “3” constituido por todos los conjuntos con tres elementos, es
decir, 3 = {A | A = {a,b,c}}, entonces el conjunto X = {3,b,c} seria
tal que 3 estaria en X y también X estaria en 3 ya que X =~ {a,b,c},
contradiciendo la proposicion 2. Asi sale a flote un problema mas que lleva
consigo dicha definiciéon de cardinal.

Volviendo a la estratificacion intuitiva que poseen los elementos de un
conjunto, si la miramos de arriba hacia bajo, la buena fundamentacion de
un conjunto significa que sus elementos son de estratos mas bajos que los
del conjunto, y a su vez los elementos de sus elementos son de estratos mas
bajos que los de los elementos del conjunto - - - hasta llegarse en finitos pasos
al conjunto mds simple (0)) o a los elementos més simples (los individuos).
Esto significa que
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PROPOSICION 4. No es posible hallar una sucesion infinita de conjun-
tos Sp, S1,- -+ tales que

(Vk € N)(Sg+1 € Sk),
es decir, no eriste una sucesion
503512853555 ---355,3541> -
A una sucesién de este tipo se le llama una cadena descendente infinita.

Demostracion. Si existiese una sucesion tal, sea X el conjunto de los ele-
mentos de dicha sucesién:

X = {S) | ke N}

para cualquier k en N se tiene que Ski11 € (Sp N X) y se entrarfa en con-
tradiccion con el axioma de fundamentacién ya que ningtin elemento de X
tendria interseccién vacia con X. O

Es igualmente sencillo probar que en presencia del axioma de eleccion, la
proposicién 4 implica a su vez al axioma de fundamentacién (AF). En lugar
de demostrar “Prop. 4 = AF”se prueba (es mas facil) “-AF = —Prop. 4”.
En efecto, si (3X)(X #0A (Vp)(p € X - unNX #0)), sean Xg = X y
X1 € Xo.

Como X1 N Xy # 0, sea Xy € X1 N Xy. Puesto que Xy € X, entonces
XN Xp # 0; sea X3 € (XoN Xp). Como X3 € Xy, entonces X3 N Xy # 0;
sea X4 € (X3N Xp).

Repitiendo este proceso tantas veces como nimeros naturales, (aqui
estamos usando el axioma de eleccién), se obtiene una cadena descendente
infinita

Xo2X12X0o3X3> -

quedando probado “—Prop. 4”.

Si observamos de abajo hacia arriba la estratificacién de los conjuntos,
el més simple es el vacio; él solo constituye un estrato; notémoslo V; (ya
que Vj seria el conjunto de los individuos y en nuestra teoria no los hay).
Asi

Vo=0 y WVi={0}.
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El siguiente estrato Vs estaria constituido por conjuntos cuyos elementos
pertenecen a los estratos anteriores:

Vo ={0,{0}}, resultando ser P(V}).

El estrato siguiente V3 seria {0, {0}, {{0}},{0,{0}}} o sea P(V2). Observe-
mos que Vg C V4 C Vo C V3, y en general, V; C V11, de manera que para
formar V,, 11 bastard construir conjuntos cuyos elementos pertenezcan a V,,,
es decir, bastard construir subconjuntos de V,,, luego V41 = P (V).

Si notamos por Vi a la coleccién de conjuntos del estrato k, es claro que
puede definirse inductivamente:

Vo=10
Vig1 =P(V,), paratodon €N

Como #(Vi11) = #(P(Vy,)) = 2#(Vn) y Vj es finito, entonces todos los V;,

seran finitos.

El estrato que estd “inmediatamente después ” de todos los V,, estara
constituido por todos los conjuntos que pueden formarse tomando elemen-
tos de los distintos V,,. Después de pensarlo un poco, se llega a la conclusiéon
que debe coincidir con la unién de todos los V,, ; es costumbre notarlo V,.

Asi
Vo={J "V
neN
El siguiente estrato serd V11 y se continta con V12, V13, . . . . Aqui

también V,4n+1 = P(Vo4n) y ademas
VE]CVlCVQC"'CVWCVW+1CVW+2C"'

De manera andloga, después de todos los Vi, iy estd (J,cy Vitn, que se
acostumbra notar V2. Podemos entonces alargar nuevamente la sucesion
de estratos

V()CVlC‘/QC"'CVWCVerlCVW+2C"'CVW2CVW2+1CngJrQ"'

Notese que si por ejemplo A € Vi, entonces A también estard en todos los
estratos posteriores, de manera que lo que realmente mide la complejidad
de un conjunto es el estrato en el cual el conjunto aparece por primera vez;
siAeVoay A¢ V,, se puede decir que A es de complejidad a. Es
costumbre llamar a « el rango de A y notarlo a = p(A). Por ejemplo, el
ndmero 2 = {0,1} = {0, {0}} aparece por primera vez como elemento en
V3, luego el rango de “2” es 3.
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Las consideraciones anteriores, ademéas de mostrarnos un poco la es-
tructura de los conjuntos cuando vale el axioma de fundamentacion, ponen
de presente la necesidad de saber algunas cosas sobre los ntimeros ordinales
para poder continuar analizando la estratificacién, ya que debemos usarlos
como subindices para etiquetar los estratos.

Ejercicios ‘

1. Sea (X, <) un conjunto ordenado; una cadena descendente infinita de
X es una sucesién infinita donde cada término precede estrictamente
al anterior: ---x3 < 9 < 1 < Tg.

Demuestre que un conjunto totalmente ordenado que no posee cade-
nas descendentes infinitas es bien ordenado.

2. Compruebe que 3 = {0,1,2} estd en V4 y no en V3, de modo que
p(3) = 4.

3. Demuestre por induccién que (Vn € N)(p(n) =n+1).

4. Si A = {x1,x9,23, -+ ,x,} es un subconjunto finito de N y [ es el
méximo (para el orden usual) elemento de A, pruebe que todos los
elementos de A aparecen simultdneamente por primera vez, cuando
aparece el méximo, es decir, en V;;1, de modo que p(A) =1+ 2.

5. Recordemos que (a,b) = {{a},{a,b}}. ;Cudl serd el rango de (2,4)?,y
el de (4,2)?;y el de (3,3)7?

6. Si m # n y | =méx{m,n}, pruebe que tanto (m,n) como (n,m)
tienen rango [ + 3. ; Cudl serd el rango de (n,n)?
7. (a) Demuestre que todo conjunto que esté en V,,, es finito.

(b) Pruebe que ningtin conjunto tiene rango w, ya que si aparece en
Vw, necesariamente ha aparecido antes en algin V/,.

(c) Andlogamente, muestre que ningin conjunto tiene rango w2.

8. ¢, Cudl sera el rango del conjunto N de los naturales? ; y cual serd el
rango de N x N?

9. Dé un conjunto unitario de rango 3 y otro unitario de rango w + 2,
para hacer ver que A ~ B no implica p(A) = p(B).
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10.
11.

12.

13.

x14.

Pruebe que si p(A) = a < w2, entonces existe [ tal que a = § + 1.

Demuestre que si p(4) = o < w2, entonces todos los elementos de A
tienen rango menor que «. Ayuda: Use el ejercicio anterior y recuerde

que Vg = P(Vp).
Si p(A) =ay B C A, pruebe que p(B) < a.

Si f es una funcién de N en N, halle su rango p(f).
Ayuda: f C N x N.

(a) En el capitulo V se construy6 Z como N x N/ ~; halle p(Z).
(b) También se construy6é Q como Z x Z*/ ~; halle p(Q).

(¢) En el mismo capitulo se construyo R como conjunto de cor-
taduras, es decir, como conjunto de colas a izquierda de racio-
nales. j Cudl es el rango de R asi construido?.

Si es de su interés, averigiie cudl es el rango de R cuando se construye
como conjunto de clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy de
racionales, y camparelo con el rango de R obtenido antes.
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7.4 EL AXIOMA DE REEMPLAZO

En 1922, de manera independiente y casi simultdnea, Toralf Skolem y
Abraham Fraenkel, modificaron el sistema axiomaético propuesto por Zer-
melo para la teoria de conjuntos, cambiando el axioma de separacién por
el de reemplazo o sustitucién, con el fin de hacer la teoria adecuada para
el tratamiento de la aritmética ordinal y de la definicién por recurrencia
transfinita.

El axioma de separacién tiene como finalidad limitar el tamaiio de los
conjuntos que pueden formarse licitamente; el axioma de reemplazo per-
sigue el mismo fin pero es de naturaleza un poco diferente: si p(z,y) es
una relacion funcional en x (o como se llamé antes, una condicién en dos
variables, o sea una férmula bien formada del lenguaje objeto de la teoria
de conjuntos, tal que para a,b,c cualesquiera, ¢(a,b) A p(a,c) - b=c)y
A es un conjunto, el axioma afirma que eziste un conjunto B cuyos elemen-
tos son precisamente las imdgenes bajo esta relacion funcional de aquellos
elementos de A que estén en el dominio de p. En el lenguaje de la teoria
de conjuntos seria el axioma de reemplazo:

Para cada o(x,y,21,- -, 2zn) formula bien formada con z,y,z1, -+ ,zn
como unicas variables libres (distintas todas ellas), la siguiente formula es
Un arioma:

Va1 Ve {VeVy VY [o(z, y, 21, 20) A,y 21,0+, 20) =y = 3]
—VA3IBWYv[v € B« Ju(u € AN p(u,v,21, - ,2n))]}.

Noétese que este es un esquema, un molde para producir axiomas, uno por
cada .

Este axioma implica al de separacién: Dada una férmula ¢ (z, 21, - , z,),
si tomamos como ¢(x,y, 21, - ,2,) a la relacién y = x A(x, 21, , 2n),
observamos que ésta es funcional en z, luego

Vz1 - Vzp{VAIB Yojv € B (Fu)(u € ANv=uA(u,z1, -, 2))]}

Pero
(Fu)(ue ANv=uA(u,z1, - ,2n))
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es en realidad v € AA (v, 21, , 2n)), luego
Vz1---Vzp[VAIBYolv € B ve ANY(v, 21, ,2n))]

que es el axioma de separacion de Zermelo.

Es fundamental que la relacién ¢ del axioma de reemplazo sea funcional;
por ejemplo, la relacién ¢(x,y) : = C y no es funcional en x ya que un
x puede ser subconjunto de muchos y. Si apliciramos el axioma tomando
como A = {0}, se tendria

(3B)(Vv)(v € B < (Fu)(u € {0} Au Cw))

osea (IB)(VYv)(v € B« Cw)

y B seria el inexistente conjunto de todos los conjuntos, ya que todo con-
junto contiene al vacio como subconjunto.

Al agregarse el axioma de sustitucién, también puede suprimirse el axio-
ma del conjunto con dos elementos, ya que es derivable como teorema; en
efecto, si ¢, b son dados y queremos formar {c, b}, aplicando a () el axioma
del conjunto de partes dos veces, obtenemos P(P (D)) = {0,{0}}, el cual
es un conjunto con dos elementos. para aplicar el axioma de reemplazo,
elijamos como A al conjunto binario {0, {0}} y como ¢(z,y) a la férmula
(x =0ANy =c)V(x ={0} Ay = b). Es funcional en z por que para
cada valor de x en P(P(0)), hay exactamente una y que verifica ¢, y para
otros valores de x, no existen valores de y que verifiquen . El axioma de
sustitucion viene a ser en este caso
(3B)(Vv)(v € B < (Fu)(u € {0, {0} }A[(u =0Av =2c)V(u={0}Av="0)]))
de donde se deduce

(3B)(Vv)(v € B +» (v=1cV v =>0)) es decir, B = {c,b}.

Otro problema atin no resuelto, es el siguiente: En el capitulo IV, seccién
3, ejercicio 10, se preguntaba si usando algin principio de definicién por
recurrencia, era posible determinar una funcién p de dominio N tal que

L p0)=Ay
2. (Vn)(u(n +1) = P(p(n))).

Es claro que aplicando el axioma del conjunto de partes, podemos a partir
de A, formar P(A), P(P(A)), P(P(P(A))) ---

En general para n un nimero natural, podemos formar P"(A), o sea el
conjunto obtenido a partir de A tomando partes iteradamente n veces.

El problema de la definicién de la funcion p radica en que no poseemos
un conjunto que contenga a todos los P"(A) para todo n natural, y en
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consecuencia no podemos definir una funcién “partes”, P : B — B, para
algiin conjunto B adecuado, que sirva a la vez como conjunto de llegada
de la funcién p : N — B. El axioma de reemplazo nos permite solucionar
este problema: si tomamos como ¢(z,y) a ‘¢ € NAy = P*(A)”, es
claramente una relacién funcional en x de manera que para A = N se
obtiene (IB)(Vv)(v € B < (Ju)(u e NAu € NAv =PY%A)))

y simplificando (3B)(Yv)(v € B < (Ju)(u € NAv =P%(A))).
Luego B es el conjunto que estabamos buscando, ya que es precisamente
B = {A=(P(A)),P(A), P(P(A)),--- ,P"(A),--}.
En el préximo capitulo se hard uso del axioma de reemplazo para manejar
adecuadamente los nimeros ordinales.

Ejercicios ‘

1. Use el axioma de reemplazo para demostrar la existencia del conjunto

C={AAxA (AxA) xA - A" .-}
2. Pruebe que existe el conjunto {A, {A}, {{A}}, {{{A}}}}, - }.

k%



'Capl'tulo 8

NUMEROS ORDINALES

Para atar algunos cabos sueltos y despertar el interés del lector por el
estudio de ciertos temas complementarios, presentaremos en este capitulo
las propiedades fundamentales de los nimeros ordinales y sus relaciones
con los axiomas de reemplazo y eleccidn.

8.1 ORDENES SEMEJANTES

., Cuando dos conjuntos ordenados son esencialmente el mismo?

En esta seccién queremos responder parcialmente la pregunta anterior
y obtener de dicha respuesta algunas consecuencias de utilidad posterior.

Recordemos que un conjunto ordenado es una pareja (A, R) en la cual
A es un conjunto y R (subconjunto de A x A) es un orden para A. As{ un
conjunto ordenado es una estructura muy sencilla: consta de un universo
(el conjunto A) y una relacién binaria R que es un orden para A.

Se sabe que dos estructuras del mismo tipo son isomorfas, cuando existe
una biyeccién entre sus universos que preserva las operaciones y relaciones
de dichas estructuras. En este orden de ideas, dos conjuntos ordenados son
esencialmente el mismo cuando son isomorfos desde este punto de vista,
es decir, cuando existe una biyeccién entre sus universos que preserva el
orden. Se acostumbra decir en este caso que los dos conjuntos ordenados
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son semejantes.

DEFINICION 1. Un conjunto ordenado (A, R) es semejante a otro con-
junto ordenado (B, S) si existe una biyeccion f : A — B tal que

(Vx,y € A)(xRy <« f(z)Sf(y)) o equivalentemente,

(Vz,y € A)((z,y) € R < (f(=), f(y)) € 5).

En esta tdltima expresién estamos haciendo énfasis en las relaciones
como conjuntos de parejas, y ella es equivalente a (f x f)(R) = S.

Escribiremos (A4, R) = (B, S) para indicar que (A, R) es semejante a
(B,S) y a f la llamaremos una semejanza. Debido a que f : A — B es
una biyeccién, también f~1 : B — Aloesy (f~! x f71)(9) = R, luego
f~! también es una semejanza y en consecuencia “ser semejante a” es una
relacién simétrica.

Es sencillo demostrar que la composicién de semejanzas es una seme-
janza y trivial que la identidad de un conjunto ordenado es una semejanza.
Se concluye que “x es semejante a y” es una relacién de equivalencia en
cualquier coleccién de conjuntos ordenados. En particular, dado un con-
junto no vacio E, si formamos la coleccién O(F) de todos los conjuntos
ordenados (A, R) con A C F, la relacién de semejanza particiona O(F) en
clases de equivalencia constituidas por conjuntos ordenados semejantes.

Recordemos que si “<” es un orden para A, su orden estricto asociado
“<” estd definido mediante

a<bea=<bANa#b.

Si f:(A,=X) — (B, =) es una semejanza, ésta preserva el orden estricto,
es decir, (Vz,y € A)(x <y < f(z) < f(y)) (dejamos al lector la tarea de
probarlo). La afirmacién reciproca “si f : A — B es una biyeccién y preser-
va el orden estricto, entonces f : (4,<X) — (B, <) es una semejanza’,
también es cierta e igualmente dejamos su demostracién al lector.

Sean (A, <) un conjunto ordenado y a € A; el segmento inicial deter-
minado por a, es el conjunto o(a) = {zr € A |z < a}. Un resultado natural
de utilidad posterior, es el siguiente:

PROPOSICION 1. Sean A, B conjuntos totalmente ordenados y sean
a,b € A; supongamos que f : o(a) — o(b) es una semejanza; entonces
para todo x € o(a) se tiene que o(x) = o(f(x)), siendo esta ultima seme-
janza establecida por la restriccion f | o(x).
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Demostracion. : Claramente f [ o(x) : o(x) — o(b) es inyectiva y preser-
va el orden. Ademds si z € o(x), entonces z < x y en consecuencia
[(2) < f(x), luego f(z) € o(f(x)), o sea que f(o(x)) C o(f(x)). La
proposicién queda demostrada si probamos que o(f(z)) € f(o(x)). En
efecto, si y € o(f(x)), entonces y < f(x) < by como f es sobreyectiva,
existe z € o(a) tal que f(z) =y. Si fuese z = z se tendria f(z) =y = f(x)
contrario a la relacién ya establecida, luego z < x, 0 sea z € o(x) y asi
y = f(2) € f(o(x)), quedando demostrado. O

DEFINICION 2. Sea (A, X) un conjunto ordenado; un subconjunto S
de A se llama una seccidn de A si todo predecesor de un elemento de S
también estd en S.

PROPOSICION 2. Las tnicas secciones de un conjunto bien ordenado,
son el conjunto completo y sus segmentos iniciales.

Demostracion. Es claro que el conjunto completo A y sus segmentos ini-
ciales son secciones. Reciprocamente, sea S una seccion, S # A y mostremos
que es un segmento inicial; A — S # () luego posee primer elemento, dig-
amos b; entonces o(b) C S; 81 S —oa(b) # 0, sea xz € (S —o(b)); Claramente
(x € S)A(x >b) y como S es una seccion, b estard en S, en contradiccién
con b € (A—S). Se concluye que S = o(b). O

Una funciéon inyectiva de un conjunto ordenado en si mismo que preserve el
orden, es en particular estrictamente creciente: © <y — f(z) < f(y); sin
embargo no podemos afirmar que x < f(x), ni lo contrario. Por ejemplo si
consideramos el conjunto Z de los enteros con su orden usual, las funciones
frg:(Z,<) — (Z,<) definidas por f(z) =2+ 5y g(x) =z — 6 son au-
tosemejanzas de (Z, <) y a pesar de ser este conjunto totalmente ordenado,

(Vo) (z < f(z)) y (Va)(z > g(x)).

La situacién cambia radicalmente cuando el conjunto es bien ordenado:

PROPOSICION 3. 8i f : (A, <) — (A, =) es inyectiva y preserva el
orden y si (A, <) es bien ordenado, entonces (Vx € A)(x <X f(x)).

Demostracion. : Si existiesen elementos y tales que f(y) < y, el conjunto
B ={y € A|f(y) < y} no seria vacio y por consiguiente tendria un primer
elemento b. Asi f(b) < b pero por esto mismo f(b) no estaria en B, luego
f(b) = f(f(D)). De otra parte como f(b) < by f conserva el orden estricto,
f(f(b)) < f(b), obteniéndose una contradiccién. En consecuencia B deberd
ser vacio , es decir, (Vx € A)(z < f(x)). O
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Este comportamiento especial de los conjuntos bien ordenados facilita mu-
chisimo el andlisis de la estructura de dichos conjuntos. Por esto en adelante
nos dedicaremos a estudiar la semejanza tan solo entre conjuntos bien or-
denados; por ejemplo, una consecuencia inmediata es la siguiente:

PROPOSICION 4. Si dos conjuntos bien ordenados son semejantes, en-
tonces existe una Unica semejanza entre ellos.

Demostracion. : Sean f,g : (A, =) — (B, <) semejanzas entre conjuntos
bien ordenados; también f~! y ¢~! son semejanzas, de modo que tanto
g lof como f~!og son autosemejanzas de (4, <), luego por la proposicién
anterior, (Yo € A)(z < (g1 o f)@) v (Vo € A)z = (fLog)()) y
aplicando g a los dos lados en el primer caso y f a los dos lados en el
segundo,(Vz € A)(g(zx) = f(z)) v Vz € A)(f(x) = g(z)), de modo que
(Vz € A)(f(x) = g(x)), es decir f = g. O

COROLARIO 1. La unica autosemejanza de un conjunto bien ordenado
es la identidad.

Esto no impide que existan semejanzas entre un conjunto bien ordenado
y algunos de sus subconjuntos propios; por ejemplo f(n) = 2n es una
semejanza entre N y su subconjunto de los naturales pares. Sin embargo,

PROPOSICION 5. Un conjunto bien ordenado nunca es semejante a un
subconjunto de uno de sus segmentos iniciales.

Demostracion. Por contradiccién: Sea (A, <) bien ordenado y supongamos
que existen a € Ay B C o(a) tales que f : A — B es una semejanza; si
extendemos el codominio B de f a A, entonces f : A — A es una funcién
inyectiva que preserva el orden, luego por la proposicién 3 se tiene a < f(a)
y esto hace que f(a) ¢ o(a), contrario a la hipétesis de que el recorrido de
f es un subconjunto de o(a). O

COROLARIO 2. Un conjunto bien ordenado nunca es semejante a uno
de sus segmentos iniciales.

Basta tomar en la prueba anterior B = o(a).

PROPOSICION 6. Sean (A, <) y (B, <) conjuntos bien ordenados; si
A es semejante a un segmento inicial de B, entonces B no puede ser se-
mejante a un subconjunto de A.

Demostracion. Sea f : A — o(b) una semejanza entre A y un segmento
inicial de B. Supongamos que existiera una semejanza g : B — C con
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C' C A; entonces fog: B — o(b) seria inyectiva y preservaria el orden y
en consecuencia B 2 (fog)(B) C o(b), en contradiccién con la proposicién
D. O

TEOREMA 1. (de comparacién de conjuntos bien ordenados) Dados dos
conjuntos bien ordenados cualesquiera, o son semejantes o uno de ellos es
semejante a un segmento inicial del otro.

Con més precisién: Dados (A, <) y (B,=) bien ordenados, siempre se
cumple uno de lo tres casos siguientes:

(i) (4,=)=(B,2).
(i) (3be B)((A,=) = o(b)).
(i) (3a € A)((o(a) = (B, =)).

Demostracion. : Supongamos A y B no vacios; definamos al conjunto Ag =
{r € A|(3y € B)(c(x) = o(y)} . Este conjunto no es vacio ya que si a es
el primer elemento de A y b es el primero de B, entonces o(a) = o(b) (son
vacios). Sea x € Ay y sea y en B tal que o(a) = o(y). Si existiese otro z en
B con z # y y tal que o(a) = o(z), entonces por transitividad y simetria,
o(y) = o(z); pero y < z 0 z < y; en el primer caso o(z) serd semejante
a uno de sus segmentos iniciales, en contradiccién con el corolario de la
proposicién 5; lo mismo sucede si z < y.

Se concluye que al asignar a cada x de Ag el unico y de B tal que
o(x) = o(y), se obtiene una funcién u : Ay — Y. Un argumento similar
al anterior muestra que u es inyectiva. Ademds u preserva el orden: si
z,a € Ay y x < a, sean u(x) =y y u(a) = b; esto equivale a o(z) Z o(y) y
o(a) = o(b), si fuese b < y, entonces o(b) C o(y); como o(a) = o(b) y éste
es un segmento inicial de o(y), luego (Prop. 6) o(y) no puede ser semejante
a un subconjunto de o(a), en contradiccién con el hecho o(y) = o(z) y
o(x) C o(a) ya que z < a. Se concluye que y < b y asi u preserva el orden.

De otra parte, Ay es una seccion de A: sean a € Ay y x < a. Si b= u(a),
existe una semejanza f : o(a) — o(b) y por la proposicién 1. se sigue que
o(x) Zo(f(x)), luego z € Ay.

Andlogamente u(Ap) resulta ser una seccién de B y como u es inyectiva,
Ap = u(Ap). Por la proposicién 2,

(Ao = AV Ay = 0(a)) A (u(Ao) = BV u(Ag) = o (b)),
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con a € Ay b€ B. Distribuyendo,

La tdltima de las posibilidades no puede darse ya que si sucediese, entonces
o(a) = o(b) y a seria elemento de Ap o sea a € o(a) lo cual es contradictorio.

Tampoco pueden tenerse dos de estas opciones simultdneamente, pues
ello implicaria que un conjunto seria igual a uno de sus segmentos iniciales.

Se debe cumplir entonces una tnica de las tres primeras opciones, con
lo cual queda completamente demostrado el teorema 1. O

Ejercicios ‘

1. Dé un ejemplo de un conjunto parcialmente ordenado que tenga una
seccién que no sea un segmento inicial, ni sea el conjunto completo.

2. Igual que en 1., pero de un conjunto totalmente ordenado.

3. Si f:A— B esuna biyecciéon y B es un conjunto bien ordenado por
una relacién “<”, pruebe que la relaciéon “<” definida en A mediante
x <X ysiysolosi f(x) < f(y), es un buen orden para A y f se
transforma asi en una semejanza entre (A4, <) y (B, <).
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8.2 NUMEROS ORDINALES

De acuerdo con los resultados de la seccidon anterior, dos conjuntos bien
ordenados semejantes, son desde el punto de vista del orden, practicamente
indistinguibles, de manera que para clasificar conjuntos bien ordenados,
bastara asignar a cada uno de ellos un objeto especial, un conjunto bien
ordenado prototipo, en forma tal que a dos conjuntos bien ordenados se-
mejantes, corresponda el mismo objeto; éste serd su nimero ordinal, el que
caracterizard al tipo de orden del conjunto.

No es posible definir el tipo de orden de un conjunto bien ordenado como
la coleccién de todos los conjuntos bien ordenados semejantes al conjunto
dado, ya que dentro de nuestra teoria, dicha colecciéon no puede formarse
licitamente.

Una manera de resolver este problema consiste en proceder de igual
forma a como lo hicimos para clasificar conjuntos finitos de acuerdo con su
tamano: asignar a cada conjunto finito un ntmero natural. Los ntmeros
naturales se definieron de acuerdo a ciertos criterios de economia de sim-
bolos y conceptos; se obtuvieron dotados de una “superestructura”, con
una riqueza de propiedades mucho mayor de la que teniamos en mente
inicialmente; ello se debié a que los naturales asi definidos son en realidad
nimeros ordinales finitos. Recordemos algunos de ellos:

Algunas de sus propiedades notables, son:
1. (Vn)(n ¢ n).

2. Todo natural posee un sucesor inmediato n™ = n U {n}, el cual por
1., tiene un elemento mas que n.

3. Todo elemento de un natural, es subconjunto de dicho natural.

4. La pertenencia es una relacién de orden estricto que ordena bien a
todo natural (y también a N).

5. Para todo x de n se tiene que o(z) = x.
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Queremos que los ordinales posean estas mismas propiedades. ;Cual
podria ser un ordinal que no sea un natural? Segin nuestra experiencia,
el conjunto N de todos los naturales serfa un firme candidato, ya que para
el orden usual (que es precisamente la pertenencia), es un conjunto bien
ordenado y ademés N ¢ N ya que N es infinito y sus elementos son finitos.
Cuando se considera a (N, <) como ordinal, se le acostumbra a notar por
w. Para que se cumpla la propiedad 2., deberd existir su sucesor wt =
wU{w} =1{0,1,2,3,...,w}. Nuevamente la pertenencia ordena bien a w™ y
en él w es su dltimo elemento ya que (Vo # w)(x € w); asi 0(w) = w. La
propiedad 2 implica la existencia de w,w™, (W)™, (wT)™)*, -+ {Existird
un conjunto que contenga a w y a todos estos sucesores?.

Asi como no podemos terminar de definir los naturales de uno en uno
vy necesitamos del axioma del infinito para producir todos los naturales
simultdneamente, aqui necesitamos de un nuevo principio, de un axioma
mas de la teoria de conjuntos con el cual mostrar la existencia de muchos
conjuntos de ordinales. Es el axioma de sustitucién (o de reemplazo) que
vimos al final del capitulo anterior.

Realmente no es necesario definir “ordinal” como un conjunto que posea
todas las propiedades 1 a 5, ya que algunas de ellas se deducen de las otras.

DEFINICION 3. Un conjunto A se llama transitivo si todos sus ele-
mentos también son subconjuntos de A, es decir, (Vx)(x € A —x C A), o
sea st cumple la condicion 3 anterior.

En este caso, siy € x Az € A, entonces y € A, teniéndose una especie
de transitividad, la cual da el nombre a la propiedad. Nétese que esto no
implica que si z,¥, z son elementos de Ay © € y Ay € z, entonces x € z.

DEFINICION 4. Un conjunto a se llama un ordinal si es transitivo y
st la pertenencia es una relacion de orden estricto en o que ordena bien a
a?

o sea si cumple las condiciones 3 y 4 anteriores; veamos que también se
cumple 1. sin necesidad del axioma de regularidad:

PROPOSICION 7. Para todo ordinal o se cumple o ¢ a.

Demostracion. Si se tuviese @ € «, entonces « seria un elemento de «
y como la pertenencia es un orden estricto en el conjunto «, entonces
—(a € a), obteniéndose una contradiccion, luego por reduccién al absurdo,

a ¢ a. O

PROPOSICION 8. Todo elemento de un ordinal, es un ordinal.
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Demostracion. Sea « un ordinal y sea § € «; como « es transitivo, 0 C «
y la pertenencia restringida a § es un orden estricto para 3 y lo ordena
bien. Nos resta probar que [ es transitivo: sea y € 8y u € y; como § C a,
entonces y € « y siendo « transitivo, y C « y asi también u € «, luego
u,y, 8 € a y siendo la pertenencia una relacién transitiva en a (ya que es
de orden en «), entonces u € 3. Se concluye que y C 3, o sea que 3 es
transitivo. O

PROPOSICION 9. Si o es un ordinal, (V8 € a)(c(8) = f).

Recordemos que el orden “<” en « es la pertenencia, luego para todo z,
z €0(f) « x <[ x €y por extensionalidad o(5) = .

PROPOSICION 10. Si a es un ordinal, at = a U {a} también es un
ordinal.

Es sencillo de comprobar que o™ es transitivo y que también la perte-

nencia es un buen orden estricto para a™.

COROLARIO 3. Para todo ordinal o, o(a) = av.
Como « € at, por la proposicién 9 se tiene el resultado.

PROPOSICION 11. Si a, B son ordinales cualesquiera, se cumple exac-
tamente una de las relaciones a € 3, a =/, G € a.

Demostracion. : El que a y § sean transitivos, permite deducir inmedia-
tamente que n = aNf es una secciéon de a y también de 3. Por la proposicion
2, mes a omn es un segmento inicial de o y 7 es B 0 n es un segmento
inicial de 3 y el corolario de la proposicién 5 hace que las disyunciones sean
exclusivas:

(n=a)v(n=o(z),zca) Alln=PB)V(n=0(y),ye b))

equivalente por el corolario de la proposicién 10, a

(a=p)V(a=y,yeB)V(B=1z21ca)

v
Vim=z,z€a)A(n=y,y € P
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osea (a=p)V(axep)V(Bea)V(nearnep).

Pero la dltima alternativa es imposible ya que de ella se deriva
n € aN B, es decir n € 7, en contradiccién con la proposicién 7, quedando
demostrado. O

PROPOSICION 12. Todo conjunto de ordinales es bien ordenado por la
relacion de pertenencia .

Demostracion. Es suficiente demostrar que todo conjunto no vacio A de
ordinales tiene primer elemento. Sea « cualquier ordinal de A; si aNA = 0,
entonces g(a) N A =0y « es el primer elemento de A ya que todo ordinal
menor que « no estd en A. SiaN A # 0, como aNA C ay éste es bien
ordenado por la pertenencia, &N A tiene primer elemento ag; en particular
ag € a o sea ag < «. Si x es cualquier elemento de A, por la tricotomia del
orden, « < x 0 @ =z 0 x < «; en el primer caso por transitividad, ag < z;
en el segundo caso ag < £ = «; en el tercer caso, x € a, luego r e a N Ay
asi ag = z. se concluye que ag es el primer elemento de A. O

PROPOSICION 13. Dos ordinales son semejantes si y solo si son igua-
les .

Demostracion. Supongamos « =2 (3. Si fuesen distintos, por la tricotomia
se tendria (o € ) V (B € «). En el primer caso = a = o(«a) y asi [ serd
semejante a uno de sus segmentos iniciales, en contradiccién con el corolario
de la proposicién 5. Analogamente en el segundo caso se tendria una con-
tradiccién: o = § = o(8). En consecuencia, a = 3 quedando demostrado,
ya que el reciproco es evidente. O

Ejercicios ‘

1. Pruebe que si a, 3 son ordinales, entonces (o = 3 sisi «a C ).
Ayuda: es suficiente demostrar que (a € < a C f3).

2. Compruebe que a™ es el minimo ordinal mayor que «.

3. Pruebe que si un conjunto de ordinales es transitivo, entonces dicho
conjunto es un ordinal.



8.2. NUMEROS ORDINALES 289

4. Demuestre que la unién de cualquier conjunto de ordinales, es un
ordinal, y que es precisamente la minima cota superior del conjunto.
Ayuda: Para probar que es un ordinal, use la proposicién 12 y el
ejercicio 3. Para la otra parte, recuerde que o(a) = a.

5. Demuestre que si A es un conjunto de ordinales tal que
(Va)(Vn)(a € ANn <a—ne A,

entonces dicho conjunto es un ordinal.
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8.3 CONJUNTOS DE ORDINALES

En la seccién anterior se vié que uno puede ir formando uno a uno los

ordinales sucesores de w:

+
W,w+’w+ g

pero que uno nunca terminaria de construirlos todos, y menos ain podria
tener un conjunto al cual pertenecieran todos ellos.

Sin embargo construido w1+ (ordinal obtenido de w al repetir el
proceso de formar el sucesor ene més una veces), podemos definir por re-
currencia la funcion:

fn : TL+ = {0, 1,2,' . ,n} —_— {w7w+’ .. .wn"r} C w(n-&-l)-‘,-'

mediante f,(0) = w y para todo k con 0 < k <n, fu(kT)= (fn(k))+, es
decir, fn(()) =w ,fn(l) = w+ 7fn(2) = (w+)+7 T afn(n) = wn-i-‘
Asi tenemos realmente una cadena de funciones

focficfoCfzC---

todas ellas finitas (f,, contiene n+ 1 parejas ordenadas). Si en el axioma de
reemplazo tomamos ¢(z,y) como = € N A f(z) = y, ésta es una relacién
funcional en z, luego dicho axioma implica que para A = N,

(3B)(Vy)(y € B < (Fz)(x e NAz € NA fu(n) =y)).

Dicho conjunto B es precisamente {w,w™, (w™)*,---}. Si lo unimos con w
mismo, obtenemos el ordinal

{071727”' 7w7w+7w++7"'}7

notado cominmente por w2. Realmente consta de dos copias disyuntas de
w, dispuestas la una a continuacién de la otra.

Si cuando « es un ordinal notamos a o por a + n, entonces w2 =
{0,1,2,-+ jw, w+ Lw+2,---}.
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El ordinal siguiente a w2 serd
(W)t =w2U{w2} ={0,1,2, - jw,w+1,w+2,-- ,w2}.

Una nueva aplicacién del axioma de reemplazo permite obtener el conjunto
{w2,w2+1,w2+2,---} y éste unido con w2 mismo, produce el ordinal

w3={0,1,2,- - jw,w+lw+2, - w2,w2+1,w2+2,---}.

Después seguird w3 + 1,w3 + 2, w3 + 3, - - y usando otra vez el axioma de
reemplazo y la unién con w3, se obtiene w4. Se va formando as{ una nueva
sucesion de ordinales w, w2, w3, w4, - - -.

Una nueva y adecuada aplicacién del axioma de sustitucién produce el
conjunto {w, w2, w3, w4,---} y su unién produce un ordinal llamado w?. A
éste le siguen w? + 1,w? + 2, w? 4w, +w+ LW +w+2,-- w0+
w2, w? + w2+ 1w+ w242, w4 w3, -, w?+wd, -,y después de
todos los de la forma w? 4+ wn aparecen w? + w? = w?2, obteniéndose otra
sucesion:

2 2 2 3 4 5 w
w ’w 27w 3’...7w 7...’w 7...’w ’...’w yoo e

Al primer ordinal no contable se le acostumbra notar €.

Obsérvese que a pesar de que todo ordinal posee sucesor inmediato, ex-
isten muchos que no tiene predecesor inmediato: w, w2, w3, w?, w?, w*, Q.
A aquellos ordinales sin predecesor inmediato se les llama ordinales limites.

Dejemos de lado esta interesante direccién y utilicemos el axioma de
sustitucion para caracterizar los diferentes tipos de conjuntos bien ordena-
dos.

TEOREMA 2. Para cada conjunto bien ordenado existe un unico ordinal
con el cual es semejante.

Demostracion. : Debido a que la semejanza es simétrica y transitiva, la
unicidad del ordinal se sigue inmediatamente de la proposicién 13. Ademas
la proposicién 4 implica que la semejanza con un ordinal, si existe, es Unica,
de modo que tan solo debemos demostrar la existencia del ordinal y de la
semejanza.

Sea X un conjunto bien ordenado y definamos como B al conjunto
B = {z € X|o(x) es semejante a un ordinal}. Este no es vacio ya que si a
es el primer elemento de X, entonces o(a) = () que es el primer ordinal.

Para cada x de B, el segmento inicial o(x) es semejante a un tnico
ordinal 3(z) mediante una semejanza f : o(x) — [(x). Ademas si x esta



292 CAPITULO 8. NUMEROS ORDINALES

en By y < z, evidentemente y € o(z) y por la proposicién 1 se tiene,
o(y) =2 o(f(y)) y como este tltimo es un segmento inicial de un ordinal,
también es un ordinal y asi y € B y B es una seccién de X.

Si p(z,y) es la condicién “(x € B)A(y es ordinal) A(o(z) = y)” entonces
o(z,y) es funcional en x y por el axioma de reemplazo, para el conjunto B

existe un conjunto 3 tal que

b

Vy(y € < (Fzx)(x € BAxz € BAy esordinal Ao(z)=vy))

Puesto que § es un conjunto de ordinales, es bien ordenado por la relacién
de pertenencia. Para probar que /3 es un ordinal es suficiente que (ejercicio
5, seccion 2)

(Va)(Vn)(n < ana € f—mnep).

Supongamos 77 < a A« € (3; existe € B tal que o(z) = a 'y como el orden
entre ordinales es la pertenencia, n € a y siendo n = o(n), es un segmento
inicial de o y por la proposicién 1, n es semejante a un segmento inicial
de o(z), digamos n = o(y) con y < x y y € A. Entonces y € By n € 3,
concluyéndose que (§ es un ordinal. Por esto al asignar a cada x de B el
unico ordinal semejante a o(z), se obtiene una semejanza de B en (3.

La demostracion del teorema se completa probando que X = B. Si
fuese X # B, como B es una seccién, la proposicion 2 haria que B fuese un
segmento inicial de X, o sea que existiria g € X tal que B = o(x¢); puesto
que B = f3, se tendria o(zg) =  y xg estaria en B, es decir, z( estaria en
o(xo), lo cual es una contradiccién. O

Como consecuencia de este teorema y de la proposicién 13, tenemos:

COROLARIO 4. Dos conjuntos bien ordenados son semejantes si y solo
si ellos son semejantes al mismo ordinal.

Se dice en este caso que los dos conjuntos poseen el mismo tipo de orden;
esto significa que desde el punto de vista de su estructura de orden, los dos
conjuntos ordenados son indistinguibles. Los ordinales juegan entonces el
papel de clasificadores de los conjuntos bien ordenados.

Las notaciones introducidas, como w + 1,w + 2, w2, w3, wn, - - - sugieren
la existencia de operaciones ente niimeros ordinales. Dichas sugerencias son
enteramente correctas y para darles precisién, vamos a definirlas.

Sean (A, <)y (B, <) conjuntos bien ordenados disyuntos; la suma ordi-
nal de (A, <) con (B, <) es el conjunto bien ordenado (AU B, S), donde S
es la relacién (conjunto de parejas ordenadas) obtenida al unir la relacién
de orden de A con A x B y con la relacién de orden de B, es decir, el orden
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entre elementos de A es el que ya se tenia (<), todo elemento de A precede
a todo elemento de B (A x B), y el orden entre elementos de B es el que
ya se tenia (X).

Sia=ord(A, <)y [ =ordB,=), entonces la suma de los ordinales «
y [ se define como o+ (3 = ord(AU B, S) por ejemplo, w+ 2 seria el ordinal
del conjunto bien ordenado 0 < 1 < 2 < ... < a < b, mientras que 2 + w
serfa el ordinal del conjunto bien ordenado a < b <0< 1 <2< --- que es
el mismo w. Se concluye que

24w=wH#w+2.

Este ejemplo muestra que la adiciéon de ordinales no es conmutativa; dicho
comportamiento un tanto desagradable se debe a que cuando agregamos los
dos elementos al comienzo de w por ejemplo, el resultado es un conjunto
bien ordenado semejante al inicial, pero si los agregamos al final de w, el
conjunto bien ordenado obtenido posee en particular ultimo elemento y ya
no es semejante a w.

El concepto de suma ordinal puede extenderse a un nimero infinito de
sumandos: si (A;, <;);es es una familia de conjuntos bien ordenados disyun-
tos dos a dos y el conjunto I también es bien ordenado, la suma ordinal de
la familia es el conjunto (|J;c; Ai, S) ordenado en la forma siguiente: dentro
de cada A; el orden es el que ya se tenia, y si ¢ < j, todo elemento de A;
precede a todo elemento de A;. Si (a;)icsr es una familia de ordinales tal
que a; = ord(A;, X;) entonces ), ; a; se define como el ordinal de la suma
ordinal de la familia (A;, <i)ier-

;,Como se define el producto ordinal de dos conjuntos bien ordenados
(A, <) y (B,=X)?. Puesto que A x B = [J,cz A x {b}, el producto puede
verse como la unién de una familia (Ap)pep de conjuntos bien ordenados
disyuntos dos a dos con indices en el conjunto bien ordenado B, luego el
producto ordinal puede verse como la suma ordinal (|, 5 A x {b}) de dicha
familia, es decir, (a,b)S(c,b') siysolosi (b<b)V(b=b ANa<ec).

Asi A x B resulta bien ordenado por el orden lexicografico inverso.

Sia = ord(A, <)y [ = ord(B, =), entonces el producto ordinal af
se define como ord(A x B, S). Por ejemplo, w2 viene a ser el ordinal de
w x {0,1} con el orden lexicogréfico inverso, o sea el ordinal de

(0,0) < (1,0) < (2,0) < ... < (0,1) < (1,1) < (2,1) < ...

conjunto semejante a 0 <1 <2< ... <w<w+1<w+2< ... mientras
que 2w es el ordinal de {0, 1} x w con el orden lexicografico inverso, es decir
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el ordinal de
(0,0) < (1,0) < (0,1) < (1,1) < (0,2) < (1,2) < (0,3) < (1,3) < ...

obtenido al colocar w copias disyuntas de 0 < 1, una a continuacién de la
otra, conjunto este iltimo semejante a w.

En consecuencia
2w = w # w2.

v la multiplicacién ordinal tampoco es conmutativa.

En general puede verse que af es el ordinal del conjunto bien ordenado
obtenido al colocar, la una a continuacién de la otra, § copias disyuntas
del cardinal «. En los ejercicios encontrara el lector algunas propiedades
adicionales de las operaciones entre ordinales.

Asi como al comienzo de la teoria axiomatica se probd que no existe un
conjunto constituido por todos los conjuntos, también es cierto que

TEOREMA 3. No existe un conjunto constituido por todos los nimeros
ordinales.

Demostracion. : Si existiese tal conjunto, su unién seria también un ordinal
(ejercicio 4, seccion 2) digamos «, el cual seria el sup del conjunto de todos
los ordinales, es decir, para todo [ ordinal, 8 =< «; en particular como
a+ 1 es también un ordinal, « + 1 < « lo cual es una contradiccién ya que
a < a+ 1, quedando demostrado. O

La contradiccién a la cual llegamos partiendo de la suposicién de que existe
el conjunto de todos los ordinales, se llama la paradoja de Burali-Forti,
debido a que fué este matemadtico italiano quien la descubrié y publicé en
1897.

En el capitulo IV se probd el teorema de definiciéon por recurrencia:
Dados a € X y f : X — X, existe una tnica funciéon v : w — X tal
que u(0) = a y para todo n € w, u(n™) = f(u(n)). Este resultado puede
generalizarse para definir funciones cuyos dominios sean mayores que w. La
diferencia entre w y cualquier ordinal « estrictamente mayor que w, esta
en que en « existen ordinales limites, ordinales que no poseen predecesor
inmediato, de manera que ademds de especificar la imagen de 0 y de decir
como se obtiene la imagen de nt cuando se conoce la de n, es necesario
precisar cémo se calcula la imagen de un ordinal limite. Debido a que éste
es un texto introductorio, daremos a continuaciéon y sin demostracién, la
versién mas sencilla del teorema de definicién por recurrencia transfinita
para un conjunto X bien ordenado. Otra versiéon muy tutil puede estudiarse
en [5] o en [6].
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TEOREMA 4. (Teorema de definicién por recurrencia transfinita) Sean
a un ordinal, (X, =) un conjunto bien ordenado, a € X y f : X — X.
Eziste una unica funcion u: o — X tal que

i) u(0) = a,
it) u(3+) = f(u(B)) para todo f € a y
iii) u(n) = sup {u(B)|F < n} cuando n € a y 1 es un ordinal limite.

Su demostracién puede verse en [7] y es en buena medida una adapta-
cién de la prueba que dimos en el capitulo IV para el teorema de definicién
por recurrencia.

Para terminar, vamos a describir una forma de definir los niimeros cardi-
nales como ordinales especiales y mostrar que asi no se requiere del axioma
de cardinalidad dado en el capitulo VI.

Los ordinales w,w + 1,w + 2,w?2 v w?, son todos numerables, es decir,
equipotentes con N. El ordinal w es el minimo ordinal equipotente con N,
propiedad que hace de él un ntimero cardinal.

En general si A es un conjunto cualquiera, el teorema de la buena or-
denacién nos garantiza que existe al menos un buen orden “=<” de A, y
por consiguiente (A, <) serd semejante a un ordinal «; en particular como
la semejanza es una biyeccién, a serd equipotente con A. ;Existird el con-
junto (no vacio) de todos los ordinales equipotentes con A?. La condicién
para obtenerlo es “« es ordinal y o = A”, pero jde qué conjunto debemos
separar los elementos que la cumplen?

Nuevamente por el teorema de la buena ordenacién, existe un buen
orden para P(A) y con él el conjunto de partes de A es semejante a un
ordinal 1 y en particular n ~ P(A), luego por el teorema de Cantor, si «
es un ordinal y a = A, entonces « es dominado rigurosamente por 7, luego
para el orden entre ordinales no es posible tener n < « (si n < a, seria 7
semejante a o 0 a un segmento inicial de « y por consiguiente P(A) < A,
lo cual es contradictorio). Se concluye que o < 1 0 sea que « € 1, luego 7
contiene como elementos a todos los ordinales equipotentes con A, de modo
que existe el conjunto

O4s={a€n|aesunordinal A~ A}.

Siendo este conjunto bien ordenado, tiene primer elemento y serd precisa-
mente el cardinal de A:

Card(A) = minimo ordinal equipotente con A.
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Claramente si A ~ B, entonces O4 = Op y en consecuencia Card(A) =
Card(B).

Reciprocamente si Card(A) = Card(B), como A ~ Card(A) y B
Card(B), entonces A ~ B, obteniéndose asi el axioma de cardinalidad.

Q

Esperamos haber dejado al lector con la curiosidad y los conocimientos
suficientes para continuar en forma autodidacta el estudio de otros temas
més avanzados de la teoria de conjuntos usando textos como [6], [7] u [8].

Ejercicios ‘

1. Pruebe que la suma de ordinales estd bien definida. En otras palabras,
si @ = ord(A1, =1) = ord(Aa,=<2) y 8 = ord(B1,=<1) = ord(B2, <2)
con AyN By =0y Ay N By = (), entonces la suma ordinal de (A1, <1)
con (B1, =1), es semejante a la suma ordinal de (Az, <2) con (B, <2).

2. Anélogamente, demuestre que la multiplicacién de nimeros ordinales
esta bien definida.

3. Pruebe que para todo ordinal o > w, se cumple que
l+a=a#a+1.
4. Demuestre que la suma de ordinales es asociativa y modulativa.
5. Pruebe que un ordinal « es un ordinal limite si y sélo si
VBB <a—pF+1<a).
6. Si a es un ordinal limite, demuestre que
a=sup{f| [ < a}.
7. Dé un ejemplo de un ordinal 3 tal que 1+ 3 =3+ 1= 3+.
8. ¢ En qué caso se tendra para los ordinales a y § que a4+ 3 = 6+ a?
9. Si a, <y son ordinales y v > 0, entonces a + v > «.
10. Pruebe la propiedad cancelativa a izquierda de la adicién: Si

Yyta=y+0

entonces

a=/.
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11.

12.
13.
14.
15.
16.

17.

Dé un contraejemplo para hacer ver que no vale la propiedad cance-
lativa a derecha de la adicion, es decir,

~(Va)(VB)(W)(a+y=06+7y—a=0).

Pruebe que la multiplicacién de ordinales es asociativa y modulativa.
Si (v #0) A (a < ), entonces ya < .

Si ya < v, entonces a < .

Si (v # 0 Avya =), entonces o = 3.

Si a < 3, entonces ay < (3.

Si ay < B, entonces a < 3.

*3k
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