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Latransformada de L aplace

Concepto einterés practico

Es una herramienta que transforma un problemaen el dominio del tiempo
en un problemaen el dominio de lafrecuencia

(el fasor convierte una sefid sinusoidal en un nimero comple o).

Aplicaciones:

Andlisis del régimen transitorio en circuitos
descritos por més de dos ecuaciones diferenciales.

Andlisis del régimen trangitorio en circuitos
sometidos a excitaciones distintas de smples saltos de nivel.

Introduccion del concepto de funcion de transferencia
paraanalizar larespuesta en frecuencia de un circuito
sometido a excitacion sinusoidal.

Relacionar el comportamiento de un circuito en e dominio del tiempo
con su comportamiento en el dominio de lafrecuencia.
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Definicion
Dada una funcion f(t), que depende de la variable independiente tiempo (1),
su transformada de L aplace se define mediante la expresion

o0

F(9) = L{f(t)} =J f(H)e-stdt

0

Latransformada de Laplace

convierte un problemaen e dominio del tiempo
en un problema equivaente

en e dominio delafrecuencia

't =s=|s = s (frecuencia) =

Observaciones

Laintegral esimpropiayaque el limite superior de integracion es cc.

En consecuencia, laintegral puede no converger.

Sin embargo, en andlisis de circuitos se hace referencia Gnicamente

afunciones que hacen que laintegral converja, con lo que tienen transformada de L aplace.

Se hara referencia Unicamente a transformadas dadas por laintegral indicada,
gue reciben el nombre de transformadas unilaterales.
L as transformadas bilaterales son aquéllas en las que € limite inferior de integracion es -.

Si f(t) esdiscontinuaen € origen, suvalorent=0seevallaent = 0.

Se harareferencia Unicamente a sefiales de interés en circuitos el éctricos y electrénicos
gue se comportan como sistemas L TI.

Transformadas funcionales son las que se realizan sobre funciones matematicas.
Transformadas operacionales son aquellas
gue involucran operaciones realizadas sobre funciones.
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Transformadas de L aplace funcionales

En todos los casos f(t) = 0 parat < O-.

Funcion matematica Transformada
de Laplace
Delta de Dirac (impulso unitario) o(t) 1
, . . 1
Escal6n unitario u(t) S
1
Rampa t &2
: a 1
Exponencid € s+a
Seno sen(wt) S
%2+ @2
Coseno cog(wt) S
2+ w2
: 1
Rampa amortiguada a
Seno amortiguado edsen(mt) @
(s+a)?+ w2
i edcos(mt St+a
Coseno amortiguado cog(wt) (5+3)2+ 02
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Transformadas de L aplace operacionales

Operacién Transformada de Laplace
f(H) Hs)
Kf(t) KK
E f,(t) (algebraica) E F.(9 (algebraica)
d™ n - 10" - g+ @ - - dn_lf(t)
dtﬁt) S"H(s) - sY(0) - s it LO_ ‘ |
t
J f(r)dhe &
0
f(t-tu(t-t),t,>0s e oF(s)
eaf(t) F(s+a)
f(at), a> 0t gF(g)
t(t) _dHS
ds
n _qynd"H9
tnf(t) -1 ds
f(tt) J F()de
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Ejemplo 1 de calculo de transformada de L aplace

Se desea obtener la transformada de Laplace de la funcién y(t) = t2eat

Observando las tablas anteriores podemos escribir y(t) = t™(t)

conn:2yf(t):e—at:>|:(s)_ﬁ

- _ _nynd™FS - 2
WO =1H) = V=0 = 2

Ejemplo 2 de calculo de transformada de L aplace

Se desea obtener la transformada de Laplace de la funcidn y(t) = tcos(mt)

Observando |as tablas anteriores podemos escribir y(t) = tf(t)

con f(t) = cos(mt) = F(s) =S
2+ w2

dF(e) _ - w2

YO =) = Y(9 =- T e
S“t+w
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Ejemplo 1 de aplicacion a un circuito

El circuito delafigura,
en el que lafuente es continuay son datos

ﬁ»[ -0 l | l _ l +  lascaracteristicas de todos |os € ementos,
@ lcy == V() hapermanecido mucho tiempo sin cambios
L [! C - antesdel cambio de posicion del interruptor.
Unavez producido éste,
yano experimenta mas cambios.

Se desea obtener v(t) parat > 0.

Para cualquier instante setiene

y lgu(t) = ix(t) +i (1) +ic(D) @)
Ecuacion de nudo esto indica que lafuente solo se aplicaparat >0
y relaciones
funcionales g m t
170 = Wi =c™0, vy =L 1O = -3J Vo (2
0

Sustituyendo (2) en (1) se obtiene

t
Q) = "g) ¥ EJO V)t + c‘l"(’j(tt) ©)

Aplicando a (3) latransformacion de Laplace
de acuerdo con lo indicado en las anteriores, se obtiene

le -V VO

s R T Le TCV(E-v(O) 4)
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Teniendo en cuenta que parat < 0 no habia energia almacenada en € circuito
(los elementos pasivos estaban desconectados de la excitacion), v(0) =0V,
con lo que (4) quedaen laforma

lg _ 1,1
2=V + + +sC
S ()(R 1

de donde puede deducirse
ve=— ¢~ vp=LYve!
2+ S + 1
RC LC

Lafuncién temporal buscada eslatransformada inversa de Laplace de V(9).
M as adelante se indicara como obtener transformadas inversas de Laplace.

)

Comparacion de métodos para analizar €l régimen transitorio

Analisisintegro-diferencial Analisisbasado
en la transformada de L aplace

Resolucion de una o mas ecuaciones Resolucidn de una 0 mas ecuaciones
diferenciadles en e dominio del tiempo. algebraicasen € dominio s.
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Ejemplo 2 de aplicacion a un circuito

| R L | Se desea obtener la transformada de L aplace
l %l icl L, szt) correspondiente a v(t).

io(t iR i C - Loy _ _

Hig(t) | io(t) = Kcog(wt), K = 1.2 A, 0 = L rad/s

R=1Q,L=16H,C=0625F

Se sigue un procedimiento idéntico a utilizado en el g emplo anterior.
La Unicadiferencia es que latransformada de L aplace correspondiente a lafuente es

con lo que laecuacion (5) pasaa ser

_Ks = V(s)(l P
32+U)2 R sL

Despgando V(s) y utilizando los val ores numéricos se obtiene

V(S) — 1.92s2
(s2+ 1)(s2+ 1.6s+ 1)

Lautilizacion de la transformada de Laplace permite tratar de forma unificada
problemas de régimen transitorio y problemas de régimen sinusoidal.
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Latransformada inversa de L aplace

Se trata de obtener la expresion en el dominio del tiempo
correspondiente a una expresion dadaen el dominio s.

Procedimiento general

En generd, latransformada de L aplace
correspondiente a una variable de interés en un circuito
es una funcion racional (solo aparecen potencias enteras de s) de laforma

F9=NO - as'+a,, ST .. rasta
D b, s"+b, s +..+b;s+ b,

donde
g(@0=01..,nyb({=0,1..,m)son constantes reaes.
My n son enteros positivos (NUmeros natural es).
Si m > n, F(s) se denominafuncion real propia
S m < n, F(s) se denominafuncion real impropia
1. Seconsideran unicamente funciones reales propias.

2.  Obtencién delasraices del denominador.
El denominador siempre puede escribirse en laforma

D(s) =(s+s)(s+S)) ... (S+S)P..(s+s,)
donde s = -s, (y cualquier otro término similar) es unaraiz maltiple.
3. Expansion en fracciones parciales.

N(S): Kl + K2 + + Kkl +
D(S) S+Sl S+SZ S+Sk (S+Sk)p S+Sm

F(s) =

4. Determinacion de los coeficientes Ki(G=0,1,..,m).

5. Utilizacién de las tablas anteriores para obtener las transformadas inversas
correspondientes alas fracciones parciales.
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Obtenciodn de coeficientes cuando las raices son realesy distintas

Sea F(s) unafuncion racional propia
y sean s = -5 (=1, 2, ..., m) lasraices de su denominador.

Lafuncion puede escribirse en laforma

m - N(S)
Sm (S+5S)(S+Sy) ... (S+5Sy)

N(S): Kl + KZ + .. li

El coeficiente Kj, correspondiente alafraccion en laquefiguralaraiz s= S, esta dado por

K ={(5+$)F(9 =g =

Obtenidos | os coeficientes, conviene comprobar que € calculo se harealizado bien.

Para ello se evallan F(s) y su expansion en fracciones parciales para cualquier valor de s
(no coincidente con las raices del denominador)
y los dos resultados han de ser iguales.

Se sugiere utilizar como valor de s uno que haga nulo N(s).
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Ejemplo

Se desea obtener latransformadainversa de Laplace de lafuncion

_  6s?2+26s+ 26
H9= s+ 1)(s+ 25+ 3)

Flg=, 08+ 265426 _ 1y, K5, Kg
(s+D(s+2(s+3) s+1 s+2 s+3

Ky ={F(9)(s+ 1)}5:_1:{6(832:22)6(3::;6} =3
K, ={F(S)(s+ 2)}5:_2:{6(832:12)6(3::;6} =2
Ky={F(s)(s+ 3)}5:_3=/652+263+26\ =1

| (s+1)(s+2) [4-.4

Fg= 0°+26s+26 _ 3 , 2 , 1
(s+D(s+2(s+3) s+1 s+2 s+3

Para comprobar que la expansion en fracciones parciales ha sido bien hecha
se evalUan |os dos miembros de la Ultima ecuacion paras= - 2.77

(una de las raices del numerador de lafuncién)

y se obtiene que ambos son nulos.

Utilizando los contenidos de | as tablas de transformadas se llega a

e M =

= (3et + 22 + eu(t)

Lapresenciadel escalon unitario en la Ultimaexpresion es para asegurar que f(t) solo es
nula para valores positivos det, lo cual se requiere para que sean validas las expresiones
gue figuran en las tablas.
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Obtencion de coeficientes cuando hay raicesrealesy compleg as
(todas ellas distintas entre si)

Sea F(s) unafuncion racional propia
y sean s = -5 (=1, 2, ..., m) lasraices de su denominador.

Se aplicael procedimiento detallado en € apartado anterior, resultando que
L os coeficientes correspondientes a raices reales son reales.
L os coeficientes correspondientes a raices compl g as son compleos.

L as raices complgas se presentan en pares conjugados,
con lo que | os coeficientes correspondientes también son pares conjugados
(sdlo es necesario calcular lamitad de tales coeficientes).

Es decir, en € desarrollo de F(s) aparecen términos de laforma

Ge=_ K + K' gendoK =|Kel®
stoa-Jp s+a+p

con lo que latransformada inversa correspondiente a estos términos es
(de acuerdo con |las tablas de transformadas)

o(t) = L {G(9} = 2Klewtcos(pt + B)u(t)

Obtenidos | os coeficientes, conviene comprobar que e calculo se harealizado bien,
procediendo de forma similar alaindicada en e apartado anterior.
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Ejemplo

Se desea obtener latransformadainversa de Laplace de lafuncion
10(s? + 119)

F(s) =
(s+5)(s? + 10s + 169)

Manipulando el denominador puede observarse que tiene dos raices complgas, con lo que

Ky K * L q=5p=12

F(s) = + ———+ .
s+5 s+5-j12 s+5+)12

Ki={F(9)(s+9)}s-.5=10

K =|Klei® = {F(8)(S+5-[12)} 4= . 5.4 ;1 = 416 = || = 4.16,8 = 90°

Utilizando los contenidos de las tablas de transformadas se llega a

f(t) = L {F(9)} = L'1{8£05} + 2Klewlcos(Bt + 0) u(t) =

= [10e5t + 8.33eStcosg(12t + 90 9)u(t)
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Obtencidn de coeficientes cuando las raices son reales
y algunas estan repetidas

Sea F(s) unafuncion raciona propia;
seans=-5 (=12 ..,m)las raices reales de su denominador distintas entre si,
y seas=-s, laraiz real repetidar veces (p y r son nimeros naturales).

Lafuncion puede escribirse en laforma

= .t .t
DS (s+s)..(s*+8,)(s+s)" STSi StSy St5S, (s+s)’

F(S):N(S)= N(S) — Kl + Km + Kpl + Kpr

L os coeficientes correspondientes a raices distintas se obtienen como se indico antes.

L os coeficientes correspondientes a la raiz repetida se obtienen mediante los algoritmos

Ko = RS+ )55 Ko =0, 1, ..., 1) = | S R+ 1)

\ fomos

Obtenidos los coeficientes, conviene comprobar que € calculo se harealizado bien,
utilizando un procedimiento similar alos indicados en apartados anteriores.
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Ejemplo

Se desea obtener latransformadainversa de Laplace de lafuncion
F(S) — 432 + 7s+ 1
s+ 1)?

Fo=2+7s+1_Ky Ky | Ky
fs+12 5 stl (s+1)?

Ky={F(9%s-0=1

Koy ={F(S)(s+1)%}=.1=2

_/d |\ _fd4s?+7s+1]\  _
Kar=|dIFOE+ D7) wi L }ng 3

Utilizando los contenidos de las tablas de transformadas sellegaa

ft)=L"

CRANC IS BR—
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Obtencion de coeficientes cuando hay raices complejas
y algunas estan repetidas

El procedimiento esidéntico a indicado para el caso de raices reales multiples.

Caso general deraices multiples

s=- a(raiz real de muitiplicidad r) = L'lf < | - Kt"le®
1(s+ a)rf (r - 1)!

s=-a +|p (raizcomplgade multiplicidad r) =

L'lf K 1:

2Kt et
|(s+a-ip)|

(r- 21!

cos(fpt + G%U(t)

En muchos problemas de analisis de circuitosr < 2.

En esa situacion latabla siguiente es de utilidad para obtener transformadas inversas
por ssmple ingpeccion.

K Raices F(s) f(t)
Red Red K )
smple s+a Kesu)
Red  Red K a
multiple (s+a)? e
Klei® Complega K K* o
K smple sta-jp +s+oc+jf5 A <iaos(pt-+ O)u)
Klgle  Compleja K+ K 2tK|e-tcos(Bt + 0)u(t)
multiple (s+a-jp)2 (s+o+jp)? ]
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Ejemplo

Se desea obtener latransformadainversa de Laplace de lafuncion

Fg=—40
(82 + 45+ 5)°

F(9) = 40 = 40 -
(2+4s+5)% (s+2-))Xs+2+]))?
F(s) = Ky + Ky + K2 + K2 =oa=2pf=1

S+21 St2+] (s+2-))2 (s+2+j)?
=K Je% = {F(e)(s+2-])% -5, =-10=|K]=10,6=180°

/QF 2 2| :Id401 =-j10=/K, =10, 06, =-90°
\d [F(9)(s+ +J)]/s——2-j 1d (S+2-j)2132-2-j J | JJ , 04

Utilizando los contenidos de la Ultimatablase llegaa

f(t) = [20e-Zcos(t - 90 ©) + 20teZcos(t + 180 9)]u(t)
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Transformada inversa de una funcién racional impropia
Una funcion racional impropia puede ser escritaen laforma

F(s) = '\ég)) =as"+a,S"H+ ..+ II\DIg

Es decir, puede escribirse como un polinomio mas una funcion racional propia.

Latransformada inversa de Laplace de lafuncién raciona propia
se obtiene como se indico en apartados anteriores.

Lostérminos del polinomio dan lugar atransformadas inversas de laforma

L7Td = ad(t), L [a,9] = d;i’ff)

Ejemplo

Se desea obtener latransformadainversa de Laplace de lafuncion

3 2 -
F(S) — 2s°+8sc+2s-4
s?+5s+4

F(s):233+832+25'4:25-2+ F(s)
s2+5s+4

F9= 4s+4 - 4s+4 Ky Ky
s2+55+4 (stl(st4) s+1 s+4

Klz{F'(S)(S+ 1)}5:-1201 KZ:{F'(S)(S+4)}S:_4=4

£(t) = L {F(s)} = 2dz(tt) - 28(t) - detu(t)
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Polos y ceros de funciones racionales propias

Una funcion racional puede ser escritaen laforma

Fo=N© = as'ta, st rasta, _
DS b, s"+b,,s™+...+b;s+Db,

_K(s+z)(s+2z))..(s+z) K=&
(S+p)(stpy) ... (s+py) ’ b,

Esta operacion (factorizacion de un polinomio) serealiza,
salvo casos sencillos, utilizando herramientas informati cas.

Las raices del denominador (-p;,i =1, 2, ..., m) sellaman polos,
yaque, parasigua acuaquierade elas, F(s) se hace infinita

Las raices del numerador (-z, i =1, 2, ..., m) se llaman ceros,
yaque, parasigual acuaquierade dlas, F(s) se hace nula

Los cerosy polos se representan en un plano (plano s) complg o (O: cero; X: polo).
Puede haber cerosy polos en € infinito,

pero solo se consideraran los representables en @ plano sfinito

(valores reales en abscisas; imaginarios en ordenadas).

Ejemplo
X

-7
planos -5

) = 10(s+5)(s+3-j4)(s+3+j4) o
s+ 10)(s+6-j8)(s+ 6 +8) 3

Ademés de losindicados, 10 -é -é - f4 é i é

lafuncion tieneunceroens=- « 3

O
-5
-7
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Teoremasdelosvaloresinicial y final

Siendo F(s) = L{f(t)}, secumple

Teorema del valor inicial. limf(t) = lim[sK(s)]
t— 0" S— ®

f(t) no contiene funciones impul so.

Teorema del valor final. limf(t) = lim[sF(g)]
t— s— 0

L os polos de F(s) estédn en el semiplano sizquierdo
(puede haber un polo de primer orden
-no multiple- en e origen).

Estos teoremas son Utiles para comprobar si se ha calculado correctamente F(s)
antes de obtener su transformadainversa.

El comportamiento predicho por |os teoremas debe coincidir con el que muestrael circuito.

Ejemplo

Se desea obtener los valores def(t) ent = 0" y t = o sabiendo que

_ 752+ 63s+ 134
O = o+ 3)(s+ M)(s+5)

lim(t — 0*) () = lim(s — o) [SF(5)] = 7

lim(t — o) (t) = lim(s — 0) [sF(9)] = 0
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