Capitulo 3

Transformaciones lineales

Las transformaciones lineales son las funciones con las que trabajaremos en Algebra Lineal.
Se trata de funciones entre K-espacios vectoriales que son compatibles con la estructura (es
decir, con la operacién y la accién) de estos espacios.

3.1 Definiciones, ejemplos y propiedades basicas

En esta seccién introduciremos la nocién de transformacién lineal, asi como también ciertas
nociones bésicas asociadas a estas funciones.
3.1.1 Transformaciones lineales
Definicién 3.1 Sean (V,+,,-,) v (W,+,,,-,,) dos K-espacios vectoriales. Una funcién
f:V — W se llama una transformacion lineal (u homomorfismo, o simplemente morfismo)
de V' en W si cumple:

i) flo+,v)=f)+, () Vo' eV

i) fOA-, v)=A-, flv) VAe K, VveV.
Observacién 3.2 Si f: V — W es una transformacién lineal, entonces f(0y) = Ow .

En efecto, puesto que f(0y) = f(0y + 0y) = f(Oy) + f(Ov), entonces

Ow = FO0)+(=FO0v) = (FOv) + F(Ov)) + (=f(0v)) =
fOv) + (f(ov) + (—f(ov))) = f(0v) + 0w = f(Ov).
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Ejemplos.

1. Sean V' y W dos K-espacios vectoriales. Entonces 0: V' — W, definida por 0(z) = Ow
Vx € V, es una transformacién lineal.

2. SiV es un K-espacio vectorial, id : V' — V definida por id(z) = x es una transformacién
lineal.

3. Sea A € K™ ™. Entonces fq : K" — K™ definida por fa(z) = (A.x')! es una
transformacion lineal.

4. f: K[X] — K[X], f(P) = P’ es una transformacién lineal.

5. F : C(R) — R, donde C(R) = {f : R — R | f es continua}, F(g) = [ g(z)dz es una

Ot —

transformacion lineal.

Como hemos mencionado al comienzo, las transformaciones lineales respetan la estructura
de K-espacio vectorial. Esto hace que en algunos casos se respete la estructura de subespacio,
por ejemplo en las imagenes y pre-imagenes de subespacios por transformaciones lineales:

Proposicién 3.3 Sea f:V — W una transformacion lineal. Entonces:

1. Si S es un subespacio de V', entonces f(S) es un subespacio de W.

2. Si T es un subespacio de W, entonces f~1(W) es un subespacio de V.

Demostracion.
1. Sea S C V un subespacio y consideremos f(S) ={w € W /3s € S, f(s) = w}.

(a) Ow € f(S), puesto que f(Oy) =0 y Oy € S.
/!

(b) Sean w,w" € f(S). Entonces existen s,s" € S tales que w = f(s) y v’ = f(s').
Luego w4 w' = f(s) + f(s') = f(s+ ') € f(S), puesto que s +s" € S.

(c) Sean A € Ky w € f(S). Existe s € S tal que w = f(s). Entonces A\-w = A f(s) =
f(A-s) € f(S), puesto que A-s € S.
2. Sea T un subespacio de W'y consideremos f~*(T) ={v eV / f(v) € T}.

(a) Oy € f~1(T), puesto que f(Oy) =0y € T.

(b) Sean v,v" € f~(T). Entonces f(v), f(v') € Ty, por lo tanto, f(v+') = f(v) +
f(v') € T. Luego v +v' € f~1(T).

(c) Sean A € K, v € f~Y(T). Entonces f(v) € Ty, en consecuencia, f(A\-v) = \-f(v) €
T. Luego X -v € f~YT). O
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De la Definicién 3.1 se deduce inmediatamente que una transformacién lineal preserva
combinaciones lineales. Veremos que, debido a esto, una transformacién lineal queda univo-
camente determinada por los valores que toma en los elementos de una base cualquiera de su
dominio. Comenzamos con un ejemplo.

Ejemplo. Hallar, si es posible, una transformacién lineal f : R? — R? que verifique f(1,1) =
(0,1) y f(1,0) = (2,3).

Dado (21, 72) € R? se tiene que (x1,22) = 22(1,1) + (z1 — 22)(1,0). Entonces, si f verifica
lo pedido, debe ser

f(l‘l, 1‘2) = .Tg.f(l, 1) + (xl — .Z‘Q).f(l, 0) = 1‘2.(0, 1) + (1‘1 — 1‘2).(2, 3)
= (221 — 229,321 — 223).

Ademsds, es facil ver que esta funcién es una transformacion lineal y que vale f(1,1) = (0,1)
y f(170) = (273)‘

Luego, f(z1,22) = (221 — 229, 3x1 — 2x2) es la Unica transformacién lineal que satisface
lo pedido.

La construccién realizada en el ejemplo puede hacerse en general. Por simplicidad, lo
probaremos para el caso en que el dominio de la transformacién lineal es un K-espacio vectorial
de dimensién finita.

Proposicién 3.4 Sean V y W dos K-espacios vectoriales, V de dimension finita. Sea B =
{v1,...,v,} una base de V y sean wy, ..., w, € W vectores arbitrarios. Entonces existe una
unica transformacion lineal f : V. — W tal que f(v;) = w; para cada 1 <i < n.

Demostracion.
n
Ezistencia. Dado v € V existen dnicos aq,...,a, € K tales que v = Y «o;v;, es decir,
i=1
(a1,...,a,) = (v)p es el vector de coordenadas de v en la base B. Definimos
n
flw) = Z W;.
i=1
(Observar que no hay ambigiiedad en la definicién de f por la unicidad de aq, ..., ay,.)

Veamos que f es una transformacién lineal:
n n
Sean v,v’ € V. Supongamos que v = Y a;v; y v' = Y afv;. Entonces
i=1 i=1
n n n
/ !/ !/
v+ = E o v; + E U = E (v + a;)vs,
i=1 i=1 i=1
¥y, €n consecuencia,

n

flo+) = Z(Ozi + ap)w; = Zaiwi + Zaéwi = f(v) + f(¥").
i=1 i=1

i=1
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De manera andloga se prueba que f(Av) = Af(v) VA e K, Vv e V.

Unicidad. Supongamos que f y g son dos transformaciones lineales de V' en W tales que
n

f(vi) = w; y g(v;) = w; para cada 1 <4 < n. Entonces, dado v € V, si v = Y o;v;, por la

i=1
linealidad de f y g se tiene que

flv) = Zaif(vi) = Z%’g(vi) =g(v).
i=1 i=1

Luego, f(v) = g(v) para todo v € V, de donde f = g. O

Observacién 3.5 Con una demostracién andloga a la de la proposicién anterior se prueba
que, si V' 'y W son dos K-espacios vectoriales (V' no necesariamente de dimensién finita),
B={v;:ie€I}unabasede Vy{w; :i€l} CW, existe una tnica transformacién lineal
f:V — W tal que f(v;) =w; Vi€ I

Teniendo en cuenta que las transformaciones lineales son funciones entre conjuntos, tiene
sentido estudiar la validez de las propiedades usuales de funciones: inyectividad, suryectividad
y biyectividad. Las transformaciones lineales que verifican alguna de estas propiedades reciben
nombres particulares:

Definicién 3.6 Sean V' y W dos K-espacios vectoriales, y sea f : V' — W una transformacién
lineal. Se dice que:

1. f es un monomorfismo si f es inyectiva.
2. f es un epimorfismo si f es suryectiva.

3. f es un isomorfismo si f es biyectiva.

En algunos casos, consideraremos transformaciones lineales de un K-espacio vectorial en
s{ mismo:

Definicién 3.7 Sea V un K-espacio vectorial. Una transformacién lineal f : V' — V se llama
un endomorfismo de V. Si f es un endomorfismo que es ademds un isomorfismo, entonces se
dice que es un automorfismo.

3.1.2 Nicleo e imagen de una transformacion lineal

A una transformacién lineal f : V — W podemos asociarle un subespacio de V, llamado su
nicleo, que de alguna manera mide el tamano de la pre-imagen por f de un elemento de su
imagen. En particular, conocer este subespacio nos permitirda determinar si f es inyectiva.

Definicién 3.8 Sean V y W dos K-espacios vectoriales, y sea f : V — W una transformacién
lineal. Se llama niicleo de f al conjunto Nu(f) ={v eV / f(v) =0} = f~1({0}).
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Observamos que si f : V — W es una transformacion lineal, Nu(f) es un subespacio de
V', puesto que es la pre-imagen por f del subespacio {0} C W (ver Proposicién 3.3).

Ejemplo. Sea f : R — R? la transformacién lineal definida por f(xq,x2,23) = (21, 22).
Entonces

Nu(f) = {($17I2,$3)€R3If($17$2,$3)20}
= {(x17x27m3)€R3:$1:$2:0}
— < (0,0,1)>.

La siguiente proposicién nos da una manera de determinar si una transformacién lineal es
un monomorfismo considerando simplemente su ntcleo.

Proposicion 3.9 Sea f:V — W wuna transformacion lineal. Entonces

f es monomorfismo <= Nu(f) = {0}
Demostracion.

(=) Si f es un monomorfismo, entonces es una funcién inyectiva. En particular, existe a lo
sumo un elemento v € V tal que f(v) = 0. Puesto que f(0) = 0, debe ser v = 0. Luego,

Nu(f) = {0}

(<) Sean v,v" € V. Supongamos que f(v) = f(v’). Entonces f(v —v") = f(v) — f(v') =0,
con lo que v—v" € Nu(f) y por lo tanto, la hipétesis Nu(f) = {0} implica que v—v' = 0,
es decir, v = v'. Luego f es inyectiva. O

Otro conjunto importante asociado a una transformacion lineal es su imagen. Recordamos
que si f : V — W, su imagen se define como Im(f) = {w € W /3v €V, f(v) = w}. De la
Proposicién 3.3 se desprende que la imagen de una transformacién lineal f : V — W resulta
ser un subespacio de W.

Ejemplo. Hallar la imagen de la transformacién lineal f : R® — R3 definida como
f(z1,m2,23) = (21 — T2, =71 + 72,221 — 272 + T3).
Por definicién,
Im(f) = {yeR’/3JzeR’ f(z)=y}
= {yeR®/3I(x1,22,23) €ER3, (1 — 20,21 — 9,221 — 220 + 3) = y}.
Entonces, un elemento de y pertenece a Im(f) si y sélo si es de la forma
y = (v1—x2,—71 + 22,271 — 222 + ¥3)

(x1, —21,221) + (=22, 22, —222) + (0,0, x3)
21.(1,—1,2) + 29.(—1,1,—2) + 25.(0,0,1).
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Lueg07 Im(f) =< (17 *la 2)a (*la 1, 72)3 (0707 1) >=< (17 717 2)7 (Oa Oa 1) >.
Otra manera de calcular la imagen de f, teniendo en cuenta que es una transformacién
lineal, es la siguiente:

Consideremos un sistema de generadores de R?, por ejemplo la base canénica {ey, e, e3}.
Para cada x € R? se tiene que & = x1.e1 + T2.e2 + x3.€3, de donde resulta que

f(z) = z1.f(e1) + x2.f(e2) + 3. (e3).
Luego,

Im(f) = {f(z): 2R’} =< fler), fle2), fles) > =
<(1,-1,2),(~1,1,-2),(0,0,1) > = < (1,-1,2),(0,0,1) >.

La proposicién siguiente generaliza el segundo de los procedimientos utilizados en el ejem-
plo anterior para el cdlculo de la imagen de una transformacion lineal.

Proposicién 3.10 Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea f : V — W una transfor-
macion lineal. Entonces, si {v; :i € I} es un sistema de generadores de V., {f(v;) : i € I} es
un sistema de generadores de Im(f).

Demostracion. Por definicién, Im(f) ={w e W / v eV, f(v) =w} ={f(v):v eV}
Si {v; : i € I} es un sistema de generadores de V', para cada v € V, existen 41,...,4, € T

n
y elementos «;, € K tales que v = > a;;vi;. Luego
j=1

f(v):Zaijf(vij) € <{f(v):iel}>.
j=1

Esto prueba que Im(f) C < {f(v;):4 € I} >. Es claro que vale la otra inclusién, ya que
f(v;) € Im(f) para cada i € I.

Luego, Im(f) = < {f(v;) : i € I} >. O

Corolario 3.11 Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea f : V. — W una transfor-
macion lineal. Si V es de dimension finita, entonces Im(f) también lo es y se tiene que
dim(Im(f)) < dimV.

Corolario 3.12 Si f: V — W es un epimorfismo, y {v; : i € I} es un sistema de generadores
de V, entonces {f(v;) : i € I} es un sistema de generadores de W.

Ejemplo. Sean S y T los subespacios de R? definidos por S = {z € R® /o1 — 25 = 0} y
T = {z € R® /23 = 0}. Hallar una transformacién lineal f : R® — R3 tal que f(S) =T.

Sabemos que para definir una transformacién lineal f : R? — R? basta con especificar los
valores que toma sobre los elementos de una base de R3.
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Consideramos entonces una base de S, por ejemplo {(1,1,0),(0,0,1)}, y la extendemos
a una base de R3, por ejemplo {(1,1,0),(0,0,1),(1,0,0)}. Teniendo en cuenta que T =
< (1,0,0),(0,1,0) >, definimos:

f(1,1,0) = (1,0,0),  f(0,0,1) = (0,1,0), f(1,0,0) = (0,0,1).

Entonces f(S) =< f(1,1,0), f(0,0,1) > =< (1,0,0),(0,1,0) > =T.

Observemos que si f : V. — W es un epimorfismo y {v; : i € I} es una base de V,
entonces {f(v;) : i € I'} no es necesariamente una base de Im(f): Por el corolario anterior, es
un sistema de generadores, pero podria no ser un conjunto linealmente independiente, como
puede verse en el ejemplo presentado en la pagina 69.

Esto es consecuencia de que una transformacion lineal arbitraria no preserva independencia
lineal. En la proposicién siguiente veremos que esto si es valido para el caso de monomorfismos.
Sin embargo, si f : V — W no es un monomorfismo, existe v € V, v # 0, tal que f(v) = 0,
con lo cual {v} C V es un conjunto linealmente independiente, pero {f(v)} = {0} C W no lo
es.

Proposicion 3.13 Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea f : V — W un monomor-
fismo. Entonces, si {v; :i € I} CV es un conjunto linealmente independiente, {f(v;) : i €

I} C W es un conjunto linealmente independiente.

Demostracidn. Supongamos que una combinacién lineal de {f(v;) : ¢ € I} satisface

> a;f(v;) = 0. Como f es una transformacién lineal, entonces f( > a;v;)] = 0, y como

i€l i€l

es un monomorfismo, debe ser Y o;v; = 0. La independencia lineal de {v; : i € I} implica
i€l

que a; =0Viel. O

Corolario 3.14 Si f : V. — W es un monomorfismo y B = {v; : i € I} es una base de V,
entonces {f(v;) : i € I'} es una base de Im(f). En particular, si V es un K-espacio vectorial
de dimension finita, dim(Im(f)) = dim V.

Teniendo en cuenta que un isomorfismo es una transformacion lineal que es a la vez un
epimorfismo y un monomorfismo, de los Corolarios 3.12 y 3.14 se deduce:

Corolario 3.15 Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea f : V. — W un isomorfismo.
Entonces para toda base B de V', f(B) es una base de W. En particular, si V es de dimensidn
finita, W también lo es y dimV = dim W.

3.1.3 Composicion de transformaciones lineales

La composicién de funciones usual puede realizarse, en particular, entre dos transformaciones
lineales. El resultado es, en este caso, una nueva transformacion lineal.
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Proposicién 3.16 Sean V,W y Z K-espacios vectoriales. Sean f:V - W yg: W — Z
transformaciones lineales. Entonces go f :V — Z es una transformacion lineal.

Demostracién. Sean v,v’ € V. Entonces

go flo+v)=g(f(v+v)) =g(f(v) + f()) = g(f(v) +g(f(v)) = go f(v) + g0 f(¥').

Anélogamente, si A € K y v € V, se tiene que
gof(A-v)=g(f(A-v)) =g\ f(v)) =A-g(f(v)) =A- (g0 f(v)). O

Finalmente, analizamos las propiedades de la funcién inversa de una transformacién lineal
biyectiva (es decir, un isomorfismo).

Proposicion 3.17 Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea f : V — W una transfor-
macion lineal. Si f es un isomorfismo, entonces f~1: W — V es una transformacion lineal
(que resulta ser un isomorfismo).

Demostracion. Sean w,w’ € W. Como f es un isomorfismo, existen tnicos v,v’ € V tales
que w = f(v) y w' = f(v"). Entonces

FHw+w) = F7Hf ) + f() = fTHfo+0) = v+ = f7Hw) + f7H (w).
Dados w € W y A € K|, existe un tnico v € V tal que w = f(v). Entonces
FRH - w) = FH - f0) = FH - 0) = Ao = A (FH(w).

Luego, f~! es una transformacién lineal. Es claro que es biyectiva. O

3.2 Espacios vectoriales de dimensioén finita

Al estudiar espacios vectoriales de dimensién finita en los capitulos anteriores, dijimos que
podriamos trabajar en un K-espacio vectorial arbitrario de dimensién n “como si fuese” K"
simplemente considerando vectores de coordenadas. La nocién de isomorfismo nos permite
formalizar esta idea.

Proposicion 3.18 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n. Entonces existe un iso-
morfismo f:V — K",

Demostracion. Sea B = {vy,...,v,} una base de V.

n
Dado z € V, existe tnicos x1,...,z, € K tales que z = > z;v;. Definimos
i=1

f:V—=K" f(x)=(x1,...,2p).
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Veamos que f es una transformacién lineal:
n n n
Sean z,y € V. Six = > zv; e y= > y;v;, entonces z +y = > (z; + y;)v;. Luego
i=1 i=1 i=1
f(ery) = (Il +y1a"'axn+yn) = (Ilv"'7zn)+(yla"'7y7z> :f(z)+f(y)
En forma andloga se prueba que f(A.x) = A.f(x) para cada A € Ky cadaz € V.

Es claro que si f(z) = 0, entonces = 0, de donde f es un monomorfismo.

n
Finalmente, dado (z1,...,z,) € K™, consideramos « = _ x,v; € V. Se tiene que f(z) =
i=1
(z1,...,2n). Luego, f es un epimorfismo.
En consecuencia, f es un isomorfismo. O

Ejemplo. Sea K3[X| ={P € K[X] / P =00 gr(P) < 3}, que es K-espacio vectorial de
dimension 4.

Un isomorfismo f : K3[X] — K* puede definirse como sigue:

3 .
Si P =5 a; X", entonces f(P) = (ao,a1,a2,as3), lo que corresponde a considerar en la
i=0
demostracién anterior la base B = {1, X, X? X3} de K3[X].

Observar que, teniendo en cuenta que la aplicaciéon f definida en la demostracién de la
Proposicién 3.18 es tomar coordenadas en la base B, esto nos permite trabajar con coorde-
nadas en una base en el siguiente sentido:

i) {wi,...,ws} es linealmente independiente en V. <= {f(w1),..., f(ws)} es linealmente
independiente en K.

ii) {w1,...,w,} es un sistema de generadores de V. <= {f(w1),..., f(w,)} es un sistema
de generadores de K™.

iii) {w1,...,w,} es una base de V. <= {f(w1),..., f(w,)} es una base de K™.

Por ejemplo, para decidir si {X? — X + 1, X2 —3.X +5,2.X%2 + 2.X — 3} es una base de
Ro[X], bastard ver si {(1,—1,1), (1,-3,5), (2,2, —3)} es una base de R3 para lo que se puede
usar el método de triangulacién.

3.3 Teorema de la dimension

El siguiente resultado relaciona las dimensiones del ntcleo y de la imagen de una transfor-
macion lineal con la de su dominio.

Teorema 3.19 (Teorema de la dimensién para transformaciones lineales) SeanV y
W dos K-espacios vectoriales, V' de dimension finita, y sea f : V — W wuna transformacion
lineal. Entonces

dim V = dim(Nu(f)) + dim(Im(f)).
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Demostracion. Sean n = dimV y r = dim(Nu(f)).
Si r =n, entonces f =0 y dim(Im(f)) = 0. Por lo tanto, el teorema vale.

Si r =0, entonces f es un monomorfismo. En este caso, si B es una base de V', entonces
f(B) es una base de Im(f). Luego dim(Im(f)) = dimV (ver Corolario 3.14), y el teorema
vale.

Supongamos ahora que 0 < r < n. Sea {vy,...,v,} una base de Nu(f). Sean vy41,...,0,
en V tales que {v1,...,0p, Upg1,...,0,} €s una base de V.
Veamos que entonces {f(vry1),...,f(v,)} es una base de Im(f), de donde se deduce

inmediatamente el teoremas:

e Puesto que {v1,...,0,,0r41,...,0,} es una base de V, se tiene que

Im(f) =< f(v1)y.o s f(0r)s f(Urig1)y ooy flon) > =< f(Upg1)s.- ., f(Un) >,

pues f(v;) =0 paral <i<r.

e Sean y1,...,a, € K tales que . a;f(v;) = 0. Entonces f( > aivi) =0, es

1=r+1 1=r+1
n
decir, > a;v; € Nu(f). Como {vy,...,v,} es una base de Nu(f), existen aq,...,a, €
1=r+1
K tales que
n T T n

Z Q0 = Zaivi < Z(—ai)vi + Z a;v; =0

i=r+1 i=1 i=1 i=r+1
Como {v1,...,v,} es un conjunto linealmente independiente, a;; = 0 para cada 1 <

i < n. En particular, a; = 0 parai =r +1,...,n. Luego, {f(vr41),...,f(vn)} es un
conjunto linealmente independiente.

Como consecuencia de este resultado se prueba que si una transformacién lineal entre
dos espacios vectoriales de dimensién n es inyectiva (resp. suryectiva), entonces también es
suryectiva (resp. inyectiva):

Corolario 3.20 Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension n y sea f:V — W
una transformacion lineal. Son equivalentes:

1. f es un isomorfismo.
2. f es un monomorfismo.

3. f es un epimorfismo.
Demostracion.

(1. = 2.) Por definicién.
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(2. = 3.) Por el teorema de la dimensién, n = dim V' = dim(Nu(f)) + dim(Im(f)), y como f
es un monomorfismo, dim(Nu(f)) = 0. Entonces dim(Im(f)) = n = dim W, de donde
Im(f)=W.

(3. = 1.) Por el teorema de la dimensién, y teniendo en cuenta que f es un epimorfismo, se
tiene que n = dim V = dim(Nu(f)) + dim(Im(f)) = dim(Nu(f)) + n. Esto implica que
dim(Nu(f)) = 0, con lo cual, Nu(f) = {0} y f es un monomorfismo. Siendo epimorfismo
y monomorfismo, resulta que f es un isomorfismo. ([l

A diferencia de lo que sucede para muchos de los resultados que hemos demostrado, en
el corolario anterior la hipétesis de que los espacios vectoriales sean de dimensién finita es
esencial. El resultado no vale para transformaciones lineales definidas en espacios de dimensién
infinita:

Ejemplo. Sea V = K[X].

1. Sea f: K[X] — K[X], f(P) = P’, que es una transformacién lineal.

n . n+1 .
e f es epimorfismo: Sea Q = Y a; X". Entonces f( > %X’) =Q.
i=0 i=1
e f no es monomorfismo: f(1) =0, pero 1 # 0.
2. Sea g: K[X| — K[X], g(P) = X.P.

e g es monomorfismo: Si f(P) = X.P =0, entonces P = 0.

e g 1o es epimorfismo: 1 ¢ Im(f).

3.4 Proyectores

Definicién 3.21 Sea V un K-espacio vectorial. Una transformacién lineal f : V. — V se
llama un proyectorsi fo f = f.

Proposicion 3.22 Sea V un K-espacio vectorial, y sea f : V — V wuna transformacion
lineal. Entonces f es un proyector si y sélo si f(x) = x para cada x € Im(f).

Demostracion.

(=) Supongamos que f es un proyector. Sea x € Im(f). Entonces existe v € V tal que

z = f(v). Luego, f(z) = f(f(v)) = fo f(v) = f(v) = z.

(<) Seawv € V. Entonces f(v) € Im(f) y, por hipétesis, f(f(v)) = f(v), es decir, fo f(v)
f(v). Como esto vale para cada v € V, resulta que fo f = f.

Ol

Proposicion 3.23 Sea V un K-espacio vectorial y sea f :V — V un proyector. Entonces
Nu(f)® Im(f)=V.
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Demostracion. En primer lugar, veamos que Nu(f) NIm(f) = {0}: Sea z € Nu(f) N Im(f)
Como z € Im(f), por la proposicién anterior, f(z) = . Pero z € Nu(f), de donde f(z) =0
Luego, x = 0.

Veamos ahora que Nu(f) 4+ Im(f) = V: Sea x € V. Entonces z = (z — f(z)) + f(z) y se
tiene que f(x — f(z)) = f(z) — f o f(2) = f(z) — f(z) = 0, con lo que z — f(z) € Nu(f) y
f(w) € (). O

Proposicion 3.24 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V tales que
S@T =V. Entonces existe un unico proyector f :V — V tal que Nu(f) =S5, Im(f) =T.

Demostracion. Como V = S @ T, para cada = € V, existen Unicos s € S y t € T tales que
x = s+t. Entonces, si f:V — V es un proyector tal que Nu(f) = S, Im(f) = T, se tiene
que f(z) = f(s+1t) = f(s) + f(t) = 0+ ¢ = t, donde la peniltima igualdad es consecuencia
de que f es un proyector y t € Im(f) (ver Proposicién 3.22).

Consideremos entonces la funcién f: V — V definida por
fx)y=t siz=s+tconseS teT.
Observamos que f es una transformacién lineal:

e Siz,z € Vitalesquex = s+t 2 =5 +1t, cons,s’ € Syt t' €T, entonces
x4z =(s+8)+(t+t)cons+s €Syt+t €T (puesto que Sy T son subespacios
de V) y, por lo tanto, f(z+a') =t+t' = f(z) + f(a').

e SieKyzxzeV,z=s+tconse S, teT,entonces \.x = (A.s) + (A.t) con A.s € S,
At eT. Luego f(Az) = At = Af(x).

Ademsds, f es un proyector: Six € Vyxz =s+tcons e S, te€T, entonces fo f(z) =
F(f(s+1)) = f(t) = FO+1) = f().

Es claro que Im(f) = T. Veamos que Nu(f) = S: Siz € Nu(f) yx =s+tcon s € S,
t € T, entonces 0 = f(x) = t, con lo cual, z = s € S. Por otro lado, si s € S, entonces
s=s+0conseS, 0Ty, porlo tanto, f(s) =0.

Luego, la funcién f que hemos definido es el dnico proyector f : V — V con Nu(f) = 5,
Im(f)="T. O

3.5 Representacién matricial

Uno de los primeros ejemplos de transformaciones lineales que hemos visto son aquéllas de
la forma f : K™ — K™, f(z) = A.x con A € K™*" (cuando quede claro por el contexto,
suprimiremos el signo de !, escribiendo A.x en lugar de (A.z%)?).

En esta seccién veremos que toda transformacién lineal entre espacios vectoriales de di-
mension finita puede representarse de esta manera. Para esto, utilizaremos de manera funda-
mental el hecho de que fijada una base de un K-espacio vectorial V' de dimension finita n, se
tiene un isomorfismo entre V' y K™ tomando coordenadas en dicha base.
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En esta seccién todos los espacios vectoriales considerados seran de dimensién finita.

3.5.1 Matriz de una transformacién lineal

Si V' y W son K-espacios vectoriales de dimension n y m respectivamente, una transformacién
lineal f : V' — W queda univocamente determinada por los n vectores de W que son los valores
de f en una base cualquiera de V. Ademas, fijada una base de W, estos n vectores quedan
determinados por medio de sus vectores de coordenadas en K™. Se define entonces una matriz
asociada a f que contiene toda esta informacion.

Definicién 3.25 Sean V' y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita. Sean B; =
{v1,...,v,} una base de V'y By = {wi,...,wy,} una base de W. Sea f : V — W una

transformacion lineal. Supongamos que f(v;) = > aj;w; (1 < j < n). Se llama matriz de f
i=1

en las bases By, By, y se nota |f|p, B,, a la matriz en K™*"™ definida por (|f|B,B,)ij = @j
paracada 1 <i<m,1<j<n.

Notacién. Si f:V — V'y By = By = B, notaremos |f|p = |f|p5-

Ejemplo. Sea f: R3 — R2, f(x1,22,73) = (z1 + 222 — 23,71 + 372), y sean By y Bs las
bases canénicas de R3 y R? respectivamente. Se tiene que

f(1,0,0) = (1,1), £(0,1,0)=(2,3), f(0,0,1)=(—1,0).

1 2 -1
Entonces|f|]_:;1]32<1 3 0).

Observacion 3.26 Si consideramos la transformacién lineal asociada a una matriz A €
Kn*mo fa 0 K™ — K™ definida por fa(x) = A.x, entonces, a partir de la definicién an-
terior, la matriz de f4 en las bases canénicas F y £’ de K™ y K™ respectivamente resulta
ser |fA|EE’ = A.

Observacion 3.27 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n, y sean By y By bases de
V. Entonces |idy|p, B, = C(B1, B2), la matriz de cambio de base de By a By (ver Definicién
2.16).

Mediante el uso de las matrices introducidas en la Definicién 3.25 y de vectores de coorde-
nadas, toda transformacién lineal puede representarse como la multiplicacién por una matriz
fija.

Proposicion 3.28 Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita, y sea
f V. — W una transformacion lineal. Si By y Bs son bases de V. y W respectivamente,
entonces para cada x €V,

|f‘Ble' (‘T)B1 - (f(x))B’z
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Demostracion. Supongamos que By = {v1,...,v,}.

n
Seax € V ysea (v)p, = (z1,...,%n), s decir, z = > z;0;.
i=1
Para cada 1 < i < n, sea C; la i-ésima columna de | f|p, p,. Por definicién, C; = (f(v;))B
Entonces

|f|B1Bz'(x)B1 = 51.C1 4+ +2,.Cp =
1‘1-(f(U1))Bg +oeee xn-(f(vn))BQ =

(i%‘f@i))B = (f(x))B,- 0

2

3.5.2 Matriz de la composicién y cambios de bases

La composiciéon de dos transformaciones lineales “se traduce” como la multiplicacién de sus
matrices.

Proposicion 3.29 Sean V, W y U tres K -espacios vectoriales de dimension finita. Sean By,
By y Bs bases de V., W y U respectivamente. Sean f:V — W yg: W — U transformaciones
lineales. Entonces

|90 flBiBs = |9|B2Bs-|fB1 B, -
Demostracion. Sean n = dimV, m = dimW y r = dimU. Entonces |g|p,B, € K™ ¥y
|f|B.B, € K™*™, con lo que |g|g,Bs-|f|BB, € K™*™. Ademés |go f|p, B, € K™%

Para cada x € V se tiene que

19|B>Bs | f1B1B2-(2) By = |9lBoBs-(f(2)) B, = 9(f () By = (90 f(2))Bs = |9 © flB1Bs-(T) B,

Luego, |9|B,8s-f|B1Bs =9 © f|B, B, (ver Proposicién 2.18). O

Corolario 3.30 Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita, y sean By y
By bases de V. y W respectivamente. Sea f:V — W un isomorfismo. Entonces |f~ 5,5, =

(1flB.B,) "

Demostracion. Se deduce inmediatamente aplicando la proposicién anterior a f~! o f = idy
y fof ! =idw. U

Concluimos esta seccién estudiando cémo se puede obtener a partir de la matriz de una
transformacion lineal f : V — W en un par de bases By y By de V' y W respectivamente, la
matriz de la misma transformacién lineal en cualquier otro par de bases By y Bj de dichos
espacios.

Proposicién 3.31 Sean V y W dos K -espacios vectoriales de dimension finita. Sean By, Bj
bases de V' y Bo, B} bases de W. Entonces

|f‘BiB§ = C(B27Bé)'|f‘Ble'O( 1731)-
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Demostracion. Se tiene que f = idy o f oidy. Aplicando dos veces el resultado dado en la
Proposicién 3.29 y el hecho que la matriz de la transformacién lineal identidad en un par de
bases coincide con la matriz de cambio de base entre las mismas, se obtiene

\fleypy = lidw o foidv|p;p, = lidw o f|B,Bylidv|B; 5, =
= lidwl|p,py-|f|, B, -lidv |5, = C (B2, By).|f|p,5,-C(BY, B1),

que es lo que se queria probar. (I

3.6 Rango de una matriz

Utilizando la relacién entre matrices y transformaciones lineales introduciremos un nuevo
invariante asociado a una matriz: su rango.

3.6.1 Rango columna y rango fila
Sean V' y W dos K-espacios vectoriales tales que dimV =m y dimW =n, y sean By y Bs

bases de V' y W respectivamente. Sea f : V — W una transformacion lineal. Consideremos
la matriz de f en las bases By y By dada por sus columnas:

|flBiBo = (C1] ... | Cr) € K™
Si By = {v1,...,0m}, entonces Im(f) = < f(v1),..., f(vm) >. Tomando coordenadas en la
base By se obtiene un subespacio T C K™ dado por T = < (f(v1))Bys---, (f(vm))B, > =
< (Cy,...,Cy >. Como tomar coordenadas en una base es un isomorfismo, se tiene que

dim(Im(f)) = dim< Cy,...,Cy, >.

Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 3.32 Sea A € K"*™. Se llama rango columna de A, y se nota rg-(A4), a la di-
mension del subespacio de K™ generado por las columnas de A, es decir, si A = (Cy | -+ | Cn),s
entonces rgo(A) =dim< C, ..., Cp, >.

Mediante el calculo del rango columna de una matriz A es posible obtener la dimensién
del subespacio de soluciones del sistema lineal homogéneo asociado a A:

Observacién 3.33 Sea A € K"*™ y sea S = {r € K™ /A.x = 0}. Entonces dim$S =
m —rgo(A).

En efecto, consideramos la transformacion lineal asociada a A, fa : K™ — K™ definida
por fa(x) = A.x. Entonces A = |fa|gp (donde E y E’ son las bases canénicas de K™ y K™
respectivamente) y S = Nu(f4). Entonces

dim S = dim(Nu(f4)) = m — dim(Im(fa)) = m — rg(A).
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1 -2 3
Ejemplo. Sea Ac R33 A= -1 2 1 |,yseaS={recR®/Axz=0}. Entonces
1 -2 4

dim S =3 —rgo(A) =3 —dim< (1,-1,1),(~2,2,-2),(3,1,4) > =3 -2 =1.

Teniendo en cuenta el subespacio generado por las filas de una matriz en lugar del generado
por sus columnas puede darse la siguiente definicion de rango fila andloga a la de rango
columna.

Definicién 3.34 Sea A € K™"*™. Se define el rango fila de A, y se nota rgp(A), como la
Iy
dimensién del subespacio de K™ generado por las filas de A. Es decir, si A = g ,

F7L
entonces rgp(A) = dim < Fy,..., F, >.

Observacién 3.35 Sea A € K™*™. Entonces rgp(A) = rg-(A").

Nuestro siguiente objetivo es mostrar que el rango fila y el rango columna de una matriz
coinciden. Para hacer esto nos basaremos en la observacion anterior. Primero mostraremos
que el rango columna de una matriz A no cambia si se la multiplica a izquierda o derecha por
matrices inversibles.

Lema 3.36 Sea A€ K"*™. Sean C € GL(n,K) y D € GL(m, K). Entonces

Demostracion. Sea fa : K™ — K" la transformacién lineal inducida por la multiplicacién a
izquierda por A. Si E y E’ son las bases candnicas de K™ y K™ respectivamente, se tiene
que |fa|lger = Ay por lo tanto, rg-(A) = dim(Im(f4)).
Por la Proposicién 2.22, puesto que D € GL(m, K), existe una base B; de K™ tal que
D =C(By,E), y como C € GL(n, K), existe una base By de K" tal que C = C(E’, Ba).
Entonces
C.A.D = C(E', B2).|falpp.C(B1, E) = | falB, B

de donde rg~(C.A.D) = dim(Im(f4)) = rg-(4). O

Ahora veremos que multiplicando a A por matrices inversibles convenientes se puede
obtener una matriz tal que su rango y el de su transpuesta son féciles de comparar.

Lema 3.37 Sea A € K™*™ — {0}. Entonces existen k € N, 1 < k < min{n,m}, y matrices
CeGL(n,K) y D e GL(m, K) tales que

0 siij

0 sii=j>k
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Demostracion. Consideremos la transformacién lineal f4 : K™ — K™ inducida por la multi-
plicacién a izquierda por A. Sea {v,...,vs} una base de Nu(f4) y sean wy, ..., Wy_s € K™
tales que

By ={w1,...,Wn_s,V1,...,0s}
es una base de K™ (si Nu(fa) = {0}, s = 0 y se toma una base B; cualquiera de K™).

Entonces {fa(w1),..., fa(wm—s)} es una base de Im(f4) y puede extenderse a una base
de K™. Sean z1,...,2n_mts € K™ tales que

By ={fa(w1),. ., fa(Wm—s),21s- ) Zn—m+s}

es una base de K™.

Se tiene que
0 sii#j
(|falByBs)ij = { 1 sii=73<m-—s
0 sit :j >m — 8
Observamos que
|falB,B, = C(E', B2).|falpe.C(B1, E) = C.A.D,

donde C = C(E',By) € GL(n,K)y D = C(B1,E) € GL(m, K). O
Proposicién 3.38 Sea A € K™*™. Entonces rg-(A) = rgp(4).

Demostracion. Es claro que el resultado vale si A = 0. Dada A € K"*™ — {0}, por el lema
anterior, existen matrices C € GL(n,K), D € GL(m,K) y k € N, tales que

0 siij

0 sii=j>k
Por el Lema 3.36 se tiene que rg-(A4) = rgo(C.A.D), y es claro que rg-(C.A.D) = k.

Por otro lado, transponiendo se obtiene

0 sii#j
(DL.A".CY); =31 sii=j<k
0 sii=j>k

con D' € GL(m,K) y C* € GL(n, K), de donde rg(A") = rg (D" A"C*") = k.

En consecuencia

rgp(A) =g (A") =g (D".A"CY) = k =180 (A). O

Definicién 3.39 Sea A € K™*™. Al ntimero rg-(A4) = rgp(A) lo llamaremos el rango de la
matriz A, y lo notaremos rg(A).

La Observacion 3.33 puede ahora reescribirse utilizando la nocién de rango de una matriz.
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Proposicién 3.40 Sea A € K™™ y sea S = {x € K™ /Ax = 0}. Entonces dimS =
m —rg(4).

Esto significa que la dimensién del espacio de soluciones de un sistema lineal homogéneo es
igual a la cantidad de incégnitas menos la cantidad de ecuaciones independientes.
3.6.2 Equivalencia de matrices

Definicién 3.41 Sean A, B € K™*™. Se dice que A es equivalente a B,y se nota A = B, si
existen matrices C € GL(n,K)y D € GL(m, K) tales que A = C.B.D.

Es inmediato verificar que = es una relacién de equivalencia.

Como hemos visto en la seccién anterior, si dos matrices son equivalentes entonces tienen
el mismo rango. A continuacién veremos que la reciproca de esta propiedad también es cierta.
En consecuencia, el rango resulta ser un invariante que nos permite determinar facilmente si
dos matrices son equivalentes.

Proposicién 3.42 Sean A,B € K"*™. Entonces A= B <= rg(A) =rg(B).

Demostracion.

(=) Es consecuencia del Lema 3.36.

(<) Supongamos que rg(A) = rg(B) = k. Entonces existen matrices Cy,Cy € GL(n,K) y
Dy, Dy € GL(m, K) tales que

0 sii#j 0 sii#j
(Cl~A-D1)ij = { 1 sis :] < k y (CQ.B.DQ)i]‘ = { 1 sis :] < k
0 sii=j>k 0 sii=j>k
En consecuencia, C1.A.D1 = Cy.B.D5, de donde
A= (C;'.Cy).B.(Dy.DyY) = C.B.D
con C =Cy'.Co € GL(n,K) y D= Dy.D;' € GL(m, K).
Luego, A = B. O

Finalmente, la siguiente proposicién caracteriza matrices equivalentes por medio de trans-
formaciones lineales: dos matrices son equivalentes si y sélo si son las matrices de una misma
transformacion lineal en distintas bases.

Proposicién 3.43 Sean A,B € K"*™. FEntonces A = B si y sdlo si existe una transfor-
macion lineal f : K™ — K™ y bases By, B} de K™ y Bo, B} de K™ tales que |f|p,B, = A y
|flB; B, = B.



3.7 Espacios vectoriales de transformaciones lineales 83

Demostracion. La validez de (<) se deduce de la proposicién anterior, teniendo en cuenta
que rg(A) = dim(Im(f)) = rg(B).

Veamos que vale la otra implicacién. Consideremos la transformacién lineal f : K™ — K"
definida por f(z) = B.z. Entonces B = |f|gg/, donde E y E’ son las bases canénicas de K™
y K™ respectivamente.

Por definicién, si A = B, existen matrices inversibles C'y D tales que A = C.B.D. Sea
By base de K™ tal que D = C(B1, E) y sea By base de K™ tal que C' = C(E’, B). Entonces

A=C.B.D=C(E,B)|f|lepC(B1,E) = |f|B,B,- (]

3.7 Espacios vectoriales de transformaciones lineales

Fijados dos K-espacios vectoriales V' y W, tiene sentido considerar el conjunto de todas las
transformaciones lineales de V en W. En esta seccidn, estudiaremos la estructura de estos
conjuntos de transformaciones lineales.
Definicién 3.44 Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Definimos
Hompg (V,W)={f:V =W / f es una transformacion lineal }.

Definimos ahora una operacién en Homg (V, W) y una accién de K en Homg (V, W) que
lo convierten en un K-espacio vectorial:
Suma. Dadas f, g € Homg (V, W) se define f + g como

(f+9)(x) = f(z) +g(x) VeV

Veamos que f + g € Homg (V, W), con lo cual 4 resulta un operacién en Homg (V, W):
e Esclaroque f+g:V — W.
e f 4 g es una transformacién lineal:
Para cada x,y € V, se tiene que
(f+9)z+y) = flat+y) +gl@+y) =[f(2)+fy)+9(@)+9(y) =
(f(@) +g(2)) + (f(y) +9(y) = (f +9)(@) + (f + 9)(y)-
Por otro lado, para cada p € K y cada x € V vale
(f+o)p-z) = flu-a)+g(p-z)=p-fz)+p g(x)=
= p-(f@)+9@) =p-(f+9)(x).
Es facil verificar que (Homg (V, W), +) es un grupo abeliano.
Producto por escalares. Dados f € Homg (V,W) y A € K se define (A f) : V. — W como
M- Hx) =X fx) VeV

Veamos que A - f € Homg (V, W), y por lo tanto, - es una accién de K en Homg (V, W):
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e Por definicién, A- f: V — W.

e )\ f es una transformacion lineal:

Para todo par de elementos z,y € V:

ANty = A-Fle+y)=A-F@)+FW) =Ar-fl@)+ X1 fly) =
(A=) + (A Fy).

Para todo p € K y todo z € V:

A Np-2) = A A @) = p)- fz) =
= p- (A f@)=p- (A ).

—~
=
=
8
~
~
| |

Ademads se cumplen las siguientes propiedades: Si \,u € Ky f,g € Homg (V, W),

DA (f+g) = -f+Ag
i) Atp)-f=Xf+pf
iii)
)

L-f=f
) (A-p)-f=X(u-f)

En consecuencia:
Proposicién 3.45 (Homg (V,W),+,-) es un K-espacio vectorial.

En el caso en que ambos V' y W son K-espacios vectoriales de dimension finita, dimV =n
y dim W = m, este K-espacio vectorial resulta ser isomorfo a K™*™.

Proposicion 3.46 Sean V y W dos K -espacios vectoriales de dimension finita, con dim V' =
n y dmW = m. Sean B y B’ bases de V y W respectivamente. Entonces la funcion
T :Homg(V,W) — K™ definida por T(f) = |f|pp’ es un isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que B = {vy,...,v,} y B’ ={w,...,wn}.

e T es una transformacién lineal:
Sean f,g € Homg (V,W). Por definicién, T(f + g) = |f + g|sp’- Observemos que la
j-ésima columna de esta matriz es

((f+9) () g = (f(03) + 9(v))) g, = (F(v3)) B + (9(v5)) B,
es decir, es la suma de las j-ésimas columnas de |f|gp' v |9|BB"-

Luego, |f + glpp = |fIsp + |95 0, equivalentemente, T'(f + g) = T'(f) + T'(g).
En forma andloga se prueba que T'(A- f) = X -T(f).
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T es un isomorfismo:

T es monomorfismo: Sea f € Homg (V, W) tal que T(f) = 0, es decir, |f|pp = 0.
Entonces, Im(f) = {0}, de donde f = 0.

T es epimorfismo: Sea A € K™*". Consideramos fa : V — W definida por (fa(z )) =
(A(x)tB) para cada x € V.
Se tiene que fa € Homg (V. W)y T(fa) = |falpp = A. O

3.8 Ejercicios

Ejercicio 1. Determinar cuéles de las siguientes aplicaciones son lineales.

1

ii

i) f
i)
iii)
iv)
v)

vi)
vii)
viii)

ix)

x)

xi)

‘R3 = R2, f(x1,20,23) = (2 — 3.21 +V2.23, 1 — %xg)

I

R? - R3, f(x1,22) = (21 — 2, 2.72, 1 + 1)

R3 — R®, f(x1,29,73) = (2.1 — 723, 0, 3.200 + 2.73)
(

f:
f:
[R5 R2, fzy,20) = (z1 + 22, |71])
f:

C — C, f(2) =i.z (considerando a C como R-espacio vectorial y como C-espacio
vectorial)

f:C—C, f(z) = i.Im(z) (considerando a C como R-espacio vectorial y como C-
espacio vectorial)

f:C—C, f(z) =% (considerando a C como R-espacio vectorial y como C-espacio
vectorial)

. TR2X2 12\
R - f = ai1-az2 — @12.a21
a21 2
. R2X3 3 air aiz2 aiz\ _
R — R f = (3.a13 — ag3, a1 + 2.a22 — a3, age — a12)
a21 Q22 a23

f:R2X2ﬂR2X3, f<a11 a12>_<a(2)2 0 a12+a21>

a21 a22 a11 Qag2 —aii

ail a2 air a2 . .
fiC?X2 22, f = (considerando a C2*?2 como R-espacio
a21  a22 a21  A22

vectorial y como C-espacio vectorial)

Ejercicio 2. Interpretar geométricamente las siguientes aplicaciones lineales f : R? — R2.

i)
i)

flz,y) = (l‘,O)
f(xay) = (Ovy)
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iii) f(z,y) = (2, —y)
iv) f(z,y) = (L.(z+y),i(z+y))

v) f(z,y) = (z.cost —y.sent, x.sent + y.cost)

Ejercicio 3.

i) Encontrar una funcién f : V. — V (para un K-espacio vectorial V' conveniente) que
cumpla f(v+w) = f(v) + f(w) para cualquier par de vectores v, w € V pero que no
sea una transformacién lineal.

ii) Encontrar una funcién f : V' — V (para un K-espacio vectorial V' conveniente) que
cumpla f(k.v) = k.f(v) para cualquier escalar k € K y cualquier vector v € V pero que
no sea una transformacion lineal.

Ejercicio 4. Probar la linealidad de las siguientes aplicaciones:

i) tr: K" - K

i) t: K™ — KmXn ) 1(A) = At

i)
i)
iii) f:K"™ — Km™*m_ f(A) = B.A donde B € K™"
iv) 0: C®(R) — C*(R), o(f) = f'
) €a: K[X] = K, €a(f) = f(o) donde a € K
i)

%

™

S KN - KN s({ai}ieN) = (0,&1,&2,. ey Qpy e )

V1

Ejercicio 5.

i) Probar que existe una tinica transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (-5, 3)
y f(=1,1) = (5,2). Para dicha f, determinar f(5,3) y f(—1,2).

ii) ;Existird una transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (2,6), f(-1,1) =
(2,1) y f(2,7) = (5,3)7

iii) Sean f, g : R® — R? transformaciones lineales tales que

f(1,0,1) =(1,2,1), f(2,1,0) =(2,1,0), f(-1,0,0)=(1,2,1),
9(1,1,1) =(1,1,0), ¢(3,2,1) =(0,0,1), g¢(2,2,-1) = (3,-1,2).

Determinar si f = g.

iv) Hallar todos los a € R para los cuales exista una transformacién lineal f : R® — R3

que Sa'tiSfaga' que f(17_171) = (2,&,—1), f(la_LQ) = <a27_1a1) y f(la_la_Q) =
(5,—1,—=7).
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v) Hallar una férmula para todas las tranformaciones lineales f : R3[X] — R3 que satis-
facen f(X3 +2X?% - X +4) = (6,5,3), f(3X?% +2X —5) = (0,0,-3), f(X> —2X?% +
3X —2)=(0,-1,1) y f(2X3—3X%+7)=(6,4,7).

Ejercicio 6.

i) Calcular bases del nucleo y de la imagen para cada tranformacién lineal del ejercicio 1.
Decidir, en cada caso, si f es epimorfismo, monomorfismo o isomorfismo. En el caso
que sea isomorfismo, calcular f~1.

ii) Clasificar las transformaciones lineales tr, ¢, §, €, y s del ejercicio 4 en epimorfismos,

monomorfismos e isomorfismos.

Ejercicio 7. Sean f : R® — R* f(xy,20,23) = (21 + 22, v1 + 3,0,0) v g : R* — R2,
g(x1,22,23,24) = (1 — T2, 201 — z3). Calcular el nicleo y la imagen de f, de g y de g o f.
Decidir si son monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos.

Ejercicio 8. Sean g: V — V' y f: V' — V" transformaciones lineales. Probar:

i) Nu(g) € Nu(f og).

i) N
ii) Si Nu(f)NIm(g) = {0}, entonces Nu(g) = Nu(f o g).
i) Tm(f o g) C Tm(f).

iv) SiIm(g) = V', entonces Im(f o g) = Im(f).

Ejercicio 9.

i) Sean S, T C R? los subespacios definidos por S = {(z1, 22,73, 24)/ 1 + 22 + 23 = 0}
y T = {(x17x27$37m4)/2.$1 +$4 = O7 To — T3 = 0}

¢ Existird algtin isomorfismo f : R* — R* tal que f(S) =17
ii) ;Existird algin monomorfismo f : R? — R2?
iii) ¢Existira algin epimorfismo f : R? — R3?
iv) Sean v = (1,0,1,0), vo = (1,1,1,0) y v3 = (1,1,1,1). ;Existird alguna transformacién

lineal f:R? — R* tal que {v1,v2,v3} C Im(f)?

Ejercicio 10. Determinar si existe (y en caso afirmativo hallar) una transformacién lineal
f:R3 — R* que verifique Im(f) = S y Nu(f) = T en los siguientes casos:

i) S = {($1,$27.’L‘3,l‘4)/.’£1 + 20 —x3+ 2.4 = 0}, T=< (1,2,1) >
i) S ={(x1,22,25,24) /21 + 22 =0, 23+ 24 =0}, T =< (1,-2,1) >
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Ejercicio 11. En cada uno de los siguientes casos encontrar una transformacion lineal
f:R? = R? que verifique lo pedido:
i) (1,1,0) € Nu(f) y dim(Im(f)) = 1
u(f) NIm(f) =<(1,1,2) >

)
if) N
iii) f# 0y Nu(f) € Im(f)
iv) f#0y fof=0
) f#Idy fof=1Id
i) N

u(f) # {0}, Im(f) # {0} y Nu(f) N Im(f) = {0}

A\
V1

Ejercicio 12. En cada uno de los siguientes casos construir un proyector f : R® — R3 que
cumpla:

i) Im(f) = {(21, 22, 23)/21 + 22 + 23 = 0}
11) (f) {($1,$2,$3)/$1+$2+1’3 :0}
iii) Nu(f) = {(z1,22,23)/3.21 — 23 =0} e Im(f) = < (1,1,1) >

Ejercicio 13. Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V — V un proyector. Probar que
g = idy — f es un proyector con Im(g) = Nu(f) y Nu(g) = Im(f).

Ejercicio 14. Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V — V una transformacién lineal. Se
dice que f es milpotente si ds € N tal que f° = 0.

i) Probar que si f es nilpotente, entonces f no es ni monomorfismo ni epimorfismo.

ii) Si V es de dimensién n probar que f es nilpotente <= f™ = 0.
(Sugerencia: considerar si las inclusiones Nu(f*) C Nu(f**!) son estrictas o no).

iii) Sea B = {vy,...,v,} una base de V. Se define la transformacion lineal f : V — V de
la siguiente forma:

N [ Vit sil<i<n-1
F(wi) {O sii=n

Probar que f* =0y f* ! #£0.

iv) Si V. = R", para cada i, 2 < i < n, construir una transformacién lineal nilpotente
f:R* = R" tal que f' =0y fi=! #£0.

Ejercicio 15. Sea S = < (1,1,0,1),(2,1,0,1) > C R%.

i) Hallar una transformacién lineal f: R* — R? tal que Nu(f) = S.
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ii) Hallar ecuaciones para S (usar i)).

iii) Hallar un sistema de ecuaciones lineales cuyo conjunto de soluciones sea
< (1? 1, 07 1)7 (27 17 07 1) > Jr (07 17 17 2)'

Ejercicio 16.

i) Sea S C K™ el conjunto de soluciones de un sistema lineal homogéneo. Encontrar una
transformacién lineal f: K™ — K™ tal que Nu(f) = S.

ii) Sea T' C K™ el conjunto de soluciones de un sistema lineal no homogéneo. Encontrar
una transformacion lineal f : K" — K" y x € K™ tales que T = f~!(z).

Ejercicio 17. Sea f : V — V una tranformacion lineal y sean B, B’ bases de V. Calcular
|flzB en cada uno de los siguientes casos:

1) V = RB, f(l’l,l‘g,fﬂg) == (3:171 - 2.932 + 56375..’,81 + o — I3,T1 + 3.1}2 + 4.3’;3)7
B = B’ la base canénica de R3?

ii) V=R3 f(r1,z2,23) = (3.21 — 2.00 + 3,5.01 + T2 — 73,71 + 3.2 + 4.73),
B={(1,2,1),(-1,1,3),(2,1,1)} y B' = {(1,1,0),(1,2,3),(~1,3,1)}

iii) V = C?, f(x1,22) = (2.1 — 4.22,71 + 22), B = B’ es la base canénica de C? como
C-espacio vectorial.

iV) V= C2a f($17z2) = (2"731 — .72, T1 +$2), B =D = {(1,0),(0,1),(2,0),(0,1)} con-
siderando a C? como R-espacio vectorial.

v) V =Ry[X], f(P)=P', B=B ={1,X, X% X3 X"

vi) V=Ry[X], f(P)=P, B=DB ={X* X3 X2 X,1}

vii) V =Ry[X], f(P) =P/, B={1,X,X2 X3 X% y B' = {X* X X2,X,1}
viii) V =R?*2 f(A) = A', B = B’ la base canénica de R?*2.

ix) V, f vy B= B’ como en el gjercicio 14, iii)

Ejercicio 18. Sean B = {v;,vs,v3} una base de R3 y B’ = {wy, wa, w3, w4} una base de R*.
Sea f : R? — R* la transformacién lineal tal que

1 -2 1
-1 1 -1
fes= |5 1
3 -2 5

i) Hallar f(3.v1 + 2.v2 — v3). {Cudles son sus coordenadas en la base B’?
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ii) Hallar una base de Nu(f) y una base de Im(f).

iii) Describir el conjunto f~1(w; — 3.wz — wy).

Ejercicio 19. Sea V un K-espacio vectorial y B = {v1,vs,vs,v4} una base de V. Sea
f:V — V la transformacién lineal tal que

|fle =

— = =
O~ =
O O = =
o OO =

i) Calcular |f~!|p.
ii) Calcular f~!(vy — 2.v9 + vy).

Ejercicio 20. En cada uno de los siguientes casos, hallar una matriz A € R™*"™ para un n
adecuado que verifique:

) A£T, vy A% =1,
i) A£0; A£ L, y A2 = A,

Ejercicio 21. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea B una base de V.

i) Sea tr : Hom(V,V) — K la aplicacién definida por tr(f) = tr(|f|p). Probar que tr(f)
no depende de la base B elegida.

tr(f) se llama la traza del endomorfismo f.
ii) Probar que tr : Hom(V,V) — K es una transformacién lineal.
Ejercicio 22. Sean B = {vy,v92,v3}, U = {v1 +v3,v1 +2.03+v3,v2+v3} y U = {wy, we, w3}

bases de R3, y sea E la base candnica de R3. Sea f : R® — R? la transformacién lineal tal
que

1 -1 3 1 1 0
Iflee=12 1 1 y |[floww=10 11
3 2 1 0 0 1

Determinar U’.

Ejercicio 23.
i) Sea f:R* — R* la trasformacién lineal definida por
f(xla 2,3, $4) = (07 Z1,%1 + ZT2,T1 + Z2 + 1’3)

yseav = (1,0,0,0). Probar que B = {v, f(v), f2(v), f3(v)} es una base de R*. Calcular
/5.
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ii) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea f : V' — V una tranformacién lineal
tal que f* =0y f"~! # 0. Probar que existe una base B de V tal que

1 sit=75+1
(o) = {3 317

(Sugerencia: elegir v; ¢ Nu(fm"1)).

Ejercicio 24. Sea V un K-espacio vectorial de dimensiéon n y sea f : V — V un proyector.
Probar que existe una base B de V tal que

(Ifl), = {} si=d:is dim(im(f))

0 sino

Ejercicio 25. Sea f : R® — R* definida por
f(x1, o, w3, 24, 25) = (2.1 — x5, 2 + 2.23, 21 + T4 + x5, —T1 + T4 + T5).

Encontrar bases By B’ de R® y R?* respectivamente tales que |f|pp/ sea una matriz diagonal.

Ejercicio 26. Sean V y W K-espacios vectoriales, dm V =ny dm W =m,y f:V - W
una transformacién lineal tal que dim(Im(f)) = s. Probar que existen una base B de V' y
una base B’ de W tal que

1 sit=35;1<s
(|f‘BB')ij:{O si no

Ejercicio 27. Sea f : R? — R? definida por
f(x1, 20, 23) = (21 + 22 — 23, 2.21 — 3.02 + 2.23,3.21 — 2.22 + x3).

i) Determinar bases B 'y B’ de R3 tales que

o = O
oS O O

1
|flepr= |0
0

ii) Si A es la matriz de f en la base canénica, encontrar matrices C, D € GL(3,R) tales
que

10
CAD=10 1
0 0

o o O
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Ejercicio 28. Calcular el rango de las siguientes matrices:

2 0 3 -1 0 5 3

) A=[1 -2 1 o0 i) A=[1 -1 2

-1 1 0 1 2 3 1

5 10 1 9 10100

Lo 4 1o 1100 0

i) A= iv) A=[0o 1 1 0 0
31 1 0 1

5 0 0 3 1 00110

010 1 1

1 -k -1
A= -1 1 k2
1 k k-2

Ejercicio 30. Sean A € K™*" b € K™. Se considera el sistema A.x = by sea (4 | b) su
matriz ampliada. Probar que A.z = b tiene solucién <= rg(A) =rg(A | b).

Ejercicio 31. Sea A € K™*" rg(A) = syseaT = {z € K"*"/ Ax = 0}. Calcular la
dimensién de T'.

Ejercicio 32. Sean A € K™*"™ y B € K™*". Probar que rg(A.B) < rg(A) y rg(A.B) <
rg(B).

Ejercicio 33. Sean A, D € R3*3,

1 1 -1 1 1 0
A=2 -3 2 vy D=|o0 11
3 -2 1 -1 0 1
i) Determinar Cy, Cy, C3 y Cy € GL(3,R) tales que
1 00
C1.ACy;=0C3.D.Cy,=(0 1 0
0 00

ii) Determinar f € Hom(R? R3) y bases B, B’, By y B} de R? tales que

|fleer=A vy |flgg; =D

Ejercicio 34. Dadas A, B € R™"*", decidir si existen matrices P, ) € GL(n,R) tales que
A=PB.Q.
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Ejercicio 35. Sean A, B € K™*". Se dice que A es semejante a B (y se nota A ~ B) si
existe C € GL(n,K) tal que A= C.B.C~%.

i) Demostrar que ~ es una relacién de equivalencia en K™*".

ii) Probar que dos matrices semejantes son equivalentes. ;Vale la reciproca?

Ejercicio 36. Sean A, C € K™*™. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) A~C.

ii) 3f : K™ — K™ tranformacién lineal y bases B y B’ de K™ tales que |f|p = Ay
|flpr=C

Ejercicio 37.

i) Sean A, C € K"*™ tales que A ~ C. Probar que tr(A) = tr(C).
ii) Sean A, C € R3*3

1
4

_ o
O~ =

0
1
1

(Existen f € Hom(R3,R?) y bases By B’ de R? tales que |f|g = Ay |f|lz = C?



