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Prefacio

El élgebra lineal es una herramienta basica para casi todas las ramas de la matematica asi
como para disciplinas afines tales como la fisica, la ingenieria y la computacién, entre otras.
Estas notas, basadas en la materia Algebra Lineal destinada a alumnos de la Licenciatura en
Ciencias Matematicas y del Profesorado en Matemaéticas de la Facultad de Ciencias Exactas
y Naturales de la Universidad de Buenos Aires, que hemos dictado varias veces, pretenden,
entre tantos buenos textos de algebra lineal existentes, ser s6lo una introducciéon bésica al
tema que se ajusta a los contenidos curriculares del curso y, al mismo tiempo, una guia de
estudios para los alumnos.

Las notas no presuponen ningiin conocimiento previo de algebra lineal, aunque si de algu-
nas propiedades basicas de polinomios a coeficientes en un cuerpo y de nimeros complejos,
y en algunos ejercicios se utilizan estructuras que provienen de la aritmética elemental. Se
comienza con las definiciones bésicas de estructuras algebraicas necesarias para definir la
nocion de espacio vectorial, para seguir con la nocién de subespacio, sistema de generadores
e independencia lineal. Después de dar una breve introduccién al tema de las matrices a
coeficientes en un cuerpo, se definen y estudian las transformaciones lineales, el espacio dual
v la teoria de determinantes. La diagonalizacién de matrices y la forma de Jordan de auto-
morfismos en espacios de dimensién finita se desarrollan a continuacion, seguidas del estudio
de espacios con producto interno reales y complejos. El capitulo de variedades lineales puede
verse como una aplicacién del dlgebra lineal a la geometria afin. Finalmente, se da una breve
introduccién a la teoria de formas bilineales.

Gabriela Jeronimo, Juan Sabia y Susana Tesauri
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Capitulo 1

Espacios vectoriales

En diversos conjuntos conocidos, por ejemplo los de vectores en el plano o en el espacio (R?
y R3), o también el de los polinomios (R[X]), sabemos sumar sus elementos y multiplicarlos
por nimeros. Todos estos conjuntos comparten una cierta “estructura”, que estda dada por
esa suma y ese producto por nimeros, a la que llamaremos espacio vectorial. En este capitulo
presentaremos la nocién de espacio vectorial y estudiaremos algunas propiedades bésicas que
poseen los conjuntos con dicha estructura.

1.1 Espacios vectoriales y subespacios

1.1.1 Preliminares

La nocién de espacio vectorial requiere de dos conjuntos: un conjunto K (los escalares) y
otro conjunto V' (los vectores). Estos dos conjuntos deben satisfacer ciertas propiedades, que
esencialmente se refieren a que los elementos de V' se puedan sumar entre si y multiplicar por
elementos de K.

Comenzaremos dando algunas definiciones previas para poder después presentar la defini-
cién precisa de espacio vectorial.

Definicién 1.1 Sea A un conjunto no vacio. Una operacidn (o ley de composicion interna u
operacidn binaria) de A es una funcién x : A x A — A.

Notacién. #(a,b) = ¢ se escribe a *x b = c.

Ejemplos.
e +:Nx N — N, tal que +(a,b) = a+ b, es una operacién de N.

e Como la resta, —(a,b) = a — b, no es una funcién de N x N en N, entonces no es una
operacion de N.



2 Espacios vectoriales

e La suma +, el producto - y la resta — son operaciones de Z, Q, R y C.

No nos interesaremos por operaciones cualesquiera, sino que trabajaremos con operaciones
que posean algunas propiedades. Entre las propiedades que analizaremos se encuentran las
siguientes:

Definicién 1.2 (Propiedades bésicas) Sea *: A x A — A una operacién.

i) * se dice asociativa si (axb)xc=ax* (bxc) Va,b,c€ A.

ii) Se dice que * tiene elemento neutro si 3e € A tal que exa = a*e = a para cada a € A.

(Observar que si * tiene elemento neutro, éste es unico, ya que si e y €’ son elementos
neutros, e’ = exe’ =e.)

iii) Si * tiene elemento neutro e, se dice que todo elemento tiene inverso para * si Va € A,
Jda’ € Atalque axa =a’ xa=e.

iv) * se dice conmutativasi axb=bxa Va,b€ A.

Se pueden estudiar las caracteristicas que comparten los conjuntos con una operacién
que satisface algunas de estas propiedades. Una nocién 1til es la de grupo, que definimos a
continuacion.

Definicién 1.3 Sea A un conjunto, y sea * una operacion en A que satisface las propiedades
i), ii) y iii) de la definicién anterior. Entonces (A4, *) se llama un grupo. Si ademds * cumple
iv), se dice que (A, x) es un grupo abeliano o conmutativo.

Ejemplos.

e (N,+) no es un grupo: se puede probar que no tiene elemento neutro.

(

(Z,+), (Q,4), (R,+) v (C,+) son grupos abelianos.

e (Z,-) no es un grupo: se puede probar que sélo 1 y -1 tienen inverso multiplicativo.
(

Q- {0},-), (R —{0},-) y (C—{0},-) son grupos abelianos.

A={f:R — R}, x = o (composicién de funciones). Entonces (A, *) no es un grupo:
las tnicas funciones con inversa para o son las biyectivas.

Sg ={f:R — R/ f es biyectiva }, * = o. Entonces (Sg,0) es un grupo.

e C un conjunto, P(C) = {S C C}. Se define la operacién A : P(C) x P(C) — P(C),
llamada diferencia simétrica, de la siguiente forma:

AAB = (AUB) — (AN B).

Entonces (P(C), A) es un grupo abeliano.
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A partir de la definiciéon de grupo pueden probarse propiedades que poseen todos los
conjuntos con esa estructura. Por ejemplo:

e Sea (G, ) un grupo. Entonces para cada a € G existe un tinico inverso para a.

Sea e el elemento neutro de (G, *). Supongamos que b y ¢ son inversos de a. Entonces

b=exb=(cxa)xb=cx(axb)=cxe=c.

Notacién. Si G es un grupo abeliano y la operacion se nota +, el elemento neutro se notard 0
y, para cada a € G, el inverso de a se notard —a. (En otros casos, el elemento neutro se nota
1y el inverso de a se nota a~!.)

La siguiente definicién que daremos se refiere a conjuntos en los cuales hay dos operaciones
relacionadas entre si.

Definicién 1.4 Sea A un conjunto y sean + y - operaciones de A. Se dice que (A, +,-) es
un andllo si

i) (A4,4) es un grupo abeliano
ii) - es asociativa y tiene elemento neutro
iii) Valen las propiedades distributivas: Para a,b,c € A,

ea-(b+c)=a-b+a-c
e (btc)-a=b-a+c-a

Ademss, si - es conmutativa, se dice que (A, +,-) es un anillo conmutativo.

Notacién. Cuando quede claro cudles son las operaciones 4+ y -, para referirnos al anillo
(A, 4+, "), escribiremos simplemente A. Al elemento neutro del producto se lo notara 1.

Ejemplos.
o (Z,+,"), (Q,+,-), (R,+,-) ¥y (C,+,") son anillos conmutativos.

® (Zy,+,-) es una anillo conmutativo.

Si (A, +,-) es un anillo conmutativo, entonces (A[X],+,-) es un anillo conmutativo con
las operaciones usuales de polinomios.

e Si C es un conjunto, (P(C), A,N) es un anillo conmutativo.

{f : R — R} con las operaciones usuales de suma y producto de funciones es un anillo
conmutativo.
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Al igual que en el caso de los grupos, también pueden probarse propiedades que poseen
todos los anillos:

e Sea (A,+,-) un anillo, y sea 0 el elemento neutro de +. Entonces 0-a =0, Va € A.

Se tiene que
0-a=(0+0)-a=0-a+0-a.

Si b es el inverso aditivo de 0 - a, resulta
0=0-a+b=(0-a+0-a)+b=0-a+(0-a+b)=0-a.
Luego, 0-a = 0.

En un anillo cualquiera no es cierto que a-b=0=a =00 b = 0. Por ejemplo, en Z4, se
tiene que 2 -2 = 0, pero 2 # 0.

Definicién 1.5 Un anillo conmutativo (A, +, -) se llama un dominio de integridad o dominio
integrosia-b=0 = a=00b=0.

Ejemplos.
o (Z,+,"), (Q,+,), (R,+,") ¥y (C,+,-) son dominios de integridad.
e Si A es un dominio de integridad, entonces A[X] es un dominio de integridad.
® 7, es un dominio de integridad <= p es primo.

La siguiente definicién resume las propiedades que debe satisfacer uno de los conjuntos
involucrados en la definicién de un espacio vectorial.

Definicién 1.6 Sea K un conjunto, y sean + y - operaciones de K. Se dice que (K,+,") es
un cuerpo si (K, +,-) es un anillo conmutativo y todo elemento no nulo de K tiene inverso
multiplicativo. Es decir:

i) (K,+) es un grupo abeliano,
ii) (K —{0},-) es un grupo abeliano, y
iii) vale la propiedad distributiva de - con respecto a +.
Ejemplos.

i (Qa +7 ')7 (Ra +a ) y ((C, +, ) son cuerpos

e (Zp,+,) es un cuerpo <= p es primo.
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e Se define Q[v2] = {i ai(vV2)'/a; € Q,n € Ng}. Veamos que (Q[v2],+,) es un
i=0
cuerpo.

Usando que Q[v/2] C R, se puede probar facilmente que (Q[v/2],+,-) es un anillo con-
mutativo.

Observamos que Q[v2] = {a + b2 : a,b € Q}. En efecto, para cada k € N, se tiene

que (v2)% = 2F y (/2)%k+1 = 2F/2 y entonces, todo elemento de la forma 3 a;(v/2)°
i=0

con a; € Q y n € Ny puede escribirse como a + by/2 con a,b € Q. Reciprocamente, es

claro que todo elemento de la forma a 4 bv/2 con a,b € Q pertenece a Q[v/2].

Veamos ahora que todo elemento no nulo tiene inverso.

Sea a+bv/2 # 0. Entonces (a+bv/2)(a—bv/2) = a® —2b? # 0 (pues a,b € Q), de donde

b
) p— 2.
(a +bV2) a2_2b2+a2_2b2f

También en el caso de los cuerpos se pueden probar propiedades generales. Por ejemplo:

e Todo cuerpo (K,+,-) es un dominio de integridad.

Tenemos que probar que a-b=0=a =00 b=0. Supongamos que a-b=0. Sia =0,
ya estd. Si a # 0, entonces existe a~! tal que a-a~! = a~! - a = 1. Entonces

at-(a-b)y=at-0= (ata)-b=0= 1-b=0 = b=0.

Para poder completar la definicién de espacio vectorial necesitamos definir una clase es-
pecial de funciones que se aplican a elementos de dos conjuntos distintos:

Definicién 1.7 Sean A y B dos conjuntos. Una accion de A en B es una funcién
-1 Ax B — B.

Notacion: - (a,b) =a-b

Estamos ahora en condiciones de dar la definiciéon de espacio vectorial.

1.1.2 Espacios vectoriales

Definicién 1.8 Sea (K, +,-) un cuerpo. Sea V un conjunto no vacio, sea + una operacién en
V y sea - una accién de K en V. Se dice que (V,+,-) es un K -espacio vectorial si se cumplen
las siguientes condiciones:

i) (V,4) es un grupo abeliano.

ii) La accién - : K x V — V satisface:
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a) a-(v+w)=a-v+a-w Va€K; VoweV.
b) (a+b)-v=a-v+b-v Va,be K; VveV.
)1l v=v VYveV.

)

(a-b)-v=a-(b-v) Vabe K; VveV.

—~ o~

(v
_|_

—

C

d

—~

Los elementos de V' se llaman vectores y los elementos de K se llaman escalares. La accién
- se llama producto por escalares.

Notese que el simbolo - se usa tanto para la accién de K en V' como para el producto en
K, pero esto no deberia generar confusion puesto que en el primer caso estard aplicado a un
elemento de K y otro de V', mientras que en el segundo, a dos elementos de K.

En lo que sigue, K denotard un cuerpo. Si (V, 4+, -) es un K-espacio vectorial y la operacién
4+ de V y la accién - de K en V quedan claras del contexto, diremos simplemente que V es
un K-espacio vectorial.

Hay propiedades que se cumplen en cualquier espacio vectorial. A continuacién mostramos
algunas de ellas.

Sea V un K-espacio vectorial. Entonces:
1. 0-v = 0 para todo v € V. (Observar que el elemento 0 que aparece en el miembro

izquierdo de la igualdad es el elemento neutro de K, mientras que el de la derecha es el
vector 0 € V.)

2. (—1)-v = —v para todo v € V. (Recuérdese que —v denota al inverso aditivo de v).
Demostracion.

1. Se tiene que
0-v=(04+0)-v=0-v+0-0.

Sea w el inverso aditivo de 0 - v. Entonces
0=0-v+w=0-v+0-v)+Fw=0-v+(0-v+w)=0-v+0=0-v
2. Vemos que
v+ (-1)-v=(-1)-v+v=(-1)-v+1-v=(-141)-v=0-v=0.

Luego, (—1) - v es el inverso aditivo de v, es decir (—1)-v = —wv.

Ejemplos. En lo que sigue K es un cuerpo.

1. K es un K-espacio vectorial.
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2. Sea K™ = {(z1,...,%n) /x; € K}. Se definen
+ : K"XxK"— K" (21,...,20)+ (Y1, sYn) = (@1 + Y1, ., ZTn + Yn)
KxK"—= K" X (x1,...,25) = (Az1,..., Azy)
Entonces K™ es un K-espacio vectorial.
3. Una matriz de n filas y m columnas es un arreglo de n X m nimeros ubicados en n filas
y m columnas.

Sea K™*™ = {A / A es una matriz de n filas y m columnas de elementos en K}. Ob-
servamos que un elemento A de K™*™ es de la forma

All A12 e Alnb
A= A21 A22 e AQm
Anl An2 o Anm

Si A e K™™, denotaremos por A;; al elemento ubicado en la interseccién de la fila ¢ y
la columna j de A.

Se definen
+ Knxm xKnXm*)KnXm, (A+B)1] :AZJ+B” (1§Z§n
DK x KmXm s K (N A) =N Ay (1<i<n1<j<m)

Entonces K™*™ es un K-espacio vectorial.

4. Sea Z un conjunto no vacio. Se considera K% = {f : Z — K / f es funcién } y se
definen

+: KZxK? - K% (f+g)(x)= f(x) +g(x) VxeZ
: KxKZ2 - KZ (A f)(z)=X-f(z) VzeZ

Entonces K% es un K-espacio vectorial.

5. K[X], el conjunto de polinomios en la variable X a coeficientes en K, es un K-espacio
vectorial con la suma usual de polinomios y la multiplicacién usual de polinomios por
una constante.

6. R es un Q-espacio vectorial; C es un R-espacio vectorial y un Q-espacio vectorial.

7. Q[v/2] es un Q-espacio vectorial.

1.1.3 Subespacios

Dentro de un K-espacio vectorial V', hay subconjuntos que heredan la estructura de V, es
decir, que son también espacios vectoriales con la misma operacion, el mismo elemento neutro
y la misma accion que V. En esta seccion, comenzaremos el estudio de los subconjuntos con
esta propiedad.
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Definicién 1.9 Sea V un K-espacio vectorial. Un subconjunto S C V no vacio se dice un
subespacio de V si la suma y el producto por escalares (de V') son una operacién y una accién
en S que lo convierten en un K-espacio vectorial.

Ejemplo. Caractericemos todos los subespacios de R?:

e S =1{(0,0)} es un subespacio.

e Supongamos que S es un subespacio y que contiene algin elemento v no nulo. Entonces,
para todo A € R, \.v € S. Si éstos son todos los elementos de S, entonces S es un
subespacio (que, gréficamente, resulta ser una recta que pasa por el origen).

e Con la notacién del punto anterior, si S contiene algtin elemento que no es de la forma
A.v, digamos v’, contiene también a todos los multiplos de v’. Luego, S contiene a las
dos rectas L y L’ que pasan por el origen y cuyas direcciones son v y v’ respectivamente.
Es claro (usando la regla del paralelogramo) que cualquier punto en R? es suma de un
elemento de L més uno de L', luego pertenece a S. En consecuencia, S = R2.

Observamos que, dado un K-espacio vectorial V' y un subconjunto S de V', para determinar
si S es un subespacio de V segun la Definicién 1.9 debemos verificar la validez de una gran
cantidad de propiedades (todas las involucradas en la definicién de espacio vectorial). La
siguiente proposicién nos provee una caracterizacién de los subespacios en términos de sélo
tres propiedades, a partir de las cuales se deducen todas las demas.

Proposicion 1.10 Sea V un K-espacio vectorial y sea S C V. FEntonces S es un subes-
pacio de V si y solo si valen las siguientes condiciones:

i)0esS
i) vyweS=v+wes

i) N\e KKveS=\-vesS
Demostracion.

(=) Es inmediato verificar que si S es un subespacio de V' se cumplen 1), ii) e iii).

(<) La condicién i) asegura que S es no vacio.
Por ii), 4+ es una operacién de S y por iii), - es una accién.

La asociatividad y conmutatividad de la suma se deducen de la validez de las mismas
para V', el elemento neutro de la suma 0 € S por i), y la existencia de inverso aditivo se
deduce de que dado v € S, —v = (—1) - v, que pertenece a S por iii).

Las propiedades de la accién en la definicién de espacio vectorial se deducen también
de su validez en V. (]

Observamos que la condicién i) en la proposicién anterior puede ser reemplazada por
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i) S +£0.

Es decir, las condiciones i), ii), iii) son equivalentes a i’), ii), iii). La demostracién de este
hecho queda como ejercicio.

Ejemplos. Sea V un K-espacio vectorial.

1. {0} es un subespacio de V.
2. V es un subespacio de V.
3. SiveV,S={\-v/X € K} es un subespacio de V:
i)0=0-veS.
ii) SiA-v, u-ve S, entonces A\cv+p-v=A+p) -ves.
iii) SiA-veSyaekK,entonces a-(A-v)=(a-A)-veES.
Este subespacio se denomina el subespacio generado por vy se nota S = < v >.
4. Sean vy,...,v, € V.
Entonces S = {aj.v1 + -+ + an.vp : a; € K, 1 <4 <n} es un subespacio de V:
i) 0=0w;+---+ 0w, €85.
i) Siv,we S, v=ar.v1+ 4+ @y, w=P1.01 + -+ + Bn.vy, entonces
v+w = (g + f1)vr+ -+ (an + Bn).vn €S.
iii) SiAe Kyv=ai.v1 + -+ a,.v, €5, entonces
Av=(Aar)vr+ -+ (Aay)v, €85.

El subespacio S que hemos definido se llama el subespacio generado por vy, ...,v, y se
nota S = < wy,...,v, >.

Si V es un K-espacio vectorial, tiene sentido considerar las operaciones de unién e inter-
seccién entre subespacios de V' (que son subconjuntos de V). Una pregunta que surge es si
estas operaciones preservan la estructura de subespacio. Como veremos a continuacién, esto
vale en el caso de la interseccién de subespacios, pero no para la unién.

Proposicion 1.11 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V. Entonces
SNT es un subespacio de V.

Demostracion.

i) 0e SNT puestoque0e Sy0eT.

ii) Sean v,w € SNT. Entoncesv € S;veT, we SyweT. Comov,weSySesun
subespacio, entonces v + w € S. Anédlogamente, v +w € T. Luego, v+w € SNT.
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iii) Sean A € K yv € SNT. Entoncesv € Sywv €T. Como A € K,v €Sy S esun
subespacio, entonces A - v € S. Andlogamente, A-v € T. Luego, A-v e SNT. (]

En forma andloga a lo hecho en la demostracién de la proposicién anterior, se prueba
que la intersecciéon de cualquier familia de subespacios de un K-espacio vectorial V es un
subespacio de V.

Observacion 1.12 Si V es un K-espacio vectorial, S y T subespacios de V', entonces SUT
no es necesariamente un subespacio de V.
En efecto, consideremos en R? los subespacios S = < (1,0) > y T'= < (0,1) >.

Observamos que (1,0) € Sy (0,1) € T; luego, ambos pertenecen a S UT. Pero (1,0) +
(0,1)=(1,1) ¢ SUT, puesto que (1,1) ¢ Sy (1,1) ¢ T.

Concluimos esta seccién exhibiendo algunos ejemplos de subespacios de distintos K-
espacios vectoriales.

Ejemplos.

1. Sean aq,...,a, € K fijos. Sea S = {(z1,...,2,) € K" : a121 + - - - apx,, = 0}. Es facil
verificar que S es un subespacio de K.
a1y + -+ apx, =0
2. 8= {(ml,...,xn) e K": : } es un subespacio de K", pues
Am1x1 + -+ Qpn Ty = 0

S =S donde S; = {(z1,...,2n) € K" : ajnz1 4+ -+ ainxn =0} (1 <i<m)y
i=1
cada S; es un subespacio de K™.
3. Sean V = K[X] y n € N fijo. Se tiene que K, [X|={f € K[X]/ f=0o0gr(f) <n}
es un subespacio de V:
i) 0 € K,[X].
i) Sean f,g € K,[X]. Si f=00¢g=0esclaro que f+g € S. Si f+ g =0, entonces
f+ge€S. Sino, gr(f+g) <max(gr(f),gr(g)) <n,y porlotanto f+g € S.
iii) Sean A € Ky f € Kp[X]. SiA=00 f =0, entonces \.f =0 € K,[X]. Si no,
gr(A.f) = gr(f), de donde A.f € K, [X].

Observar que el conjunto {f € K[X] / f =00 gr(f) > n}, para n € N fijo, no es un
subespacio de K[X]. Por ejemplo: f = X"y g = —X"™+1 pertenecen a dicho conjunto,
pero f+ g =1 no.

1.1.4 Sistemas de generadores

El objetivo de esta seccién es mostrar como pueden describirse todos los elementos de un
K-espacio vectorial V' a partir de ciertos subconjuntos de elementos de V.
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De la definicién de K-espacio vectorial vemos que una forma de obtener nuevos elementos
de V a partir de los elementos de un subconjunto G C V es considerando sumas finitas de
multiplos por escalares de elementos de G. Surge entonces la nocién de combinacién lineal:

Definicién 1.13 Sea V un K-espacio vectorial, y sea G = {vy,...,v,} € V. Una com-
T

binacion lineal de G es un elemento v € V tal que v = > «o;.v; con «; € K para cada
i=1

1< <r.

Ejemplos.

1. Sea G = {(1,2),(3,4)} C R2. Una combinacién lineal de G es un vector v = a.(1,2) +
£.(3,4) con a, B € R.

2. Sea G ={1,X,..., X"} CR,[X]. Una combinacién lineal de G es > o; X? con a; € R
i=0
para cada 0 <17 < n.

La definiciéon de combinacién lineal se extiende al caso de subconjuntos no necesariamente
finitos del espacio vectorial considerado:

Definicién 1.14 Sea V un K-espacio vectorial, sea I un conjunto de indices y sea G =
{vi /i € I} C V. Una combinacidn lineal de G es un elemento v € V tal que v = > a;.v;

i€l
donde «; = 0 salvo para finitos i € I.
Ejemplos.
. oo .
1. Sea G ={X"/i € No} C R[X]. Una combinacién lineal de G es > «;X* donde o;; € R
i=0

y a; = 0 salvo para finitos valores de i € Np.

2. Sea G = {(a,0) : @ € R} C R2. Una combinacién lineal de G es > B,.(a,0) tal que
a€eR
Ba € Ry B, = 0 salvo para finitos a € R.

Dado un espacio vectorial V', considerando las combinaciones lineales de los elementos
de ciertos subconjuntos de V', podemos obtener cualquier elemento del espacio vectorial en
cuestion. Como se vera en los ejemplos, en muchos casos esto nos permitird describir conjuntos
infinitos (como por ejemplo R?) utilizando finitos elementos del espacio.

Definicién 1.15 Sea V un K-espacio vectorial y sea G C V. Se dice que G es un sistema de
generadores de V (y se nota < G > = V) si todo elemento de V' es una combinacién lineal de

G.
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Ejemplos.
1. R? = < (1,0),(0,1) >, pues Vz = (o, 3) € R?, x = a.(1,0) + (3.(0,1).

2. K" =< (1,0...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) >.
3. K™ = < B > azic, donde (B¥) = { Losik=iyj=I
15j<m 0 sino
4. K[X] =< X >ieNg -
5. Si G C K[X] tal que para cada i € Ny, existe f; € G con gr(f;) = i, entonces K[X] =
<G >:
Es claro que 0 € < G >. Veamos, por induccién en gr(g), que g € < G > para cada
g € K[X].
Si gr(g) = 0, entonces g € K, y como existe fo € G con gr(fo) = 0 (es decir, fy €

K — {0}), se tiene que g = fi-fo e <G>
0

Sea n > 0 y supongamos que todo polinomio de grado menor que n y el polinomio nulo
pertenecen a < G >. Sea g € K[X] con gr(g) = n. Por hipdtesis, existe f, € G con
gr(fn) =n. Sig= Zo a; X7y fn= Zo bj X7, consideramos g = g — 3™ f,. Observamos
j= J=
que g = 0 o gr(g) < n. Por hipétesis inductiva, § € < G >, es decir g = > ¢y.f con
feaq
¢y = 0 salvo para finitos f. En consecuencia,

~ a a
9:g+blfn: Z Cf.f+(0fn+b—")fn€<G>.
" fE€G, f#fn n

1.2 Sistemas de ecuaciones lineales

Hemos visto que un conjunto del tipo
a11r1 + -+ aimTm =0
S=<(r1,...,xm) € K™:
An1%1 + -+ T = 0

es un subespacio de K™. Surge entonces la cuestion de describir estos conjuntos. Esto puede
hacerse, por ejemplo, encontrando un sistema de generadores del subespacio S.

Mas en general, estudiaremos el problema de dar una descripcion del conjunto de soluciones
de un sistema de ecuaciones de la forma

anxi + a2 + -+ aimTm = b

n1T1 + Ap2T2 + - + QT = bn

donde a;; € K paratodo 1 <i¢<nyl<j<m,yb €K paratodo 1l <i <mn, alos que
llamaremos sistemas de n ecuaciones lineales en m incdgnitas.
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1.2.1 Sistemas lineales homogéneos

Un primer tipo de sistemas de ecuaciones que estudiaremos son los que tienen todas las
ecuaciones igualadas a 0.

Definicién 1.16 Un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con m incognitas a coeficientes
en un cuerpo K es un sistema del tipo

a1171 + a2 + -+ a1mTy = 0

An1T1 + Ap2Ta + -+ + Gy Ty, = 0

donde a;; € K paracada 1 <i<n,1<j<m.
Notacion. La matriz A € K™*™ definida por A;; = a;; se llama la matriz asociada al sistema.

Observacion 1.17 El conjunto de las soluciones de un sistema lineal homogéneo con m
incégnitas es un subespacio de K™ (ver Ejemplo 2 en la pagina [10)).

Resolver un sistema de este tipo significard dar un sistema de generadores para el subes-
pacio de las soluciones.

El método que daremos para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales consiste en
transformar el sistema dado, por medio de ciertas operaciones, en otro que tenga el mismo
conjunto de soluciones, pero cuya resolucién sea méas simple. Aparece entonces la nocién de
sistemas equivalentes:

Definicién 1.18 Dos sistemas lineales homogéneos se dicen equivalentes si sus conjuntos de
soluciones son iguales.

Ejemplo. Los siguientes sistemas lineales homogéneos a coeficientes en R son equivalentes:

z+y+z = 0 z = 0
y+z = 0 y+z = 0

1.2.2 Meétodo de triangulacién
Algunos sistemas de ecuaciones lineales son muy faciles de resolver:

Ejemplo. Consideremos el siguiente sistema lineal homogéneo en R3:

207 + 3x2 — x3 = 0
— 22 + x3 = 0
5I3 =0

Este sistema tiene como tunica solucién a (0,0,0): De la tercera ecuacidn, resulta que x5 = 0.
Teniendo en cuenta que x3 = 0, de la segunda ecuacién se deduce que zo = 0. Finalmente,
reemplazando zo = x3 = 0 en la primera ecuacién, se obtiene que z; = 0.
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Andlogamente, serd mas facil obtener las soluciones de cualquier sistema lineal que se
encuentre en esta forma “triangular”, es decir, de la forma

1171 + a12x2 + -+ + ATy + 0 F ATy, = 0
A2y + -+ + AopTp + -+ d2mTm = 0
ApnTn + -+ ApmTy = 0

La idea de lo que sigue es ver cémo puede obtenerse, dado un sistema lineal arbitrario, un
sistema de este tipo equivalente al dado.

La siguiente proposicién caracteriza ciertas operaciones que producen sistemas equiva-
lentes. En estas operaciones se basa el método de eliminacién de Gauss (o método de trian-
gulacién) que utilizaremos para resolver sistemas lineales.

Proposicion 1.19 Dado un sistema lineal homogéneo de ecuaciones, los siguientes cambios
en las ecuaciones dan lugar a sistemas equivalentes:

1. Intercambiar dos ecuaciones de lugar.
2. Multiplicar una ecuacion por una constante no nula.

3. Reemplazar una ecuacion por ella misma mds un maultiplo de otra.
Demostracion.

1. Si vemos al conjunto de soluciones del sistema como la interseccién de los conjuntos de
soluciones de cada una de las ecuaciones que lo integran, intercambiar dos ecuaciones
corresponde a intercambiar dos conjuntos en la intersecciéon. Como la interseccion es
conmutativa, el conjunto que resulta es el mismo.

2. Sea x = (z1,...,%m) € K™ una solucién de
a1121 + a12x2 + -+ a1mTym = 0
(%) a;1T1 + @i2T2 + -+ + ATy, = 0
Ap1T1 + Gpa®e + - -+ AT, = 0

Al multiplicar la i-ésima ecuacién por A € K, A # 0, resulta el sistema

a1121 + a2 + -+ A1 Tm = 0
(%) Aai1x1 + Aajppxe + -+ Aajmx, = 0

Ap1T1 + Qpo®o + - 4+ G Tm =0
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Es claro que x es solucién de todas las ecuaciones que no fueron modificadas. Ademds
A1 T1 + A@ioTo + -+ AT, = )\(ailxl + ajoxo + -+ aim:cm) =A.0=0.

Luego, x es solucién de (#x).

Reciprocamente, multiplicando la i-ésima ecuacién de () por 1 se obtiene (x), de
donde, con el mismo razonamiento que antes, se deduce que si x es solucién de (k)

también lo es de (x).

3. Se demuestra en forma anéloga. O

Observacién 1.20 Si A es la matriz asociada a un sistema lineal homogéneo H, efectuar las

operaciones de la proposicién anterior sobre las ecuaciones de H equivale a hacerlo sobre las
filas de A.

Como consecuencia de esta observacidn, para resolver un sistema lineal trabajaremos con
la matriz asociada al sistema, en lugar de hacerlo con las ecuaciones. Al aplicar en las matrices
las operaciones dadas en la Proposicién [1.19 estaremos obteniendo matrices cuyos sistemas
lineales asociados son equivalentes al original.

El siguiente teorema nos asegura que, por medio de las operaciones permitidas siempre
puede obtenerse un sistema triangular equivalente al dado. Més atn, de la demostracién se
desprende un algoritmo para realizar esta tarea.

Teorema 1.21 Sea H un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con m incognitas. En-
tonces, aplicando los cambios descriptos en la Proposicion [1.19, puede obtenerse un sistema
lineal homogéneo H' cuya matriz B es triangular superior, es decir, tal que B;; =0 si i > j.

Demostracion. Procedemos por induccién en n, la cantidad de ecuaciones del sistema.
Si n =1 no hay nada que probar.

Supongamos que vale para n y consideremos un sistema lineal de n + 1 ecuaciones

a1r1 + -+ G, =0
Ap1%1 + -+ + ApmTm =0
Ap+1121 R Apn+1mIm = 0

Si m =1, es claro que el resultado vale. Supongamos m > 1.

Primer caso: Si a;; = 0 para cada 1 < i < n + 1. Entonces la matriz del sistema es de la
forma
0 a2 - am 0 ¢

0 M

0 apyi2 - Gpyim

donde 0 denota una columna de ceros y ¢ € K*(m=1 pAf e gnx(m=1),



16 Espacios vectoriales

Segundo caso: Existe j, 1 < j < n+1, con ai; # 0. Eventualmente intercambiando las

ecuaciones 1 y j, podemos suponer que aj; # 0. Multiplicando la primera ecuacién por a%l y

aplicando operaciones de tipo 3. en las otras resulta

1 a1z e a1m
ail ail 1 ¢
a21 a22 t a2m F;, —an Fy
. _ _
0 M
Ap+11 Ap+12 ot OGp4+1m

con ¢ € K1*X(m=1) ¢y \f ¢ grx(m=1)

Entonces, en cualquier caso, aplicando las operaciones descriptas en la Proposicién [1.19
al sistema dado, puede obtenerse un sistema cuya matriz asociada es de la forma

a c
A= con M e K= v g=16a=0.
0 M

Sea H); el sistema cuya matriz asociada es M. Por hipdtesis inductiva, aplicando operacio-
nes permitidas puede obtenerse un sistema equivalente a Hj; cuya matriz M’ es triangular
superior. Aplicando esas mismas operaciones en la matriz A se obtiene

a C
B = cona=16a=0,
0 M

que es triangular superior. O

Ejemplo. Resolver el siguiente sistema lineal homogéneo en R*:

3r1 4+ x9 +10x3+ 524 =0

{ng—x3+x4=0
1 +3r3+24=0

La matriz asociada al sistema de ecuaciones es

02 -1 1
A=13 1 10 5
1.0 3 1

El primer paso del método de Gauss consiste en colocar en el lugar A;; un elemento no nulo.
Para eso permutamos las filas 1 y 3 de la matriz (podria usarse también la fila 2). Se obtiene

1 0 3 1
3 1 10 5
0 2 -1 1
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A continuacién debemos realizar operaciones de fila de manera de conseguir que los restantes
elementos de la primera columna de la matriz sean ceros. Si F; denota la i-ésima fila de la
matriz, haciendo Fy — 3F] resulta

3 1
1 2
-1 1

S O =
N = O

Pasamos ahora a la segunda columna de la matriz. El elemento ubicado en la fila 2 columna
2 de la matriz es un 1, con lo que sélo resta conseguir un 0 en la fila 3 columna 2. Para eso
efectuamos F3 — 2F5:

1 0 3 1

0 1 1 2

0 0 -3 -3
Esta matriz se encuentra en forma triangular. El sistema asociado

1+ 3x3+24 =0
To+x3+ 224 =0

—3x3—3x4=0
es equivalente al original.
De la tercera ecuacién deducimos que si X = (z1,22,23,24) es solucién del sistema,
entonces r3 = —x4. Reemplazando en la segunda ecuacién y despejando x4 se obtiene x4 =

—x4. Finalmente, de la primera ecuacién se deduce que z1 = 2z4. Ademés es claro que
cualquier X que cumple estas condiciones es solucién de la ecuacion.

En consecuencia, las soluciones del sistema son todos los vectores en R* de la forma
X = (2z4, —x4, —x4,24) = 24(2,—1,—1,1), es decir, el conjunto de las soluciones del sistema
es el subespacio
S=<(2,-1,-1,1) >.

1.2.3 Cantidad de soluciones de un sistema homogéneo

Una consecuencia inmediata del Teorema [1.21] es la siguiente:

Observacién 1.22 Sea H un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con m incégnitas.
Supongamos que n > m. Entonces, por el teorema anterior, el sistema es equivalente a uno
cuya matriz es triangular superior. Luego, las tltimas filas de su matriz asociada son nulas
y en consecuencia vemos que existe un sistema H' de n ecuaciones con m incégnitas cuyo
conjunto de soluciones coincide con el de H (basta considerar las n primeras ecuaciones del
sistema obtenido).

Si H es un sistema lineal homogéneo con m incognitas, es claro que 0 € K™ es una soluciéon
de H. Esta se llama la solucién trivial del sistema. En muchos casos nos interesaré saber si el
sistema tiene alguna solucién distinta de 0 (a las que llamaremos soluciones no triviales). El
siguiente resultado nos dice que en el caso de un sistema con menos ecuaciones que incégnitas
esto siempre sucede.
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Teorema 1.23 Sea H un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con m incdégnitas. Su-
pongamos que n < m. Entonces existe x € K™, x # 0, que es solucion del sistema H.

Demostracion. Por induccion en la cantidad n de ecuaciones de H.

Sin =1,m > 2: Entonces H : a;121 + a12T2 -+ + a1mTm = 0. Si a;; = 0, entonces

(1,0,...,0) es solucién del sistema y si a1 # 0, entonces (;‘112 ,1,0,...,0) es solucién.

Supongamos que el resultado vale para sistemas con n ecuaciones y sea H un sistema de
n + 1 ecuaciones con m incégnitas, n + 1 < m.

Triangulando la matriz del sistema, resulta que es equivalente a una de la forma

a1 a2 -+ G1m
0 B ’

donde B € K™ (m=1 v m — 1> n.

Por lo tanto, el sistema cuya matriz asociada es B esta en las condiciones de la hipdtesis

inductiva. Luego, existe (z1,...,Zm—1) 7 0 que es solucién del sistema asociado a B.
e Siaj; =0, entonces (1,0,...,0) es solucién del sistema original.
1 m
e Si a;; # 0, entonces ( — E( > alixi,l),xl, ... ,xm,l) es una solucién no nula del
i=2
sistema. O

El siguiente teorema se refiere a la existencia de soluciones no triviales para sistemas ho-
mogéneos con igual cantidad de ecuaciones que incégnitas. Teniendo en cuenta la observacién
hecha la comienzo de esta seccion, esto resuelve el problema en el caso general.

Teorema 1.24 Sea H un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones y n incégnitas. Sea H'
un sistema equivalente a H cuya matriz B es triangular superior. Entonces H tiene solucion
unica sty solo si By; Z0V1 <i <n.

Demostracion.

By -+ DB
(<) Supongamos que B = 0o . ; con B;; Z0V1<i<n.
0 Bnn
Entonces, la tltima ecuacién del sistema H' es B,,z, = 0y, como B,, # 0, resulta

que z, = 0. Reemplazando en la ecuacién anterior x,, por 0, queda B,,_1n_1Zn_1 =0,
de donde z,,_1 = 0.

Siguiendo de este modo, para cada k = n — 2,...,1 de la k-ésima ecuacion se obtiene
T = 0.
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(=) Supongamos que B11 #0,...,B;; #0y Biy1,41 =0, 0 sea

B e Bin

0 .

: Bii Biiy1 -+ Bin

0 0 0

: : : M

0O --- 0 0
Es claro que (1,0,...,0) es solucién del sistema cuya matriz asociada es ( 0 M )7 o
sea Ziy1 =1,...,2, =0.
De la i-ésima ecuacién se despeja x; = %ﬂ“
Se sigue asi para calcular los valores de todas las variables. Se obtiene una solucién de
H' de la forma (z1,...,2;,1,0,...,0), que es una solucién no nula del sistema. ([

Ejemplo. Hallar todos los valores de k£ € R para los cuales el sistema homogéneo cuya matriz

1 2 k—1
asociada es 2 —k+1 1 tiene solucién unica.
k+1 —4 1

En primer término aplicamos el método de eliminacién de Gauss para obtener un sistema
triangular equivalente al dado:

1 2 k-1 Fy —2F, 1 2 k-1
2 —k+1 1 — 0 —k—-3 —2k+3
E+1 -4 1 F—(k+1)F 0 —2k—6 —k?+2
1 2 k—1
B2 g k-3 —ak+3
0 0 —k? +4k —4

Por el teorema anterior, el sistema tiene solucién tinica siy s6losi —k—3 # 0y —k2+4k—4 # 0,
es decir, para todo k € R — {-3,2}.

1.2.4 Sistemas lineales no homogéneos.

Para terminar, estudiaremos sistemas de ecuaciones lineales en el caso general, es decir, cuando
las ecuaciones que integran el sistema no estan necesariamente igualadas a 0.
Definicién 1.25 Un sistema de ecuaciones lineales

a1121 + ai®2 + -+ T, = by
H:

A1 %1 + Ap2®e + -+ ApmTm = by
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se dice mo homogéneo si existe i, 1 <1i <mn, con b; # 0.
La matriz A = (a;;) se dice la matriz asociada al sistema.

Llamaremos sistema homogéneo asociado a H a

a1171 + ajpxre + -+ aymTy; = 0

p1T1 + ApaTo + -+ ATy, = 0

En el caso de un sistema lineal no homogéneo el conjunto de soluciones no es un subespacio
(es claro que 0 no es solucién). Sin embargo, el conjunto de soluciones de un sistema no ho-
mogéneo esta intimamente relacionado con el subespacio de soluciones del sistema homogéneo
asociado.

Proposicion 1.26 Sea H un sistema lineal no homogéneo con soluciones. Sea S el conjunto
de soluciones del sistema homogéneo asociado a H y sea p una solucion particular de H.
Entonces, el conjunto M de soluciones de H es M =S +p={s+p:se S}

Demostracion. Sea H el sistema
a1171 + a12T2 + -+ ATy = by

an1T1 + Ap2T2 + -+ QT = bn

(C) Sea z € M. Se tiene que z = (z — p) + p. Luego, para probar que z € S + p, basta ver
que z—p = (21 —P1,---,2m —Pm) € 9, es decir, que es solucién del sistema homogéneo
asociado a H.

Sea i, 1 < i < n. Entonces

a;i1(z1 —p1) + -+ @im(Zm — Pm) = (@121 + - + QGim2Zm) — (@aD1 + -+ + QimPm)

puesto que z y p son ambas soluciones de H. Luego, z —p € S.

(D) Seay €S+ p. Entoncesy=s+pconseS.

Para cada 1 <i < n,

a1y + - F GmYm = i1 (s1+p1) + o F Qim(Sm + D) =
= (ailsl + -+ a'imsm) + (ailpl + -+ aiman) =0+ bi = bi7

puesto que p es soluciéon de H y s es solucion del sistema homogéneo asociado a H.

En consecuencia, y es solucién de H, es decir, y € M. O
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Ejemplo. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales en R*:

209 —x3+ 24 =0
31 + 29+ 1023 + 54 = 3
T1+3rx3+14 =1
Por la proposicién anterior, para obtener todas las soluciones del sistema basta conocer
una solucién particular y el conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado.

Vemos que p = (1,0,0,0) es una solucién particular del sistema.

Por otro lado, en un ejemplo anterior (pdgina/l6) hemos visto que el conjunto de soluciones
del sistema homogéneo asociado es S = < (2,—1,—1,1) >.

En consecuencia, el conjunto de soluciones del sistema es < (2,—1,—1,1) > + (1,0, 0,0).

Sin embargo, el resultado que relaciona las soluciones de un sistema no homogéneo con las
del homogéneo asociado es mas que nada tedrico: dado un sistema de ecuaciones lineales no
homogéneo, es poco probable que conozcamos una solucién particular sin resolverlo. La reso-
lucién de un sistema lineal no homogéneo, al igual que en el caso homogéneo, puede realizarse
triangulando una matriz adecuada como mostramos en el siguiente ejemplo (comparar con el
ejemplo de la pégina [16]).

Ejemplo. Resolver el siguiente sistema lineal no homogéneo en R*:

3r1 + 29+ 1023+ 54 =1

{2$Q—$3+$4:2
T, 4+ 3r3 + x4 = —2

Consideraremos la siguiente matriz formada por la matriz del sistema homogéneo asociado
al sistema a la que le agregamos como tltima columna los escalares solucion de cada ecuaciéon
(lo separamos con una linea para recordar que esos escalares son los que aparecen del otro
lado de los iguales):

02 -1 1|2
Alb)=[ 3 1 10 5|1
10 3 1]-2

El método de resoluciéon es similar al de los sistemas homogéneos. Utilizamos el método
de Gauss para triangular la matriz que estd a la izquierda de la linea pero realizando las
operaciones en toda la fila, inclusive en los elementos a la derecha de la linea: el método de
Gauss se basa en intercambiar y operar con ecuaciones, asi que para no cambiar las soluciones
debemos trabajar con ambos miembros de las ecuaciones (en el caso homogéneo, esto no era
necesario porque siempre los segundos miembros daban cero). Entonces, triangulando con las
mismas operaciones que en el ejemplo de la pagina [16, obtenemos

0 2 1 0 1 0
3 1 10 5| 1 — | 3 1 10 5| 1 — (0 1 1 2|7 —
1 0 0 2 0 2
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1 0 3 1| -2 1 0 3 1]-2
— | 0 1 1 2 7 — | 0 1 1 2|7
00 -3 -3|-12 0 01 1] 4

Esta matriz se encuentra en forma triangular y su sistema no homogéneo asociado

1+ 3x3+14 =—2
To+x3+204 =7
r3+x4 =4
es equivalente al original.
De la tercera ecuacién deducimos que si X = (z1,22,23,24) es solucién del sistema,
entonces xs = 4 — x4. Reemplazando en la segunda ecuaciéon y despejando xo se obtiene
r9 = 3 — x4. Finalmente, de la primera ecuacién se deduce que 1 = —14 + 2z4. Ademaés

es claro que cualquier X que cumple estas condiciones es solucién del sistema. Luego, las
soluciones del sistema son todos los vectores en R* de la forma

X =0Q2x4—14,—x4+3,—x4 +4,24) = 24(2,—1,-1,1) + (—14,3,4,0),

es decir, el conjunto de las soluciones del sistema es el subespacio S = < (2,—-1,-1,1) >
(solucién del sistema homogéneo asociado) més la solucién particular (—14, 3,4, 0).

Este procedimiento para resolver sistemas lineales no homogéneos motiva la siguiente
definicién:
Definicién 1.27 Dado un sistema de ecuaciones lineales no homogéneo

a11r1 +aera + -+ a1mTy = by
H

Ap1%1 + Ap2X2 + - + ATy, = bn
se llama matriz ampliada asociada al sistema H a la matriz

a11 a2 0 Qim | b1

A diferencia de los sistemas homogéneos, los sistemas no homogéneos pueden no tener
soluciones. El método descripto, que triangula la matriz ampliada asociada al sistema, nos
muestra que en estos casos no hay solucién particular posible:

Ejemplo. Resolver el siguiente sistema lineal no homogéneo en R%:

3I1+1‘2*I’371‘4:7

{$1+2$2+$3—$4=2
S5x1 —3x3 — x4 =5
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Triangulando la matriz ampliada asociada al sistema, tenemos

1 2 1 —-1]|2 1 2 1 -11]2

3 1 -1 -1y7]—10 -5 —4 2|1 |]—

5 0 -3 —-1|5 5 0 -3 —-1]5

1 2 1 —-1] 2 1 2 1 —-1] 2
— | 0 -5 —4 2 1 — | 0 =5 -4 2 1

0 -10 -8 4 | -5 0 0 0 0 |-7

Esto significa que una solucién X = (z1, x2,x3,24) del sistema debe satisfacer la dltima
ecuacioén, es decir 0.z1 +0.29 +0.23+0.24 = —7, lo que es un absurdo. Por lo tanto el sistema
en cuestién no tiene soluciones.

1.3 Independencia lineal y bases

En la Seccién [1.1.4 introdujimos la nocién de sistema de generadores de un K-espacio vectorial
V. Un espacio vectorial puede tener distintos sistemas de generadores y ademas dos sistemas
de generadores de un mismo espacio vectorial pueden tener distinta cantidad de elementos.

En esta seccién veremos que para cualquier sistema de generadores G de un K-espacio
vectorial V' que cumpla cierta propiedad adicional, que llamaremos independencia lineal, la
cantidad de elementos de G estara fija. Esto nos llevara a definir la nociéon de dimension de
un espacio vectorial.

1.3.1 Independencia lineal

Una cuestion que surge al considerar un sistema de generadores de un K-espacio vectorial
V es la de hallar sistemas de generadores que sean minimales respecto de la inclusién, es
decir, tal que ningiin subconjunto propio sea también un sistema de generadores de V. Los
siguientes resultados caracterizan a los conjuntos con esta propiedad.

Proposicién 1.28 Sean V un K-espacio vectorial, S un subespacio de' V y {vi,...,v,} CV.
Entonces <wvi,...,v, >C8S < v, € SV1I<i<n.
Demostracion.

(=) Paracadal <i<mn,
v; =001 + -+ 0wm1 + 1oy + 0041 + - + 00, € vy, vp > C S,

de donde v; € S.

n

(<) Como vy,...,v, € Sy S es un subespacio, entonces > a;v; € S Va; € K. Luego,
i=1

<V, >CS. O
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Corolario 1.29 Sea V un K-espacio vectorial, y sea {vi,...,vn,vnt1} C V. FEntonces
< ViyeooyUnyUngl > =< Viy..oyUp > < Upy1 € < Viy...,U05 >.
Demostracion.
(=) Se tiene < vy,...,v,, U1 > C < wv1,...,v, >. Entonces, por la proposicién anterior,
Unt1 € < V1y...,0p >.
(<) Por hipétesis, v,41 € < v1,...,0, >. Ademds v; € <wvy,...,v, > V1 < i <n. En-
tonces, < v1,...,Vp, Unt1 > C < V1,..., 0y >.
Por otro lado, v; € < v1,...,v,41 > V1 < i <mn, y entonces vale
< Vlyee oy Un, Uptl > 2 < Vly..., Uy >
Luego < v1,...,0n,0p41 > = < U1,...,Uy >. O

Introducimos ahora la nocién de independencia lineal.

Definicién 1.30 Sea V un K-espacio vectorial y sea {v, }acr una familia de vectores de V.
Se dice que {vq }acr es linealmente independiente (1.i.) si

Zaa.va:()éaa:() Va e .
a€el

Si {va }aer no es linealmente independiente, se dice que es linealmente dependiente (1.d.).

Aunque, a diferencia de un conjunto, una familia puede contener elementos repetidos, en
lo que sigue hablaremos indistintamente de familias o conjuntos de vectores, entendiendo que
pueden ocurrir repeticiones.

La nocién de independencial lineal estd intimamente relacionada con la minimalidad de
un sistema de generadores. Més precisamente:

Observacion 1.31 Sea V un K-espacio vectorial y sean vy, ...,v, € V. Entonces el conjunto
{v1,...,v,} es linealmente independiente si y sélo si

<ULy ey Uy > F < VLo, Ugyee oy > V1 <i <
(Notacién: < vi,...,0;,...,v, > denota el subespacio generado por {vy,...,v,} —{v;}.)
Demostracion.
(=) Supongamos que < V1,...,U;,..., 0y > = < V1,...,0, >. En particular

Vi € <V1y...,V5...,Un >,



1.3 Independencia lineal y bases 25

n
es decir, existen a; € K (j # ) tales que v; = ) a;v;. Entonces
j=1

Jj#i

i—1 n
0= ZOéjUj + (—1)’01' + Z vy,
=1

j=it1
de donde {v1,...,v,} no es linealmente independiente.
(<) Si{vi,...,v,} eslinealmente dependiente, existen ay,. .., ay € K no todos nulos, tales
n
que > a;v; = 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos que «,, # 0. Entonces
i=1
n—1 .
Uy = —Z—l.vi € < V1y...,Up-1 >.
i=1 "
Luego, < v1,...,0p > =< V1,...,0p_1 >. (]

Ejemplos. Decidir si los siguientes conjuntos son linealmente independientes.

1. En R3, {(1,0,1),(1,-1,0),(0,0,1)}.

Sean o, as, a3 € R tales que
a1(1,0,1) + ao(1,-1,0) + a3(0,0,1) = (0,0,0).

Comparando coordenada a coordenada resulta que aq, as, a3 son solucién del sistema
de ecuaciones

a1 + [6%) = 0
—Q = 0
ap+ag = 0

Es facil ver que este sistema tiene como tnica solucién a la trivial.

Luego, el conjunto {(1,0,1),(1,—1,0),(0,0,1)} es linealmente independiente.

2. En R[X], {X?:i€ Ny}
Sean a; € R (i € Np) tales que a; = 0 para casi todoi € Ngy > a; X = 0.
1€Ng
Para que el elemento Y. a; X de R[X] sea el polinomio nulo, todos sus coeficientes
i€Np
deben ser 0. Luego, a; = 0 para todo i € Ny, de donde el conjunto {X* : i € Ng} es
linealmente independiente.

La siguiente proposicién nos permitird obtener otro método para decidir si un conjunto
de vectores en K" es linealmente independiente.

Proposicion 1.32 Sea V un K-espacio vectorial. Entonces:
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1 {v1, ..., 050,05, 0} SV es Li. <= {v1,...,05,...,05,...,0,} TV es Li.
2. {v1,.. U4y, n SV esli. <= {v1,...,\v4,...,0n} CV esli. para A € K —{0}.

3 v, v 05,0 SV es Ld = {0+ A, 05,00 C© Vs
l.i. para A € K.

Demostracion.

1. Se deduce del hecho que en un conjunto no interesa el orden de sus elementos.

2. Supongamos que {v1,...,v;,...,v,} es linealmente independiente.

Sean aq,...,a, € K tales que ajvy + -+ - + a;(A\v;) + - - - + a v, = 0. Entonces se tiene
que aj = 0 para cada j # 7 y que a;.A = 0. Puesto que A # 0, resulta que también
a; = 0.

Luego, el conjunto {v1,...,A\v;,...,v,} es linealmente independiente.

Esto prueba la equivalencia, puesto que para demostrar la otra implicacion basta mul-
tiplicar el i-ésimo vector del conjunto por %

3. Supongamos que {v1i,...,v;,...,0j,...,0,} es linealmente independiente.
Sean ay,...,q, € K tales que
0 = ann+-Fai(vi+ M)+ +av+ -+ apu,

= o1+ o+ (A Fa)vy 4 apvp.
La independencia lineal de {v1,...,v;,...,v;,...,v,} implica que
[e5] :...:ai:...:ai)\—&—aj :...:ozn:O,

de donde o = 0 para todo 1 < k < n.

En consecuencia, el conjunto {vi,...,v;+Avj,...,vj,...,v,} es linealmente independi-
ente.

La otra implicacién se deduce de ésta observando que el conjunto {vy,...,v,} se obtiene
de {v1,...,v;+Av;,...,vj,...,v,} cambiando el i-ésimo vector v; + Av; por (v; +Av;) +
(7)\)’()j = V;. O

Como consecuencia de la proposicién anterior, para decidir si un subconjunto de vectores
{v1,...,v.} de K™ es linealmente independiente podemos proceder como sigue:

e Considerar la matriz A cuyas filas son los vectores vy, ..., v;.

e Triangular la matriz A.
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e Si la matriz obtenida tiene alguna fila nula, el conjunto es linealmente dependiente. De
lo contrario, es linealmente independiente.
En efecto, en cada paso de la triangulaciéon, lo que se hace es cambiar el conjunto de
vectores por otro conjunto como en 1., 2. o 3. de la proposiciéon anterior. Luego, el
nuevo conjunto de vectores serd l.i. si y sélo si el anterior era Li. Si alguna fila de la
matriz obtenida es nula, es decir, uno de los vectores del conjunto de vectores obtenido
es el 0, es claro que el conjunto es l.d. Por otro lado, si ninguna fila de la matriz
triangular superior es nula, es facil ver que el conjunto de vectores obtenido es 1.i.

1.3.2 Bases y dimensién

Introducimos ahora el concepto de base de un espacio vectorial.

Definicién 1.33 Sea V un K-espacio vectorial. Una familia {v, }qer se llama una base del
espacio vectorial V' si {v4}aer es una familia linealmente independiente de V' que satisface
< Vo ZaclI= V.

Ejemplos.

1. En K", B = {e1,...,en}, donde (e;); =1y (e;); = 0si j # i, es una base, llamada la
base candnica de K.

2. En K™™ B={EY /1<i<n,1<j<m} esuna base.

3. En K[X], B={X" /i€ Ny} es una base.

Dos sistemas de generadores cualesquiera de un K-espacio vectorial V' pueden tener dis-
tinta cantidad de elementos. Esto no sucede en el caso de dos bases y lo demostraremos para
espacios vectoriales finitamente generados, lo que nos permitird definir la dimensiéon de un
espacio vectorial finitamente generado como la cantidad de elementos de una base cualquiera.

Teorema 1.34 Sea V un K-espacio vectorial. Supongamos que < vi,...,v, > =V y que
{w1,...,ws} CV es una familia linealmente independiente. Entonces s < r.
Demostracion. Como V = < wvq,...,v, >, para cada 1 < i < s, existen a;; € K (1 <j <)

tales que w; =

J

a;v;. Consideremos el siguiente sistema de r ecuaciones y s incdgnitas:

T
=1

Y apzy=0 1<j<r (1.1)
h=1
Sea (01, ..,3s) una solucién del sistema. Entonces

S

zs:ﬁhwh = iﬂh(iahﬂ]) = Z (zr:ﬁhahjvj) =
h=1 h=1 j=1 i=1

h=1
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=~ (X Auangey) = D (D Buows vy = 0.
j=1 h=1 j=1 h=1
Dado que {wy,...,ws} es linealmente independiente, debe ser (51,...,8;) =0

En consecuencia, el sistema ([L.1) tiene solucién dnica, de donde se deduce que la cantidad
de ecuaciones del sistema es mayor o igual que el nimero de variables, es decir r > s. U

Corolario 1.35 Sea V un K-espacio vectorial, y sean By y Bo dos bases de V. Si By =
{wy,...,wp} y Bo = {v1,...,v}, entonces n = m.

Demostracion. Por el teorema anterior

e B sistema de generadores de V' y By conjunto linealmente independiente = n > m.

e B sistema de generadores de V' y By conjunto linealmente independiente = m > n.
Luego, n = m. O

Definicién 1.36 Sea V un K-espacio vectorial y sea B = {v1,...,v,} una base de V. Di-
remos entonces que n es la dimensidn de V' (como espacio vectorial sobre K). En este caso,
diremos que V' es un K-espacio vectorial de dimensidn finita, para distinguirlo de los espacios
vectoriales que no admiten una base con finitos elementos. Por convencién, la dimensién de
{0} es 0.

Notacion. Sin es la dimensién del K-espacio vectorial V', escribimos n = dimg V', o simple-
mente dim V si el cuerpo K queda claro por el contexto.

Una propiedad de las bases es que cualquier vector del espacio vectorial considerado se
puede expresar como combinacion lineal de los elementos de la base de manera unica. Como
veremos mas adelante, aplicando esta propiedad se trabajarda en un K-espacio vectorial de
dimension n arbitrario como si fuese K™.

Proposicién 1.37 Sea V' un K-espacio vectorial de dimension finita. Sea {vi,...,v,} una
n

base de V. Entonces para cada x € V' existen inicos aq,...,a, € K tales que x = Y a,v;.
i=1

Demostracion. La existencia se deduce de que, por ser una base de V, {v1,...,v,} es un

sistema de generadores de V.

Supongamos que Z v; = Z Biv;, entonces Z( —Bi)v; =0. Como {vy,...,v,} es un

conjunto hnealmente 1ndependlente a; — ;=0 Vl <i<n. Luego, a; = 3; V1 < i <mn,lo
que prueba la unicidad. O

La siguiente proposicién muestra como hallar una base de un K-espacio vectorial de di-
mension finita V' a partir de cualquier sistema de generadores finito de V' y cémo completar
un subconjunto linealmente independiente arbitrario de V' a una base.
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Proposicién 1.38 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita.

i) Sea {v1,...,vs} un sistema de generadores de V. Entonces existe un subconjunto G C
{v1,...,0s} que es una base de V.

it) Sea {wi,...,w,} un conjunto linealmente independiente de V. Entonces existen ele-
mentos Wyi1,...,w, €V tales que {wy,..., Wp, Wyri1,..., Wy} es una base de V.

Demostracion.

i) Si{v1,...,vs} es linealmente independiente, entonces es una base de V.

Si no es linealmente independiente, alguno de los vectores del conjunto es combinacién
lineal de los otros. Supongamos que vy € < wvi,...,vUs_1 >. Consideramos ahora
{v1,...,0s—1}, que es un sistema de generadores de V, y procedemos inductivamente.

i1) Sea B ={z1,...,2,} una base de V.

Sea Gg = < wy,...,w, >. Consideramos

G {wy,...,wp, 21} siz & <Go>
1= .
{wy,...,w.} siz; € < Gg >.

Se procede inductivamente para 2 < i < n, es decir,

G G,_1U {Zz} si z; ¢ <Gl >
v Gi_1 siz; € <Gioq >.

Observar que {wy,...,w,} CG; V1 <i<n.

Ademsds, paracadal <i<n, < z1,...,2 > C < G; >,y G; es un conjunto linealmente

independiente. En particular, V = < z,...,2, > C <G, > y G, es linealmente

independiente. Luego, GG,, es una base de V. O
Ejemplos.

1. Extraer una base de S = < (1,-1,7,3),(2,1,—1,0),(3,1,1,1) > del sistema de genera-
dores dado.

Observamos que el sistema de generadores dado es linealmente dependiente. En efecto,

1 -1 7 3 Fy —2F, 1 -1 7 3
2 1 -1 0 N 0 3 -15 —6
3 1 1 1 Fy—3F, 0 4 -20 -8

1 -1 7 3
— 0 3 -15 —6

F3—3F, 00 0 0
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Como por la triangulacién anterior se ve simultdneamente que {(1,-1,7,3),(2,1,—1,0)}
es un conjunto Li. y que {(1,-1,7,3),(2,1,—1,0),(3,1,1,1)} es un conjunto 1.d, resulta
que (3,1,1,1) € < (1,—1,7,3),(2,1,—1,0) >.

Luego, {(1,-1,7,3),(2,1,—1,0)} es un sistema de generadores de S. Como ademads es
linealmente independiente, es una base de S.

2. Extender el conjunto linealmente independiente {(1,1,0,0), (1,—1,1,0)} a una base de
R
Consideremos la base canénica de R*,

E ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

Con la notacién utilizada en la demostraciéon de la proposicién anterior:

Se tiene G := {(1,1,0,0),(1,-1,1,0),(1,0,0,0)}, que es linealmente independiente.
Ahora, (0,1,0,0) € < Gy >, puesto que (0,1,0,0) = (1,1,0,0) — (1,0,0,0) y entonces
G2 = Gl.

El conjunto G U {(0,0,1,0)} es linealmente independiente. Consideramos entonces
G3 := G2 U {(0,0,1,0)}. Este conjunto, formado por cuatro vectores linealmente in-

dependientes de R*, debe poder extenderse a una base de R*, que tendré 4 elementos
puesto que dim R* = 4; luego, ya es una base de R

Como consecuencia de la proposicién anterior, se obtienen los siguientes resultados sobre
subespacios de un K-espacio vectorial de dimensién finita.

Observacién 1.39 Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita y S C V, entonces S
es de dimensién finita.

(Notar que si S tuviese una base con infinitos elementos, podriamos obtener dimV + 1
elementos Li. en S y por lo tanto en V. Este conjunto podria extenderse a una base de V'
con més de dim V' elementos, lo que es un absurdo.)

Proposicién 1.40 Sean S y T subespacios de un K-espacio vectorial V' de dimension finita.
Entonces:

i) SCT = dimS < dimT.
1) SCT y dimS=dm7T = S=T.

Demostracion.

1) Sea{s1,...,s,runabasede Sysean =dimT. Como S C T, se tiene que {s1,...,s.} C
T,y ademas es un conjunto linealmente independiente. Luego, puede extenderse a una
base de T, y en consecuencia, dim.S =r <n=dim7T.

i1) Siguiendo el razonamiento de la demostracién de i), al extender una base {s1,...,$,}
de S a una de T, como dimS = dim7, no se agrega ningun vector. Luego S =
< S1y...,8.>="1T. U
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Observar que el item ii) de la proposicién anterior nos facilita la verificacién de la igualdad
entre dos subespacios.

Ejemplo. Sean S y T los subespacios de R3: S = < (1,—k*>+1,2),(k+1,1 —k,—2) >y
T ={z € R3: 2y + 29 + 23 = 0}. Hallar todos los valores de k € R para los cuales S =T.
En primer lugar, veamos para qué valores de k € R se tiene que S C T
o (1,—k?+1,2)eT <= 1+ (—k>+1)+2=0 < k==2
o (k+1,1—k,—2) €T para todo k € R.
Luego, SCTsiysélosik=—-20k=2.

Finalmente, para cada uno de estos valores de k, basta ver si dim S = dim7T. Observar
que dim T = 2 (una base de T es {(—1,1,0),(-1,0,1)}).

e Sik=-25=<(1,-3,2),(-1,3,-2) > = < (1,—3,2) >, de donde dim S = 1.

e Sik=2 5S=<(1,-3,2),(3,—-1,—-2) >y, como {(1,—3,2),(3,—1,—2)} es Li. y por lo
tanto una base de S, se tiene que dim S = 2.

Concluimos que S =T si y sélo si k = 2.

1.4 Suma de subespacios

Dados dos subespacios S y T' de un K-espacio vectorial V' la unién S U T en general no es
un subespacio de V', porque no contiene necesariamente a todos los elementos de la forma
s+tconseSyteT,y un subespacio que contenga a Sy a T debe contener a todos estos
elementos. Esto da lugar a la nocién de suma de subespacios.

1.4.1 Subespacio suma

Definicién 1.41 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V. Se llama
suma de S y T al conjunto S+T = {v € V /Jz € S,y € Ttalesquev = z + y} =
{z+y/zeS yeT}.

La siguiente proposicion muestra que la suma de dos subespacios es, en efecto, un subes-
pacio que contiene a ambos, y da una caracterizacién de este conjunto en términos de sistemas
de generadores de los subespacios considerados.

Proposicién 1.42 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V. Entonces:
i) S+ T es un subespacio de V.
i) S+ T es el menor subespacio (con respecto a la inclusion) que contiene a S UT.

iii) St {v;}ier es un sistema de generadores de S y {w;};cs es un sistema de generadores
de T, {viticr U{w;}jecs es un sistema de generadores de S+ T .
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Demostracion.
i)0=0+0€S+T,pues0€ S,0eT.
Sean v,v’ € S+ T. Existen x,2’ € S, y,y € T tales que v = x +y, v = 2’ + .
Entonces v+v' = (z+y)+ (2’ +y') = (x+2')+ (y+y'), y como S y T son subespacios
z+2' €S, y+y €T. Luego, v +v' € S+ T.
Seav e S+T ysea e K. Existen x € S,y € T tales que v = = + y. Entonces,
Av=A(x+y) =Axz+ Ay. Como A € K, z € Sy S es un subespacio, resulta que
Az € S. Andlogamente, A\.y € T. Luego Av e S+ T.
En consecuencia, S + T es un subespacio de V.
1) Sea W un subespacio de V tal que SUT C W.
SeaveS+T. Entoncesv=z+yconx S, yeT. ComoSCSUT C W, entonces
zeW;ycomoT C SUT C W, entonces y € W. En consecuencia v =x +y € W,
puesto que W es un subespacio.
Luego, S+T CW.
iti) Seav e S+ T, v=xz+yconz €S,y €T Dadoque {v};er es un sistema de

generadores de S, existen a; € K (i € I), con a; = 0 salvo para finitos i € I, tales que

x = ) o;v;. De la misma manera, existen §; € K (j € J), con §; = 0 salvo para finitos
iel
j € J, tales que y = > Bjw;. Luego

jeJ
v = Zaivi + Zﬁjwj

iel jeJ

resulta una combinacién lineal de {v;}icr U{w;}jes € S+T. O

Ejemplo. Sean S y T los subespacios de R*

S=<(1,1,0,1),(2,3,1,1) > y T=<(0,0,1,1),(1,2,2,1) >.

Hallar una base de S+ T.

Por la proposicion anterior, podemos obtener un sistema de generadores de S+7T mediante
la unién de un sistema de generadores de S y un sistema de generadores de 7. Entonces

S+T=<(1,1,0,1),(2,3,1,1),(0,0,1,1),(1,2,2,1) >.

Ahora extraemos una base del sistema de generadores hallado. Se tiene:

110 1 110 1 110 1 110 1
23 1 1 01 1 -1 01 1 -1 01 1 -1
oo1 1|  loo1 1 |[7loo1 1 | 7loo1 1
12 21 012 0 001 1 000 0
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Esta triangulacién muestra simultdneamente que el conjunto {(1, 1,0, 1),(2,3,1,1), (0,0,1,1),
(1,2,2,1)} es Ld. y que el conjunto {(1,1,0,1),(2,3,1,1),(0,0,1,1)} es 1i. Por lo tanto,
(1,2,2,1) € < (1,1,0,1),(2,3,1,1),(0,0,1,1) > y {(1,1,0,1),(2,3,1,1),(0,0,1,1)} es una
base de S+ T.

Si Sy T son dos subespacios de dimensién finita de un K-espacio vectorial V', el siguiente
teorema relaciona las dimensiones de los subespacios S, T, SNT y S+ T.

Teorema 1.43 (Teorema de la dimensién para la suma de subespacios.) Sea V un
K -espacio vectorial. Sean S y T subespacios de V' de dimension finita. Entonces

dim(S+7T) =dim S +dimT — dim(SNT).

Demostracion. Sean s =dim S, t =dimT y r = dim(SNT).

Sis =0,0sea S = {0}, setiene que S+T =Ty SNT = {0} y la igualdad vale.
Andlogamente se ve que vale si t = 0.

Sea {v1,...,v,} una base de SNT (si r = 0, consideramos simplemente el conjunto vacio).

Sean wy41,...,ws € S tales que {v1,...,Vp,Wry1,...,Wws} €s una base de S, y sean
Upt1,--.,us € T tales que {v1,...,0p, Upy1,...,us} €s una base de T

Veamos que {v1, ..., Vp, Wril,. .., Ws, Ups1,-.., U} €S una base de S+ T

Es claro que es un sistema de generadores de S+7'. Veamos que es un conjunto linealmente
independiente. Supongamos que

Zazvﬂr Z Bjw; + Z Yk = 0.

j=r+1 k=r+1
t
Entonces Zalvl—i— Z Biw; =— > ~rup. Ademas,
=1 Jj=r+1 k=r+1
t
Zazvz—i— Z Bjw; eSSy — Z Yiug € T,
j=r+1 k=r+1

t
de donde — Y ~Apur € SNT. Luego, existen d1,...,0, € K tales que
k=r+1

t

s
— Z VU = Z d¢.vy 0, equivalentemente, Z YeUk + Zée v = 0.
k=r+1 (=1 k=r+1

Pero {v1,...,Up, Upy1,...,us} es una base de T, en particular, un conjunto linealmente inde-
pendiente. Luego, v, =0Vr+1<k<tyd =0V1</{<r. Entonces

Zazvz—k Z B;w; =0,

Jj=r+1
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y como {v1,...,Vp, Wri1,...,Ws} €s una base de S, resulta que a;; = 0 para todo 1 < i <ry
Bj =0 paratodor+1<j<s.
Luego

dm(S+T)=r+(s—r)+({t—r)=s+t—r=dmS+dim7 —dim(SNT). O

1.4.2 Suma directa

Un caso de especial importancia de suma de subespacios se presenta cuando SNT = {0}.

Definicién 1.44 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V. Se dice que
V' es suma directa de S y T,y senotaV=S@T, si:

1. V=S+T,
2. SNT ={0}.

Ejemplo. Sean S = {x € R® : zy + o+ 23 =0} y T = < (1,1,1) >. Se tiene que dim S = 2,
dim7T =1y SNT = {0}. Entonces dim(S + T) = 3, de donde S + T = R3.
Luego, R3 = Sa T.

Proposicion 1.45 Sea V un K-espacio vectorial. Sean S y T subespacios de V tales que
V =S@T. Entonces, para cada v € V, existen unicos x € S ey € T tales que v = + y.

Demostracion.

Existencia: Como V =S + T, para cada v € V existen x € S, y € T tales que v =z + y.
Unicidad: Supongamos que v = x +yy v = 2’ + ¢ con z,2' € S, y,y € T. Entonces
x—2' =y—yyar—a €8, y—y €T, luego x —2’ € SNT = {0}. En consecuencia
x—x' =y—1y' =0,dedonde z =2, y =v'. O

La Proposicién [1.42] establece que dados dos subespacios S y T' de un espacio vectorial, la
unién de un sistema de generadores de S y un sistema de generadores de T es un sistema de
generadores de S 4+ T'. Esto no vale en el caso de dos bases: la unién de una base de S'y una
de T puede ser un conjunto linealmente dependiente. Sin embargo, la propiedad es véalida en
el caso en que los subespacios estén en suma directa:

Proposicion 1.46 Sea V un K-espacio vectorial. Sean S y T subespacios de V. Sean Bg y
Br bases de S y T respectivamente. Son equivalentes:

)V=8a&T

it) B = Bs U Br es una base de V.

Observamos que en la condicién ii), B es la familia obtenida mediante la unién de las familias
Bs y BT.
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Demostracidn. Supongamos que Bg = {v;}icr v Br = {w;};ec.

i) = it) Dado que Bg y Br son sistemas de generadores de S y T respectivamente, entonces
B = Bg U By es un sistema de generadores de V =5 @& T'. Por otro lado, si

Z QU5 + Z ﬁjwj = 0,

il jeJ
cs eT

como también se tiene 0 = 0+ 0 con 0 € S y 0 € T, por la proposiciéon anterior
Ziel ;v; = Zje, Bjw; = 0. La independencia lineal de Bg y Br implica que a; = 0
VielyB; =0Vj e J. Luego, B es linealmente independiente.

1) = i) Como B = Bg U Br es una base de V, para cada v € V existen o; € K, i € I,
y B; € K, j € J, casi todos nulos, tales que v = Y oyv; + Zjejﬂjwj y por lo tanto

i€l
v=x+yconzx= ZawiESey:ZjeJﬂjijT. Luego V=S+T.
icl
Sive SNT, se tiene que v = Y ayv; = . Pjw;, de donde Y ayv; + Y (=55 )w; =0,
il jeJ icl jeJ
y por la independencia lineal de B, resulta que o; = 0Vi € Iy §; =0Vj € J, de
donde v =0y SNT = {0}. O

Definicién 1.47 Sea V un K-espacio vectorial y sea S C V un subespacio de V. Diremos
que T es un complemento de S si ST =V.

Ejemplos.

1. Hallar un complemento de R,,[X] en R[X].
Buscamos un subespacio S de R[X] tal que R[X] = R,[X] @ S, es decir, R[X] =
R, [X]+ S vy R[X] = R,[X] NS = {0}.
Se tiene que R, [X] =< 1,X,..., X" >.
Consideremos S = < X" . XI .>=< X" >34,
Es claro que R, [X] + S = R[X].
Si f € R,[X]N S, entonces f =0 o gr(f) < n,y ademds f = i a; X" con a; € R.
Luego, f = 0. o
En consecuencia, R[X] =R,[X]® S.

2. Sea S = {f € R[X] / f(1) = 0}. Hallar un complemento de S en R[X].
Vemos que S = < (X —1)X* >ien,- Seal = <1>.
Dado f € R[X], f = (f—f(1))+f(1)y f—f(1) € S, f(1) € T. Entonces, S+T = R[X].
Sea f € SNT. Como f € 9, se tiene que f = (X — 1)g para algin g € R[X] y como
feT, f=0o0gr(f)=0. Luego f =0.
Por lo tanto S & T = R[X].
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1.5 Ejercicios

Ejercicio 1.

i) Representar graficamente en el plano los siguientes vectores:
(-1,1); (2,3); (-1,1)+(2,3); 1.(-1,1)+3.(2,3)

ii) Sean v,w € R2. Interpretar geométricamente —v, 3.v, %.v, v+w, v—w.

iii) Sean v = (3,1), w = (2,4) € R?. Representar graficamente los conjuntos:
Sy ={rv/reR}
Sy ={rv/reR>}
Sy ={rv+sw/r,seR}
Sy={rv+sw/r,seR,0<r,s<1}
Ss={rv+sw/rseR,0<rs<1,r+s=1}

Ejercicio 2. Probar en cada caso que el conjunto V' con la suma y el producto por escalares
definidos es un espacio vectorial sobre K.

i) V=K = {(a;)ien = (a1,09,...,0a,,...)/a; € K Yi € N}, el conjunto de todas las
sucesiones de elementos de K (donde K es un cuerpo cualquiera).
+ ¢ (ai)ien + (bi)ien = (ai + bi)ien
k.(ai)ien = (k.ai)ien
ii) X es un conjunto, V = P(X), K = Zs.
+ : B+ C=BAC
0B=0, 1.B=DB
iii) V =Rso, K = Q.
@ : adb=ab
® : 2ea=am

Ejercicio 3. Sea V un espacio vectorial sobre K, k € K, v € V. Probar las siguientes
afirmaciones:

i) k0=0 i) ko=0=k=06v=0
i) —(—v)=w iv) —0=0
Ejercicio 4.

i) Sea v € R? un vector fijo. Se define la funcién f, : R? — R? de la siguiente forma:

fv(xﬁl/) = (x7y) +v

Interpretar geométricamente el efecto de f,, sobre el plano (f, se llama la traslacidn en

v).
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ii) Probar que R? es un R-espacio vectorial con la suma +(2,1) v el producto por escalares
-(2,1) definidos de la siguiente forma:

(x,y) e @y) = (z+2"=2,y+y" 1)
T'(Z,l)(xvy) = T('T_27y_1)+(251)

(Este espacio se notard ]R%2 1) bara distinguirlo de R? con la suma y el producto usual.
La notacion se basa en que el (2, 1) resulta el neutro de la suma -+ 1)).

iii) Interpretar geométricamente +(2 1) ¥ .(2,1), teniendo en cuenta que:
(,9) v (@) = fon(fa @y + fe-n@y))
7’-(2,1)(354/) = f(2,1)(7"-f(—2,—1)(1,y))
Ejercicio 5. Sea S = {f e R[X]|/ f(1) = f(2)}.
i) Verificar q)pe la suma usual de polinomios es una operacién en S (es decir: f, g € S =
f+ges

i) Verificar que el producto usual de un ntimero real por un polinomio es una accién de R
en S (esdecir: TeR, feS=rfebf)

iii) Probar que (S,+,.) es un R-espacio vectorial. (Si se minimiza el trabajo sélo deberd
verificarse una propiedad para esto. Comparar i), ii) y iii) con el criterio para decidir si
un subconjunto es un subespacio.)

Ejercicio 6.
i) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la suma y para la resta
pero no para la multiplicacién por escalares.
ii) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la multiplicacién por

escalares pero no para la suma.

Ejercicio 7. Decidir cuéles de los siguientes subconjuntos son subespacios de V' como K-
espacio vectorial:

) Si={ai/acR} V=C K=R6K=C
) S2={feK[X]/f(1)=0} V=K[X]
) S3={M e K™ [M;; =—M;; Vi,j} V=K""
iv) Su={f€C®R)/f"+3f =0} V=C®R) K=R
)
)
)
)

1

11

11

—

—

v 5'5:{116}1%%2’1)/1:—1—3;:3} V:R%Z,l) K=R

vi) 8¢ = {(ai)ien € K" /a1 =0} V= K"
Sz ={(ai)ien € KN /IkeNtal que a, =0Vr >k} V=K"

Ss = {(a;)ien € KN /aj.ay =0} V = KN

Vil

viii
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Ejercicio 8. Sean S y T subespacios de un K-espacio vectorial V. Probar que SUT es un
subespaciode V «<— SCT 6T CS.

Ejercicio 9. Encontrar un sistema de generadores para los siguientes K-espacios vectoriales:
i) S={(z,y,2) eER3/z+y—2=0}, K=R

i) Ko [X] = {f € K[X]/f=06g(f) <n}

)

iii) C**", K =R

iv) P({a,b,c}), K =17
Ejercicio 10. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuédles falsas.

i) Sea V un K-espacio vectorial y sean v, w € V, k € K.
Entonces < v, w>=<wv, w+ k.v >.

ii) Sean vy, va, vz, vg, w € R7 tales que < vy, va, W > = < v3, Vg, W >.

Entonces < vy, vo > = < wsz, vg4 >.

Ejercicio 11. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales (K = R).

xr1 + o — 223 + T4 = 0 T+ 29 — 223 + T4 = -2
i) 3xr1 —2x2o+x3+54 = O ii) 3x1 — 29+ 23+ 54 = 3
T1 — Xo + T3 + 274 = 0 Ty — To + T3+ 224 = 2
1 +ro+ax3—204+2x5 = 1 1+ 29+ 23+ T4 = 2
111) 1 —3ra+x3+r4+25 = 0 iV) 1+ 3rs +2x3+4x4 = 0
3r1 — 529 + 3x3 + 325 =0 201 +x3 — T4 = 6

Cambia algo si K =Q7? ;Y si K =C?

Ejercicio 12.

i) Resolver los siguientes sistemas y comparar los conjuntos de soluciones (K = R).

) {e+2y—3:—14 b) {212311%3; -
r+2y—3z = 4

c) r+3y+z = 11
20 +by—4z = 13

ii) Interpretar geométricamente los conjuntos de soluciones obtenidos.
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Ejercicio 13. Resolver los siguientes sistemas no homogéneos. Considerar en cada uno de
ellos el sistema homogéneo asociado (A.x = 0).

1 — T + 3 = 2 r1 — Ty + X3 =1
1) —T1 +2£L'2 + x3 = -1 11) —T1 +2(E2+{I?3 =1
—x1+4xo+5x3 = 1 —x1 +4z9+ 523 = 4
Ty —To—T3 = 2 T —To—T3 = «
111) 21’1 + T2 — 21’3 = 1 lV) 21’1 + X2 — 21’3 = ﬂ
1 +4z9+23 = 1 1 +4zo+xz3 = v (a,0,7€R)
Ejercicio 14. Dado el sistema:
2r1 — x9 + 3 = o
3r1 +x2+ 43 = o
—x1+ 312+ 2x3 = agz

Determinar los valores de «ay, as, a3 € R para los cuales el sistema admite solucién.

Ejercicio 15. Resolver segin los valores de a y b en R

(5—a)xy — 2x9 — a3 =1 ar+y+z = 1
i) —2z1 4+ (2 —a)xg — 223 = 2 ii) r+ay+z = a
—x1—200+ (b —a)zg = Db r+y+az = a’

Ejercicio 16. Determinar todos los k € R para que cada uno de los siguientes sistemas tenga
solucién tunica.

Iy +]€£L’2+£L’3 = 0 I1+(kf 1)$2 =0
i) 2x1 + 3 =0 ii) 1+ Bk —4)aa+kxs = 0
221 + kxo+kxs = 0 xr1 + (k‘ — 1)1‘2 + gxg = 0

Ejercicio 17. Determinar los nimeros reales k para los cuales el sistema

kﬁCl + X2 =0
xr1 + kl‘g = 0
Bry + a0+ kzs+kxys = 0
T+ ]{321‘2 +krs+kzxy = 0

tiene alguna solucién no trivial y, para esos k, resolverlo.

Ejercicio 18. Determinar para qué valores de £ € R cada uno de los siguientes sistemas
tiene solucién tinica, no tiene solucién o tiene infinitas soluciones.

2y 4 ko — @ . 1 kxi + 2x9 + ks = 1
) —:L'l +z 2+ k2?{)ﬂ : 1 11) kl‘l + (k + 4)1’2 + 3k£E3 = =2
1 1 2 3 o —kx1 — 229 + 23 = 1

x1 + kxo + (k — 2)xs 2

(k+2)zo+ Bk +1)zg = -1
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Ejercicio 19.

i) Resolver el siguiente sistema en C2:

{u@mm2

o

2([,’1 + (1 - Z).’EQ = 0

ii) Resolver en C? el sistema A.x = 0 donde

Ejercicio 20. Resolver los siguientes sistemas:

:Z?1+2I2+2£C3+I4 = 4
1) en Z5I 21’1 —+ 3253 + T4 = 2
4o + 2x3 + 4y = 1
r+z = 2
ii) en Zr: 2y+z = 6
x+3y = 0
z+y+z =1
ili) en Zs: 2 +y+2z = 0
T+ z = 2

Ejercicio 21. Encontrar un sistema a coeficientes reales cuya solucién general sea:

(1,1,0) + A\(1,2,1), AeR

Ejercicio 22. Sean A € K™*" bec K™*1,

i) Si el sistema A.x = 0 tiene solucién unica, probar que el sistema A.x = b tiene a lo
sumo una solucién. Dar ejemplos de los distintos casos que se puedan presentar.

ii) ;Vale la reciproca de 1)?

Ejercicio 23. Encontrar un sistema de generadores para cada uno de los siguientes espacios
vectoriales sobre K:

i) S1={(z,y,2) eR3/x+y—2=0; 2 —y=0}), K=R

r+2=0
ii) Sy = {(m,y,Z)E(Z7)3/ {Qy—l—zz()}, K=2;
z+3y=0
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i) S5 ={AecQ¥3/A;=—A;Vij}, K=Q

iv) Sy ={f eRu[X]/f(1) =0y f(2) = f(3)}, K=R

V) S5 = {(an)nen €RY /a; =0 Vi >5: a1 +2a3 —a3 =0; ag +ag =0}, K =R
vi) Se ={f € C*([R)/f" =0}, K=R

Ejercicio 24. Sea V un R-espacio vectorial y sean v;,wvs,v3 € V. Probar que si
v1 4+ vy —v3 = 0 = 2v; — vy — v3 entonces < vy, Vg, V3 > = < vz >.

Ejercicio 25. Determinar si v € S en cada uno de los siguientes casos:
i)v=(1,2,-1), S=<(1,3,2),(2,0,1),(1,1,1)> C R?
ii) v=(1,0,-1,3), S=<(1,0,1,0), (2,1,0,1), (0,1,0,—2) > C R*
Ejercicio 26. Sea S = < (1,-1,2,1),(3,1,0,-1),(1,1,-1,—-1) > C R%.
i) Determinar si (2,1,3,5) € S.
ii) Determinar si {z € R*/z; — x5 — 23 =0} C S.
iii) Determinar si S C {z € R*/z; — x5 — x3 = 0}.

Ejercicio 27. Hallar un sistema de generadores para S N'T como subespacio de V en cada
uno de los siguientes casos:

i) V=R S={(xy,2)/3x-2y+2=0 T={(z,y,2)/x+2z=0}

i) V=R S={(2,9,2)/32-2y+2=0} T=<(1,1,0),(57,3) >

i) V=R S=<(1,1,3),(1,3,5),(6,12,24) > T =< (1,1,0),(3,2,1) >
iv) V=R3 S ={(zy)/my == Vi,j} T={(xi)/x11+z12+z13 =0}
v) V=R[X], S={feRX]/f(1)=0} T=<1,X, X% X>+2X?2-X, X°>
vi) V=R[X], S={feRX]/f1)=0} T=A{feRX]/f(1)=/"(1)=0}

Ejercicio 28. Decidir si las siguientes sucesiones de vectores son linealmente independientes
sobre K.

1-X)3, (1-X)%,1-X,1 en K[X]

(

(1,2,3), (2,3,1), (1,1,4), (5,1,1) en R3
(1,4,-1,3), (2,1,-3,-1), (0,2,1,-5) en Q*
(

1—4,i),(2,-1+i) enC? para K=Ry K=C
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v) 34+v2,14+V2), (7,1 +2V2) enR? para K =Q y K =R

vi) f(x) =1, g(x) =2 en R

vil) f(x) =sen(z), g(z) = cos(z) en R
viii) f(z) =e*, g(z) =2 en RR

ix) u=(1,0,1,0,1,...), v = (0,1,0,1,0,...), w = (1,1,0,1,1,0,...) en RN

Ejercicio 29. Hallar todos los k& € R para los cuales {v;, va, v3} C V es un conjunto
linealmente independiente en los siguientes casos:

i) {(1,2,k), (1,1,1), (0,1,1 — k)} CR3
ii) {(k,1,0), (3,-1,2), (k,2,—-2)} C R3
i) {k.X2+X, X2k, k2.X} C R[X]

{4 -6 4)- ¢ e

Ejercicio 30. Sean vy, ...,v, € R™. Probar que {v1,...,v,} son linealmente independientes
sobre R <= {wy,...,v,} son linealmente independientes sobre C.

Ejercicio 31. En cada uno de los siguientes casos hallar una base del subespacio de soluciones
del sistema lineal homogéneo A.x = 0 (K = R).

2 0 3 -1 0 5 3
i) A= 1 -2 1 0 i) A=11 -1 2
1 1 0 1 2 3 1
3 -10 1 2
1 0 4 -1 0
i) A=1 4 7 1 0
2 0 0 3 1

Ejercicio 32. Completar los siguientes conjuntos linealmente independientes a una base del
K-espacio vectorial V' indicado.

i) {(1,1,1,1), (0,2,1,1)}, V=R* K =R
i) {X%-2X+1, X3+3X}, V=R3[X], K=R

1 1 0 4 0 2 a2 - -
111){<Z. 1),<1 1),<1 1)},V(C , K=RyK=C

Ejercicio 33. Extraer una base de S de cada uno de los siguientes sistemas de generadores.
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i) S=<(1,1,2), (1,3,5), (1,1,4), (5,1,1) > C R3, K=R
i) S=< X2+2X+1,X24+3X+1,X+2> CR[X], K=R

o /(11 0 i 0 i 11 oy B
1“)5_<(1 1)’(1 1)’(0 0)’(0 o>>g(C » K=RyK=C

Ejercicio 34.

i) Sea B = {fo, f1, f2s- -+ [n,-.-}, donde cada f; € K[X] es un polinomio de grado exac-
tamente i. Probar que B es una base de K[X].

i) ;Es {(1,0,0,0,0,...);(0,1,0,0,0,...);(0,0,1,0,0,...); (0,0,0,1,0,...);...} una base de
KN?
Ejercicio 35. Hallar una base y la dimensién de los siguientes K-espacios vectoriales:

1) < (1v4a 727 l)a (15 7377152)7 (37 785 7277) > g R47 K=R

D (2 3) (D (5 7) (3 7)) ew wee
i) C, K=Ry K=C
iv) {feR[X]/f=06gr(f) <3y f(2)=f(-1)}, K=R
v) P({a,b,c}), K =175
vi) {f€Q[X]/f=06gr(f) <3y (z*-2)|f}, K=Q
)

vii) {(an)nen € KN /a; = a; Vi, j}

Ejercicio 36. Hallar la dimensién del R-espacio vectorial S para cada k € R en los siguientes
casos:

) S=< (Lk1), (~Lk1), (0,1,k) >

1 -k -1
ii) S={r e R3/A.x =0} siendo A e R¥>3 A= -1 1 k?
1k k-2

Ejercicio 37. Hallar todos los b € R para los cuales el R-espacio vectorial de soluciones del
sistema:
3xr1 + (b — 6)1’2 + 5bxs = 0
x4 (b—2)z2 + (b +4b)zs = 0
T, — 229 + bxs 0

i) tenga dimensién 1.

ii) tenga dimensién 2.
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Ejercicio 38. Sean S y T los subespacios de R*
S=<(1,2,1,0),(2,1,0,1) > y T={zeR*/z; — 31 — 223 =0}.

Hallar un subespacio U de R* tal que dimU =2y SNT c U C T.

Ejercicio 39. Determinar todos los k£ € R para los cuales

< (=2,1,6), (3,0,-8) > = < (1,k, 2k), (—1,—1,k* = 2), (1,1,k) >.

Ejercicio 40. Se considera el Q-espacio vectorial V' C R generado por {1, v/2, v/3, v6}.

i) Utilizando un argumento de dimensién probar que existe un polinomio f € Q[X] con
gr(f) <4 que se anula en el punto 1) = /2 + /3. Hallar un tal f.

ii) Calcular dimg V.

Ejercicio 41. En cada uno de los siguientes casos caracterizar S +7T C V y determinar si la
suma es directa.

) V=Kv" §={AcK™"[A;=A;Vij}, T={AcK""|Aj;=—A;Vij}
i) V=R[X], S={feR[X]/f=006g(f) <3}, T={fcR[X]/mult(d,f) >4}

v

)
Y V=R S=<(1,1,1)>, T=<(2,-1,1),(3,0,2) >
)
)

V=R¥»3 §={AeR¥3/A;; + Ay =0, 349 — 2411 = A13 + Aoz},
2 0 3 2 3 0
T_<(2 -1 1)’ (—2 2 1)>
Ejercicio 42. Determinar todos los k& € R para los cuales SNT = < (0,1, 1) >, siendo

S={xcR¥z;+my—23=0} vy T=<(1,k2),(-1,2,k)>.

Ejercicio 43. Para cada S dado hallar T C V tal que ST = V.
i) S=< (1727_1’3)» (2737_271)7 (071a0a7) >,V =R*
ii) S={AeR"™"™/tr(A) =0}, V =R"*"
iii) S=<3,1+X2>,V =NRyX]
Ejercicio 44. Dado S = {(w1,22,23,74) € R* /2y — 29 + 224 = 0, 19 + 23 — 24 = 0},

hallar dos vectores vs, vy de R* tales que para toda eleccién de una base {vy, va} de S,
{v1, v2, v3, v4} sea una base de R%.
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Ejercicio 45. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.

i) S, T subespacios de R3, dimS =dimT =2 = Fv #0 tal quev € SNT.

ii) S, T, W subespacios de R, dim S = dim 7T = dimW =4 = dim(SNTNW) > 1.
Ejercicio 46. Sea V un K-espacio vectorial y sean S, T'y U subespacios de V.

i) Probar que (SNT)+(SNU)C SN (T +7U).

ii) Mostrar que, en general, la inclusién anterior es estricta.

iii) Probar que, si U C S, entonces vale la igualdad en i).

Ejercicio 47. Sean S, T y U subespacios de un K-espacio vectorial V tales que
SNT=8NU, S+T=5+U y TCU.
Probar que T'=U.

Ejercicio 48. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea T un hiperplano de V' (es
decir, un subespacio de dimensién n — 1).

i) Probar que Vo ¢ T, T <v>=V.
ii) Si S es un subespacio de V tal que S € T', probar que S+ 7T = V. Calcular dim(SNT).
iii) Si Sy T son dos hiperplanos distintos, deducir dim(S NT).

Ejercicio 49. Sea V = RE.

i) Sean S={feV/flzx)=f(-x) Ve eR}y T ={feV/f(-x)=—f(z)Vz € R}
(S es el conjunto de funciones pares y T el conjunto de funciones impares). Probar que
S y T son subespacios de Vy que ST =V.

ii) Sean U ={f eV /f(0)=0}y W ={f €V /fesconstante}. Probar que U y W son
subespacios de Vy que U W = V.

Ejercicio 50.

i) Sea S = {(un)nen € RY /upi9 = Upi1 +u, ¥n € N}. Probar que S es un subespacio
de RY. Calcular su dimensién.

ii) Encontrar una base de S formada por sucesiones (up)nen que, Vn € N, verifiquen
U, = u""! para algin u € R.

iii) Usando ii), encontrar una férmula para el término general de la sucesién de Fibonacci:

=1
{FFl

Fn+2:Fn+1+Fn Vn>1
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Capitulo 2

Matrices

En el capitulo anterior hemos utilizado matrices para la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales y hemos visto que, para n, m € N, el conjunto de las matrices de n filas y m columnas
con coeficientes en un cuerpo K es un K-espacio vectorial. A continuacién estudiaremos mas
en detalle estos conjuntos de matrices, asi como también ciertas matrices particulares que nos
seran de utilidad.

2.1 Definiciones y propiedades

Comenzaremos recordando algunas definiciones y propiedades estudiadas en el capitulo ante-
rior.

Sean n,m € N. El conjunto de las matrices de n filas y m columnas con coeficientes en
un cuerpo K es

aylr ... Qim
KM m = Jaj; € KV1<i<n, 1<j<m

an1 .. Qpm
Para definir una matriz en K™ basta especificar, paracadal <i <nycadal < j <m,

qué elemento de K se halla en el lugar ij (correspondiente a la interseccién de la fila ¢ y la
columna j) de la matriz.

Ejemplo. Sean n,m € N, y sean 1 < k < n, 1 <1 < m. Se define la matriz EF € Kn*™

como . .
(Ekl>”_{1 sii=k,j=1
1 - .
J 0 sino
Estas matrices se llaman las matrices candnicas de K™*™.

Una primera observacién que debemos hacer se refiere a cémo determinar si dos matrices
(de las mismas dimensiones) son iguales:
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Observacién 2.1 Sean A, B € K™*™. Entonces A = B si y sélo si A;; = B;; para cada
1<i<n,1<53<m.

Podemos definir una operacién (suma) en K™*™ y una accién de K en K™*™ que trans-
forman a este conjunto en un K-espacio vectorial:

Definicién 2.2 Se definen la suma de matrices y el producto por escalares como

+ Knxmenxm_)K7z><m7 (A-i—B)ij:Aij—f—Bij (1§Z§’I’L

Es fécil verificar que (K™*™, +,) es un K-espacio vectorial.

Definiremos ahora un producto que, dadas dos matrices A y B con coeficientes en K tales
que la cantidad de columnas de A es igual a la cantidad de filas de B, calcula una nueva
matriz C.

Definicién 2.3 Sean A € K"*™ y B € K™*". Se define el producto de A por B como la
matriz C' € K™*" tal que

Cij:ZAikBkj 1<i<n,1<j<r.
k=1

Analizaremos ahora algunas propiedades del producto de matrices y su relacién con la
suma de matrices.

Proposicion 2.4 Propiedades del producto de matrices:

1. Propiedad asociativa: dadas A € K™ B € K™*" y C € K"*%, se tiene que
(A.B).C = A.(B.C).

2. Para cada n € N, sea I, € K™*™ definida por (I,,);; = Losii=

' ’ " it 0 si i#j"

A e K™ se verifica: I,.A = A.I, = A.

La matriz I,, se denomina matriz identidad de K™*™.

Entonces, si

3. Propiedades distributivas:

(a) Si Ae K"*™ y B,C € K™*", entonces A.(B+C)=A.B+ A.C.
(b) Si A,Be K"*™ yC e K™*", entonces (A+ B).C = A.C + B.C.

Demostracion.

1. Observemos en primer lugar que si A € K"*™ B € K™*" y C € K" entonces
(A.B).C € K¢y A(B.C') € K"**.
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Para cada 1 <i<n,1<j <s, se tiene:

((A4.B).C),; = Z(A Bia WZZ(ZAWBM) ajzi(i AisBga aa) =

a=1

i(ZAnga Cas) :zm: lﬁ(ZBﬁacaj) Y Aip(B.C)s; = (A(B.C)),,.

pA=1 a=1 a=1 pB=1

2. Sean 1 <i<mn,1<j<m. Setiene que

n

(In-A)ij = > (In)ixArj = 1.A;; = Ajj.
k=1

De la misma manera, (A.I),);; = A;j paracada 1 <i<n, 1 <j <m.
3. Queda como ejercicio. ([l
Observemos que, en particular, el producto de matrices estd definido para cualquier par

de matrices en K™*" y, por lo tanto, se tiene una operacién “producto” en K™*™ para cada
n € N. De la proposicién anterior se deduce:

Proposicién 2.5 (K™*" +,-) es un anillo.

Si bien el producto de matrices comparte muchas de sus propiedades con el producto usual
de numeros reales, hay propiedades que verifica éste que no son validas para el producto de
matrices:

Observacion 2.6 Dos de las propiedades que no se cumplen para el producto de matrices
son las siguientes:

e El producto de matrices no es conmutativo. Aun en el caso de matrices cuadradas, en
el que siempre se pueden calcular A.B y B.A, en general se tiene que A.B # B.A. Por

ejemplo, para A = < 8 (1) > y B = < é 8 > se tiene que

00 0 1
A.B_(O 0) y B.A_<O 0).

e El hecho que A.B = 0 no implica que A =0 o B = 0. En el ejemplo anterior, A # 0,
B # 0, pero A.B = 0.

El conjunto K™*™ resulta ser a la vez un anillo y un K-espacio vectorial. La nocién que
engloba a los conjuntos con estas caracteristicas es la siguiente:
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Definicién 2.7 Sea K un cuerpo y sea A un conjunto con dos operaciones, + y -, y una
accion - de K en A tales que

1. (A,+,-) es un anillo

2. (A,+, k) es un K-espacio vectorial

3 Ak X)) Y=XAg(X V)=X-(AgY) VIeKVXYeA
Se dice entonces que A es una K -dlgebra.

Observacién 2.8 (K™*™ + -k, -) es una K-dlgebra.

Observamos que el producto de matrices nos permite escribir un sistema lineal de n ecua-
ciones con m incégnitas

a11r1 +a2rs + -+ a1mTy = by
Ap1%1 + Ap2X2 + - + ATy, = bn
en la forma
A.x =0,

donde A € K™ ™ es la matriz asociada al sistema, x € K™*! se define como x;; = z; (matriz
de una columna cuyos elementos son las incégnitas del sistema), y b € K™"*! se define como
bj1 = b; (matriz de una columna cuyos elementos son los resultados a los que estén igualadas
las ecuaciones). De esta manera, un sistema lineal puede verse como una tnica ecuacién con
una unica incégnita x, pero que involucra matrices en lugar de escalares.

El hecho que la solucién en K de la ecuacion a.x = b con a,b € K, a # 0, se obtiene
haciendo simplemente z = a~'b, nos lleva a pensar que el sistema lineal Az = b podria
resolverse anadlogamente como x = A~1'b en caso de disponer de una matriz A~! que sea una
inversa de A para el producto de matrices. Este serd el tema a estudiar en la préxima seccion.

Concluimos esta seccion introduciendo dos nociones que nos serdn de utilidad en lo suce-
sivo:

Definicién 2.9 Sea A € K™*™. Se llama matriz transpuesta de A, y se nota A?, a la matriz
At € K™*™ definida por (A');; = Aj; paracada 1 <i<m, 1<j <n.

Definicién 2.10 Sea A € K"*". Se llama traza de la matriz A, y se nota tr(A), al escalar
tT’(A) = Z:‘L:l An

2.2 Matrices inversibles

No es cierto que todo elemento no nulo de K™*™ tenga inverso con respecto al producto. Por

. 1 0
ejemplo: A = < 0 0

B € K?%2, puesto que (A.B)az = 0 # (I2)22 para toda matriz B € K2*2.

> € K?%2 no tiene inversa. En efecto, A.B # I, para toda matriz



2.2 Matrices inversibles 51

En esta seccion nos ocuparemos de las matrices que si tienen inversa y veremos también
cémo hallar la inversa de una matriz en el caso en que ésta exista.

Definicién 2.11 Una matriz A € K™*"™ se dice inversible si existe una matriz B € K™*"™ tal
que A.B=B.A=1,.

Observemos que la matriz B de la definicién es tnica. En efecto, si AB=B.A=1,y
A.C =C.A=1,, entonces

B=1I1,B=(C.A).B=C.(AB)=C1I,=C.
Notacién. B = A~1.
Para cada n € N consideraremos el conjunto de todas las matrices inversibles en K™*":
GL(n,K)={A € K™" | A es inversible}.

Nos interesa estudiar la estructura de este conjunto.

Proposicion 2.12 Para cada n € N, se verifican las siguientes propiedades:

1. Si A,B € GL(n,K), entonces A.B € GL(n,K). Mds ain, (A.B)~' = B71A71. En
particular, el producto de matrices - es una operacion en GL(n, K).

2. I, € GL(n,K).
3. Si A€ GL(n,K), entonces A=t € GL(n, K).
Demostracion.
1. Sean A, B € GL(n, K). Entonces existen A=! y B~1. Se tiene que
(AB).(B*.AYh=1, y (B 1A Y(AB)=1I,.
Entonces A.B es inversible y (4.B)~! = B~1. AL,
2. Es consecuencia de que I,.1,, = I,.

3. De la definicién de inversa se deduce inmediatamente que si A € GL(n, K), entonces
(A=1H=1 = Ay por lo tanto A~! € GL(n, K). O

De la proposicién anterior y la asociatividad del producto de matrices se deduce que:

Proposicién 2.13 (GL(n, K),-) es un grupo, que se denomina el grupo lineal general (n, K).



52 Matrices

Para concluir esta seccién, veremos un método para determinar si una matriz en K™*™ es
inversible y, en caso de serlo, encontrar su inversa. Lo describimos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Hallar, si es posible, A~! siendo A € R3*3 la matriz

1 1 0
A=10 2 -1
2 1 1
a b ¢
Buscamos B € R3*3 talque AB=B.A=15.SiB=| d e f |, debeser
g h i
a b ¢ 1 00
Al d e f|=(010].
g h i 0 0 1
Esta igualdad se traduce en los tres sistemas de ecuaciones siguientes:
a 1 b 0 c 0
Al d | =1 0], Al e = 1 ],y Al f =10,
g 0 h 0 i 1
que podemos resolver simultaneamente:
11 01]1(0]0 1 1 0|1 00
02 -1/0|1j]0 |—O0 2 —-1]0 1 0 |—
21 1]0]0/|1 0 -1 1 |-2 01
11 01 0 O 1 0 0[3 -1 -1
01 -1,2 0 -1 |—|010]-2 1 1
00 1 |-41 2 00 1/-4 1 2
3 -1 -1
Entonces B=1| -2 1 1 verifica la igualdad A.B = I3.
-4 1 2

Observemos que, si buscamos una matriz C tal que B.C' = I3, bastaria con hacer los pasos
anteriores, pero a la inversa, con lo que obtendriamos la matriz A.
3 -1 -1
Luego, AB=B.A=1I3,esdecir A1 =] -2 1 1
-4 1 2

Cémo decidir si una matriz es inversible y hallar su inversa:

e Dada A € K™*" se arma una matriz en K"*?" cuyas primeras n columnas correspon-
den a la matriz A y cuyas ultimas n columnas estan formadas por los n vectores de la
base candnica de K™.
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Esto corresponde a plantear la ecuacion A.B = I, con B € K™*™, subdividirla en n
sistemas lineales A.B; = ¢;, 1 < i < n, igualando columna a columna, y escribir la
matriz ampliada de los n sistemas.

e Si al triangular la matriz no aparece ninguin cero en la diagonal, se pueden resolver los
sistemas que resultan (que tienen solucién tnica) y hallar entonces la inversa de A.

Para esto se puede proceder como en el ejemplo anterior: al no aparecer ceros en la
diagonal, se continda aplicando operaciones elementales sobre las filas de la matriz de
manera que en las primeras n columnas quede formada la matriz I,. Entonces A~!
es la matriz que aparece en las ultimas n columnas (esto puede probarse de la misma
manera que se hizo en el ejemplo).

e Si al triangular la matriz aparece un cero en la diagonal, la matriz A no es inversible.
En efecto, la presencia de un cero en la diagonal al triangular implica que el sistema
homogéneo cuya matriz es A tiene soluciéon no trivial, es decir, existe xg € K™ no
nulo tal que A.zg = 0. Si A fuese inversible, multiplicando por A™! resultarfa zq =
A~1. A.xg = 0, contradiciendo que xy # 0.

2.3 Matrices elementales

El método de triangulacién que hemos visto para la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales se basa en la aplicacién de ciertas operaciones elementales (ver Proposicién [1.19) a
las ecuaciones o, equivalentemente, a las filas de la matriz del sistema. Como veremos a
continuacion, cada una de estas operaciones puede verse como la multiplicaciéon a izquierda
de la matriz del sistema por una matriz conveniente.

A cada operacién de filas en una matriz de n x n, le asociaremos la matriz que se obtiene
al aplicarle dicha operacién a la matriz identidad I,,. Las matrices obtenidas de esta forma se
denominan matrices elementales. Tendremos entonces tres familias de matrices elementales,
correspondientes a los tres tipos de operaciones de filas permitidas. A continuacién damos las
definiciones precisas y estudiamos el comportamiento de las matrices elementales con respecto
al producto.

Comenzamos definiendo las matrices que corresponden a la operacion “Intercambiar dos
ecuaciones”.

1. Sean 1 <i,7 < n. Se define P¥ € K™*" como
P =, E% — E¥ 4 EY 1 EJ¢,
Observamos que P% es la matriz que resulta al intercambiar las filas ¢ y j en la matriz
I,.

Es facil verificar que, dada B € K™*™ el producto PYB es la matriz que resulta al
intercambiar en la matriz B las filas i y j.

En particular, P¥.P¥ = I,,, es decir que P¥ es inversible y pii—t = pij,
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Ahora introducimos las matrices elementales asociadas a la operacion “Multiplicar una
ecuacion por una constante no nula.”

2. Seaa€ K,a#0,yseal <i<n. Sedefine M;(a) € K™*" como
M;(a) = I, + (a — 1).E"™.
Observamos que M;(a) es la matriz que se obtiene al mutiplicar por a la i-ésima fila de

la matriz I,,.

Dada B € K™*™ se tiene que

_ Bkj sik 7& )
(Mi(a).B),; = {Q,Bkj si k=i,

es decir, M;(a).B es la matriz que resulta al multiplicar por a la i-ésima fila de B.

En particular, M;(a).M;(a™') = M;(a™').M;(a) = I,,, de donde M;(a) € GL(n,K) y
(Mi(a))~" = Mi(a™").

Finalmente, la tercera de las familias de matrices elementales es la que representa la
operaciéon “Reemplazar una ecuacion por ella misma mds un maultiplo de otra.”

3. Seaa € K ysean i # j con 1 <i,j <n. Se define T%(a) € K™*" como
T%(a) = I, + a.EY

la matriz que se obtiene de la matriz I,, al sumarle a la i-ésima fila, a por la fila j.

Si B € K™*™ entonces

.. Bkl si k 7& 7
) —
(T%(a).B),, = {Bil +aBj sik=i,

o sea que T%(a).B es la matriz que se obtiene de B al sumarle a la i-ésima fila, a por
la fila j.

En particular, se tiene que 7% (a).T%(—a) = T (—a).T% (a) = I,,, con lo que T%(a) €
GL(n,K) y (TY(a))™! =T (~a).

De las propiedades de las matrices elementales que hemos visto, se deduce que triangular
una matriz mediante operaciones sobre sus filas es multiplicarla a izquierda por matrices
elementales. En forma totalmente andloga, puede verse que multiplicar una matriz a derecha
por matrices elementales corresponde a efectuar operaciones sobre las columnas de la matriz.

Observacion 2.14 Sea A € K™*". Entonces existen matrices elementales F1,...,E, €
K™ ™ tales que FE,....FE;.A es triangular superior. Si ademés, E, ... E;.A no tiene ceros en
la diagonal, existen matrices elementales F,1,..., Fs talesque Es ... E.1.E,. ... E1.A = 1,.

En consecuencia, A es producto de matrices elementales: A = E1_1 L E7LyAT =E,.. . E;.
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En particular, esta observacién nos dice que si por medio de la aplicaciéon de operaciones
elementales a las filas de la matriz A obtenemos la matriz identidad I, entonces aplicando las
mismas operaciones en las filas de I obtendremos A~1.

Por otro lado, nos da un teorema de estructura para GL(n,K): asi como el Teorema
Fundamental de la Aritmética en Z dice que todo nimero entero no nulo es producto de
enteros primos, la observacién anterior nos dice que toda matriz en GL(n, K) es producto de
matrices elementales.

2.4 Coordenadas

Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién n y fijada una base B de V', mediante el concepto
de coordenadas de un vector en la base B podremos “identificar” cada elemento de V' con un
vector en K" y trabajar entonces con elementos de K™.

2.4.1 Coordenadas de un vector en una base

Definicién 2.15 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea B = {v1,...,v,}
una base de V. Dado x € V, existen tunicos aq,...,qa, € K tales que £ = ayvy + - - - + a, v,
(ver Proposiciéon [1.37). El vector (aq,...,q,) € K™ se llama el vector de coordenadas de x
en la base By serd denotado por (z)p.

Ejemplos.

i) Sea V =Ry[X] ysea B={1,X,X? X3 X%} base de V.
Las coordenadas de X3 +3X? — 1 en la base B son (X3 +3X? — 1) = (-1,0,3,1,0).
Sea B' = {X* X3 X2, X,1}. Entonces (X® +3X2 — 1)z = (0,1,3,0, —1).

ii) Sea V =R3ysea E = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} la base canénica. Entonces para cada
(z,y,2) € R%, se tiene que (2,y,2)p = (2, y, 2).

iii) Sea V =R? y sea B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}. Para cada (z,vy,2) € R3,
(z,y,2) = 2.(L,L,1) + (y = 2).(1,1,0) + (z — 9).(1,0,0).

Entonces, (z,y,2)p = (2,y — 2,2 — y).

Observemos que el vector de coordenadas en la base B de un elemento de R? se obtiene
de su vector de coordenadas en la base candénica multiplicando éste por una matriz
apropiada: Si v € R3 tiene coordenadas (z,y, z) en la base canénica E, entonces

z 0 0 1 x
()= y-2 =0 1 -1 y | =C(E,B).(v)r)"
T—y 1 -1 0 z
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2.4.2 Cambios de base

Dadas dos bases de un mismo K-espacio vectorial V' de dimension finita, cada elemento de
V tiene asociados dos vectores de coordenadas (generalmente distintos), uno en cada una de
las bases. Con la ayuda de cierta matriz, llamada de cambio de base, se pueden obtener las
coordenadas de un vector con respecto a una base de V' a partir de las coordenadas del vector
en otra base.

Definicién 2.16 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n, y sean By = {v1,...,0,} ¥

By = {w1,...,wy,} bases de V. Para cada 1 < j < n, sean o;; € K (1 < i < n) tales que
n

vj = > aj;w;. Se llama matriz de cambio de base de By a Bs, y se nota C'(By, By) € K™*™,
i=1

a la matriz definida por (C(B, B2))i; = cvj para cada 1 <4,j < n.

En otros términos, la matriz de cambio de base C(Bj, By) € K™*" es la matriz cuya
j-ésima columna son las coordenadas en la base Bs del j-ésimo vector de la base Bj, para
cada 1 < j <n.

Ejemplo. Sea V = R®. Consideremos las bases B; = E = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y
By = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}. Para construir la matriz C(B1, By) € R3*3, comenzamos
por escribir los elementos de B; como combinacién lineal de los de Bs:

(1,0,0) = 0.(1,1,1) +0.(1,1,0) + 1.(1,0,0)
(0,1,0) = 0.(1,1,1) +1.(1,1,0) + (—1).(1,0,0)
(0,0,1) = 1.(1,1,1)4+(-1)(1,1,0) + 0.(1,0,0)

Entonces, la matriz de cambio de base es:

0 0 1
C(Bi,B)=|0 1 -1
1 -1 0

(Comparar con el Ejemplo iii) de la seccién anterior.)

La proposicién siguiente muestra que la matriz de cambio de base cumple la propiedad
que hemos mencionado al comienzo de esta seccién.

Proposicion 2.17 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, y sean By y Bs bases
de V. Entonces, para cada x €'V,

C(B1, B2).((x)5,)" = ((x),)".

Demostracion. Sean By = {vy,...,v,} y Bs = {ws,...,w,}. Supongamos que, para cada
n

1<j<mn v => ajw,cona;; € K para cada 1 < i < n; es decir, (C(B1,Bz))i; = aj
i=1

(1<id,j<n).
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n
Seaxz € V. Six= > ayvk, entonces para cada 1 < h < n,
k=1

(CB1 B (@), = Y o

n
Si by, = > apra, para cada 1 < h < n, por la unicidad de las coordenadas en una base,
r=1

n
para probar que (x)g, = (b1,...,b,) basta ver que z = Y bpwy. Ahora,

h=1
n n n n n
E bpwp = E (5 ahrar)wh: E (§ ahrarwh) =
h=1 h=1 r=1 h=1 r=1
n n n n n
= ( 5 ahrarwh) = ar( g ahrwh) = E ArUp = T,
r=1 h=1 r=1 h=1 r=1
que es lo que queriamos probar. (I

Una pregunta que surge es la de la unicidad de la matriz de cambio de base: dadas dos
bases By y B, la matriz C(Bj, B) que hemos definido transforma coordenadas en la base
By en coordenadas en la base Bs. jExistird alguna otra matriz en K™*™ con esta misma
propiedad? El resultado que probamos a continuacién nos asegura que no.

Proposicion 2.18 Sean A, A’ € K"*", Si A.x = A'.x para todo x € K™, entonces A = A'.

Demostracion. Sea E = {eq,...,e,} la base canénica de K™. Por hipétesis, A.e; = A'.e;
para cada 1 < j7 < n. Pero

n n
(Aej)i = Z Ap(ejlh=4i; vy  (Aej)i= Z Aplej)n = Ay
h=1 h=1
para cada 1 <7 < n, de donde A;; = A}, para todo 1 <i,j <n. Luego, A= A". O

De las proposiciones anteriores se desprende:

Observacion 2.19 Dadas dos bases By y By de un espacio vectorial V' de dimensién n, la
matriz C(Bj, By) es la tinica matriz en K"*" que verifica C(B1, B2)((%)5,)! = ((z)p,)! para
todo x € V.

Esta observacion dice que si una matriz A verifica A.((z)p,)" = ((z)p,)" para todo = €
V, entonces necesariamente A = C(Bj, By). Utilizando este resultado, es facil probar las
igualdades que enunciamos a continuacién.

Corolario 2.20 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, y sean By, By y B3 bases
de V. Entonces:
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1. C(By, B3) = C(Bg, B3).C(By, Ba).

2. C(BQ,Bl) = 0(31732)_1.

Para terminar, probaremos algunos resultados que relacionan matrices inversibles con
cambios de base.

Proposicién 2.21 Sea A € GL(n, K). Existen bases By, By de K™ tales que A = C(By, Bs).

Demostracion. Supongamos que A;; = a;; paracadal <i<n,1<j <n.
n n
Sea By = E ={ej,...,en}, labase canénica de K™,y sea By = { S ain-€iyeey Y am.ei}.
i=1 i=1

Veamos que B; es una base de K", para lo cual basta ver que B; es un conjunto linealmente
n

n
independiente. Supongamos que ozj< > aij.e,;) = 0. Entonces
j=1 i=1

n n n n n n
0=> (Z%‘aijei) = (Z%‘aijei) = (Z%‘aiﬁ%
j=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

n
de donde ) a;ja; = 0 para cada 1 <i <n, o equivalentemente,

j=1
aq
A. : =0
&75)
Como A es inversible, esto implica que a; = --- = a,, = 0. Luego Bj es linealmente indepen-
diente y, en consecuencia, una base de K™*",
Es claro que C(By, E) = A. O

Proposicién 2.22 Sea A € GL(n,K) y sea B una base de K™. Entonces:
i) Eziste una base By de K™ tal que A = C(By, B).

i1) Existe una base By de K™ tal que A= C(B, Bs).
Demostracion.

i) Se prueba en forma andloga a la proposicién anterior, reemplazando la base canénica E
por la base B dada.

ii) Por la parte i), dadas A=! € GL(n,K) y la base B de K", existe una base By de K"
tal que A~! = C(Bs, B). En consecuencia, A = C(By, B)~! = C(B, Ba). O
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2.5 Ejercicios

Ejercicio 1. Probar que los siguientes conjuntos son subespacios de K"™*™ y calcular su
dimension.

i) S; ={A€ K"/ A= A"} (matrices simétricas)

ii) Sp ={A4 € K"/ A= —A} (matrices antisimétricas)

)
)
iii) Ss ={A e K"*"/ A;; =0sii> j} (matrices triangulares superiores)

iv) Sy ={Ae K"*"/A;; =0sii+# j} (matrices diagonales)

v) Ss={Ae K""/A;; =0sli#jy A1 = Aax = ... = A,,,,} (matrices escalares)
vi) Sg ={A € K""/tr(A) =0}

Ejercicio 2. Sean Sy, Sy, S5 y Sg los subespacios del ejercicio anterior.

i) Probar que S ® So = K™*"si2#0en K.
ii) Probar que S5 ® S¢ = K" si K=Q, R 6 C.

Ejercicio 3. Sean m, n y r € N. Probar:

blj

i) SAe K™, Be K™" con B = (b;;) y,paral <j<r, B = (la columna j-
bnj

ésima de B), entonces A.B = (A.B1|...| A.B,) (es decir, A.B; es la columna j-ésima

de A.B).

i) (Multiplicacion de matrices por blogues.)
Sean A, A’ € K" B, B' € K™*™. C, ¢ € K™ y D, D' € K™*™.

A B A/ B/
/ (n+m)x (n+m) . I __
Sean M, M S K deﬁnldas por M = (C D> y M = (C’/ D,)

AA +BC AB +B.D
! __
Entonces M.M' = (C’.A’ +D.C' C.B -|-D.D’)'

Ejercicio 4.
i) Probar que, Vn € N, n > 2, el producto de matrices en K™*™ no es conmutativo.
ii) Caracterizar el conjunto {A € K"*"/ A.B=B.A VB € K"*"}.

ili) Sea A € K™*™. Probar que el conjunto S de todas las matrices que conmutan con A es
un subespacio de K™*™. Probar que I, € Sy que A7 € § Vj € N.
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iv) Sea A € K™™ con n > 2. Probar que el conjunto {I,, A, A% A3 ... ,A”Q’l} es lineal-
mente dependiente.

v) Dar condiciones necesarias y suficientes sobre A y B € K™*" para que

a) (A+ B)? =A% +2AB + B2
b) A2 — B2 = (A—B).(A+ B)

vi) Probar que si Ay B € K™ " no necesariamente vale A%.B% = (A.B)?

Ejercicio 5. Sean A, B 'y C € K™*" (n > 2). Mostrar la falsedad de las siguientes afirma-
ciones:

i) AB=0 = A=06 B=0
ii

AB=ACyA#0 = B=C

iv

i)
i)
iii) AB=0 = BA=0
)
) A

=A => A=006A=1,

\

Ejercicio 6. Sea A € K™*". Probar que el conjunto T' = {B € K"*"/ A.B = 0} es un
subespacio de K™*™. Si S C K™ es el subespacio de soluciones del sistema homogéneo cuya
matriz asociada es A, probar que dim7T = n.dim S.

Ejercicio 7. Sean A, A’ ¢ K™*"; Be K™"*"; D,D' € K"*";«a € K. Probar:

i) (A+ A=A+ (A) iv) tr(D+ D') =tr(D)+tr(D’)
i) (a.A)! =a. A v) tr(a.D) = a.tr(D)
iii) (A.B)! = BtA! vi) tr(D.D") =tr(D'.D)

Ejercicio 8. Sean Ay B € K™ ™.

i) Probar que si A y B son triangulares superiores, A.B es triangular superior.
ii) Probar que si A y B son diagonales, A.B es diagonal.

ili) Probar que si A es estrictamente triangular superior (es decir, A;; = 0sii > j), A" = 0.

Ejercicio 9. Sea A € K"*",

i) Probar que A.A* y A%A son simétricas. Encontrar un ejemplo donde A.A? # A’ A.

ii) El producto de dos matrices simétricas, jes una matriz simétrica?
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iii) Si K =R, probar que A =0 <= A.A'=0 < tr(4.A") =0.

4 -1

Ejercicio 10. Sea A = (8 5

) € R2x2,

i) Hallar by ¢ € R tales que A% +b.A + c.I; = 0.
ii) Calcular A™ Vn € N.

Ejercicio 11. Sea A € K?*2 con A = LCL Z) y sea A = a.d — b.c. Probar que, si A # 0,
1 d -=b
-1 _
AeGL(2,K)y A _A'<—c a)'

Ejercicio 12. Sea A € GL(n,K) y B, C € K™*™. Probar:
i) AB=AC = B=C
i) AB=0 = B=0

Ejercicio 13. Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa.
i) A, BeGL(n,K) = A+ Be€GL(n,K)
ii) A€ GL(n,K) < A' € GL(n,K)

iii) tr(A)=0 = A¢ GL(n,K)
)

v

A nilpotente (es decir, 3j e N/ AT =0) = A¢ GL(n,K)

Ejercicio 14. Sea A € K™*" ysea b€ K™. Sea H = {x € K™/ A.x = b}. Probar:

i) Si C € GL(m, K), entonces H = {z € K" / (C.A).x = C.b}.

ii) Sim=ny A€ GL(n,K), entonces H tiene un solo elemento. ;Cuél es? (Notar que
esto significa que si A es inversible, cualquier sistema lineal cuya matriz asociada sea A
tiene solucién tnica).

Ejercicio 15.
i) Sea A =T"2(1) € R?*2. Calcular A% y 20.A.
ii) Calcular (P%)1 y (P%)16,

iii) Sea B = M;3(2) € R***. Calcular B* y 20.B.
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Ejercicio 16. Averiguar si las siguientes matrices son inversibles y en caso afirmativo exhibir
sus inversas.

21 3 1 2

1 1 1 0 5 -1 8 2

)y A=(0 1 1 iv) A=|0 0 0 1 2
0 1 00 0 1 2

00 0 0 2

1 0 -1 0 aiq 0 0

) oo 1 0 0 am 0
i) A=191 9 3 vy A=\ T
31 -1 3 0 0 ... apn

cosf —senf O
iii) A=|senf cosf O
0 0 1

Escribir las que sean inversibles como producto de matrices elementales.

Ejercicio 17. Sea A € K™*" y sea b € K".

i) Probar que el sistema A.z = b tiene solucién unica <= A € GL(n, K).

ii) Probar que A € GL(n,K) <= las filas de A son linealmente independientes <=
las columnas de A son linealmente independientes.

Ejercicio 18. Sea A € K™*". Probar que:
dBe K""/B.A=1, < AcGL(n,K).

Deducir que 3Be€ K""/AB=1, < AecGL(n,K).

Ejercicio 19. Encontrar las coordenadas de v € V respecto de la base B en los siguientes
casos:

V=K"; v=(x1,...,2,) y B labase canénica

iv) V= ]RS; v = (I17I271'3) y B = {(1727 *1)3 (27 173)v (17372)}

v) V=R3[X]; v=2X2-X3 yB={3,1+X,X?+5, X3+ X?%}

N T 2x2. ., _ [ Q11 (12 _Jf1 3 1 4 0o 2 1 1
V=R 7U_<(121 a22>yB_{<0 —1>’(3 2)°\1 -1)°\2 5
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Ejercicio 20. Calcular C'(B, B’) en los siguientes casos:

i) V=R B={(1,1),(1,2)}, B'={(-1,3),(2,5)}

ii) V=R3 B=1{(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}, B’ = {(-1,1,1),(2,0,1),(1,-1,3)}
iii) V =R3, B={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}, B = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}
iv) V=Ry[X], B={3,1+ X, X?}, B ={1,X+3, X?+ X}

v) V=R% B ={v,v2,03,0v4}, B = {v3,v1,v4,02}

vi) V =R?*2, B={E"Y, F'2, E?' E*},

wo ! i)(é (0 3) G

Ejercicio 21. Dado v € V y las bases B y B’, hallar las coordenadas de v respecto de B y
utilizando la matriz de cambio de base, las coordenadas de v respecto de B’.

i) v=(2,3) y B, B’ como en el Ejercicio 20, i)
ii) (=1,5,6) y B, B’ como en el Ejercicio 20, ii)
iii) v =(-1,5,6) y B, B’ como en el Ejercicio 20, iii)
iv) 2.0

v1 + 3w —b.wg + T.wy y B, B’ como en el Ejercicio 20, v)

= ( 212) y B, B’ como en el Ejercicio 20, vi)
22

Ejercicio 22. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sean B, B’ y B” bases de V.
i) Probar que C(B,B") = C(B’,B").C(B, B).

ii) Deducir que C(B, B') € GL(n,K) con C(B,B')"" = C(B', B).

—_
—_
—_

una base B’ tal que M = C(B, B’)

—_
—_
—_

y la base B’ = {v1,vq,v3} de K3, hallar

1 01
Ejercicio 23. Dadas la matriz M = ( y la base B = {vy,vs,v3} de K3, hallar
Ejercicio 24. Dadas la matriz M = (

una base B tal que M = C(B, B’).
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Capitulo 3

Transformaciones lineales

Las transformaciones lineales son las funciones con las que trabajaremos en Algebra Lineal.
Se trata de funciones entre K-espacios vectoriales que son compatibles con la estructura (es
decir, con la operacién y la accién) de estos espacios.

3.1 Definiciones, ejemplos y propiedades basicas

En esta seccién introduciremos la nocién de transformacién lineal, asi como también ciertas
nociones bésicas asociadas a estas funciones.
3.1.1 Transformaciones lineales
Definicién 3.1 Sean (V,+,,-,) v (W,+,,,-,,) dos K-espacios vectoriales. Una funcién
f:V — W se llama una transformacion lineal (u homomorfismo, o simplemente morfismo)
de V' en W si cumple:

i) flo+,v)=f)+, () Vo' eV

i) fOA-, v)=A-, flv) VAe K, VveV.
Observacién 3.2 Si f: V — W es una transformacién lineal, entonces f(0y) = Ow .

En efecto, puesto que f(0y) = f(0y + 0y) = f(Oy) + f(Ov), entonces

Ow = FO0)+(=FO0v) = (FOv) + F(Ov)) + (=f(0v)) =
fOv) + (f(ov) + (—f(ov))) = f(0v) + 0w = f(Ov).
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Ejemplos.

1. Sean V' y W dos K-espacios vectoriales. Entonces 0: V' — W, definida por 0(z) = Ow
Vx € V, es una transformacién lineal.

2. SiV es un K-espacio vectorial, id : V' — V definida por id(z) = x es una transformacién
lineal.

3. Sea A € K™ ™. Entonces fq : K" — K™ definida por fa(z) = (A.x')! es una
transformacion lineal.

4. f: K[X] — K[X], f(P) = P’ es una transformacién lineal.

5. F : C(R) — R, donde C(R) = {f : R — R | f es continua}, F(g) = [ g(z)dz es una

Ot —

transformacion lineal.

Como hemos mencionado al comienzo, las transformaciones lineales respetan la estructura
de K-espacio vectorial. Esto hace que en algunos casos se respete la estructura de subespacio,
por ejemplo en las imagenes y pre-imagenes de subespacios por transformaciones lineales:

Proposicién 3.3 Sea f:V — W una transformacion lineal. Entonces:

1. Si S es un subespacio de V', entonces f(S) es un subespacio de W.

2. Si T es un subespacio de W, entonces f~1(W) es un subespacio de V.

Demostracion.
1. Sea S C V un subespacio y consideremos f(S) ={w € W /3s € S, f(s) = w}.

(a) Ow € f(S), puesto que f(Oy) =0 y Oy € S.
/!

(b) Sean w,w" € f(S). Entonces existen s,s € S tales que w = f(s) y v’ = f(s').
Luego w4 w' = f(s) + f(s') = f(s+ ') € f(S), puesto que s +s" € S.

(c) Sean A € Ky w € f(S). Existe s € S tal que w = f(s). Entonces A\-w = A f(s) =
f(A-s) € f(S), puesto que A-s € S.
2. Sea T un subespacio de W'y consideremos f~*(T) ={v eV / f(v) € T}.

(a) Oy € f~1(T), puesto que f(Oy) =0y € T.

(b) Sean v,v' € f~(T). Entonces f(v), f(v') € Ty, por lo tanto, f(v+') = f(v) +
f(v') € T. Luego v +v' € f~1(T).

(c) Sean A € K, v € f~Y(T). Entonces f(v) € Ty, en consecuencia, f(A-v) = \-f(v) €
T. Luego X -v € f~YT). O
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De la Definicién 3.1 se deduce inmediatamente que una transformacién lineal preserva
combinaciones lineales. Veremos que, debido a esto, una transformacién lineal queda univo-
camente determinada por los valores que toma en los elementos de una base cualquiera de su
dominio. Comenzamos con un ejemplo.

Ejemplo. Hallar, si es posible, una transformacién lineal f : R? — R? que verifique f(1,1) =
(0,1) y f(1,0) = (2,3).

Dado (21, 72) € R? se tiene que (x1,22) = 22(1,1) + (z1 — 22)(1,0). Entonces, si f verifica
lo pedido, debe ser

f(l‘l, 1‘2) = .Tg.f(l, 1) + (xl — .Z‘Q).f(l, 0) = 1‘2.(0, 1) + (1‘1 — 1‘2).(2, 3)
= (221 — 229,321 — 223).

Ademsds, es facil ver que esta funcién es una transformacion lineal y que vale f(1,1) = (0,1)
y f(170) = (273)‘

Luego, f(z1,22) = (221 — 229, 3x1 — 2x2) es la Unica transformacién lineal que satisface
lo pedido.

La construccién realizada en el ejemplo puede hacerse en general. Por simplicidad, lo
probaremos para el caso en que el dominio de la transformacién lineal es un K-espacio vectorial
de dimensién finita.

Proposicién 3.4 Sean V y W dos K-espacios vectoriales, V de dimension finita. Sea B =
{v1,...,v,} una base de V y sean wy, ..., w, € W vectores arbitrarios. Entonces existe una
unica transformacion lineal f : V. — W tal que f(v;) = w; para cada 1 <i < n.

Demostracion.
n
Ezistencia. Dado v € V existen dnicos aq,...,a, € K tales que v = Y «o;v;, es decir,
i=1
(a1,...,a,) = (v)p es el vector de coordenadas de v en la base B. Definimos
n
flw) = Z W;.
i=1
(Observar que no hay ambigiiedad en la definicién de f por la unicidad de aq, ..., ay,.)

Veamos que f es una transformacién lineal:
n n
Sean v,v’ € V. Supongamos que v = Y a;v; y v' = Y afv;. Entonces
i=1 i=1
n n n
/ !/ !/
v+ = E o v; + E U = E (v + a;)vs,
i=1 i=1 i=1
¥y, €n consecuencia,

n

flo+) = Z(Ozi + ap)w; = Zaiwi + Zaéwi = f(v) + f(¥").
i=1 i=1

i=1
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De manera andloga se prueba que f(Av) = Af(v) VA e K, Vv e V.

Unicidad. Supongamos que f y g son dos transformaciones lineales de V' en W tales que
n

f(vi) = w; y g(v;) = w; para cada 1 <4 < n. Entonces, dado v € V, si v = Y o;v;, por la

i=1
linealidad de f y g se tiene que

flv) = Zaif(vi) = Z%’g(vi) =g(v).
i=1 i=1

Luego, f(v) = g(v) para todo v € V, de donde f = g. O

Observacién 3.5 Con una demostracién anidloga a la de la proposicién anterior se prueba
que, si V' 'y W son dos K-espacios vectoriales (V' no necesariamente de dimensién finita),
B={v;:ie€I}unabasede Vy{w; :i€l} CW, existe una tnica transformacién lineal
f:V — W tal que f(v;) =w; Vi€ I

Teniendo en cuenta que las transformaciones lineales son funciones entre conjuntos, tiene
sentido estudiar la validez de las propiedades usuales de funciones: inyectividad, suryectividad
y biyectividad. Las transformaciones lineales que verifican alguna de estas propiedades reciben
nombres particulares:

Definicién 3.6 Sean V' 'y W dos K-espacios vectoriales, y sea f : V' — W una transformacién
lineal. Se dice que:

1. f es un monomorfismo si f es inyectiva.
2. f es un epimorfismo si f es suryectiva.

3. f es un isomorfismo si f es biyectiva.

En algunos casos, consideraremos transformaciones lineales de un K-espacio vectorial en
s{ mismo:

Definicién 3.7 Sea V un K-espacio vectorial. Una transformacién lineal f : V' — V se llama
un endomorfismo de V. Si f es un endomorfismo que es ademds un isomorfismo, entonces se
dice que es un automorfismo.

3.1.2 Nicleo e imagen de una transformacion lineal

A una transformacién lineal f : V — W podemos asociarle un subespacio de V, llamado su
nicleo, que de alguna manera mide el tamano de la pre-imagen por f de un elemento de su
imagen. En particular, conocer este subespacio nos permitirda determinar si f es inyectiva.

Definicién 3.8 Sean V y W dos K-espacios vectoriales, y sea f : V' — W una transformacién
lineal. Se llama niicleo de f al conjunto Nu(f) ={v eV / f(v) =0} = f~1({0}).
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Observamos que si f : V — W es una transformacion lineal, Nu(f) es un subespacio de
V, puesto que es la pre-imagen por f del subespacio {0} C W (ver Proposicién 3.3).

Ejemplo. Sea f : R — R? la transformacién lineal definida por f(xq,x2,23) = (21, 22).
Entonces

Nu(f) = {($17I2,$3)€R3If($17$2,$3)20}
= {(x17x27m3)€R3:$1:$2:0}
— < (0,0,1)>.

La siguiente proposicién nos da una manera de determinar si una transformacién lineal es
un monomorfismo considerando simplemente su ntcleo.

Proposicion 3.9 Sea f:V — W wuna transformacion lineal. Entonces

f es monomorfismo <= Nu(f) = {0}
Demostracion.

(=) Si f es un monomorfismo, entonces es una funcién inyectiva. En particular, existe a lo
sumo un elemento v € V tal que f(v) = 0. Puesto que f(0) = 0, debe ser v = 0. Luego,

Nu(f) = {0}

(<) Sean v,v" € V. Supongamos que f(v) = f(v’). Entonces f(v —v") = f(v) — f(v') =0,
con lo que v—v" € Nu(f) y por lo tanto, la hipétesis Nu(f) = {0} implica que v—v' = 0,
es decir, v = v'. Luego f es inyectiva. O

Otro conjunto importante asociado a una transformacion lineal es su imagen. Recordamos
que si f : V — W, su imagen se define como Im(f) = {w € W /3v €V, f(v) = w}. De la
Proposicién 3.3 se desprende que la imagen de una transformacién lineal f : V — W resulta
ser un subespacio de W.

Ejemplo. Hallar la imagen de la transformacién lineal f : R® — R3 definida como
f(z1,m2,23) = (21 — T2, =71 + 72,221 — 272 + T3).
Por definicién,
Im(f) = {yeR’/3JzeR’ f(z)=y}
= {yeR®/3I(x1,22,23) €ER3, (1 — 20,21 — 9,221 — 220 + 3) = y}.
Entonces, un elemento de y pertenece a Im(f) si y sélo si es de la forma
y = (v1—x2,—71 + 22,271 — 222 + ¥3)

(x1, —21,221) + (=22, 22, —222) + (0,0, x3)
21.(1,—1,2) + 29.(—1,1,—2) + 25.(0,0,1).



70 Transformaciones lineales

Lueg07 Im(f) =< (17 *la 2)a (*la 1, 72)3 (0707 1) >=< (17 717 2)7 (Oa Oa 1) >.
Otra manera de calcular la imagen de f, teniendo en cuenta que es una transformacién
lineal, es la siguiente:

Consideremos un sistema de generadores de R?, por ejemplo la base canénica {ey, e, e3}.
Para cada x € R? se tiene que & = x1.e1 + T2.e2 + x3.€3, de donde resulta que

f(z) = z1.f(e1) + x2.f(e2) + 3. (e3).
Luego,

Im(f) = {f(z): 2R’} =< fler), fle2), fles) > =
<(1,-1,2),(~1,1,-2),(0,0,1) > = < (1,-1,2),(0,0,1) >.

La proposicién siguiente generaliza el segundo de los procedimientos utilizados en el ejem-
plo anterior para el cdlculo de la imagen de una transformacion lineal.

Proposicién 3.10 Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea f : V — W una transfor-
macion lineal. Entonces, si {v; :i € I} es un sistema de generadores de V., {f(v;) : i € I} es
un sistema de generadores de Im(f).

Demostracion. Por definicién, Im(f) ={w e W / v eV, f(v) =w} ={f(v):v eV}
Si {v; : i € I} es un sistema de generadores de V', para cada v € V, existen 41,...,4, € T

n
y elementos «;, € K tales que v = > a;;vi;. Luego
j=1

f(v):Zaijf(vij) € <{f(v):iel}>.
j=1

Esto prueba que Im(f) C < {f(v;):4 € I} >. Es claro que vale la otra inclusién, ya que
f(v;) € Im(f) para cada i € I.

Luego, Im(f) = < {f(v;) : i € I} >. O

Corolario 3.11 Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea f : V. — W una transfor-
macion lineal. Si V es de dimension finita, entonces Im(f) también lo es y se tiene que
dim(Im(f)) < dimV.

Corolario 3.12 Si f: V — W es un epimorfismo, y {v; : i € I} es un sistema de generadores
de V, entonces {f(v;) : i € I} es un sistema de generadores de W.

Ejemplo. Sean S y T los subespacios de R? definidos por S = {z € R® /o1 — 25 = 0} y
T = {z € R® /23 = 0}. Hallar una transformacién lineal f : R® — R3 tal que f(S) =T.

Sabemos que para definir una transformacién lineal f : R? — R? basta con especificar los
valores que toma sobre los elementos de una base de R3.
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Consideramos entonces una base de S, por ejemplo {(1,1,0),(0,0,1)}, y la extendemos
a una base de R3, por ejemplo {(1,1,0),(0,0,1),(1,0,0)}. Teniendo en cuenta que T =
< (1,0,0),(0,1,0) >, definimos:

f(1,1,0) = (1,0,0),  f(0,0,1) = (0,1,0), f(1,0,0) = (0,0,1).

Entonces f(S) =< f(1,1,0), f(0,0,1) > =< (1,0,0),(0,1,0) > =T.

Observemos que si f : V. — W es un epimorfismo y {v; : i € I} es una base de V,
entonces {f(v;) : i € I'} no es necesariamente una base de Im(f): Por el corolario anterior, es
un sistema de generadores, pero podria no ser un conjunto linealmente independiente, como
puede verse en el ejemplo presentado en la pagina [69.

Esto es consecuencia de que una transformacion lineal arbitraria no preserva independencia
lineal. En la proposicién siguiente veremos que esto si es valido para el caso de monomorfismos.
Sin embargo, si f : V — W no es un monomorfismo, existe v € V, v # 0, tal que f(v) = 0,
con lo cual {v} C V es un conjunto linealmente independiente, pero {f(v)} = {0} C W no lo
es.

Proposicion 3.13 Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea f : V. — W un monomor-
fismo. Entonces, si {v; :i € I} CV es un conjunto linealmente independiente, {f(v;) : i €

I} C W es un conjunto linealmente independiente.

Demostracidn. Supongamos que una combinacién lineal de {f(v;) : ¢ € I} satisface

> a;f(v;) = 0. Como f es una transformacién lineal, entonces f( > a;v;)] = 0, y como

i€l i€l

es un monomorfismo, debe ser Y o;v; = 0. La independencia lineal de {v; : i € I} implica
i€l

que a; =0Viel. O

Corolario 3.14 Si f : V. — W es un monomorfismo y B = {v; : i € I} es una base de V,
entonces {f(v;) : i € I'} es una base de Im(f). En particular, si V es un K-espacio vectorial
de dimension finita, dim(Im(f)) = dim V.

Teniendo en cuenta que un isomorfismo es una transformacion lineal que es a la vez un
epimorfismo y un monomorfismo, de los Corolarios [3.12 y 13.14] se deduce:

Corolario 3.15 Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea f : V. — W un isomorfismo.
Entonces para toda base B de V', f(B) es una base de W. En particular, si V es de dimensidn
finita, W también lo es y dimV = dim W.

3.1.3 Composicion de transformaciones lineales

La composicién de funciones usual puede realizarse, en particular, entre dos transformaciones
lineales. El resultado es, en este caso, una nueva transformacion lineal.
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Proposicién 3.16 Sean V,W y Z K-espacios vectoriales. Sean f:V - W yg: W — Z
transformaciones lineales. Entonces go f :V — Z es una transformacion lineal.

Demostracién. Sean v,v’ € V. Entonces

go flo+v)=g(f(v+v)) =g(f(v) + f()) = g(f(v) +g(f(v)) = go f(v) + g0 f(¥').

Anélogamente, si A € K y v € V, se tiene que
gof(A-v)=g(f(A-v)) =g\ f(v)) =A-g(f(v)) =A- (g0 f(v)). O

Finalmente, analizamos las propiedades de la funcién inversa de una transformacién lineal
biyectiva (es decir, un isomorfismo).

Proposicion 3.17 Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea f : V — W una transfor-
macion lineal. Si f es un isomorfismo, entonces f~1: W — V es una transformacion lineal
(que resulta ser un isomorfismo).

Demostracion. Sean w,w’ € W. Como f es un isomorfismo, existen tnicos v,v’ € V tales
que w = f(v) y w' = f(v"). Entonces

FHw+w) = F7Hf ) + f() = fTHfo+0) = v+ = f7Hw) + f7H (w).
Dados w € W y A € K|, existe un tnico v € V tal que w = f(v). Entonces
FRH - w) = FH - f0) = FH - 0) = Ao = A (FH(w).

Luego, f~! es una transformacién lineal. Es claro que es biyectiva. O

3.2 Espacios vectoriales de dimensioén finita

Al estudiar espacios vectoriales de dimensién finita en los capitulos anteriores, dijimos que
podriamos trabajar en un K-espacio vectorial arbitrario de dimensién n “como si fuese” K"
simplemente considerando vectores de coordenadas. La nocién de isomorfismo nos permite
formalizar esta idea.

Proposicion 3.18 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n. Entonces existe un iso-
morfismo f:V — K",

Demostracion. Sea B = {vy,...,v,} una base de V.

n
Dado z € V, existe tnicos x1,...,z, € K tales que z = > z;v;. Definimos
i=1

f:V—=K" f(x)=(x1,...,2p).
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Veamos que f es una transformacién lineal:
n n n
Sean z,y € V. Six = > zv; e y= > y;v;, entonces z +y = > (z; + y;)v;. Luego
i=1 i=1 i=1
f(ery) = (Il +y1a"'axn+yn) = (Ilv"'7zn)+(yla"'7y7z> :f(z)+f(y)
En forma andloga se prueba que f(A.x) = A.f(x) para cada A € Ky cadaz € V.

Es claro que si f(z) = 0, entonces = 0, de donde f es un monomorfismo.

n
Finalmente, dado (z1,...,z,) € K™, consideramos « = _ x,v; € V. Se tiene que f(z) =
i=1
(z1,...,2n). Luego, f es un epimorfismo.
En consecuencia, f es un isomorfismo. O

Ejemplo. Sea K3[X| ={P € K[X] / P =00 gr(P) < 3}, que es K-espacio vectorial de
dimension 4.

Un isomorfismo f : K3[X] — K* puede definirse como sigue:

3 .
Si P =5 a; X", entonces f(P) = (ao,a1,a2,as3), lo que corresponde a considerar en la
i=0
demostracién anterior la base B = {1, X, X? X3} de K3[X].

Observar que, teniendo en cuenta que la aplicaciéon f definida en la demostracién de la
Proposicién 13.18| es tomar coordenadas en la base B, esto nos permite trabajar con coorde-
nadas en una base en el siguiente sentido:

i) {wi,...,ws} es linealmente independiente en V. <= {f(w1),..., f(ws)} es linealmente
independiente en K.

ii) {w1,...,w,} es un sistema de generadores de V. <= {f(w1),..., f(w,)} es un sistema
de generadores de K™.

iii) {w1,...,w,} es una base de V. <= {f(w1),..., f(w,)} es una base de K™.

Por ejemplo, para decidir si {X? — X + 1, X2 —3.X +5,2.X%2 + 2.X — 3} es una base de
Ro[X], bastard ver si {(1,—1,1), (1,-3,5), (2,2, —3)} es una base de R3 para lo que se puede
usar el método de triangulacién.

3.3 Teorema de la dimension

El siguiente resultado relaciona las dimensiones del ntcleo y de la imagen de una transfor-
macion lineal con la de su dominio.

Teorema 3.19 (Teorema de la dimensién para transformaciones lineales) SeanV y
W dos K-espacios vectoriales, V' de dimension finita, y sea f : V — W wuna transformacion
lineal. Entonces

dim V = dim(Nu(f)) + dim(Im(f)).
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Demostracion. Sean n = dimV y r = dim(Nu(f)).
Si r =n, entonces f =0 y dim(Im(f)) = 0. Por lo tanto, el teorema vale.

Si r =0, entonces f es un monomorfismo. En este caso, si B es una base de V', entonces
f(B) es una base de Im(f). Luego dim(Im(f)) = dimV (ver Corolario [3.14), y el teorema
vale.

Supongamos ahora que 0 < r < n. Sea {vy,...,v,} una base de Nu(f). Sean vy41,...,0,
en V tales que {v1,...,0p, Upg1,...,0,} €s una base de V.
Veamos que entonces {f(vry1),...,f(v,)} es una base de Im(f), de donde se deduce

inmediatamente el teoremas:

e Puesto que {v1,...,0,,0r41,...,0,} es una base de V, se tiene que

Im(f) =< f(v1)y.o s f(0r)s f(Urig1)y ooy flon) > =< f(Upg1)s.- ., f(Un) >,

pues f(v;) =0 paral <i<r.

e Sean y1,...,a, € K tales que . a;f(v;) = 0. Entonces f( > aivi) =0, es

1=r+1 1=r+1
n
decir, > a;v; € Nu(f). Como {vy,...,v,} es una base de Nu(f), existen aq,...,a, €
1=r+1
K tales que
n T T n

Z Q0 = Zaivi < Z(—ai)vi + Z a;v; =0

i=r+1 i=1 i=1 i=r+1
Como {v1,...,v,} es un conjunto linealmente independiente, a;; = 0 para cada 1 <

i < n. En particular, a; = 0 parai =r +1,...,n. Luego, {f(vr41),...,f(vn)} es un
conjunto linealmente independiente.

Como consecuencia de este resultado se prueba que si una transformacién lineal entre
dos espacios vectoriales de dimensién n es inyectiva (resp. suryectiva), entonces también es
suryectiva (resp. inyectiva):

Corolario 3.20 Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension n y sea f:V — W
una transformacion lineal. Son equivalentes:

1. f es un isomorfismo.
2. f es un monomorfismo.

3. f es un epimorfismo.
Demostracion.

(1. = 2.) Por definicién.
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(2. = 3.) Por el teorema de la dimensién, n = dim V' = dim(Nu(f)) + dim(Im(f)), y como f
es un monomorfismo, dim(Nu(f)) = 0. Entonces dim(Im(f)) = n = dim W, de donde
Im(f)=W.

(3. = 1.) Por el teorema de la dimensién, y teniendo en cuenta que f es un epimorfismo, se
tiene que n = dim V = dim(Nu(f)) + dim(Im(f)) = dim(Nu(f)) + n. Esto implica que
dim(Nu(f)) = 0, con lo cual, Nu(f) = {0} y f es un monomorfismo. Siendo epimorfismo
y monomorfismo, resulta que f es un isomorfismo. ([l

A diferencia de lo que sucede para muchos de los resultados que hemos demostrado, en
el corolario anterior la hipétesis de que los espacios vectoriales sean de dimensién finita es
esencial. El resultado no vale para transformaciones lineales definidas en espacios de dimensién
infinita:

Ejemplo. Sea V = K[X].

1. Sea f: K[X] — K[X], f(P) = P’, que es una transformacién lineal.

n . n+1 .
e f es epimorfismo: Sea Q = Y a; X". Entonces f( > %X’) =Q.
i=0 i=1
e f no es monomorfismo: f(1) =0, pero 1 # 0.
2. Sea g: K[X| — K[X], g(P) = X.P.

e g es monomorfismo: Si f(P) = X.P =0, entonces P = 0.

e g 1o es epimorfismo: 1 ¢ Im(f).

3.4 Proyectores

Definicién 3.21 Sea V un K-espacio vectorial. Una transformacién lineal f : V. — V se
llama un proyectorsi fo f = f.

Proposicion 3.22 Sea V un K-espacio vectorial, y sea f : V — V wuna transformacion
lineal. Entonces f es un proyector si y sélo si f(x) = x para cada x € Im(f).

Demostracion.

(=) Supongamos que f es un proyector. Sea x € Im(f). Entonces existe v € V tal que

z = f(v). Luego, f(z) = f(f(v)) = fo f(v) = f(v) = z.

(<) Seawv € V. Entonces f(v) € Im(f) y, por hipétesis, f(f(v)) = f(v), es decir, fo f(v)
f(v). Como esto vale para cada v € V, resulta que fo f = f.

Ol

Proposicion 3.23 Sea V un K-espacio vectorial y sea f :V — V un proyector. Entonces
Nu(f)® Im(f)=V.
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Demostracion. En primer lugar, veamos que Nu(f) NIm(f) = {0}: Sea z € Nu(f) N Im(f)
Como z € Im(f), por la proposicién anterior, f(z) = . Pero z € Nu(f), de donde f(z) =0
Luego, x = 0.

Veamos ahora que Nu(f) 4+ Im(f) = V: Sea x € V. Entonces z = (z — f(z)) + f(z) y se
tiene que f(x — f(z)) = f(z) — f o f(2) = f(z) — f(z) = 0, con lo que z — f(z) € Nu(f) y
f(w) € (). O

Proposicion 3.24 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V tales que
S@T =V. Entonces existe un unico proyector f :V — V tal que Nu(f) =S5, Im(f) =T.

Demostracion. Como V = S @ T, para cada = € V, existen Unicos s € S y t € T tales que
x = s+t. Entonces, si f:V — V es un proyector tal que Nu(f) = S, Im(f) = T, se tiene
que f(z) = f(s+1t) = f(s) + f(t) = 0+ ¢ = t, donde la peniltima igualdad es consecuencia
de que f es un proyector y t € Im(f) (ver Proposicién [3.22).

Consideremos entonces la funcién f: V — V definida por
fx)y=t siz=s+tconseS teT.
Observamos que f es una transformacién lineal:

e Siz,z € Vitalesquex = s+t 2 =5 +1t, cons,s’ € Syt t' €T, entonces
x4z =(s+8)+(t+t)cons+s €Syt+t €T (puesto que Sy T son subespacios
de V) y, por lo tanto, f(z+a') =t+t' = f(z) + f(a').

e SieKyzxzeV,z=s+tconse S, teT,entonces \.x = (A.s) + (A.t) con A.s € S,
At eT. Luego f(Az) = At = Af(x).

Ademsds, f es un proyector: Six € Vyxz =s+tcons e S, te€T, entonces fo f(z) =
F(f(s+1)) = f(t) = FO+1) = f().

Es claro que Im(f) = T. Veamos que Nu(f) = S: Siz € Nu(f) yx =s+tcon s € S,
t € T, entonces 0 = f(x) = t, con lo cual, z = s € S. Por otro lado, si s € S, entonces
s=s+0conseS, 0Ty, porlo tanto, f(s) =0.

Luego, la funcién f que hemos definido es el dnico proyector f : V — V con Nu(f) = 5,
Im(f)="T. O

3.5 Representacién matricial

Uno de los primeros ejemplos de transformaciones lineales que hemos visto son aquéllas de
la forma f : K™ — K™, f(z) = A.x con A € K™*" (cuando quede claro por el contexto,
suprimiremos el signo de !, escribiendo A.x en lugar de (A.z%)?).

En esta seccién veremos que toda transformacién lineal entre espacios vectoriales de di-
mension finita puede representarse de esta manera. Para esto, utilizaremos de manera funda-
mental el hecho de que fijada una base de un K-espacio vectorial V' de dimension finita n, se
tiene un isomorfismo entre V' y K™ tomando coordenadas en dicha base.
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En esta seccién todos los espacios vectoriales considerados seran de dimensién finita.

3.5.1 Matriz de una transformacién lineal

Si V' y W son K-espacios vectoriales de dimension n y m respectivamente, una transformacién
lineal f : V' — W queda univocamente determinada por los n vectores de W que son los valores
de f en una base cualquiera de V. Ademas, fijada una base de W, estos n vectores quedan
determinados por medio de sus vectores de coordenadas en K™. Se define entonces una matriz
asociada a f que contiene toda esta informacion.

Definicién 3.25 Sean V' y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita. Sean B; =
{v1,...,v,} una base de V'y By = {wi,...,wy,} una base de W. Sea f : V — W una

transformacion lineal. Supongamos que f(v;) = > aj;w; (1 < j < n). Se llama matriz de f
i=1

en las bases By, By, y se nota |f|p, B,, a la matriz en K™*"™ definida por (|f|B,B,)ij = @j
paracada 1 <i<m,1<j<n.

Notacién. Si f:V — V'y By = By = B, notaremos |f|p = |f|p5-

Ejemplo. Sea f: R3 — R2, f(x1,22,73) = (z1 + 222 — 23,71 + 372), y sean By y Bs las
bases canénicas de R3 y R? respectivamente. Se tiene que

f(1,0,0) = (1,1), £(0,1,0)=(2,3), f(0,0,1)=(—1,0).

1 2 -1
Entonces|f|]_:;1]32<1 3 0).

Observacion 3.26 Si consideramos la transformacién lineal asociada a una matriz A €
Kn*mo fa 0 K™ — K™ definida por fa(x) = A.x, entonces, a partir de la definicién an-
terior, la matriz de f4 en las bases canénicas F y £’ de K™ y K™ respectivamente resulta
ser |fA|EE’ = A.

Observacion 3.27 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n, y sean By y By bases de
V. Entonces |idy|p, B, = C(B1, B2), la matriz de cambio de base de By a By (ver Definicién
2.106).

Mediante el uso de las matrices introducidas en la Definicién [3.25y de vectores de coorde-
nadas, toda transformacién lineal puede representarse como la multiplicacién por una matriz
fija.

Proposicion 3.28 Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita, y sea
f V. — W una transformacion lineal. Si By y Bs son bases de V. y W respectivamente,
entonces para cada x €V,

|f‘Ble' (‘T)B1 - (f(x))B’z
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Demostracion. Supongamos que By = {v1,...,v,}.

n
Seax € V ysea (v)p, = (z1,...,%n), s decir, z = > z;0;.
i=1
Para cada 1 < i < n, sea C; la i-ésima columna de | f|p, p,. Por definicién, C; = (f(v;))B
Entonces

|f|B1Bz'(x)B1 = 51.C1 4+ +2,.Cp =
1‘1-(f(U1))Bg +oeee xn-(f(vn))BQ =

(i%‘f@i))B = (f(x))B,- 0

2

3.5.2 Matriz de la composicién y cambios de bases

La composiciéon de dos transformaciones lineales “se traduce” como la multiplicacién de sus
matrices.

Proposicion 3.29 Sean V, W y U tres K -espacios vectoriales de dimension finita. Sean By,
By y Bs bases de V., W y U respectivamente. Sean f:V — W yg: W — U transformaciones
lineales. Entonces

|90 flBiBs = |9|B2Bs-|fB1 B, -
Demostracion. Sean n = dimV, m = dimW y r = dimU. Entonces |g|p,B, € K™ ¥y
|f|B.B, € K™*™, con lo que |g|g,Bs-|f|BB, € K™*™. Ademés |go f|p, B, € K™%

Para cada x € V se tiene que

19|B>Bs | f1B1B2-(2) By = |9lBoBs-(f(2)) B, = 9(f () By = (90 f(2))Bs = |9 © flB1Bs-(T) B,

Luego, |9|B,Bs-|flBiB = |9 © f|B, B (Ver Proposicién 2.18). O

Corolario 3.30 Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita, y sean By y
By bases de V. y W respectivamente. Sea f:V — W un isomorfismo. Entonces |f~ 5,5, =

(1flB.B,) "

Demostracion. Se deduce inmediatamente aplicando la proposicién anterior a f~! o f = idy
y fof ! =idw. U

Concluimos esta seccién estudiando cémo se puede obtener a partir de la matriz de una
transformacion lineal f : V — W en un par de bases By y By de V' y W respectivamente, la
matriz de la misma transformacién lineal en cualquier otro par de bases By y Bj de dichos
espacios.

Proposicién 3.31 Sean V y W dos K -espacios vectoriales de dimension finita. Sean By, Bj
bases de V' y Bo, B} bases de W. Entonces

|f‘BiB§ = C(B27Bé)'|f‘Ble'O( 1731)-
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Demostracion. Se tiene que f = idy o f oidy. Aplicando dos veces el resultado dado en la
Proposiciéon 13.29y el hecho que la matriz de la transformacion lineal identidad en un par de
bases coincide con la matriz de cambio de base entre las mismas, se obtiene

\fleypy = lidw o foidv|p;p, = lidw o f|B,Bylidv|B; 5, =
= lidwl|p,py-|f|, B, -lidv |5, = C (B2, By).|f|p,5,-C(BY, B1),

que es lo que se queria probar. (I

3.6 Rango de una matriz

Utilizando la relacién entre matrices y transformaciones lineales introduciremos un nuevo
invariante asociado a una matriz: su rango.

3.6.1 Rango columna y rango fila
Sean V' y W dos K-espacios vectoriales tales que dimV =m y dimW =n, y sean By y Bs

bases de V' y W respectivamente. Sea f : V — W una transformacion lineal. Consideremos
la matriz de f en las bases By y By dada por sus columnas:

|flBiBo = (C1] ... | Cr) € K™
Si By = {v1,...,0m}, entonces Im(f) = < f(v1),..., f(vm) >. Tomando coordenadas en la
base By se obtiene un subespacio T C K™ dado por T = < (f(v1))Bys---, (f(vm))B, > =
< (Cy,...,Cy >. Como tomar coordenadas en una base es un isomorfismo, se tiene que

dim(Im(f)) = dim< Cy,...,Cy, >.

Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 3.32 Sea A € K"*™. Se llama rango columna de A, y se nota rg-(A4), a la di-
mension del subespacio de K™ generado por las columnas de A, es decir, si A = (Cy | -+ | Cn),s
entonces rgo(A) =dim< C, ..., Cp, >.

Mediante el calculo del rango columna de una matriz A es posible obtener la dimensién
del subespacio de soluciones del sistema lineal homogéneo asociado a A:

Observacién 3.33 Sea A € K"*™ y sea S = {r € K™ /A.x = 0}. Entonces dim$S =
m —rgo(A).

En efecto, consideramos la transformacion lineal asociada a A, fa : K™ — K™ definida
por fa(x) = A.x. Entonces A = |fa|gp (donde E y E’ son las bases canénicas de K™ y K™
respectivamente) y S = Nu(f4). Entonces

dim S = dim(Nu(f4)) = m — dim(Im(fa)) = m — rg(A).
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1 -2 3
Ejemplo. Sea Ac R33 A= -1 2 1 |,yseaS={recR®/Axz=0}. Entonces
1 -2 4

dim S =3 —rgo(A) =3 —dim< (1,-1,1),(~2,2,-2),(3,1,4) > =3 -2 =1.

Teniendo en cuenta el subespacio generado por las filas de una matriz en lugar del generado
por sus columnas puede darse la siguiente definicion de rango fila andloga a la de rango
columna.

Definicién 3.34 Sea A € K™*™. Se define el rango fila de A, y se nota rgp(A), como la
Iy
dimensién del subespacio de K™ generado por las filas de A. Es decir, si A = g ,

F7L
entonces rgp(A) = dim < Fy,..., F, >.

Observacién 3.35 Sea A € K™*™. Entonces rgp(A) = rg-(A").

Nuestro siguiente objetivo es mostrar que el rango fila y el rango columna de una matriz
coinciden. Para hacer esto nos basaremos en la observacion anterior. Primero mostraremos
que el rango columna de una matriz A no cambia si se la multiplica a izquierda o derecha por
matrices inversibles.

Lema 3.36 Sea A€ K"*™. Sean C € GL(n,K) y D € GL(m, K). Entonces

Demostracion. Sea fa : K™ — K" la transformacién lineal inducida por la multiplicacién a
izquierda por A. Si E y E’ son las bases candnicas de K™ y K™ respectivamente, se tiene
que |falggr = Ay por lo tanto, rg-(A4) = dim(Im(fa)).
Por la Proposicién 2.22, puesto que D € GL(m, K), existe una base B; de K™ tal que
D =C(By,E), y como C € GL(n, K), existe una base By de K" tal que C = C(E’, Ba).
Entonces
C.A.D = C(E', B).|falgp.C(Bi1, E) = | falB,B,»

de donde rg~(C.A.D) = dim(Im(f4)) = rg-(4). O

Ahora veremos que multiplicando a A por matrices inversibles convenientes se puede
obtener una matriz tal que su rango y el de su transpuesta son féciles de comparar.

Lema 3.37 Sea A € K™*™ — {0}. Entonces existen k € N, 1 < k < min{n,m}, y matrices
CeGL(n,K) y D e GL(m, K) tales que

0 siij

0 sii=j>k
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Demostracion. Consideremos la transformacién lineal f4 : K™ — K™ inducida por la multi-
plicacién a izquierda por A. Sea {v,...,vs} una base de Nu(f4) y sean wy, ..., Wy_s € K™
tales que

By ={w1,...,Wn_s,V1,...,0s}
es una base de K™ (si Nu(fa) = {0}, s = 0 y se toma una base B; cualquiera de K™).

Entonces {fa(w1),..., fa(wm—s)} es una base de Im(f4) y puede extenderse a una base
de K™. Sean z1,...,2n_mts € K™ tales que

By ={fa(w1),. ., fa(Wm—s),21s- ) Zn—m+s}

es una base de K™.

Se tiene que
0 sii#j
(|falByBs)ij = { 1 sii=73<m-—s
0 sit :j >m — 8
Observamos que
|falB,B, = C(E', B2).|falpe.C(B1, E) = C.A.D,

donde C = C(E',By) € GL(n,K)y D = C(B1,E) € GL(m, K). O
Proposicién 3.38 Sea A € K™*™. Entonces rg-(A) = rgp(4).

Demostracion. Es claro que el resultado vale si A = 0. Dada A € K"*™ — {0}, por el lema
anterior, existen matrices C € GL(n,K), D € GL(m,K) y k € N, tales que

0 siij

0 sii=j>k
Por el Lema [3.36 se tiene que rg-(A) = rgo(C.A.D), y es claro que rg-(C.A.D) = k.

Por otro lado, transponiendo se obtiene

0 sii#j
(DL.A".CY); =31 sii=j<k
0 sii=j>k

con D' € GL(m,K) y C* € GL(n, K), de donde rg(A") = rg (D" A"C*") = k.

En consecuencia

rgp(A) =g (A") =g (D".A"CY) = k =180 (A). O

Definicién 3.39 Sea A € K™*™. Al ntimero rg-(A4) = rgp(A) lo llamaremos el rango de la
matriz A, y lo notaremos rg(A).

La Observacion [3.33| puede ahora reescribirse utilizando la nocién de rango de una matriz.
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Proposicién 3.40 Sea A € K™™ y sea S = {x € K™ /Ax = 0}. Entonces dimS =
m —rg(4).

Esto significa que la dimensién del espacio de soluciones de un sistema lineal homogéneo es
igual a la cantidad de incégnitas menos la cantidad de ecuaciones independientes.
3.6.2 Equivalencia de matrices

Definicién 3.41 Sean A, B € K™*™. Se dice que A es equivalente a B,y se nota A = B, si
existen matrices C € GL(n,K)y D € GL(m, K) tales que A = C.B.D.

Es inmediato verificar que = es una relacién de equivalencia.

Como hemos visto en la seccién anterior, si dos matrices son equivalentes entonces tienen
el mismo rango. A continuacién veremos que la reciproca de esta propiedad también es cierta.
En consecuencia, el rango resulta ser un invariante que nos permite determinar facilmente si
dos matrices son equivalentes.

Proposicién 3.42 Sean A,B € K"*™. Entonces A= B <= rg(A) =rg(B).

Demostracion.

(=) Es consecuencia del Lema [3.36.

(<) Supongamos que rg(A) = rg(B) = k. Entonces existen matrices Cy,Cy € GL(n,K) y
Dy, Dy € GL(m, K) tales que

0 sii#j 0 sii#j
(Cl~A-D1)ij = { 1 sis :] < k y (CQ.B.DQ)i]‘ = { 1 sis :] < k
0 sii=j>k 0 sii=j>k
En consecuencia, C1.A.D1 = Cy.B.D5, de donde
A= (C;'.Cy).B.(Dy.DyY) = C.B.D
con C =Cy'.Co € GL(n,K) y D= Dy.D;' € GL(m, K).
Luego, A = B. O

Finalmente, la siguiente proposicién caracteriza matrices equivalentes por medio de trans-
formaciones lineales: dos matrices son equivalentes si y sélo si son las matrices de una misma
transformacion lineal en distintas bases.

Proposicién 3.43 Sean A,B € K"*™. FEntonces A = B si y sdlo si existe una transfor-
macion lineal f : K™ — K™ y bases By, B} de K™ y Bo, B} de K™ tales que |f|p,B, = A y
|flB; B, = B.
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Demostracion. La validez de (<) se deduce de la proposicién anterior, teniendo en cuenta
que rg(A) = dim(Im(f)) = rg(B).

Veamos que vale la otra implicacién. Consideremos la transformacién lineal f : K™ — K"
definida por f(z) = B.z. Entonces B = |f|gg/, donde E y E’ son las bases canénicas de K™
y K™ respectivamente.

Por definicién, si A = B, existen matrices inversibles C'y D tales que A = C.B.D. Sea
By base de K™ tal que D = C(B1, E) y sea By base de K™ tal que C' = C(E’, B). Entonces

A=C.B.D=C(E,B)|f|lepC(B1,E) = |f|B,B,- (]

3.7 Espacios vectoriales de transformaciones lineales

Fijados dos K-espacios vectoriales V' y W, tiene sentido considerar el conjunto de todas las
transformaciones lineales de V en W. En esta seccidn, estudiaremos la estructura de estos
conjuntos de transformaciones lineales.
Definicién 3.44 Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Definimos
Hompg (V,W)={f:V =W / f es una transformacion lineal }.

Definimos ahora una operacién en Homg (V, W) y una accién de K en Homg (V, W) que
lo convierten en un K-espacio vectorial:
Suma. Dadas f, g € Homg (V, W) se define f + g como

(f+9)(x) = f(z) +g(x) VeV

Veamos que f + g € Homg (V, W), con lo cual 4 resulta un operacién en Homg (V, W):
e Esclaroque f+g:V — W.
e f 4 g es una transformacién lineal:
Para cada x,y € V, se tiene que
(f+9)z+y) = flat+y) +gl@+y) =[f(2)+fy)+9(@)+9(y) =
(f(@) +g(2)) + (f(y) +9(y) = (f +9)(@) + (f + 9)(y)-
Por otro lado, para cada p € K y cada x € V vale
(f+o)p-z) = flu-a)+g(p-z)=p-fz)+p g(x)=
= p-(f@)+9@) =p-(f+9)(x).
Es facil verificar que (Homg (V, W), +) es un grupo abeliano.
Producto por escalares. Dados f € Homg (V,W) y A € K se define (A f) : V. — W como
M- Hx) =X fx) VeV

Veamos que A - f € Homg (V, W), y por lo tanto, - es una accién de K en Homg (V, W):



84 Transformaciones lineales

e Por definicién, A- f: V — W.

e )\ f es una transformacion lineal:

Para todo par de elementos z,y € V:

ANty = A-Fle+y)=A-F@)+FW) =Ar-fl@)+ X1 fly) =
(A=) + (A Fy).

Para todo p € K y todo z € V:

A Np-2) = A A @) = p)- fz) =
= p- (A f@)=p- (A ).

—~
=
=
8
~
~
| |

Ademads se cumplen las siguientes propiedades: Si \,u € Ky f,g € Homg (V, W),

DA (f+g) = -f+Ag
i) Atp)-f=Xf+pf
iii)
)

L-f=f
) (A-p)-f=X(u-f)

En consecuencia:
Proposicién 3.45 (Homg (V,W),+,-) es un K-espacio vectorial.

En el caso en que ambos V' y W son K-espacios vectoriales de dimension finita, dimV =n
y dim W = m, este K-espacio vectorial resulta ser isomorfo a K™*™.

Proposicion 3.46 Sean V y W dos K -espacios vectoriales de dimension finita, con dim V' =
n y dmW = m. Sean B y B’ bases de V y W respectivamente. Entonces la funcion
T :Homg(V,W) — K™ definida por T(f) = |f|pp’ es un isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que B = {vy,...,v,} y B’ ={w,...,wn}.

e T es una transformacién lineal:
Sean f,g € Homg (V,W). Por definicién, T(f + g) = |f + g|sp’- Observemos que la
j-ésima columna de esta matriz es

((f+9) () g = (f(03) + 9(v))) g, = (F(v3)) B + (9(v5)) B,
es decir, es la suma de las j-ésimas columnas de |f|gp' v |9|BB"-

Luego, |f + glpp = |fIsp + |95 0, equivalentemente, T'(f + g) = T'(f) + T'(g).
En forma andloga se prueba que T'(A- f) = X -T(f).
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T es un isomorfismo:

T es monomorfismo: Sea f € Homg (V, W) tal que T(f) = 0, es decir, |f|pp = 0.
Entonces, Im(f) = {0}, de donde f = 0.

T es epimorfismo: Sea A € K™*". Consideramos fa : V — W definida por (fa(z )) =
(A(x)tB) para cada x € V.
Se tiene que fa € Homg (V. W)y T(fa) = |falpp = A. O

3.8 Ejercicios

Ejercicio 1. Determinar cuéles de las siguientes aplicaciones son lineales.

1

ii

i) f
i)
iii)
iv)
v)

vi)
vii)
viii)

ix)

x)

xi)

‘R3 = R2, f(x1,20,23) = (2 — 3.21 +V2.23, 1 — %xg)

I

R? - R3, f(x1,22) = (21 — 2, 2.72, 1 + 1)

R3 — R®, f(x1,29,73) = (2.1 — 723, 0, 3.200 + 2.73)
(

f:
f:
[R5 R2, fzy,20) = (z1 + 22, |71])
f:

C — C, f(2) =i.z (considerando a C como R-espacio vectorial y como C-espacio
vectorial)

f:C—C, f(z) = i.Im(z) (considerando a C como R-espacio vectorial y como C-
espacio vectorial)

f:C—C, f(z) =% (considerando a C como R-espacio vectorial y como C-espacio
vectorial)

. TR2X2 12\
R - f = ai1-az2 — @12.a21
a21 2
. R2X3 3 air aiz2 aiz\ _
R — R f = (3.a13 — ag3, a1 + 2.a22 — a3, age — a12)
a21 Q22 a23

f:R2X2ﬂR2X3, f<a11 a12>_<a(2)2 0 a12+a21>

a21 a22 a11 Qag2 —aii

ail a2 air a2 . .
fiC?X2 22, f = (considerando a C2*?2 como R-espacio
a21  a22 a21  A22

vectorial y como C-espacio vectorial)

Ejercicio 2. Interpretar geométricamente las siguientes aplicaciones lineales f : R? — R2.

i)
i)

flz,y) = (l‘,O)
f(xay) = (Ovy)
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iii) f(z,y) = (2, —y)
iv) f(z,y) = (L.(z+y),i(z+y))

v) f(z,y) = (z.cost —y.sent, x.sent + y.cost)

Ejercicio 3.

i) Encontrar una funcién f : V. — V (para un K-espacio vectorial V' conveniente) que
cumpla f(v+w) = f(v) + f(w) para cualquier par de vectores v, w € V pero que no
sea una transformacién lineal.

ii) Encontrar una funcién f : V' — V (para un K-espacio vectorial V' conveniente) que
cumpla f(k.v) = k.f(v) para cualquier escalar k € K y cualquier vector v € V pero que
no sea una transformacion lineal.

Ejercicio 4. Probar la linealidad de las siguientes aplicaciones:

i) tr: K" - K

i) t: K™ — KmXn ) 1(A) = At

i)
i)
iii) f:K"™ — Km™*m_ f(A) = B.A donde B € K™"
iv) 0: C®(R) — C*(R), o(f) = f'
) €a: K[X] = K, €a(f) = f(o) donde a € K
i)

%

™

S KN - KN s({ai}ieN) = (0,&1,&2,. ey Qpy e )

V1

Ejercicio 5.

i) Probar que existe una tinica transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (-5, 3)
y f(=1,1) = (5,2). Para dicha f, determinar f(5,3) y f(—1,2).

ii) ;Existird una transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (2,6), f(-1,1) =
(2,1) y f(2,7) = (5,3)7

iii) Sean f, g : R® — R? transformaciones lineales tales que

f(1,0,1) =(1,2,1), f(2,1,0) =(2,1,0), f(-1,0,0)=(1,2,1),
9(1,1,1) =(1,1,0), ¢(3,2,1) =(0,0,1), g¢(2,2,-1) = (3,-1,2).

Determinar si f = g.

iv) Hallar todos los a € R para los cuales exista una transformacién lineal f : R® — R3

que Sa'tiSfaga' que f(17_171) = (2,&,—1), f(la_LQ) = <a27_1a1) y f(la_la_Q) =
(5,—1,—=7).
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v) Hallar una férmula para todas las tranformaciones lineales f : R3[X] — R3 que satis-
facen f(X3 +2X?% - X +4) = (6,5,3), f(3X?% +2X —5) = (0,0,-3), f(X> —2X?% +
3X —2)=(0,-1,1) y f(2X3—3X%+7)=(6,4,7).

Ejercicio 6.

i) Calcular bases del nucleo y de la imagen para cada tranformacién lineal del ejercicio 1.
Decidir, en cada caso, si f es epimorfismo, monomorfismo o isomorfismo. En el caso
que sea isomorfismo, calcular f~1.

ii) Clasificar las transformaciones lineales tr, ¢, §, €, y s del ejercicio 4 en epimorfismos,

monomorfismos e isomorfismos.

Ejercicio 7. Sean f : R® — R* f(xy,20,23) = (21 + 22, v1 + 3,0,0) v g : R* — R2,
g(x1,22,23,24) = (1 — T2, 201 — z3). Calcular el nicleo y la imagen de f, de g y de g o f.
Decidir si son monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos.

Ejercicio 8. Sean g: V — V' y f: V' — V" transformaciones lineales. Probar:

i) Nu(g) € Nu(f og).

i) N
ii) Si Nu(f)NIm(g) = {0}, entonces Nu(g) = Nu(f o g).
i) Tm(f o g) C Tm(f).

iv) SiIm(g) = V', entonces Im(f o g) = Im(f).

Ejercicio 9.

i) Sean S, T C R? los subespacios definidos por S = {(z1, 22,73, 24)/ 1 + 22 + 23 = 0}
y T = {(x17x27$37m4)/2.$1 +$4 = O7 To — T3 = 0}

¢ Existird algtin isomorfismo f : R* — R* tal que f(S) =17
ii) ;Existird algin monomorfismo f : R? — R2?
iii) ¢Existira algin epimorfismo f : R? — R3?
iv) Sean v = (1,0,1,0), vo = (1,1,1,0) y v3 = (1,1,1,1). ;Existird alguna transformacién

lineal f:R? — R* tal que {v1,v2,v3} C Im(f)?

Ejercicio 10. Determinar si existe (y en caso afirmativo hallar) una transformacién lineal
f:R3 — R* que verifique Im(f) = S y Nu(f) = T en los siguientes casos:

i) S = {($1,$27.’L‘3,l‘4)/.’£1 + 20 —x3+ 2.4 = 0}, T=< (1,2,1) >
i) S ={(x1,22,25,24) /21 + 22 =0, 23+ 24 =0}, T =< (1,-2,1) >
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Ejercicio 11. En cada uno de los siguientes casos encontrar una transformacion lineal
f:R? = R? que verifique lo pedido:
i) (1,1,0) € Nu(f) y dim(Im(f)) = 1
u(f) NIm(f) =<(1,1,2) >

)
if) N
iii) f# 0y Nu(f) € Im(f)
iv) f#0y fof=0
) f#Idy fof=1Id
i) N

u(f) # {0}, Im(f) # {0} y Nu(f) N Im(f) = {0}

A\
V1

Ejercicio 12. En cada uno de los siguientes casos construir un proyector f : R® — R3 que
cumpla:

i) Im(f) = {(21, 22, 23)/21 + 22 + 23 = 0}
11) (f) {($1,$2,$3)/$1+$2+1’3 :0}
iii) Nu(f) = {(z1,22,23)/3.21 — 23 =0} e Im(f) = < (1,1,1) >

Ejercicio 13. Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V — V un proyector. Probar que
g = idy — f es un proyector con Im(g) = Nu(f) y Nu(g) = Im(f).

Ejercicio 14. Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V — V una transformacién lineal. Se
dice que f es milpotente si ds € N tal que f° = 0.

i) Probar que si f es nilpotente, entonces f no es ni monomorfismo ni epimorfismo.

ii) Si V es de dimensién n probar que f es nilpotente <= f™ = 0.
(Sugerencia: considerar si las inclusiones Nu(f*) C Nu(f**!) son estrictas o no).

iii) Sea B = {vy,...,v,} una base de V. Se define la transformacion lineal f : V — V de
la siguiente forma:

N [ Vit sil<i<n-1
F(wi) {O sii=n

Probar que f* =0y f* ! #£0.

iv) Si V. = R", para cada i, 2 < i < n, construir una transformacién lineal nilpotente
f:R* = R" tal que f' =0y fi=! #£0.

Ejercicio 15. Sea S = < (1,1,0,1),(2,1,0,1) > C R%.

i) Hallar una transformacién lineal f: R* — R? tal que Nu(f) = S.
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ii) Hallar ecuaciones para S (usar i)).

iii) Hallar un sistema de ecuaciones lineales cuyo conjunto de soluciones sea
< (1? 1, 07 1)7 (27 17 07 1) > Jr (07 17 17 2)'

Ejercicio 16.

i) Sea S C K™ el conjunto de soluciones de un sistema lineal homogéneo. Encontrar una
transformacién lineal f: K™ — K™ tal que Nu(f) = S.

ii) Sea T' C K™ el conjunto de soluciones de un sistema lineal no homogéneo. Encontrar
una transformacion lineal f : K" — K" y x € K™ tales que T = f~!(z).

Ejercicio 17. Sea f : V — V una tranformacion lineal y sean B, B’ bases de V. Calcular
|flzB en cada uno de los siguientes casos:

1) V = RB, f(l’l,l‘g,fﬂg) == (3:171 - 2.932 + 56375..’,81 + o — I3,T1 + 3.1}2 + 4.3’;3)7
B = B’ la base canénica de R3?

ii) V=R3 f(r1,z2,23) = (3.21 — 2.00 + 3,5.01 + T2 — 73,71 + 3.2 + 4.73),
B={(1,2,1),(-1,1,3),(2,1,1)} y B' = {(1,1,0),(1,2,3),(~1,3,1)}

iii) V = C?, f(x1,22) = (2.1 — 4.22,71 + 22), B = B’ es la base canénica de C? como
C-espacio vectorial.

iV) V= C2a f($17z2) = (2"731 — .72, T1 +$2), B =D = {(1,0),(0,1),(2,0),(0,1)} con-
siderando a C? como R-espacio vectorial.

v) V =Ry[X], f(P)=P', B=B ={1,X, X% X3 X"

vi) V=Ry[X], f(P)=P, B=DB ={X* X3 X2 X,1}

vii) V =Ry[X], f(P) =P/, B={1,X,X2 X3 X% y B' = {X* X X2,X,1}
viii) V =R?*2 f(A) = A', B = B’ la base canénica de R?*2.

ix) V, f vy B= B’ como en el gjercicio 14, iii)

Ejercicio 18. Sean B = {v;,vs,v3} una base de R3 y B’ = {wy, wa, w3, w4} una base de R*.
Sea f : R? — R* la transformacién lineal tal que

1 -2 1
-1 1 -1
fes= |5 1
3 -2 5

i) Hallar f(3.v1 + 2.v2 — v3). {Cudles son sus coordenadas en la base B’?
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ii) Hallar una base de Nu(f) y una base de Im(f).

iii) Describir el conjunto f~1(w; — 3.wz — wy).

Ejercicio 19. Sea V un K-espacio vectorial y B = {v1,vs,vs,v4} una base de V. Sea
f:V — V la transformacién lineal tal que

|fle =

— = =
O~ =
O O = =
o OO =

i) Calcular |f~!|p.
ii) Calcular f~!(vy — 2.v9 + vy).

Ejercicio 20. En cada uno de los siguientes casos, hallar una matriz A € R™*"™ para un n
adecuado que verifique:

) A£T, vy A% =1,
i) A£0; A£ L, y A2 = A,

Ejercicio 21. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea B una base de V.

i) Sea tr : Hom(V,V) — K la aplicacién definida por tr(f) = tr(|f|p). Probar que tr(f)
no depende de la base B elegida.

tr(f) se llama la traza del endomorfismo f.
ii) Probar que tr : Hom(V,V) — K es una transformacién lineal.
Ejercicio 22. Sean B = {vy,v92,v3}, U = {v1 +v3,v1 +2.03+v3,v2+v3} y U = {wy, we, w3}

bases de R3, y sea E la base candnica de R3. Sea f : R® — R? la transformacién lineal tal
que

1 -1 3 1 1 0
Iflee=12 1 1 y |[floww=10 11
3 2 1 0 0 1

Determinar U’.

Ejercicio 23.
i) Sea f:R* — R* la trasformacién lineal definida por
f(xla 2,3, $4) = (07 Z1,%1 + ZT2,T1 + Z2 + 1’3)

yseav = (1,0,0,0). Probar que B = {v, f(v), f2(v), f3(v)} es una base de R*. Calcular
/5.
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ii) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea f : V' — V una tranformacién lineal
tal que f* =0y f"~! # 0. Probar que existe una base B de V tal que

1 sit=75+1
(o) = {3 317

(Sugerencia: elegir v; ¢ Nu(fm"1)).

Ejercicio 24. Sea V un K-espacio vectorial de dimensiéon n y sea f : V — V un proyector.
Probar que existe una base B de V tal que

(Ifl), = {} si=d:is dim(im(f))

0 sino

Ejercicio 25. Sea f : R® — R* definida por
f(x1, o, w3, 24, 25) = (2.1 — x5, 2 + 2.23, 21 + T4 + x5, —T1 + T4 + T5).

Encontrar bases By B’ de R® y R?* respectivamente tales que |f|pp/ sea una matriz diagonal.

Ejercicio 26. Sean V y W K-espacios vectoriales, dm V =ny dm W =m,y f:V - W
una transformacién lineal tal que dim(Im(f)) = s. Probar que existen una base B de V' y
una base B’ de W tal que

1 sit=35;1<s
(|f‘BB')ij:{O si no

Ejercicio 27. Sea f : R? — R? definida por
f(x1, 20, 23) = (21 + 22 — 23, 2.21 — 3.02 + 2.23,3.21 — 2.22 + x3).

i) Determinar bases B 'y B’ de R3 tales que

o = O
oS O O

1
|flepr= |0
0

ii) Si A es la matriz de f en la base canénica, encontrar matrices C, D € GL(3,R) tales
que

10
CAD=10 1
0 0

o o O
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Ejercicio 28. Calcular el rango de las siguientes matrices:

2 0 3 -1 0 5 3

) A=[1 -2 1 o0 i) A=[1 -1 2

-1 1 0 1 2 3 1

5 10 1 9 10100

Lo 4 1o 1100 0

i) A= iv) A=[0o 1 1 0 0
31 1 0 1

5 0 0 3 1 00110

010 1 1

1 -k -1
A= -1 1 k2
1 k k-2

Ejercicio 30. Sean A € K™*" b € K™. Se considera el sistema A.x = by sea (4 | b) su
matriz ampliada. Probar que A.z = b tiene solucién <= rg(A) =rg(A | b).

Ejercicio 31. Sea A € K™*" rg(A) = syseaT = {z € K"*"/ Ax = 0}. Calcular la
dimensién de T'.

Ejercicio 32. Sean A € K™*"™ y B € K™*". Probar que rg(A.B) < rg(A) y rg(A.B) <
rg(B).

Ejercicio 33. Sean A, D € R3*3,

1 1 -1 1 1 0
A=2 -3 2 vy D=|o0 11
3 -2 1 -1 0 1
i) Determinar Cy, Cy, C3 y Cy € GL(3,R) tales que
1 00
C1.ACy;=0C3.D.Cy,=(0 1 0
0 00

ii) Determinar f € Hom(R? R3) y bases B, B’, By y B} de R? tales que

|fleer=A vy |flgg; =D

Ejercicio 34. Dadas A, B € R™"*", decidir si existen matrices P, ) € GL(n,R) tales que
A=PB.Q.
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Ejercicio 35. Sean A, B € K™*". Se dice que A es semejante a B (y se nota A ~ B) si
existe C € GL(n,K) tal que A= C.B.C~%.

i) Demostrar que ~ es una relacién de equivalencia en K™*".

ii) Probar que dos matrices semejantes son equivalentes. ;Vale la reciproca?

Ejercicio 36. Sean A, C € K™*™. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) A~C.

ii) 3f : K™ — K™ tranformacién lineal y bases B y B’ de K™ tales que |f|p = Ay
|flpr=C

Ejercicio 37.

i) Sean A, C € K"*™ tales que A ~ C. Probar que tr(A) = tr(C).
ii) Sean A, C € R3*3

1
4

_ o
O~ =

0
1
1

(Existen f € Hom(R3,R?) y bases By B’ de R? tales que |f|g = Ay |f|lz = C?
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Capitulo 4

Espacio dual

Una de las situaciones en donde se aplica la teoria de espacios vectoriales es cuando se tra-
baja con espacios de funciones, como vimos al final del capitulo anterior. En este capitulo
estudiaremos algunas nociones bésicas de ciertos espacios que de alguna forma le dan una
estructura a las ecuaciones lineales.

4.1 El espacio dual de un espacio vectorial

Definicién 4.1 Sea V un K-espacio vectorial. Se llama espacio dual de V', y se lo nota V*,
al K-espacio vectorial

V* =Homg(V,K)={f:V — K / f es una transformacién lineal }.

Segtin vimos en la Seccién 3.7, si dimV = n, dadas B una base de V' y B’ una base de
K, se tiene que I' : Homg (V, K) — K'*™ definida por T'(f) = |f|sp’, es un isomorfismo. En
consecuencia,

dim(V*) = dim(K'*") = n = dim V.

Ejemplo. Se consideran las transformaciones lineales 61, d2,03 de R? a R definidas por
0i(x1,x9,x3) = x; parai=1,2,3.

(R*)* = {f:R® =R/ f es transformacién lineal }
= {f:R® =R/ f(x1,29,23) = ax; + bxs + cx3 con a,b,c € R}
= {f:R* =R/ f=ab +bdy+cd3 cona,b,ccR}
< 61,029,053 >
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4.2 Base dual

Sea E = {ey, ea,e3} la base canénica de R3. Las funciones del ejemplo anterior cumplen la
condicién d;(e;) = J;; (donde ;5 es la funcién delta de Kronecker, definida por d;; = 1 si
i=jyd;=0sii+#j). Enlo que sigue, fijada una base de cualquier espacio vectorial V' de
dimensién finita, vamos a ver como encontrar una base de V* que cumpla esta propiedad.

Proposicién 4.2 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n, y sea B = {v1,...,v,} una
base de V. Eziste una unica base B* = {p1,...,pn} de V* tal que

1 sii=j
‘Pi(“j)_{o sii ]
B* se llama la base dual de B.

Demostracion. Para cada 1 < i < n, sea @; : V — K la transformacién lineal definida en la
base {v1,...,v,} por:

1 sii=3j
i(vy) = {o sii# j.
Como dim(V*) = n, para ver que ¢1,...,p, € V* forman una base de V*, basta verificar
que son linealmente independientes. Sean aq,...,a, € K tales que

a1p1 + -+ appy, =0.

Evaluando en v;, resulta que 0 = a1¢1(v;) + -+ + a;0:(v;) + anen(v;) = a; parai=1,...,n.
En consecuencia, B* = {1, ..., p,} verifica las condiciones requeridas.
Supongamos que {@1,...,P,} sea otra base que satisface las mismas condiciones. En-

tonces, para cada 1 < i < n, se tiene que

® %i(vj) =0=yi(v;) sil<j<mn,j#i

e pi(vi) =1=gpi(v;) =1,
es decir, @; y ; son dos transformaciones lineales que coinciden sobre una base. En conse-
cuencia, @; = @; para cada 1 <i <n. O
Ejemplos.

1. El ejemplo de la Seccién 4.1 muestra que la base dual de la base canénica de R3 es
E* = {51,52,53}7 donde 5i($1,$2,1’3) = x; para 1= 1,2,3.

2. Sea V = R?. Consideremos la base B = {(1,1),(1,—1)}. Si B* = {¢1, 2} es la base
dual de B, entonces debe cumplir

(1,1 =1 (1,1) =0
{Zl(l,—l) =0 y {gu,—l) - 1
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Puesto que para cada (z,y) € R? vale

r+y x—y
x + x —
resulta que ¢1(x,y) = Ty y p2(x,y) = 5 v

Si B es una base de un K-espacio vectorial V' de dimensién finita y B* es su base dual,
es posible calcular facilmente las coordenadas de un elemento de V' en la base B utilizando
la base B*. Reciprocamente, utilizando la base B, es facil obtener las coordenadas en la base
B* de un elemento de V*.

Observacién 4.3 Sea B = {v1,...,v,} una base de V' y sea B* = {p1,...,p,} su base
dual.

n
e Dado v € V, podemos escribir v = > a;v;, con «; € K. Entonces, para cada 1 < j < n,
i=1

pi(v) = @j(Zaivi) = Zaisoj(vi) = aj.
i=1 =1
Luego, (v)p = (¢1(v), ..., pn(v)).

n
e Dada p € V*, existen (3; € K tales que ¢ = > 8;¢;. Entonces, para cada 1 < j < n,
i=1

o(v;) = (Zﬂi%)(%‘) = Bipi(v) = B;.
i=1 i=1
Luego, (¢)B+ = (¢(v1),- .-, p(vn)).

Tty
2

Ejemplo' Sean B = {(171)7(17_1)} C R2 y B* = {801,<P2}> con Sol(xvy) = y

y, su base dual (ver Ejemplo 2. en la pigina [96).

€Tr —

1. Hallar las coordenadas del vector v = (5,7) € R? en la base B.

Teniendo en cuenta que B* es la base dual de B, por la observacién anterior resulta que
(5,75 = (¢1(5,7),92(5,7)) = (6, —1).

2. Hallar las coordenadas de ¢ € (R?)* dada por o(x,y) = 5x + 3y en la base B*.

Por el segundo item de la observacion anterior tenemos que:

(QD)B* = (90(17 1)7 90(717 1)) - (8ﬂ 72)'
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Hemos visto que toda base de un K-espacio vectorial V' de dimensién finita posee una
base dual asociada. Reciprocamente, resulta que toda base de V'* es la base dual de una base
de V:

Proposicion 4.4 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n, y sea V* su espacio dual.
Sea By = {¢1,...,0n} una base de V*. Entonces existe una tinica base B = {vy,...,v,} de
V' que satisface B* = Bj.

Demostracion.
Existencia. Sea By = {ws,...,wy,} una base de V' y sea B3 su base dual.

Para cada 1 < i < n, se tiene que (¢;)p; = (pi(w1),...,pi(w,)). Como {p1,...,¢n} es
un conjunto linealmente independiente y tomar coordenadas es un isomorfismo, resulta que

{(p1)Bss -, (Pn)Bs} C K™ es linealmente independiente. En consecuencia, la matriz
p1(w1) e1(wn)
P2 (w1) P2 (wn)
M =
@n(wl) o P (wn)

es inversible (sus filas son linealmente independientes).

Sea A = (a;;) su inversa. Entonces M.A = I,,, de donde, para cada 1 <4,j <n,

8ij = (In)ij = (M.A)ij = Y MixAr; = ) pi(wi)ar; = %(Zakjwk).
k=1 k=1 k=1

n
Para cada 1 < j <n, seav; = Y apjwy.

k=1
Por construccidn, es claro que vale ;(v;) = 6;; para cada 1 < i,j < n. Queda por ver
que {v1,...,v,} es una base de V. Como dimV = dim V* = n, basta ver que este conjunto

n
es linealmente independiente. Ahora, si > aj;v; = 0, para cada 1 <14 < n, se tiene que
i=1

0= gai(Zajvj) = Zajgai(vj) = o4,
j=1 j=1

lo que prueba la independencia lineal.

Unicidad. Supongamos que B = {vy,...,v,} y B' = {u1,...,u,} son dos bases de V tales
que B* = (B')* ={¢1,...,¢n}. Entonces, para cada 1 <1i <n,

(ui)B = (p1(us), - - onlug)) = €; = (vi) B,

de donde u; = v;. O
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Ejemplo. Sea V = Ry[X]. Sean &¢,e1,e2 € (R?[X])* definidas por g9(P) = P(0), e1(P) =
P(1) y e2(P) = P(2).

Veamos que {g9,£1,¢2} es una base de (Re[X])*: Como dim(Ry[X])* = 3, basta ver que
son linealmente independientes. Supongamos que qpegg + @161 + ases = 0. Entonces para
cada P € Ry[X], se tiene que (apeg + a1e1 + ane)(P) = 0 o, equivalentemente,

QQ€Q(P) + 04161(P) + OLQ{-JQ(P) =0.

Tomando P = (X — 1)(X — 2) y evaluando, resulta que ap = 0. De la misma manera, para
P=X(X-2)y P =X(X—1) se obtiene a7 = 0 y az = 0 respectivamente. Luego,
{€0,€1,€2} es una base de (Ro[X])*.

Entonces, por la proposicién anterior, existe una tnica base B = {Py, Pi, P»} de Ry[X]
tal que B* = {eg,e1,£2}. Hallemos esta base: El polinomio Py debe satisfacer las condiciones

R(0) = 1
R(1) = 0
P(2) = 0

X-1D)(X -2 1
con lo que Py = XD -2 = —(X — 1)(X —2). Andlogamente se calculan los otros dos

(=1)(=2) 2 |
elementos de la base: Py = —-X(X —2)y P, = §X(X —-1).

Si se quiere hallar un polinomio P € Ry[X] tal que P(0) = a, P(1) = 8y P(2) = , basta
tener en cuenta que esto equivale a que

(P){P07P11P2}* = (a,B,7),
puesto que { Py, P1, Po}* = {eo,e1,62}. Luego, P = a.Py+ 3.P, +7.P.

Nétese que este polinomio P hallado es el tinico polinomio de grado menor o igual que 2
que cumple lo pedido (polinomio interpolador de Lagrange).

4.3 Anulador de un subespacio

En lo que sigue vamos a relacionar los subespacios de V' con ciertos subespacios de V*.
Esencialmente, dado un subespacio S de V' consideraremos el conjunto de todas las ecuaciones
lineales que se anulan en S y veremos que tiene una estructura de subespacio.

Definicién 4.5 Sea V un K-espacio vectorial y sea S un subespacio de V. Se llama anulador
de S al conjunto

Se={feV*/f(s)=0VseS}={feV*/SCNu(f)}

Observacion 4.6 S° es un subespacio de V*.

En efecto:
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e Es claro que 0 € S°.

e Si f, g € 5° entonces f(s) =0y g(s) = 0 para todo s € S, de donde (f + g)(s) =
f(s)+ g(s) =0 para todo s € S. Luego, f+ g € S°.

e Sixe Ky feS° entonces (M- f)(s) =X f(s) =A-0=0 para todo s € S, puesto
que f(s) =0 para cada s € S. Luego \- f € S°.

En el caso de un K-espacio vectorial de dimensién finita, existe una relacién entre las
dimensiones de un subespacio y su anulador.

Proposicién 4.7 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n y sea S un subespacio de V.
Entonces dim(S°) = n — dim S.

Demostracion. Sea {vi,...,v.} una base de S, y sean v,41,...,v, € V tales que B =
{v1,...,Ur,Vpy1,...,0,} es una base de V. Sea B* = {@p1,...,0r,Ort1,---,on} C V* la
base dual de B. Entonces, para cada r +1 < i < n, se tiene que ¢;(v1) = ... = ¢;(v;) =0y,
por lo tanto, ¢; se anula sobre todo S. En consecuencia, {¢r41,...,0n} C S°.

Como {@r41,.-.,¢n} es parte de una base, es un conjunto linealmente independiente.
Veamos que también es un sistema de generadores de S°:

Sea g € S°. Puesto que B* es una base de V*, existen ay,...,a, € K tales que g =
n
> a;p;. Por la Observacion 4.3, para cada 1 < i < n, se tiene que «; = g(v;). Ademds, como

i=1
g € S°y{v,...,v.} es una base de S, g(v;) = 0 para cada 1 < i < r. En consecuencia,

a; =0 paracadal <i¢<r,yporlotanto g € < @ri1,...,0n >.
Luego, {@r41---.,pn} es una base de S°, de donde

dim S + dim S° = n. O
La demostracion de la proposicién anterior nos da una manera de calcular el anulador de
un subespacio:
Ejemplo. Sea S = < (1,1,1),(1,2,1) > C R3. Hallar una base de S°.
Consideramos una base B de R? que extienda a una base de S, por ejemplo
B={(1,1,1),(1,2,1),(1,0,0)}.

Si B* = {1, 2, p3} es la base dual de B, de la demostracién anterior deducimos que {¢3}
es una base de S°. A partir de las condiciones 3(1,1,1) =0, v3(1,2,1) =0, ¢3(1,0,0) =1
obtenemos que p3(z,y,2) = — z.

En la siguiente proposicién veremos como recuperar un subespacio a partir de su anulador.

Proposicion 4.8 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n y sea S un subespacio de V.
FEntonces

{xeV/ flz)=0VfeSt=8.
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Demostracion. Sea T ={x €V / f(z) =0V f € S°}. Veamos que T = S.

(D) Siz € S, para cada f € S° se tiene que f(x) =0. Luego, z € T.

(C) Supongamos que existe x € T tal que x ¢ S.

Sea {v1,...,v,} una base de S. Entonces {v1,...,v,, 2z} es linealmente independiente.
Sean vyig,...,v, € V tales que B = {v1,...,0p,2Z,Vpy2,...,0,} s una base de V. Si
B* ={p1,..., 0rsOrt1,---,¢n} es la base dual de B, se tiene que @,11(v1) = ... =
@re1(vr) =0, de donde @11 € S°.

Como z € T, debe ser ¢,+1(x) = 0, lo que contradice que, por construccién, vale
er1(z) = 1.
Luego, T C S. O

Este resultado nos da otra forma de encontrar ecuaciones para un subespacio:

Ejemplo. Sea S = < (1,1,1),(1,2,1) > C R3. Hallar ecuaciones para S.

En el ejemplo anterior vimos que S° = < o3 > C (R3)*, donde ¢3(v,y,2) =  — 2.
Entonces, por la Proposicién 4.8,

S = {(z,y,2) €R® ] f(x,y,2) =0V f €S}
{(z,y,2) €R®* / A\(x —2) =0 VA € R}
= {(z,y,2) €R® /2 —2=0}.

Mas en general, podemos enunciar el siguiente resultado.

Observaciéon 4.9 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea S un subespacio
de V. Sea {¢1,...,¢,} una base de S°. Entonces

SZ{UEV/@1(1])20/\.../\(,07-(1}):0}:ﬂNu(gpi).

i=1

Para terminar, vamos a ver como se comporta el anulador con la suma y la interseccién
de subespacios.

Proposicion 4.10 Sea V un K -espacio vectorial de dimension n. Sean S y T subespacios
de V. Entonces:

1. (S+T)°=8°nT°.

2. (SNT)° = S° +T°.
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Demostracion.

1. Sea f € V*. Se tiene que:
fe(S+7)° < f(s+t)=0 VseS vVteT
< f(s)=0 VseS A f(t)=0 VteT
— fes°nT°
2. Sea f € S°+T°. Entonces f = fg+ fr, con fg € S°y fr € T°. Paracadax € SNT,

se tiene que f(z) = fs(z) + fr(z) =0+ 0 = 0. Luego, f € (SNT)°. Por lo tanto,
Se+T° C (SNT)e.

Ademas, por el teorema de la dimensién para la suma de subespacios, la Proposicién
4.7y el hecho que S°NT° = (S +T)°, resulta que

dim(S°+7°) = dimS°+dim7T° — dim(S°NT°)
= dimS° 4+ dim7° — dim(S +7T)°
= (n—dimS)+ (n—dimT) — (n —dim(S+1T))
= n—(dmS+dimT —dim(S+ 1))
= n—dim(SNT)
= dim(SNT)°.
En consecuencia, (SNT)° = 5° 4+ T°. O

4.4 Ejercicios

Ejercicio 1. Sea S C (R3)* el subespacio S = {p € (R3)* /¢(1,—1,2) = 0}. Encontrar una
base de S.

Ejercicio 2. Dada la base B del K-espacio vectorial V', hallar su base dual en cada uno de
los siguientes casos:

i) V=R2% B={(1,-1),(2,0)}
11) V :RS? B = {(17_15())7(0’170)7(0707 1)}
iii) V=R3[X], B={-X+2, X -1, X?-3X+2, X?-3.X%+2X}

Ejercicio 3. Sea B’ = {¢1, p2, 3} la base de (R®)* definida por

p1(x1,22,23) = T1 + T2 pa(w1,2,23) = T1 + 73 3(x1,22,23) = T2 + T3

Hallar la base B de R? tal que B’ = B*.

Ejercicio 4. Sean f1, fo y f3 € (R2[X])* las siguientes formas lineales:
0

1 2
fl(p):/O p(z)dx fz(p):/O p(z)dx fs(P):/ p(z)dx

-1
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i) Probar que {f1, f2, f3} es una base de (Ro[X])*.
ii) Hallar una base B de Ry[X] tal que B* = {f1, fa, f3}.

Ejercicio 5. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n.

i) Sean ¢1, o € V*—{0}. Demostrar que Nu(¢1) = Nu(pa) <= {1, @2} es linealmente
dependiente.

il) Sean p; (1 < ¢ <r) formas lineales en V* y sea ¢ € V* tales que
e1(x) = 2(x) =... = ¢ () =0 = p(z) =0.
Probar que ¢ € < ¢1,...,0, >.
ili) Sean ¢; (1 < i < n) formas lineales en V*. Probar que

{1, ,n} esbasede V* < mNu(%):O.

i=1

Ejercicio 6. Sea ¢ € (R®)* definida por ¢(z1,72,73) = 2.77 + 3.2 — 23 y sea E* =
{81,62,03} C (R3)* la base dual de la canénica.

i) Calcular las coordenadas de ¢ en E*.
ii) Calcular las coordenadas de ¢ en la base B* = {§; + 3 + d5,01 + 02,81 }.

iii) Sea S C R3 el subespacio S = {(z1, %2, 73) € R?/2.21 +3.290 —23 =0} ysea BC R? la
base B = {(0,0,1),(0,1,—1),(1,—1,0)}. Encontrar una ecuacién para S en la base B.

(Sugerencia: notar que B* es la base dual de B y no hacer ninguna cuenta.)

Ejercicio 7. Sea B C R? la base B = {(1,1), (1,—1)}. Encontrar las coordenadas de la base
dual de B en la base dual de la canénica.

Ejercicio 8. Sean B y B las bases de R? definidas por B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y
By ={(1,1,-1),(1,-1,1),(=1,1,1)}. Si ¢ € (R3)* tiene coordenadas (1,—3,2) respecto de
B*, calcular sus coordenadas respecto de Bj.

Ejercicio 9. Hallar una base de S° C V* en los siguientes casos:
) V=RyS=<(1,-1,2),(21,3),(1,5,0) >
i) V=Rt*y S=<(1,1,-1,1),(2,-1,3,1) >

iif) V:RByS:{(:cl,xg,xg)GRg/{I1+x3:0 }

2.1’1—1’2+$3:0
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Ty —ZTot+2x3+24=0
iv) V=R*y S =< (21,29,73,24) ER*/ { 2.2 + 29 — 2.23 + 304 = 0
4.7 — 22+ 5.24=0

Ejercicio 10. Sea B = <21 12> ER?>2ysea W ={A€R*>*?/A.B=0}. Sea f € W°

tal que f(I2) =0y f (8 (1)) = 3. Calcular f(B).

Ejercicio 11. Para los siguientes subespacios S y T' de V, determinar una base de (S + T')°
y una base de (SN T)°.

i) V=R S=<(1,1,-1,1),(2,-1,3,1) >, T = < (2,-4,8,0),(-1,1,2,3) >

. 4 o Ty — T3 = 0 } _

i) V=R S= {(xl,asg,xg,,m)/ {361 getay =0 T=<(2131) >

J’J172.LE2+ZL'3:O}

i) V=R3 §= {(xlv$2’z3)/ {3.332—2-5”3 =0

T= {(171,.172,133,564) S R4/2.1‘1 — To = 0}

Ejercicio 12. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sean S y T subespacios
tales que V=S @ T. Probar que V* = S° @ T°.

Ejercicio 13. Sea V un Z,-espacio vectorial de dimensién n. Probar que
#{S C V subespacio / dim(S) = 1} = #{S C V subespacio / dim(S) =n — 1}.

Calcular dicho ntmero.

Ejercicio 14. Sea tr : K"*" — K la forma lineal traza y dado a € K™*" se define
fo: K™ — K como f,(z) = tr(a.x).

i) Probar que f, € (K™*")* Va € K™*".
ii) Probar que f,(x)=0Vz e K™ = a=0.

iii) Se define v : K™*™ — (K™*™)* como 7y(a) = f,. Probar que 7 es un isomorfismo.

iv) Sea f:R?*2 — R definida por:

ail a2
f = 3.&11 - 2.&12 + 5.&22.
a1 a2

Encontrar una matrix a € R?*?2 tal que y(a) = f.
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Ejercicio 15. Sea ¢ € (K™*™)* tal que p(a.b) = p(b.a) Va, b € K™*™. Probar que 3o € K
tal que ¢ = a.tr. Deducir que si ¢(a.b) = ¢(b.a) Va, b€ K™*™ y o(I,) = n entonces ¢ = tr.

Ejercicio 16. Sean ayp,...,a, € K, a; # a; si i # j. Para cada ¢, 0 < ¢ < n, se define
€a; : Kp[X] — K como €, (P) = P(a;).

i) Probar que By = {€nq,- - -, €q, } € una base de (K,[X])*.
ii) Sea B ={Py,...,P,} la base de K, [X] tal que B* = B;. Probar que el polinomio

es el tnico polinomio en K[X]| de grado menor o igual que n tal que, Vi, 0 < i < n,
P(«;) = B;. Este polinomio se llama el polinomio interpolador de Lagrange.

ili) Probar que existen nimeros reales ay, ..., a, tales que, para todo P € R, [X],
1 n
/ P(z)dz = Zai.P(ai).
0 i=0

Hallar ag, a1 y ag enel casoen que n =2, ap =1, a3 = % y ag = 0.

Ejercicio 17. Sean V' y W K-espacios vectoriales de dimension finita y sea f : V — W una
transformacién lineal. Se define la funcién f*: W* — V* de la siguiente manera:

fllo)=pof VoeWw"
£t se llama la funcién transpuesta de f.

i) Probar que f! es una tranformacién lineal.
ii) Probar que (Im(f))° = Nu(f?) y que Im(f*) = (Nu(f))°.
iii) Sean V =R? y W =R? y sea f(r1,22) = (2.21 — 2, 371,71 — 2.72).
Si B=1{(1,2),(1,3)} y By ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, calcular |f|gp, y |f*

iv) Si By By son bases de V' y W respectivamente, probar que

|/l B- = (If|BB.)".

Ejercicio 18. Sea V un C-espacio vectorial. Sean f, g € V* tales que f.g € V*. Probar
que f=06g=0.

Ejercicio 19. Sea V un C-espacio vectorial de dimensién finita. Sean vq,...,v, € V vectores
no nulos. Probar que existe una forma lineal f € V* tal que f(v;) 20 Vi, 1 <i < n.
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Capitulo 5

Determinantes

Los determinantes aparecieron originalmente al tratar de resolver sistemas de ecuaciones li-
neales. A continuacién vamos a dar una definicién precisa de determinante y a relacionarlo,
entre otras cosas, con la inversibilidad de matrices.

b . . . PO
¢ a) e inversible si y sélo si
ad — be # 0 (ver Ejercicio 11, Seccién 2.5). Este escalar ad — be se llama el determinante de
la matriz A. Para n > 2, el determinante de una matriz en K™*™ es también un escalar que

se calcula a partir de los coeficientes de la matriz.

En el caso de matrices en K2*2, sabemos que A =

5.1 Definicién y ejemplos basicos

Existen distintas definiciones de determinante. La definicién que daremos introduce al deter-
minante como una funcién particular de K™*™ en K.

5.1.1 Funciones multilineales alternadas

En esta seccién daremos la definicion y estudiaremos algunas propiedades basicas de funciones
multilineales y alternadas, las que nos permitiran definir el determinante.

Notacion. Dada una matriz A € K™*™ cuyas columnas son Aj,..., A, escribiremos A =

(A1 | Ag| ... ] An).

Definicién 5.1 Una funcién f: K™*" — K se dice multilineal alternada (por columnas) si
para cada 1 < i < n:

D) (AL LAt AL L ARy = F(AY e Ag | L Aa) 4 F(AL ]| AL A,
i) f(AL] . [ ANA | JAp)=A-f(A1]...]Ai|...] An) paratodo \ € K.
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i) f(AL|...| A |...] A |...|An) =0paracada j#i, 1 <j <n (es decir, si la
~ —~

col. i col.j
matriz A tiene dos columnas iguales, f(A) = 0).

Notar que los {tems i) y ii) dicen que si f : K™*™ — K es multilineal, para cada columna
1, una vez fijados los valores de las columnas restantes, se obtiene una funcién lineal en la
columna, .

Ejemplos.
1. f: K™ — K es multilineal alternada si y sélo si f es lineal.

a

2. f: K?*2 — K definida por f( ¢ d

) = ad — bc es multilineal alternadas:

!/
i)f<a+a b)(a+dmb@+cqadm+aﬂbd

c+c d
a b a b
(ea)r(ea)

Andlogamente se prueba la aditividad en la segunda columna.

ii) f( ;\\Z Z):)\ad—b)\c:)\(ad—bc)z)\-f<LCL Z)paratodo)\eK,ylo

mismo vale en la segunda columna.
iii) f< Z Z ) = ab— ba = 0.

En la siguiente proposicién damos algunas de las propiedades bésicas que verifica toda
funciéon multilineal alternada.

Proposicién 5.2 Sea f: K™*"™ — K multilineal alternada. Entonces

i) f(AL]...] 0 |...]4,)=0 V1<i<n.
col. i
i) flAL Al A A)=—=F(A ] ] A ] A | ] A
col. i col. j
iii) f(AL | |Ai+ad; | A | A =F(AL . A A An).
N—_——
col.i
i) Si Ay =3 ajA;, entonces f(Ar1]...|A4;|...] A,) =0.

J#i
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Demostracion.
W) f(AL] |0 | Ay) = F(Ar ... [0.0] ... | A) =0-f(A1|...|0]...| Ay) = 0.

1) Sea A € K™*™. Consideremos la matriz que en las columnas ¢ y j tiene la suma de
las columnas i y j de A. Por la definicién de funcién multilineal alternada se tiene que

flAL] ... |A+Aj|...]Ai+A4;]...] A,) =0y, por lo tanto, vale:
0 = flAL]... A . JA+A]|...|A)+
+ (AL A A A A
= f(AL .. A JA A F (AL A TA A +
F (AL A A AR (AL A A AR
= flAL|... A JAj | A+ f(AL A | A A,
de donde
FlAL A A A =—f(AL LA A ] A

iii) Se tiene que

=f( A T A A A Faf (A LA A A =
= F(AL LA A ] A,

donde la primera igualdad es consecuencia de i) y ii) de la Definicién 5.1), y la tercera
se deduce de iii) de dicha definicién.

n
iv) Si A; = > «aj;A,, entonces
j=1

J col.t

JF#i ~ A
FCALL A LAY = f(AL ] D) DAy An)
. i
= Y oif(Ar]...| A || Ay) =0, O
i ~~
j#i col.1i

Podemos ahora caracterizar facilmente todas las funciones multilineales alternadas de I 22
en K y ver cémo puede definirse el determinante en este caso particular.

Ejemplo. Hallar todas las funciones multilineales alternadas f : K2*2 — K.
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Si f: K?*? — K es multilineal alternada, entonces:

f(ccl 2) = f(g Z)—i—f((c) Z) (Def. [5.11) en primera columna)

_ f(g 3)+f<g )+f<2 8)+f<2 2)

(Def. [5.11) en segunda columna)
a 0 0
()

) (Prop. 5.21))
= ad.f((l) (1)>+cb.f<

— (ad—cb). f( - ) (Prop. 5.2 if))

QU O

o o

= O
O =
N

(Def. 5.11ii))

Por otro lado, toda funcién de este tipo es multilineal alternada (comparar con el Ejemplo 2
de la pagina 108). Luego, todas las funciones multilineales alternadas f : K?*? — K son de

laformaf<ccl Z)za(ad—bc) con a € K.

Vemos entonces que una forma posible de definir una funcién de K2*2 en K que coincide
con lo que conocemos como determinante en dicha situacién es como la tnica funciéon f
multilineal alternada tal que f(Iz) = 1.

En la préxima seccién, generalizaremos lo que hemos visto en el ejemplo anterior para
matrices en K2*? a matrices en K™*" para n € N arbitrario.

5.1.2 Existencia y unicidad del determinante

El siguiente lema que relaciona una funcién multilineal alternada definida en K (+1)x(n+1)
con otras definidas en K™*™ serd la base para un argumento recursivo que nos permitird
probar la unicidad de la funcién determinante.

Lema 5.3 Sea f : K("tUX(+) . K wna funcion multilineal alternada tal que f(In41) = a.
Sea i con1<i<n+41. Sedefine f; : K™"™ — K como

ail aq4—1 0 ai g A1n
ai—11 ... @i—15-1 0 aj_15 ... Gi—1n
fl(A) :f 0 0 1 0 0 si A= (ajg)lgj,lgn.
a;1 o Qi1 0 Q; Qi n
Ap1 N Qp5—1 0 [47°%% N Apyn

Entonces f; es una funcidn multilineal alternada y f;(I,) = a.
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Demostracion. De la definicién de f; y del hecho que f es multilineal alternada, se deduce
facilmente que f; es multilineal alternada.

Ademds, fz(In) = f(In-‘rl) = . U

Veamos cémo puede utilizarse este resultado para hallar una funcién multilineal alternada
de K3*3 en K con un determinado valor sobre I3 conociendo las funciones multilineales
alternadas de K2*? en K:

Ejemplo. Hallar f : K3*3 — K multilineal alternada tal que f(I3) = 1.

Supongamos que f satisface lo pedido. Entonces

a b c 1 b ¢ 0 b ¢ 0 b ¢

fl d e k = af|l 0 e kK |)+df| 1 e kK |+g.f| 0 e &k
g h i 0 h 1 0 h 1 1 h 4

1 0 0 0 b c 0 b ¢

= af|l 0 e kK |+dfl 1 0 0 |)+g.f| 0O e k

0 h 1 0 h 1 1 00

1 0 0 b 0 ¢ b ¢ O

= af| 0 e kK |—=df|l 0 1 0 |)+g.f| € k£ O

0 h 1 h 0 i 0 0 1

= a~fl<z ];)—d-fz(z §>+9~f3<2 Ii)

Por el lema anterior, fi, fa, f3 : K?*? — K son funciones multilineales alternadas que en la
identidad I3 valen 1. Pero ya vimos, en un ejemplo anterior, que hay una tnica funcién que

cumple esto, a saber, fy : K22 — K, definida por fy ( ?; ? ) = ad—[3~. En consecuencia
a b c
fl d e k | =a(ei—hk)—d.(bi— hc)+ g.(bk — ce).
g h 1

Ademas, esta f cumple lo pedido con lo cual resulta que es la unica funcién multilineal
alternada tal que f(I3) = 1.

El siguiente teorema nos permite definir la nocién de determinante en general.

Teorema 5.4 Sea o € K. Para cada n € N, eziste una unica funcion multilineal alternada
f: K™ — K tal que f(I,) = a.

Definicién 5.5 La tnica funcién multilineal alternada f : K™*™ — K tal que f(I,) =1 se
llama el determinante de orden n.
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Demostracion. Dada A € K™ TD>(+1) notaremos A(i|j) € K™ ™ a la matriz que se obtiene
al suprimir la fila 7 y la columna j de A.

Existencia. Por induccién en n.

Para n = 1, definimos f : K'*! — K, f(x) = a.z, que es multilineal alternada y cumple

f(1) =a.

Supongamos que existe g : K"*" — K multilineal alternada tal que g(I,,) = «. Definimos
f: K(rtx(n+h) K como

n+1
FA) =D (=) an.g(A(Lli) st A= (a0 e<nir-

i=1

Veamos que f es multilineal alternada y que f(I,,) = a.

i) Sean A = (Ay | ... | A | oo | A1), A = (A | oo | AL | oo ] Au) y
A= (A ].. | Ax + AL | ... | Any1). Entonces
_ n+1 ) . »
FA) = Y (=D ar g(AQ)) + (=) (ark + aiy) g(A(L[K))
ot
n+1 ) n+1
= > (D)™ layg4 +Z 1) lay; g(A'(1]0)) +
iZh iz
+ (=) awe g(AQLK)) + (=) ayy g(A'(1]K))
= f(A)+ f(A).
i) Sea A= (Ay|...| Ap|...| App1) ysea A= (Ay|...| Mg |...| Ans1). Entonces
~ n+1 . ~
f(4) Y (=1 an g(A1) + (=1 Xay g(A(1[R))
ik
n+1 )
= > (=D a Ag(A(L) + (1) Nark g(A(1]R))
i
= X f(A).
iii) Sea A= (A |...|4;]...] A4, |...| Ant1), donde la k-ésima columna coincide con la

j-ésima (k > j). Entonces

n+1

F(A) = Y0 (=1 ari (A1) + (1) agy g(A(LL) + (=1 ay; g(A(LIR)).

i=1
iFk,j
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Observamos que para cada i # j, k, la matriz A(1]7) tiene dos columnas iguales, con lo
que g(A(1]7)) = 0. Ademds A(1|j) y A(1|k) sblo difieren en la posicién de una columna:
la j-ésima columna de A(1|k) es la (k — 1)-ésima columna de A(1|j). En consecuencia,
A(1|j) puede obtenerse a partir de A(1]k) mediante k — 1 — j intercambios de columnas
y por lo tanto, g(A(1|k)) = (=1)*"1=7g(A(1]j)). Luego

FA) = (=17 ay; g(AQ7) + (1) ay; (1)1 (A1)
(=17 + (=1) ) a1z g(A(1]5)) = 0.

Esto prueba que f es multilineal alternada.

Calculemos f(I,+1). Se tiene que

n+1

FTngn) =Y (=D (Tnga)1s g1 (1) = (=1)*.1. g(In) = .
i=1

Unicidad. Por induccién en n.

Para n = 1, basta tener en cuenta que f : K'*! — K es multilineal alternada si y sélo si es
lineal. Por la condicién f(1) = «, resulta que la dnica funcién con las condiciones requeridas
es f(z) = a.x.

Supongamos que hay una tnica g : K™*"™ — K multilineal alternada con g(I,,) = a.

Consideremos f : K(+D)x(+1) . K multilineal alternada tal que f(I,,;1) = . Sea
A= (a;;) € K +Dx(n+1)  Por Jinealidad en la primer columna, se tiene que

0 a2 N A1n+1
n+1 0 A;—12 oo Q-1 n41
f(4) = Z ain- fl 1 a2 ... Gingr
i=1 0 ajp12 -+ Gitint
0 any12 -+ Gpyint
Restandole a la columna j la primer columna multiplicada por a;; para j = 2,...,n+ 1, por
la Proposicién 5.2/ iii) tenemos que
0 ai2 . A1n+1
n+1 0 a;—12 oo Qi—1n41
fA) =>an. fl 1 0 0
i=1 0 ai4+12 oo Qi1 n41

0 apy12 ... Gpyingt
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ai12 e a1 0 a1i41 NN A1n+41
n+1 4 ai—12 .- @i—1; 0 @Gi—1441 -0 Gicingl
:§ (=) tay . f 0 0 1 0 0
i=1 Qiy12 oo Gig1i 0 @iq1ip1 oo Qiplngl
ny12 -+ Gui1i 0 Gui1ip1 oo Gpgingl
n+1
1 )
= > (=" Man - fi(A(i[1).
i=1

Por el Lema 5.3, f; : K™ — K es una funcién multilineal alternada y f;(I,) = «, luego
debe ser f; = g. Por lo tanto, f(A) es necesariamente

n+1

FA) =) (=) ai . g(AGiID),

=1

de donde f es tunica. O

De la demostracion anterior se deduce inmediatamente el siguiente resultado:

Corolario 5.6 Sea A € K"*™. Si para cada v € N, det : K"™*" — K denota la funcion
determinante de orden r (quedando en claro por el contexto de qué funcidon determinante se
trata), entonces

n n

det(A) =Y (=1)"a; . det(A(i[1)) =) (=1)"ay; . det(A(1]i)).

i=1 =1

Las férmulas recursivas para el cdlculo del determinante de una matriz dadas en el corolario
anterior se llaman el desarrollo del determinante por la primera columna y por la primera fila
respectivamente.

0
Ejemplo. Calcular det(A), siendo A = 0

O = O N
— O = O

1
1
-1 0
1 0

Utilizando la féormula del desarrollo por la primera fila del Corolario 5.6/ obtenemos:

200 Lo 01 0

det = (=1)22.det{0 -1 0|+ (-1)>L.det| 1 0 -1
Lo -0 1 1 0 01 1
01 1 0

2. ((—1)2~1.det(_11 8)+(—1)4.1.det<(1) _11>)+



5.2 Propiedades del determinante 115

+ (—1) ((1)3.1. det (é 11>>

= 2.041)+ (-1)(-1) =3

5.2 Propiedades del determinante

En esta seccién estudiaremos algunas propiedades bésicas de los determinantes que facilitan
su célculo.

5.2.1 Determinante de la transpuesta de una matriz

La identidad enunciada en el Corolario 5.6/ nos permite deducir el siguiente resultado:
Proposicién 5.7 Sea A € K"*™. Entonces det(A) = det(A").

Demostracion. Probaremos la igualdad por induccién en n:
Para n = 1, no hay nada que probar.

Supongamos que vale para n y sea A = (a;;) € K VX1 Entonces

n+1 n+1
det(A") = > (=1)TH(A")y;det(A(1]i) = D (—1)"a; det(A(1]i)")
i=1 =1
n+1
= Y (1) a; det(A(i[1)) = det(A). 0

Observacion 5.8 La definicién de funcién multilineal alternada podria haberse dado en
términos de las filas de las matrices, en lugar de respecto de las columnas, y se hubiese
obtenido la misma funcién determinante.

5.2.2 Matrices triangulares

Un caso en el que es muy facil calcular determinantes es el de las matrices triangulares. Lo
veremos para matrices triangulares superiores, pero el mismo resultado vale para una matriz
triangular inferior.

Proposicién 5.9 Sea A = (ai;) € K™*" una matriz triangular superior. Entonces det(A) =

n
H Qi;.
i=1

Demostracion. Probaremos la validez de la formula por induccién en n:

Para n = 1, no hay nada que hacer.
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Supongamos que vale para n y sea A = (a;;) € K+Dx(+1D) yna matriz triangular
superior. Entonces

n+1
det(A) = S (— 1) agy det(A(i[1)) = a1y det(A(1[1)),

=1

puesto que por nuestra hipdtesis sobre A, se tiene que a;; = 0 para cada i > 2.
Ahora, la matriz A(1|1) € K™*™ es triangular superior y entonces, por hipétesis inductiva,
n n+1
det(A(1]1)) = TT (A(1]1));; = Il @ii- En consecuencia,
j=1 i=2
n+1
det(A) = ayy det(A(1]1)) = [ au,
i=1

que es lo que se queria probar. O

Observacién 5.10 Dado que el determinante es una funciéon multilineal alternada por fi-
las (ver Observacion 5.8), podemos calcular el determinante de una matriz trianguldndola,
teniendo en cuenta el cambio del determinante de acuerdo a la operacién elemental efectuada:

F1 Fl
F; F;
o det . — _ det : Inter.cambzgr dos filas .
: . cambia el signo del determinante.
F; F;
F, F,

F1 Fl

“Multiplicar una fila por una constante no nula’

Fi | = F; o :
o det A_ ‘ Adet .’ multiplica el determinante por esa constante.

F, F,

I Fi
F; + )\Fj F;
“ 4 s bhl
o det : — det . Sumarl'e a una fila un maltiplo de otra
: : no modifica el determinante.
F; F;
F, F,

El determinante de la matriz triangular obtenida es el producto de los elementos de su
diagonal.
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20 0 1
. , 01 0 1
Ejemplo. Calcular det(A), siendo A = 10 -1 0
01 1 0
2.0 0 1 L0 =10 0o
01 0 1 01 0 1 01 0
detly g 1 0) =79 20 0 1]7 %90 2 1|7
01 1 0 01 1 0 oL b0
10 -1 0 1 0 -1 O
01 0 1 01 0 1
= —det 00 2 1 = —2det 0 0 1 % B
10 -1 0
01 0 1
= —2det | o o 1 = 3.
00 o -3

3
5.2.3 Desarrollo del determinante por una fila o columna

Veremos ahora férmulas para el determinante andlogas a las del Corolario 5.6 en las cuales la
primera columna (o fila) de la matriz es reemplazada por cualquier otra columna o fila.

Sea A € K™" A = (a;;). Sean Aj,..., A, las columnas de A. Observemos que se
puede ubicar la j-ésima columna de A en el lugar de la primera, sin modificar el orden de las
restantes, por medio de j — 1 intercambios de columnas. Entonces

det(A) = (71)j71 det(Aj | A1 | A2 | . | Aj,1 ‘ Aj+1 | . | An)

- (_1)j—1(i(_1)1+iazj det(A(il)))

= 3 (1) ay; det(Adil5)),
i=1
lo que da una férmula para el desarrollo del determinante de una matriz por la j-ésima
columna para 1 < j < n arbitrario. Usando que det(A) = det(A?), se prueba una férmula
para el desarrollo por la i-ésima fila para cualquier 1 < i < n.

Hemos demostrado el siguiente resultado:

Proposicién 5.11 Sea A = (a;;) € K™*". Entonces

det(A) = Z(fl)i”aij det(A(i|7)) para todo j con 1 <j<n

det(A) = (=1)"a;; det(A(il5)) para todo i con 1 <i < n.



118 Determinantes

1 -2 1 2

. . 1 0 2 1
Ejemplo. Calcular det(A), siendo A = 1 0 2 0
1 0 1 0

Desarrollando el determinante por la segunda columna, se obtiene:
1 21 1 2 1
det(A) = (—=1)**2.(=2).det [ 1 2 0| =2.det[1 2 0|,
1 10 110

y desarrollando por la tercera columna el determinante del miembro derecho,

1 2

det(A) = 2. (—=1)' 3. 1. det (1 |

):2.(1.1—2.1):—2.

5.2.4 Determinante del producto de matrices

En esta seccién estudiaremos cémo se comporta el determinante con respecto al producto de
matrices. Para esto, probaremos en primer lugar un resultado sobre funciones multilineales
alternadas que nos sera de utilidad.

Proposicién 5.12 Sea f : K™*" — K multilineal alternada tal que f(I,) = «. FEntonces
f = a.det.

Demostracion. Como consecuencia de que det : K™*"™ — K es una funcién multilineal
alternada, se tiene que a.. det : K™*™ — K es multilineal alternada. Adem4s, («. det)(I,) = a.

Por la unicidad de las funciones multilineales alternadas (ver Teorema [5.4)), resulta que
f = a.det. O

Proposicién 5.13 Sean A, B € K™*". Entonces det(A.B) = det(A). det(B).

Demostracion. Se define f: K™ — K como f(X) = det(A.X). Nuestro objetivo es probar
que para cada B € K™*™ se tiene que f(B) = det(A). det(B).

Observamos que la funcién f es multilineal alternada y calculamos su valor en I,,:

i) Paraicon 1 <i<n,

X | X+ X X)) =det (A(Xy | | X+ X || Xy,)) =
—det(AXy | ... | AX; | ... | AX,) +det(AXy | ... | AX]|...| AX,) =
— FX | I X e | X)) 4 F(X | | XD ] X)),

ii) ParaAe K,1<i<n,
FOX | [AXG | X)) =det (A(Xy | .. [AXG | ... | X)) =
(X X X))
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iii) Para 1 <i <mn,
f(X1|...|XZ-|.‘.|Xi|...|Xn):det(A.(X1|...|XZ-|...|XZ-|...|Xn)):
iv) f(I,) = det(A.I,) = det(A).

Por la proposicién anterior, resulta que f = det(A). det.
Luego, para cada B € K™*" se tiene que det(A.B) = f(B) = det(A). det(B). O

5.3 Determinantes y matrices inversibles

El objetivo de esta seccién es estudiar la relacién entre determinantes e inversibilidad de
matrices. Probaremos que una matriz A € K™*" es inversible si y sélo si su determinante es
no nulo. A continuacién, mostraremos que los determinantes pueden ser utilizados también
para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

5.3.1 Inversibilidad de matrices

El siguiente resultado, cuya demostracion se basa en la férmula para el determinante de un
producto de matrices vista en la seccién anterior, caracteriza la inversibilidad de matrices por
medio de determinantes:

Proposicién 5.14 Sea A € K"*™. Entonces A es inversible si y sdlo si det A # 0.

Demostracion.

(=) Supongamos que A € K™*" es inversible. Entonces existe una matriz B € K™*™ tal
que A.B = I,,. Aplicando el resultado de la Proposicién [5.13 se obtiene que

1 =det(l,) = det(A.B) = det(A). det(B),
de donde se deduce que det(A) # 0.
(<) Sidet(A) # 0, entonces las columnas de A son linealmente independientes (ver Propo-
sicién 5.21iv)) y, por lo tanto, A es inversible (ver Ejercicio 17, Seccién 2.5). O
5.3.2 Adjunta de una matriz

Dada una matriz A € K™*™, podemos asociarle una matriz, cuyos elementos se calculan a
partir de determinantes de submatrices de A que, en el caso en que A sea inversible, nos
permitird obtener la inversa de A.
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Definicién 5.15 Sea A = (a;;) € K™*". Se llama adjunta de A, y se nota adj(A4), a la
matriz adj(A) € K™*" definida por

(adj(A))ij = (=1)"" det(A(j2)).

Ejemplo. Sea A = . Entonces la adjunta de A es la matriz

L
N = Ot
S = N

-2 4 3
): 1 -2 3

—_
\G]
~_
|
Q.
)
-+
7N
[N
— N

(
adj(A) = —det<f é) —I—det(l :
(

2 1 1 5 1
+ det 1 2) —det(1 2) +det<2

Si calculamos A. adj(A), tenemos que

= Ot
—

9 0
Aadj(A)=| 0 9
0 0

1
de donde se deduce que A~! = 9 adj(A). Teniendo en cuenta que det(A4) = 9, resulta que

.adj(A4).

En el ejemplo anterior obtuvimos una relacién entre la matriz A, su adjunta y su deter-
minante. La siguiente proposiciéon muestra que lo mismo sucede en general.

Proposicién 5.16 Sea A € K™*™. Entonces A.adj(A) = det(A). I,,. Luego, si det(A) # 0,

se tiene que A~ = detl(A).adj(A).

Demostracion. Sea A € K™*", A = (a;;). Entonces
(A.adj(A)ke = Y agi- (adj(A))ir = Y ag; (—1)" det(A(e]i)).
i=1 i=1

Si k = ¢, entonces (A.adj(A))er = > (—=1)"**ay; det(A(£]i)) = det(A), puesto que la sumato-
i=1
ria resulta ser el desarrollo de det(A) por la ¢-ésima fila.
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Por otro lado, si k # ¢, se tiene que (A.adj(A))xe = Y. (1) ay; det(A(L]i)) = 0, puesto
i=1
que se trata del desarrollo por la (-ésima fila del determinante de la matriz A*% definida por

sii=1/

CLZ‘j
(9]
que tiene dos filas iguales.

La segunda parte de la proposicién se deduce inmediatamente de la igualdad A. adj(A)

det(A).I,. O

5.3.3 Regla de Cramer

Por ultimo en esta seccién presentaremos la regla de Cramer, que permite obtener la (tnica)
solucién de un sistema lineal no homogéneo cuya matriz asociada es inversible por medio de
determinantes.

Proposicién 5.17 (Regla de Cramer) Sea A = (a;;) € K™*" una matriz inversible, y sea
be K™ 1. Entonces la (iinica) solucién del sistema lineal A.x = b estd dada por

ai1 ari—1 b a144+1 Q1n
as1 azi—1 by a4 a2n
det . .
o an1 Qpi—1 bn ap, 1+1 Apn para Z . 1 n
! det A e

Demostracion. Multiplicando la ecuacién A.z = b por adj(A), se tiene que
adj(A).A.x = adj(A).b.

Por la proposicién anterior y el hecho que A es inversible, adj(A).A = A.adj(A4) = det(A). I,,.
En consecuencia,

det(A).z = adj(A).b.
Sea 1 < i < n. Entonces, de la igualdad anterior, resulta que

n

det(A).x; = (adj(A).b)ix = > (1) det(A(j]i)) by = Y (—1)""b; det(A(j]i)) =
j=1 j=1
a1 ari—1 b a1i41 A1n
a21 azi—1 bz azit1 a2n
= det . . )
an1 Gni—1  bn Ani+1 Ann

de donde se deduce la férmula del enunciado de la proposicion.
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La regla de Cramer en general no se utiliza para resolver sistemas de ecuaciones lineales,
pero es 1til para derivar resultados tedricos sobre las soluciones de esta clase de sistemas.

Ejemplo. Sea A € Z™*™ tal que det(A) = +1 y sea b € Z". Entonces el sistema lineal
A.x = b tiene solucién en Z™.

Sea zg € Q" la solucién del sistema A.x = b. Por la regla de Cramer, sabemos que cada
coordenada de xg se obtiene como el cociente entre el determinante de una matriz cuyos
coeficientes son coeficientes de A y de b, y el determinante de la matriz A. Como tanto los
coeficientes de A como los de b son nimeros enteros, el determinante que aparece en cada
numerador es un nimero entero y, puesto que det(A) = +1, el cociente resulta entero. Luego
xg € Z".

5.4 Calculo de algunos determinantes

Ejemplo. Calcular el determinante de la matriz A € K™*™ definida por:

t 0 0 0 ao

-1 t 0 0 0 aq

0 -1 t 0 0 a2
A= 0 0 -1 0 0 as

0 0 0 ... -1 t  apno

0 0 0 0 -1 t+ap-1

Probaremos, inductivamente, que det(A) = t" + a,_1t" "' + - + ait + ao.

Para n = 2:

t a
det( o t+0a1 )t(t+a1)+aot2+a1t+ao.

Supongamos que vale para toda matriz de este tipo en K"*". Entonces, dada una matriz
de esta forma en K("*tDx(+1) desarrollando el determinante por la primera fila, y aplicando
luego la hipdtesis inductiva resulta que

t 0 0 0 0 ag
-1 t 0 0 0 ay
0 -1 ¢t 0 0 aso
det 0 0 -1 0 0 as =
0 0 0 -1 ¢ Ap_1

0 0 o ... 0 -1 t+an
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t 0 0 ... 0
-1t 0 0 a
= ¢. det -1t 0 a + (=1)"2ae(-1)" =
0 0 0 ... t ap,
0 0 0 ... =1 t+ay

=t(t"+ant" o day) Fag =" ant™ 4+ -+ art + ao.

Ejemplo. Dados ki, ..., k, € K se define la matriz de Vandermonde:

1 1 e e 1
k1 T
Viki, koy. .. k) = k3 k2 ... .. k2 c KM,
[ 7 U
Entonces det (V(k1, ko, ... kn)) = [ (% — ki)
1<i<j<n
Vamos a probarlo por induccién en n:
Para n = 2,
1 1
det (V(kl, kg)) = det < kl kz ) = kQ — kl,
y por lo tanto, la formula vale.
Supongamos ahora que vale para n y calculemos det (V(k:l, koy... kn, k;n+1)). Se tiene
que
1 1 ... ... 1
ki ka ... ... knpg
det (V(kl,kg,...,kn+1)) = det ]{J% k% k%+1
O
Parai=n,n—1,...,2 ala i-ésima fila de esta matriz le restamos k; veces la fila i — 1 y
obtenemos:
det (V(kl, ]{32, ey k7z+1)) =
1 1 1 e 1
0 ko — Ky ks — k1 kny1 — k1
= det 0 k3 — kiko k3 —kiks ... k2, —kikng
I o e O L)
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1 0 0 e 0
0 ko — k1 ks — k1 kni1 — k1
= det 0 (kg - kl)]ﬂg (kg - kl)]ﬂd . (knJrl — kl)kn+1
0 (ke —k)ky™" (ks —k)kE ™" o0 (kpgr — K1)kl
" 1 1 ... 1
= [k = k). det k2 ks B
= S e R
n+1
= H(kj — k1) . (kj — ki)
j=2 2<i<j<n+1
= JI & -k
1<i<j<n+1
Observacion 5.18 Del ejemplo anterior se deduce que, si ki, ..., k, € K son escalares dis-
tintos, la matriz V(kq,...,k,) € K™*™ es inversible, pues su determinante es no nulo.

La matriz de Vandermonde se relaciona con el siguiente problema de interpolacién: dados
g, - .., an € K escalares distintos, y (o, . . ., O, € K escalares arbitrarios, hallar un polinomio

n .

P =5 a;X" € K[X] de grado menor o igual que n tal que P(«;) = §; para cada 0 < ¢ < n.
i=0

Estas condiciones dan lugar a un sistema de ecuaciones lineales para los coeficientes de P:

(V(ag,-..,an))z =6

donde z; (0 < i < n) representa el coeficiente de X’ en Py 3= (By,...,8,) € K"+1.

Ahora, siendo (V(ap, ..., ay))! una matriz inversible (por ser ay, ..., o, escalares distin-
n

tos), este sistema tiene solucién tnica (ay,...,a,) € K"l y el polinomio P = Y a;X*
i=0

1=
cuyos coeficientes son las coordenadas de esta solucién resulta ser el inico polinomio de grado
menor o igual que n que satisface P(«;) = §; para cada 0 < i < n (polinomio interpolador de
Lagrange).

5.5 Rango de una matriz y determinante

De acuerdo a lo que hemos visto previamente, para decidir si una matriz es inversible, basta
verificar si su determinante es no nulo. En esta seccién veremos que, aun en el caso de una
matriz A no inversible, es posible determinar el rango de A calculando determinantes de
submatrices de A.

Definicién 5.19 Sea A € K"*™ ysean 1 <r <n,1 < s < m. Una submatriz de A en K"**
es una matriz B € K"*® que se obtiene suprimiendo n — r filas y m — s columnas de A.
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2 1 3
Ejemplo. Sea AcR¥>3, A= 2 2 1
1 4 1

. . 2 2 1 . .
e Una submatriz de A de 2 x 3 es, por ejemplo, < 141 ), que se obtiene al suprimir

la primera fila de A.

. . 2 . -
e Una submatriz de A de 2 x 2 es, por ejemplo, 9 i) ), que se obtiene al suprimir la

tercera fila y la segunda columna de A.

La relacion entre rango y submatrices con determinante no nulo viene dada por la siguiente
proposicién.

Proposicién 5.20 Sea A € K™*"™. Son equivalentes:
i) rg(A) > r.

it) Exziste B € K™*" submatriz de A con det(B) # 0.

Demostracion.

i) = ii) Si rg(A) > r, entonces existen r filas Fj,,..., F; (i < ... < i) de A que son
linealmente independientes. Consideramos la submatriz A’ de A formada por dichas
filas. Se tiene que A’ € K™*™ y rg(A’) = r. Esto tultimo implica que A’ tiene r
columnas Cj,,...,Cj,. (j1 < ... < j,) linealmente independientes.

Sea B € K"*" la submatriz de A’ cuyas columnas son Cj,,...,C; . Es claro que B es
una submatriz de A y, como sus columnas son linealmente independientes, det(B) # 0.

1i) = i) Supongamos que B € K"*" es una submatriz de A con determinante no nulo. En-
tonces, las columnas de B son linealmente independientes.

Consideremos la submatriz A’ € K"*™ de A que resulta de suprimir las mismas filas
que para obtener B (pero sin suprimir ninguna columna). Entonces las columnas de
B son algunas de las columnas de A’, con lo que rg(A4’) > rg(B) = r y, por lo tanto,
rg(A’) = r, pues A’ tiene r filas.

Finalmente, observemos que las filas de A son algunas de las filas de A’, de donde
rg(A) > rg(A') =r. O

De esta proposicién se desprende el siguiente resultado que permite obtener el rango de
una matriz estudiando los rangos de sus submatrices cuadradas.

Observacion 5.21 Sea A € K™*™ una matriz que posee una submatriz de r x r inversible,
pero no posee ninguna submatriz de (r + 1) x (r + 1) inversible. Entonces rg(A4) = r.
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5.6 Otra féormula para el determinante

Concluimos este capitulo dando una férmula alternativa para el determinante.

Fy
Fy
Dada A = (a;5) = | . € K™*" usando que el determinante es una funcién multilineal
Fy,
alternada por filas tenemos que
6,‘1
Fy
det(A) = Z ay;, det
1<i1<n :

F”L

donde e;, es el i1-ésimo vector de la base canénica de K™. Repitiendo el procedimento para
todas las filas tenemos que

€1
€iy
det(A) = E 14,24y « - - Qng,, det
1<iy i2,...,in<n
€;

n

Dado que, si una matriz tiene dos filas iguales, su determinante es cero, en la suma podemos
quedarnos sélo con los determinantes de las matrices cuyas filas son los n vectores distintos
de la base candnica, eventualmente cambiados de orden. Para facilitar la notacién, daremos
la siguiente

Definicién 5.22 Sea I, = {1,2,...,n} C N. Una permutacion de I, es una funcién
o : I, — I, biyectiva. El conjunto de todas las permutaciones de I,, se nota S,.

Luego,
€o(1)
€5(2)
det(A) = Z A16(1)026(2) - - - Ono(n) det
oESR

€o(n)

€a(1)

€s(2)

Como el determinante de la matriz . s6lo depende de la permutacion ¢ y siempre da
€a(n)

1 0 —1 (ya que la matriz se obtiene intercambiando filas de la matriz I,,), podemos definir
el signo de la permutacion o (que notaremos sg(o)) como dicho determinante. Usando esta
notacién, tenemos:
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Proposicién 5.23 Sea A = (a;;) € K"*". Entonces

det(A) = Z Sg(U) A15(1)25(2) - - - Ano(n)-
o€Sn

Observaciéon 5.24 Para calcular el signo de una permutacion o € S, basta considerar la

o (1)

€o(2)
matriz . y contar cudntos intercambios de filas se deben realizar para conseguir la

€o(n)

matriz I,,. Si el nimero de intercambios es r, el signo de la permutacién serd (—1)".

Nota. La definicién de signo de una permutacién puede darse independientemente de la
definicién de determinante. De esta forma, la identidad de la Proposicién [5.23 nos da una
funcién de K™*™ en K que puede probarse que es multilineal alternada y que en la identidad
vale 1 y por lo tanto es la funcién determinante. Esto nos daria una definicién no inductiva
del determinante independiente de nuestra definicién anterior.

5.7 Ejercicios

Ejercicio 1. Calcular el determinante de las siguientes matrices:

i) <43 é) ii) <_21 12) ii) —13 g —51

1 —4 -2

2 3 -2 5 5 4 -2 5

2 -1 3 4 -5 0 6 ) 2 -3 0 6

v (-1t 2 Vola o -1 7 Dol 0 2 0
4 -5 6 3 -4 8 -4 3 3 8

Ejercicio 2. Calcular el determinante de las matrices elementales definidas en la Seccion [2.3.

Ejercicio 3. Calcular el determinante de A € K"™*" siendo

0 0 0 a

0 0 az O
A= ..

0 anp—1 0 O
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Ejercicio 4.

i) Si Ae K™ Be K™*™y (C e K™™, sea M ¢ Kn+m)>("+m) 3 matriz de bloques

definida por M = <61 g) Probar que det(M) = det(A). det(B).
ii) Sean 71, ro,...,7, € Ny para cada i,1 < i < n, sea A; € K"*"i. Se considera la
matriz de bloques
A0 0o ... 0
0 A, 0 ... O
M = 0 0 As ... 0
0 0 0o ... A,

Calcular det(M).

Ejercicio 5. Calcular los determinantes de las siguientes matrices:

1 2 3 ... n x a a a
-1 0 3 n a T a a
)] -1 -2 0 n ii) a a = a
-1 -2 -3 0 a a a x

0 1 1 1 1

1 0 T x x

1 T 0 x x

iii)

»—
8

8
o
8

Ejercicio 6. Calcular inductivamente el determinante de A € R™*™:

2 1 0 0 ... ... O

1 2 1 0 0

o 1 2 1 0 0
A=

0 o 1 2 1 0

0 0 1 1

0 0o 1 2

Ejercicio 7. (Célculo alternativo para el determinante de la matriz de Vandermonde.) Dada
la matriz

1 U |
S R
Viki ko, ky) = | k2 k2 .. K2

EptokpTt oo kRt
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probar que det (V(kl,kg, .. ,kn)) = I (kj —k;) de la siguiente forma: Sin perder
1<i<j<n

generalidad se puede suponer que k; # k; si ¢ # j. Si se considera el determinante de

V(k1,ka,...,kn_1,X) como polinomio en X, probar que ki,...,k,—1 son sus raices y facto-

rizarlo.

Ejercicio 8. Calcular los siguientes determinantes:

l14a 1+b 1+c¢ 1+d 1 1 1 1
i 14+a?2 1406 142 1442 i) a? b 2 &P
1+a® 140 1+ 1+d° a® b S &P
14+a* 140* 14¢* 1+d* a* bv* &t at
1 1
Ejercicio 9. Sea A = (a;;) € R¥3 tal que A. | 2 | = | 2 |. Si det(A) = 3, calcular el
1 7
determinante de la matriz
a12 a2 a32
1 2 7

a11 + 2a13 a1 + 2a03  asy + 2ass

Ejercicio 10. Dadas las matrices A, B € R?*?

1 3 2 -1
=(d) =)
probar que no existe ninguna matriz C € GL(2,R) tal que A.C = C.B. (Y si no se pide que

C' sea inversible?

y sea B € R¥*3 B = (b;;), una

DO = =
W DN N

0
Ejercicio 11. Sea A € R3®*3 la matriz A = | 0
0
r

@

matriz tal que det(A + B) = det(A — B). Probar que B es inversible si y s6lo si by1 # bag.

Ejercicio 12.

i) Sea A € R™** la matriz

a b c d
b —a d —c
A= c —d —a b

d ¢ —-b —a

Probar que el sistema A.x = 0 tiene solucién unica si y sélo si a, b, ¢ y d no son todos
iguales a cero.

ii) Analizar la validez de la afirmacién anterior si A € C**%.
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Ejercicio 13. Sea A € K"*"™ y sea A € K. Probar que existe x € K", x # 0, tal que
A.x = Az siy solo si det(A — A.1,) = 0.

Ejercicio 14. Sean ag,...,a, € R, todos distintos y no nulos. Probar que las funciones
e .. e*® son linealmente independientes sobre R. Deducir que R® no tiene dimensién
finita.

n
Sugerencia: Derivar n — 1 veces la funcién ) ¢;e®".
i=1

Ejercicio 15. Calcular el determinante, la adjunta y la inversa de cada una de las siguientes
matrices:

9 3 2 =3 3 _11 1 g ?, cos 0 —sen
i) i)l -5 4 0 iii) -~ iv) 0 1 0
5 1 1 2 5 4
0 -2 2 10 1 sen 0 cos

Ejercicio 16. Sea A una matriz inversible. Calcular det(adjA). ;Qué pasa si A no es
inversible?

Ejercicio 17.

i) Resolver los siguientes sistemas lineales sobre Q empleando la regla de Cramer:

a) {B.xl — o =-3

T+ T =4 T1t+xetrztay = 0

—T7 +2.Z‘2 —4.$3+$4 =1

3.x1 —2.29+23=0 C) T1 — Tg — T3 — T4 = 4

b) { -1+ a2+ 223 =1 521 +x9—3x3+2.24 = 0
2.331 + o + 4..7?3 =2

ii) Resolver el siguiente sistema lineal sobre Z; empleando la regla de Cramer:

3r+y+2z = 1
T+ z = 6
20 +2y+2 = 3
a b c
Ejercicio 18. Sea A € R33 lamatriz A= | d e f |. Sesabe que
g h 1
1 b ¢ a 2 c a b -1
det |2 e f| =0, det|d 4 f|=0, y det|d e —-2]=0.
5 hoi g 10 i g h -5
Calcular det A.
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Ejercicio 19.

i) Sea A € K3*3 no inversible tal que A;;.A33 — A13.A31 # 0. Calcular la dimensién de
S={re K3 Ax =0}

ii) Sea A € K™*" no inversible tal que adj(A4) # 0. Calcular rg(A) y rg(adj(4)).

Ejercicio 20.
i) Sea A = (a;;) € K%%°. ;Con qué signos aparecen los siguientes productos en det(A)?
a) a23.431.042.056.A14 .05
b) a32.443.A14-A51-Ag6-A25

ii) Sea A = (a;5) € K5%5, Elegir todos los posibles valores de j y de k tales que el producto
a1;.a32.04%-025-a53 aparezca en det(A) con signo +

iii) Sea A = (a;;) € K***. Escribir todos los términos de det(A) que tengan al factor ass
y signo +

iv) Sin calcular el determinante, calcular los coeficientes de X y de X3 en

°oX X 1 2
1 X 1 -1
det | 5 5 x4
1 1 1 X

v) Sin calcular el determinante, calcular el coeficiente de a® y el de b® en

det

Q == oY

a
b
1
1
a
1

S = Q=
e e N
e a2 N
—Q o = Q

Ejercicio 21. Sean A, B, C, D € K™*". Sea M € K?"*2" la matriz de bloques
A B
M= ( A D) .

Probar que si A € GL(n, K), det(M) = det(A.D — A.C.A"1.B). Si ademis A.C = C.A
entonces det(M) = det(A.D — C.B).
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Capitulo 6
Diagonalizacion

En este capitulo empezaremos a estudiar la estructura de los endomorfismos de un espacio
vectorial de dimensién finita.

6.1 Nociones basicas

Dada una transformacion lineal f : K™ — K",y dos bases By y By de K™ se tiene que
|f|B, = C(Ba, B1)|f|B,C(Bi1, Ba) = C(Ba, B1)|f|5,C (B2, B1) Y,

y por lo tanto, existe una matriz C € GL(n, K) tal que |f|z, = C.|f|p,-C~!. Reciproca-
mente, si A, B € K™ ™ son tales que existe una matriz C € GL(n, K) tal que A = C.B.C~!,
definiendo f: K™ — K™ como f(z) = A.x y considerando By = E la base canénica de K™ y
B; la base de K™ formada por las columnas de C, resulta que

A=|flp, vy B=CTLAC=C(E B)|flpC(B2 E) = |flp,

Esto da lugar a la siguiente definicién (ya introducida en el Ejercicio 35 de la Seccién [3.8)):

Definicién 6.1 Sean A, B € K™*™. Se dice que A y B son semejantes, y se nota A ~ B, si
existe una matriz C' € GL(n, K) tal que A = C.B.C~L.

Por lo tanto, se demostré la siguiente propiedad (que es lo propuesto por el Ejercicio 36
de la Seccién 3.8)):

Proposicién 6.2 Sean A, B € K™*". Entonces A ~ B siy sélo si existen una transformacién
lineal f : K™ — K" y bases By y By de K™ tales que |f|g, = Ay |f|p, = B.

Por lo que vimos, una misma transformacién lineal da lugar a matrices semejantes si
calculamos sus matrices en distintas bases. Es por eso que, en lo que sigue, estudiaremos la
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semejanza de matrices. El primer problema que consideraremos es el de determinar si una
matriz es semejante a una matriz diagonal.

Definicién 6.3 Una matriz A € K™*™ se dice diagonalizable si existe una matriz C' €
GL(n, K) tal que C.A.C~! es una matriz diagonal.

En otras palabras, una matriz diagonalizable es una matriz que es semejante a una matriz
diagonal. La nocién correspondiente para transformaciones lineales es la siguiente:

Definicién 6.4 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, y sea f : V — V una
transformacién lineal. Se dice que f es diagonalizable o diagonal si existe una base B de V
tal que |f|p es diagonal.

Teniendo en cuenta que la semejanza de matrices es una relacién de equivalencia (ver
Ejercicio 35 de la Seccién [3.8) deducimos que:

Observacion 6.5 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V' — V una

transformacién lineal. Entonces f es diagonalizable si y sélo si |f|p es diagonalizable para
toda base B de V.

6.1.1 Autovalores y autovectores

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea f : V — V una transformacién lineal

diagonalizable. Luego, existe una base B = {vy,...,v,} de V tal que |f|p es diagonal:
A0 ...00
0 A
fs=| O
: . w0
0 ... 0 X\,

Entonces, para cada 1 <i <mn, f(v;) = A\v;.

Reciprocamente, si para una base B = {vy,...,v,} de V. y Aq,..., A\, € K se cumple
que f(v;) = A\v; para cada 1 < i < n, la matriz |f|p es diagonal y, en consecuencia, f es
diagonalizable.

Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 6.6 Sea V un K-espacio vectorial, y sea f : V — V una transformacién lineal.
Se dice que v € V, v # 0, es un autovector de f si existe A\ € K tal que f(v) = A\w. El
elemento A € K se llama un autovalor de f.

Usando estas definiciones, el razonamiento anterior se puede reescribir de esta forma:

Proposicién 6.7 Sea V' un K-espacio vectorial de dimension n y sea f : 'V — V una
transformacion lineal. Entonces f es diagonalizable si y sdlo si existe una base B de V
formada por autovectores de f.
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La mismas nociones se pueden definir para matrices: Dada A € K™*"™, se le puede asociar
una transformacién lineal f4 : K™ — K™ definida por fa(x) = A.z. Notar que |fa|lg = A,
donde E es la base candnica de K™. Entonces v € K", v # 0, es un autovector de f4 de
autovalor A si y sélo si A.v = A.w.

Definicién 6.8 Sea A € K™*". Se dice que v € K™, v # 0, es un autovector de A si existe
A € K tal que A.v = A\.w. El elemento A € K que verifica la condicién anterior se llama un
autovalor de A.

Podemos dar también un resultado anédlogo a la Proposicién 6.7 para matrices:

Proposicién 6.9 Sea A € K™ ™. Entonces A es diagonalizable si y sdlo si existe una base
B de K™ formada por autovectores de A.

Ejemplos.

2 3

1. Decidir si A = ( 9 1

) € R?*2 ¢s diagonalizable.

En virtud de la proposicién anterior, basta buscar los autovectores de A, es decir, los

vectores © = (x1,72) € R? tales que (z1,22) # (0,0) y A. ( il ) = ( iil ) para
2 T2
algin A € R.

Para esto, buscaremos en primer término los elementos A € R para los cuales el sistema
A.x = A.x tiene solucién no trivial (autovalores de A) y después, para cada uno de
los valores hallados, los vectores (z1,72) € R? que son soluciones del sistema lineal
correspondiente.

Observamos que

_ _ A—2 -3 I _ 0
hamra o on-damo — (25 ) ()= (D),

Este sistema homogéneo tiene solucién no trivial si y sélo si el determinante de su matriz
asociada es 0, o sea, si y sélo si A2 — 3\ —4 = 0. Luego, los autovalores de A son A\ = —1
yA=4.

Busquemos ahora los autovectores correspondientes a cada autovalor:

Para A = —1, queda el sistema

-3 -3 z1\ _ (0

-2 =2 T2 o 0 ’
cuyo conjunto de soluciones es < (1,—1) >. Luego el conjunto de los autovectores
asociados a A = —1 es < (1,—1) > — {(0,0)}.

Para \ = 4, el sistema es
2 -3 X1 o 0
—2 3 Xro - 0 ’
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cuyo conjunto de soluciones es < (3,2) >. Luego el conjunto de los autovectores aso-
clados a A =4 es < (3,2) > — {(0,0)}.

En consecuencia, A es diagonalizable, puesto que B = {(1,—1),(3,2)} es una base de
R? formada por autovectores de A. Mas atn, si C = C(E, B) se tiene que
-1 0
-1 _
c.AC = ( Lo > |
3 00
2. Decidirsi A= 1 3 0 | es diagonalizable en R3*3,
0 0 3

Busquemos los autovalores de A, es decir, los valores de A € R para los cuales el sistema,
A.x = Az tiene solucién no trivial o, equivalentemente, el sistema (\.I3 — A).z = 0 tiene
solucién no trivial. Pero esto vale si y sélo si det(A.I3 — A) = 0, es decir (A —3)3 = 0.
Luego, A = 3 es el tnico autovalor de A.

Si A fuese diagonalizable, existiria C' € GL(n, K) tal que

300
CAC'=10 3 0| < A=
0 0 3

O O W
S w o
w o O

Luego, A no es diagonalizable.

6.1.2 Polinomio caracteristico

Como vimos en la seccién anterior, un método para determinar si una matriz es diagonalizable
consiste en buscar sus autovalores y luego ver si se puede armar una base de autovectores.

Sea A € K™*" y sea A € K. Se tiene que:

A es autovalor de A <= Jz e K" — {0} tal que A.x = \.x.
<= El sistema A.x = A.x tiene solucién no trivial.
<= Elsistema (\.I, — A).xz = 0 tiene solucién no trivial.
— det(\I,—A)=0.

(Comparar con el Ejercicio 13 de la Seccién 5.7.)

Definicién 6.10 Sea A € K™*™. Se llama polinomio caracteristico de A, y se nota X4, al
polinomio X4 = det(X.I,, — A) € K[X].

Si A e K™ X, resulta ser un polinomio ménico de grado n (notar que en la matriz

X.I,

— A, s6lo aparece n veces X y que el signo del término (X — a11)...(X — any) en el

determinante es 1). Por lo anterior, tenemos:
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Proposicién 6.11 Sea A € K™*" y sea A € K. Entonces \ es autovalor de A si y sélo si A
es raiz del polinomio caracteristico de A.

Ejemplo. Decidir si A = ( 0 1 ) es diagonalizable en Q?*2, R2X2 y C2*2,

-1 0

Los autovalores de A son las raices del polinomio

— X -1 _ 2
XA—det(l X>_X + 1.

Como este polinomio no tiene raices en Q ni en R, resulta que A no es diagonalizable en Q%2
: 2x2
ni en R“*=,

Considerada como matriz en C2%2, los autovalores de A son i y —i, y los autovectores
asociados son < (1,7) > —{(0,0)} y < (—=1,72) > —{(0,0)}. Como B = {(1,7),(—1,i)} es una
base de C? formada por autovectores de A, entonces A es diagonalizable en C2*2,

Queremos definir el polinomio caracteristico asociado a un endomorfismo de un espacio
vectorial de dimension finita. Para eso, veremos que dos matrices semejantes tienen el mismo
polinomio caracteristico.

Proposicién 6.12 Sea A € K™ y sea C € GL(n,K). Entonces Xg 4.c—1 = Xa.

Demostracion. Se tiene que

Xeacr = det(X.I,—CAC™" = det(C.X.I,.C~' —C.AC™)
= det(C.(X.I, — A).C™Y) = det(X.I, — A) = Xa. O
Definicién 6.13 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, y sea f : V — V una
transformacion lineal. Se define el polinomio caracteristico de f como Xy = Xjf|,, donde B
es una base cualquiera de V.
Como en el caso de matrices, se tiene que:
Observacion 6.14 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita. Sea f : V — V una

transformacién lineal y sea A € K. Entonces A es autovalor de f si y sélo si A es raiz de X.

6.2 Una caracterizaciéon de matrices diagonalizables

6.2.1 Suma directa de subespacios

Para lo que sigue, vamos a necesitar generalizar la nocién de suma directa de dos subes-
pacios de un K-espacio vectorial (ver Seccién [1.4.2) al caso de cualquier cantidad finita de
subespacios.
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Definicién 6.15 Sea V un K-espacio vectorial y sean Sy, S5, ...,S, subespacios de V. Se
define la suma de S1,S5,, ..., S, como

W =S8 +Ss+ 48 ={s1++s/si €S, 1<i<r}.

Es fécil ver que W es un subespacio de V.

Definicién 6.16 Sea V un K-espacio vectorial y sean Sp, S5, ...,S, subespacios de V. Se
dice que S, Ss, ..., S, estan en suma directa si, para cada w € W = S; + Sy +-- -+ 5, existen
unicos s; € S;, 1 <i <r, tales que w = s1 + ...+ s,. En este caso se dice que W es la suma
directa de los subespacios Si,...,S,, y se nota

Wle@Sz@--~€BST=EBSZ—.
=1

Vamos a dar una definicién equivalente de la suma directa de varios subespacios:

Proposicion 6.17 Sea V' un K-espacio vectorial y sean Sy, So, ..., S, subespacios de V. Son
equivalentes:

)W =65,
=1

it) W=_814+...+ 85, y para cada 1 < j <, vale
Sj N (Si+ 82+ + 81+ Sj41+ -+ 50) = {0}
Demostracion.
i)=1i) Sea1<j<r. SeaxeS;N(S1+S+ --+8_1+S41+---+5,). Entonces

= 04+ 0 42+ 0 +---+0,
= 51+"'+Sj71+0+3j+1+"'+3r-

Por la unicidad de la escritura en la suma directa, resulta que x = 0.

-
i1) = 1) Por hipdtesis, existen s1,..., s, con s; € S; para cada 1 <7 < r tales que w = Y s;.
i=1

T T
Supongamos que w = Y s; = Y §; con s;,8; € S; para cada 1 <i <r.
i=1 i=1

Entonces, para cada 1 < 5 < r, se tiene que

T

55— 85 = Z(s; — 8i).

=1
ij

-
Como s; — s} € Sj y > (s; — si) es una suma donde cada s; — s; € S;, de la hip6tesis
i=1
i

se deduce que s; — s’ = 0. Luego, s; = s -

/.
it
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Como en la suma directa de dos subespacios, en este caso también es posible obtener una
base del espacio suma uniendo bases de cada uno de los sumandos. La demostracion de este
resultado es andloga a la de la Proposicion [1.46.

Proposicion 6.18 Sea V un K-espacio vectorial y sean Si,S2,...,S, subespacios de V.
Para cada 1 < i <r, sea B; una base de S;. Son equivalentes:

i) W=@e5,.
i=1
i) B=B1UByU---UB, es una base de W.

Observamos que en la condicién ii), B es la familia obtenida mediante la unién de las
familias Bq, Bo, ..., B,.

6.2.2 Espacios de autovectores y diagonalizacion

Dado un autovalor A de una matriz A € K™*™ el conjunto de los autovectores de autovalor
A no es un subespacio de K™, puesto que, por definicién, 0 no es un autovector de A. Sin
embargo, podemos considerar el siguiente subespacio que consiste en agregar el vector 0 a ese
conjunto:

Definicién 6.19 Sea A € K™*" y sea A un autovalor de A. Se define
Ex={veK"/Av=Av}={ve K" /(\I, — A).v=0}.

Observamos que E) es un subespacio de K™, puesto que es el conjunto de soluciones de
un sistema lineal homogéneo.

Proposicién 6.20 Sea A € K™*™ y sean A1,...,\. autovalores distintos de A. Entonces
Ey,,..., E\, estan en suma directa.

Demostracion. Lo probaremos por induccién en la cantidad r de autovalores considerados.

Para r = 2: Sean A1 y A2 autovalores distintos de A. Si v € Ey, N E),, se tiene que
Av =X Ny Av = A, de donde (A1 — Ag).w = 0. Como A; — Ay # 0, resulta que v = 0.
Luego, Ey, N Ey, = {0} y la suma es directa.

Supongamos ahora que el resultado vale para el caso de r autovalores distintos, y sean
A,y .-y Ay Arp1 autovalores distintos de A.

r+1
Debemos probar que para cada 1 < i < r+ 1, Ex, N @ Ey;, = {0}. Sin pérdida de
j=1

i
generalidad, supongamos que ¢ = r + 1.

T
Seav € Ex, ., N E,,. Entonces, existen v; € Ey,(1 < j <r) tales que v = v +...+v,.
j=1 '
Multiplicando esta igualdad por la matriz A, tenemos

Ar10 = A\v1 + ...+ Aoy,
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pero si la multiplicamos por A1, se tiene
)\r+1'l) = )\r+1vl + ...+ )\r+1vr~
Restando miembro a miembro,

0= ()\1 - )\r+1)7)1 +...+ ()\r — )\r+1)vr~

Como por hipdtesis inductiva, los subespacios Ej,(1 < j < r) estdn en suma directa, el
vector cero se escribe de forma tnica como suma de ceros. Luego, (A\j — Arq1)v; = 0 para
cada 1 < j <1y, por lo tanto, v; = 0 para cada 1 < j <r, con lo cual v = 0. O

Ya vimos que todo autovalor A de una matriz A es raiz de su polinomio caracteristico.
Ahora veremos que siempre existe una relacién entre la dimensién de E) y la multiplicidad
de A como raiz de Xj4.

Proposicién 6.21 Sea A € K"*™ y sea A € K. Sea r la multiplicidad de A\ como raiz de
Xa (es decir, X4 = (X — X)"P con P(A\) #0) y sea Ex = {x € K"/ Ax = Az}. Entonces
dim(Ey) <r.

Demostracion. Sea fa : K™ — K™ la transformacién lineal definida por fa(z) = A.x.
Sea s = dim(E)) y sea {v1,...,vs} una base de Ey. Sean vsy1,...,v, € K™ tales que
B ={vy,...,Vs,Vs41,...,0,} €s una base de K. Se tiene que
sSXSs
A0 0
0
|fA|B = . N )
0 0 A
0 M
de donde
SXS
X-X 0 0
0
Xp, = det : -N
0 0 X-—-\
0 XI, .— M

(X = N\)* det(X I,y — M)

(X = N)Q.
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Por hipétesis, X4 = (X — A)"P con P € K[X] tal que P(\) # 0. Entonces
(X-XN°Q=X;, =X4=(X—-AN)"P conP(\)#0,

de donde s < r, es decir, dim(Fy) < mult(\, Xy4). O

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y suficientes sobre los subespacios
E\ asociados a los autovalores de una matriz para que ésta sea diagonalizable.

Teorema 6.22 Sea A € K™"*" y sean A1, ..., A todos los autovalores de A en K, con \j # A;
si 1 # j. Son equivalentes:

i) A es diagonalizable en K"*".
i) 591 By, = K.
Qi) Xy = (X = A)" ... (X =) y a; =dim E), para cada 1 < i <r.
Demostracion.

i) = i) Si A es diagonalizable en K™*" | existe una base B = {vy,...,v,} de K" formada
por autovectores de A. Para cada v; € B, existe ¢, 1 <7 < r, tal que v; es autovector de
A de autovalor \; (porque A1,..., A, son todos los autovalores de A), es decir v; € Ej,

”
para algin 1 <14 < r, lo que implica que v; € @ Ej,.
i=1

1=

r
En consecuencia, K" = < vq,...,v, > = @ E,.
i=1

it) = #4) Por la proposicién anterior, para cada 1 < i < r, dim E), < mult(\;, X4). Si
s

K™ = @ E), se tiene que

i=1

n=dmK" = ZdimE;w < Zmult()\i,XA) < gr(X4) =n.
i=1 i=1
Luego, en la cadena anterior, son todas igualdades.
En particular:
e La igualdad Y mult()\;, X4) = gr(X4) implica que X4 se puede factorizar como
i=1
producto de polinomios de grado 1 en K[X]: si a; = mult(\;, X4) (1 < i <), entonces
Xa = (X =A% . (X =\

e Como dim Ey, < mult(\;, X4) para cada 1 < i < r, de la igualdad Y dimE), =
i=1

>~ mult(\;, X4) se deduce que dim E), = mult(\;, X'4) para cada 1 < i <.
i=1
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i11) = 1) Para cada 1 < i < r sea B; una base de FE),. Por la Proposicién [6.18, B = |J B;
i=1

1=
T

es una base de @ E,, C K". Ahora,

i=1
i T i
#B = Z #B; = ZdimE&, = Z a; = gr(X,) =n,
=1 =1 =1

de donde dim ( &P EAl.) = dim K™. Luego @ E\, = K" y entonces B es una base
i=1 i=1

(formada por autovectores de A) de K™. En consecuencia, A es diagonalizable. O
1 0 0 1
. S 11 0 -1 Axd . .
Ejemplo. Decidir si A = 00 1 1 eR es diagonalizable.
0 00 2

Calculamos X4 = (X — 1)3(X — 2). Para el autovalor 1 se tiene que
Ey={zeR'/(I, - A).xz =0} =< (0,1,0,0),(0,0,1,0) >,

de donde dim E; = 2 < 3 = mult(1, X4). El teorema anterior implica entonces que A no es
diagonalizable.

6.3 Polinomios minimales

En lo que sigue, a cada matriz le asociaremos un polinomio. Este polinomio, entre otras
propiedades, nos dard un nuevo criterio para decidir si la matriz es diagonalizable.
6.3.1 Polinomio minimal de una matriz
Sea P € K[X], P=a9+aX +---+a,X". Dada A € K™*" definimos
P(A)=aol, +a1A+ -+ +a.A" € K™
Observemos que si P,Q € K[X]y A € K™, entonces (P + Q)(A) = P(A) + Q(A) y
(P.Q)(A) = P(A).Q(A).

Anslogamente, si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finitay f : V — V es una
transformacién lineal, definimos

P(f):aoidv+a1f+...+arfr c HOIHK(V7V)7

donde, para k € N, f¥ = fo fo...o f es la composicién.
—_—

k veces
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Dada una matriz A € K™*™ nos interesa considerar polinomios P € K[X] que anulen a A,
es decir, tales que P(A) = 0. El siguiente resultado asegura que para cualquier matriz existe
un polinomio no nulo con esta propiedad.

Lema 6.23 Sea A € K™*™. Euziste un polinomio P € K[X]|, P # 0, tal que P(A) = 0.

Demostracion. Consideremos el conjunto {I,,, 4, A%, ... ,A”Q} C K™*™,  Este conjunto es
linealmente dependiente, puesto que tiene n? + 1 elementos y dim(K"*") = n?. Luego,
2
n .
existen ag, ay, . ..,a,2 € K no todos nulos, tales que > a;A* = 0. Sea P € K[X] el polinomio
i=0

n2
P =73 a; X" Entonces P # 0y P(A) = 0. O
i=0

Para cada matriz, distinguimos un polinomio particular entre todos los polinomios que la
anulan: el de grado minimo y ménico. Veamos que para toda matriz existe un polinomio con
estas propiedades y que es tnico:

Existencia. Sea H = {gr(P) : P € K[X], P #0, P(A) = 0} C N. Por el Lema [6.23, H # (.
Luego, H tiene primer elemento r. Entonces existe un polinomio @ # 0 de grado r tal que
Q(A) =0y Q es ménico (si no lo fuera, bastarfa dividir por su coeficiente principal).

Unicidad. Supongamos que existe un polinomio Q' € K[X] ménico, Q' # Q, tal que

er(Q) = ry Q(A) = 0. Entonces (Q' — Q)(4A) =0y gr(Q' — Q) < r, puesto que Q y
@’ son ambos ménicos, lo que contradice que r es el primer elemento de H.

Definicién 6.24 Sea A € K™*". Llamaremos polinomio minimal de A, y lo notaremos m 4,
al polinomio ménico de grado minimo que anula a A.

-1 0

Ejemplo. Sea A = ( 1 1

). Calcular m 4.

Puesto que {I2, A} es linealmente independiente, no existe P € R[X] tal que gr(P) =1y
P(A) =0.

Buscamos entonces P = X2+aX +b que anule a A4, para lo cual estudiamos la independecia
lineal de {15, A, A%}.

9 _ 1 0 -1 0 1 0\
A+ aA+bl =0 <— (2 1>+a( 1 1)+b(0 1)—0

— {17a+b:0 — a=2b=1
—2+a=0

Luego, ma = X2 +2X + 1. (Observar que, en este caso, m4 coincide con X4.)

Dada una matriz A € K™*", el conjunto de todos los polinomios que anulan a A puede
caracterizarse a partir de su polinomio minimal m 4.
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Proposicién 6.25 Sea A € K™ " y sea P € K[X]. Entonces P(A) = 0 si y sélo si my
divide a P.

Demostracion.
(<) Simyu | P, existe Q € K[X] tal que P = Q.m4. Luego
P(A) = (Q.mA)(A) = Q(A). ma(A) = Q(A).0 = 0.

(=) Por el algoritmo de divisién en K[X], existen polinomios @, R € K[X] tales que P =
Q.ma+ Rcon R=0o0 gr(R) < gr(ma). Se tiene que

0= P(A) = Q(A). ma(A) + R(A) = Q(A).0+ R(A) = R(A).

Como my4 es de grado minimo entre los polinomios que anulan a A, no puede ser
gr(R) < gr(ma) y, por lo tanto, R = 0. O

Como sucede en el caso del polinomio caracteristico, vemos que dos matrices semejantes
tienen el mismo polinomio minimal. Para eso, analizamos en primer lugar la relaciéon entre
los polinomios que anulan a dos matrices semejantes. Utilizaremos el siguiente hecho:

Observacién 6.26 Si A,B € K"*" y C € GL(n, K) son matrices tales que A = C. B.C~!
entonces A¥ = C. B¥.C~! para todo k € N.

En efecto, es claro que la igualdad vale para k = 1y, que si vale para k € N, entonces
Akl = A AP =C.B.C7'.C.B*.C~' = C.B*1.C1.

Lema 6.27 Sean A,B € K"*", A ~ B. Entonces P(A) ~ P(B) para todo P € K[X]. En
particular, P(A) =0 si y sélo si P(B) = 0.

Demostracion. Sea P € K[X], P = Y. a;X'. Si A ~ B, existe C € GL(n,K) tal que
i=0
A= C.B.C™!, y entonces

P(A) = P(C.B.C™') = > a;.(C.B.CT")
=0
= Y a.cB.C! = c.(zaiBi).C*l — C.P(B).C\.
=0 =0
Luego, P(A) ~ P(B). O

Proposicién 6.28 Sean A, B € K"*" A ~ B. Entonces ma = mpg.

Demostracion. Por el lema anterior y la Proposicién [6.25,
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e ma(A) =0=ma(B)=0=mp | ma.
e mp(B)=0=mp(A)=0=mu | mp.

Puesto que m4 y mp son ambos moénicos, resulta que mg4 = mp. O

Este resultado implica que si f : V' — V es una transformacion lineal definida en un
K-espacio vectorial V' de dimensién finita, y consideramos la matriz de f en dos bases de V/
distintas, los polinomios minimales de estas dos matrices coinciden. Esto nos permite dar la
siguiente definicién de polinomio minimal para transformaciones lineales:

Definicién 6.29 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, y sea B una base de
V. Sea f : V — V una transformacién lineal. Se define el polinomio minimal de f como
My =Mmf|p-

En la Proposicién [6.11] vimos que las raices del polinomio caracteristico de una matriz son
sus autovalores. El siguiente resultado muestra que lo mismo vale para el polinomio minimal.

Proposicion 6.30 Sea A € K™ ™, y sea ma el polinomio minimal de A. Sea N € K.
Entonces \ es autovalor de A si y solo si \ es raiz de my.

Demostracion.

(=) Sea A un autovalor de A. Por el algoritmo de divisién en K[X] existen Q € K[X] y
R € K tales que my = Q. (X — A) + R. Entonces

0=ma(A) =Q(A).(A—A,,) + R. I,,.
Como A es autovalor de A, existe v € K™, v # 0, tal que A.v = A.w. Se tiene que
0=Q(A).(A—-A,)v+ Rv=Q(A).(Av — Av) + Rv =Q(A).0 + R.v = R.w,

es decir, R.v = 0. Como v # 0, debe ser R = 0.

En consecuencia, ms = Q. (X — \), y entonces X es raiz de m4.

(<) Sea A € K una raiz de my4. Entonces my = (X — A).Q vy, por lo tanto, 0 = m4(A) =
(4~ M,).Q(A).

Observamos que Q(A) # 0, puesto que gr(Q)) = gr(m4) — 1. En consecuencia, existe
w € K™ tal que Q(A).w # 0. Sea v = Q(A).w. Entonces

(A= A,)v=(A—-A,).Q(A).w=0w=0,

de donde X es un autovalor de A. O
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6.3.2 Polinomio minimal de un vector

Sea A € K" y sea v € K". Dado P € K[X], definimos P(v) = P(A).w. Diremos que P
anula a v si P(v) = 0.

Observacién 6.31 Sea A € K™*" y sea my4 el polinomio minimal de A. Entonces, para
cada v € K™, se tiene que

ma(v) =ma(A).v=0v=0.

Luego, para cada v € K™ existe un polinomio ménico que anula a v.

Definicién 6.32 Sea A € K"*"™ y sea v € K™. El polinomio minimal de v, que notaremos
m,, es el polinomio mdnico de grado minimo que anula a v.

La existencia y unicidad de un polinomio que cumple las condiciones de la definicion se
prueban, a partir de la Observacién 6.31, en forma andloga a lo hecho para el polinomio
minimal de una matriz.

Ejemplos.
1. Sea A € K™ " y sea v € K™ un autovector de A de autovalor A\. Entonces m,, = X — \.

-1 0

2. SeaA:( 1 1

) € R2x2, y sea e; = (1,0). Calcular m,, .

Comenzamos buscando un polinomio ménico P = X 4+ b € R[X] de grado 1 tal que
P(e1) = 0: Observamos que

P(Bl) =0 <— (A+b[2)61 =0 < A.61 +be; =0 < (*1, 1) + (b,O) = (0,0),

pero esto no vale para ningin valor de b € R. Luego, gr(m.,) > 2.

Buscamos entonces un polinomio P € R[X] ménico de grado 2: P = X? + aX +b. En

este caso
Ple1) =0 <= (A +aA+bly).e; =0
< A261 + a.A61 +b.e =0
e (1,-2)+a(-1,1)+b(1,0) = (0,0)
l—a+b=0
At { —24+a=0

<~ a=2,b=1.

Luego, el polinomio minimal de e; es P = X2 +2X + 1.
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Coémo hallar el polinomio minimal de un vector:

Sea A€ K"™" yseav € K" Simy = X"+ ama X™ 14+ +aX2+a1X +ag es el
polinomio minimal de v, entonces

A" v+ am 1 A" Lo+ ag A2 v+ a1 A + agov = 0.
Ademé&s, como m,, es de grado minimo entre los polinomios que satisfacen P(v) = 0, se tiene

que {v, Av,..., A" Ly} es un conjunto linealmente independiente.

Luego, para hallar el polinomio minimal de v, un primer paso consiste en buscar el minimo
m € N tal que {v, A.v,..., A™.v} es linealmente dependiente. Si A™.v = —ag.v — ay.Av —
o= 1. A™ L, entonces my = X™ 4+ a1 XM 4+ -+ a1 X + ag.

Al igual que para el polinomio minimal de una matriz (ver Proposicién [6.25), fijada una
matriz A, todo polinomio que anula a un vector dado resulta ser miltiplo de su polinomio
minimal.

Proposicién 6.33 Sean A € K"*", v € K" y P € K[X]. Entonces P(v) =0 si y sdlo si
my divide a P. En particular, m, divide a m4.

Demostracion. Dado P € K[X] se tiene que P = Q.m, + R con Q,R € K[X], R=0o0
gr(R) < gr(m,). En consecuencia,

P(v) = P(A).v = Q(A). my(A).v + R(A).v = Q(A).0 + R(v) = R(v),

de donde P(v) =0 si y sélo si R(v) = 0.
Como m, es de grado minimo entre los polinomios que anulan a v, resulta que R(v) =0
siy sélo si R =0, es decir, si y sélo si m,, | P. O

La siguiente proposicién muestra como calcular el polinomio minimal de una matriz A €
K™ ™ a partir de los polinomios minimales de los vectores de una base de K™.

Proposicién 6.34 Sea A € K™*" y sea B = {v1,...,v,} una base de K™. Entonces m =
mem{m,, : i =1,...,n} (mcm denota el minimo comin miltiplo).

Demostracion. Sea P = mem{m,, :i=1,...,n}.

Por la proposicién anterior, m,,, | m4 para cada 1 <i < n. Luego, P | m4.

Por otro lado, como m,,

P para cada 1 < i < n, se tiene que P(A).v; = 0 para cada
n

1<i<n.Seav e K"ysean ay,...,a, € K tales que v = > a;v;. Entonces
i=1

P(A).v = P(A) ( i ai.vi) = i a; P(A).v; = 0.



148 Diagonalizacién

En consecuencia, se tiene que P(A) € K™*" satisface P(A).v =0 Vv € K™ y, por lo tanto,
P(A) =0. Luego, my4 | P.

Como my y P son dos polinomios ménicos que se dividen mutuamente, my = P. O
100
Ejemplo. Calcular my para A = 1 1 0
0 0 2

Consideremos E = {e1, ez, e3} la base canénica de R3. Por la proposicién anterior, m 4 =
mem{me, , Me,, Meg }-

Busquemos entonces los polinomios minimales de cada uno de los vectores de E:
me,: Vemos que {ej, A.e;} = {e1,e1 + ea} es un conjunto linealmente independiente, pero
{e1, Acer, A%.e1} = {e1, e1 + €2, 1 + 2e3} no lo es.
Ademés, 0 = (e1 + 2e2) — 2.(e1 + e2) + €1 = A%.e; — 2.A.e; + e, de donde m,, =
X2 -2X +1=(X-1)72

Me,: Como A.ea = eq, entonces me, = X — 1.

Me,: Como A.es3 = 2.e3, entonces me, = X — 2.

Luego, ms = mem{(X —1)2, X =1, X — 2} = (X — 1)2(X — 2).

6.3.3 Teorema de Hamilton-Cayley

El teorema de Hamilton-Cayley, cuya demostracién damos a continuacién, establece que para
cualquier matriz A, el polinomio caracteristico de A anula a A.

Teorema 6.35 (Teorema de Hamilton-Cayley) Sea A € K™*" y sea X4 el polinomio
caracteristico de A. Entonces my | Xa (lo que es equivalente a que Xa(A) =0).

Demostracion. Sea fa : K™ — K™ la transformacion lineal definida por fa(z) = A.z.

Sea v € K™. Supongamos que {v,fa(v),...,fk(v)} es un conjunto linealmente in-
dependiente y que f4™(v) = (—ax)fh(v) + -+ + (—a1)fa(v) + (—ag). Entonces m, =
X L XF 4o+ a1 X + ag.

Extendemos el conjunto {v, fa(v),..., f%(v)} a una base de K™: sean wyya,...,w, € K"
tales que

B = {vmfA(U)v"'affl(v)’wk-i-%“wwn}



6.3 Polinomios minimales 149

es una base de K™. Se tiene que

0 O 0 —ag
1 0 0 —Qaq
0 1 ; M
|fA|B: 0 —Qp_1
0 ... 1 —Aag
0 N

Sabemos que X4 = Xy, = &|f,|,, con lo que

X 0 0 an

-1 X 0 ay
0 -1 -M

X =
A det X -
0 -1 X + ag
0 X Iy 1 —N
X 0 0 ap
-1 X 0 aq
= det| 0 -1 : : det(X.I,_x_1 — N).

. X Af—1

0 .. -1 X +ag

Por lo calculado en el primer ejemplo de la Seccién 5.4, obtenemos que
Xy = (X" raXP 4+ a1 X +ag). det(X. I,_x_1 — N)
= my. det(X. I,_—1 — N).

Por lo tanto, m, | X4 para v € K™ arbitrario.
Sea E = {e1,...,en} la base candénica de K™. Por lo anterior, m,
1 <4 < n. En consecuencia, m4 = mem{me,, ..., me, } divide a X4. O

X4 para cada

A partir del Teorema de Hamilton-Cayley podemos deducir algunos resultados relaciona-
dos con el polinomio minimal de una matriz.

Observacién 6.36 Sea A € K™*"™, Entonces:

1. gr(ma) <n
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2. Sigr(ma) =n, entonces ma = X4.

3. Si existe v € K™ tal que gr(m,) = n, entonces m, = my = Xa4.

En el ejemplo que sigue, mostramos cémo puede utilizarse el hecho de conocer un polinomio
que anula a una matriz (en este caso, su polinomio caracteristico) para calcular las potencias
de la matriz.

0

Ejemplo. Sea A = ( 1

_21 ) € R?*2, Calcular A" para cada n € N.

Calculamos el polinomio caracterfstico de A: X4 = (X —1)2. Por el Teorema de Hamilton-
Cayley, Xa(A) =0, es decir, A2 —2.A+ I, = 0.

La idea para calcular A™ para cada n € N es ver que cada potencia de A es combinacién
lineal de I y A (observar que la igualdad dada por el teorema de Hamilton-Cayley dice que
A? = 2A — I,), encontrar esta combinacién lineal y usarla para dar una férmula cerrada para
los coeficientes de A™ en funcién de n.

Sea n € N. Por el algoritmo de divisién, existen P(X) € R[X] y an, b, € R tales que
X" = (X -1)*P(X) +an.X +by,. (6.1)
Evaluando esta igualdad en X = 1, se obtiene
1=0.P1)+a,+b, < a,+0b,=1
Derivando la identidad (6.1)) resulta que
n X" =2(X - 1)P+ (X —1)*P' + ay,

y evaluando esta igualdad en X = 1, se deduce que a,, = n. En consecuencia, b, =1 —n.

Luego, para cada n € N se tiene que
X"=(X-1)?*PX)+nX +1-n,
de donde

A”:n.A+(1—n)12:n.((1) 21)+(1—n)<(1) ?):<1n" n+”1).

Aplicando el Teorema de Hamilton-Cayley, también podemos calcular A~! como combi-
nacion lineal de I y A. Basta observar que

A2 2441, =0 < L =24 A? < I, = A2, — A) = (2, — A)A,

lo que implica que A~ = 21, — A.

El procedimiento para calcular A~' del ejemplo anterior puede generalizarse para hallar
la inversa de cualquier matriz en GL(n, K):
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Observacién 6.37 Sea A € GL(n, K). Entonces A~' € < I,,, A, A% ... A" >,

Supongamos que X4 = X" +a,_1 X" ' +--- 4+ a; X + ag. Entonces, por el Teorema de
Hamilton-Cayley,
A"+ an, 1 AV 4@ A+ apl, = 0.
Observemos que ag = X4(0) = det(0.I,, — A) = det(—A) = (—1)"det(A) # 0, puesto que A

es inversible. En consecuencia,

-1
I, = a—.(A”+an_1A”—1+~--+a2A2+a1A)
0
-1 n—1 n—2
= A.(—.(A +a,_1A +---+a2A+a1]n))
ap

(; A g A2 b ap At alln)>.A,
0

—1
de donde A~ = - (A”_1 +an 1AV a A+ arIp,).
0

6.3.4 Un criterio de diagonalizacion usando el polinomio minimal
En primer lugar, notemos que vale lo siguiente:

Observacién 6.38 Sea A € K"*" y sea X4 € K[X] el polinomio caracteristico de A. Si X4
se factoriza linealmente en K[X] y tiene todas sus raices simples, entonces A es diagonalizable.

En efecto, si X4 = (X —A1)... (X —=\y,), con \; # \; para cadai # j, A tiene n autovalores
distintos. Ademds, para cada 1 < i < n, existe v; € K™ autovector de A de autovalor ;.
Puesto que E),, ..., E), estdn en suma directa, {vy,...,v,} resulta una base de K" formada
por autovectores de A, y por lo tanto, A es diagonalizable.

La reciproca de este resultado no es cierta, es decir, X4 puede tener raices miltiples y, de
todas formas, A ser diagonalizable. Basta considerar, por ejemplo, la matriz A = I,,.

Sin embargo, es posible dar una condicién necesaria y suficiente para la diagonalizacién,
considerando la factorizacién del polinomio minimal de la matriz.

Proposicién 6.39 Sea A € K"*™. Entonces A es diagonalizable en K™ ™ si y sélo si ma
tiene todas sus raices en K y son simples.

Demostracion.
(=) Supongamos que A es diagonalizable. Sean A1, ..., A, los autovalores de A, con \; # A,
sii#jysea{vi,...,v,} una base de autovectores de A. Si m,, denota el minimal del

vector v para la matriz A, se tiene que:
ma = mem{my,,...,My, }
= IIlCHl{X*)\l,...,X7)\1,...7X7)\r,...,X7AT}
(X=X =X2)...( X =)
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En consecuencia, m4 tiene todas las raices en K y son simples.

Supongamos que ma = (X —Ay)... (X —A;) con A\; # Aj si ¢ # j. Entonces Ay,..., A\,
son todos los autovalores de A en K.

E),, donde E), = {x € K" : A.x = \;.x}.
=1

Veamos que K" =

(2

Sea v € K™ — {0}. Consideremos el subespacio
S=<uv Av,A%v,... A", ... > C K"

Supongamos que {v, A.v,..., A*.v} es un conjunto linealmente independiente, pero
{v,Aw,..., A¥ v, A*+1 v} es linealmente dependiente.

Luego A/.wv €< v, Aw,...,A*v > para todo j € Ny Bg = {v,Aw, A%v,..., Ak v}
resulta ser una base de S. Ademas, gr(m,) = k + 1, o sea, m, es de la forma

my = X 4 @, XF + 4+ a1 X + ao.

Por la construccién de S, siz € S resulta que A.xz € S. Sea f4 : S — S la transformacién
lineal definida por fa(z) = A.x. Se tiene que

00 ... 0 —ag
10 R
lfalBs=1| 0 1 :
Lo 0 —ag_1
00 ... 1 —a

Observamos que Xy, = det(XIpi1 — [falps) = X pap XE 4+ a1 X + ag = my.

Puesto que m,, | ma y, por hipétesis, m4 tiene todas sus raices en K y son simples,
resulta que Xy, = m, tiene todas sus raices en K, son simples y son algunos de los
autovalores de A. Por la Observacién 6.38 concluimos que fa es diagonalizable sobre
S. Ademas, si Xy, = (X — Aj)...(X = A\j,,,), como v € S, existen v;,,...,v;,
autovectores de f4 (donde v;; es un autovector de autovalor /\ij) tales que v = v;;, +
o+, Perosiv;; es un autovector de f4 de autovalor A;,, entonces es un autovector

T
de A con el mismo autovalor. En consecuencia v € € Ej,.
i=1
T
Como v € K™ era arbitrario, resulta que K™ = @ F),. La equivalencia dada por el
i=1
Teorema [6.22] dice entonces que A es diagonalizable. O

A continuacién presentamos un ejemplo en el que mostramos como puede aplicarse este
resultado para determinar si una matriz es diagonalizable.

Ejemplo. Sea A € C™*" tal que A* = I,, para algiin k € N. Entonces A es diagonalizable.



6.4 Subespacios invariantes 153

Por hipétesis, A¥ — I, = 0, con lo que el polinomio X* — 1 anula a A. En consecuencia,
ma | X¥ —1. Como X* — 1 tiene todas sus raices en C y son simples, entonces m 4 también.
Luego, A es diagonalizable.

Notar que si A € R™*" satisface A¥ = I,,, A no es necesariamente diagonalizable sobre

0 0 1
R. Por ejemplo, A= 1 0 0 | cumple A% = I3, pero A no es diagonalizable, puesto que
010

ma = (X —1)(X?+ X + 1), que no tiene todas sus raices en R.

6.4 Subespacios invariantes

Dada una transformacion lineal f : V — V donde V es un K-espacio vectorial de dimensién
finita, una posible manera de estudiar f consiste en descomponer el espacio V' como suma
directa de subespacios V = @;_, S; y analizar la restriccién de f a cada uno de estos subes-
pacios S;. Ahora, para que esto sea posible, es necesario que la restriccién de f a cada S;
sea una transformacion lineal de S; en S;, es decir, que la imagen por f del subespacio esté
incluida en el mismo.

Definicién 6.40 Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V — V una transformacién lineal.
Un subespacio S C V se dice invariante por f (o f-invariante) si f(S) C S.

Ejemplos.
1 0 00
1. Sea A = 00 2 0 € R**%,
0 0 0 3

Si E = {e1,ea,e3,e4} es la base canénica de R*, algunos subespacios invariantes por f4
son: < ej,eg >, < eg >, <eg >, <eq >, <esg,eq >, < ep,€z,6q4 >.

2. Hallar todos los subespacios invariantes por f4 siendo A = < ; ? ) € R2x2,

(a) Subespacios invariantes de dimensién 0: S = {0}.
(b) Subespacios invariantes de dimensién 2: S = R2.

(¢) Subespacios invariantes de dimensién 1: Observamos que S = < v > es un subes-
pacio de dimensién 1 invariante por f4 si y sélo si v # 0y Awv € <v > o,
equivalentemente, v # 0 y A.v = A.v para algin ) € R.

Luego, un subespacio S = < v > de dimension 1 es fs-invariante si y sélo si v es
autovector de A.

Es facil ver entonces que el tinico subespacio f4-invariante de dimensién 1 es S =
< (0,1) >.
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En la siguiente proposicion se prueban algunas propiedades sobre subespacios invariantes.

Proposicién 6.41 Sea V un K-espacio vectorial. Sea f:V — V una transformacion lineal.
Entonces:

i)
ii)

iii)

Nu(f) e Im(f) son subespacios f-invariantes de V.

S es un subespacio f-invariante de V de dimension 1 si y solo si S =<wv > conveV
un autovector de f.

Si S y T son subespacios f-invariantes de V', entonces SNT y S+ T son subespacios
f-invariantes de V.

Demostracion.

i

i)

iii)

Se tiene que f(Nu(f)) = {0} C Nu(f), con lo que Nu(f) es invariante por f.
Ademss, es claro que f(Im(f)) C Im(f), de donde Im(f) es invariante por f.

Sea S un subespacio f-invariante de V' de dimension 1. Entonces S = < v > para algin
v eV, v#£0,tal que f(v) € < v >. Esta dltima condicién implica que f(v) = A.v para
algiin A € K, y siendo v # 0, resulta que v es un autovector de f.

Reciprocamente, si S = < v > con v un autovector de f, como v # 0, entonces dim S =

1, y como f(v) = A.v para algin A € K, resulta que f(S) C S. Luego, S es un
subespacio f-invariante de V' de dimensién 1.

Sean S y T subespacios de V invariantes por f. Entonces f(SNT) C f(S) C S, puesto
que S es f-invariante. Andlogamente, f(SNT) C T. En consecuencia, f(SNT) C SNT,
de donde SN T es invariante por f.

Para S + T, teniendo en cuenta que f es una transformacion lineal y que S y T son
invariantes por f, se tiene que f(S+T) C f(S)+ f(T) C S+ Ty, por lo tanto, S+ T
es invariante por f. O

Dada una transformacion lineal f : V' — V y un subespacio S de V invariante por f, la
restriccién de f a S, que notaremos f|  resulta ser una transformacién lineal de S en S. En
lo que sigue, analizamos la relacion entre los polinomios minimales y caracteristicos de esta
restriccion f|; y los de f.

Proposicién 6.42 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, sea f :'V — V una
transformacion lineal y sea S C 'V un subespacio invariante por f. Sea fi, : S — S la
restriccion. Entonces:

i)
i)

mf‘s | my.

Xy | Xy
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Demostracion. Sean n = dimV y s = dim S. Sea Bg = {v1,...,vs} una base de S y sean
Ust1,y---,Un €V tales que B ={vy,...,0s,Vs41,...,0,} €8 una base de V.

i) Sabemos que

my, = mem{my,,...,my}

my = mem{My,, ..., My, My, 15 My, )

Ahora, como m,, | my para cada 1 < i < s, el mem de estos polinomios también lo
divide, es decir, my, [ my.

i1) Para la base B considerada, se tiene que

A B
fa= (5 0 )er™™  conA=lfiln e K

0 C
Luego,
XI,— A -B
Xp =X, = det ( 0 X1, s—C )
= det(X.[, — A).det(X.1p—s = C) = Xy _.Q,
con lo que Xy | Xy. O

Si f es una transformacion lineal definida en un espacio V' de dimensién finita y el espacio
V puede descomponerse como suma directa de subespacios f-invariantes, entonces existe una
base de V en la que la matriz de f tiene forma diagonal por bloques. Més precisamente:

Observacion 6.43 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V — V una
transformacién lineal. Sean S y T subespacios de V invariantes por f tales que S&T =1V.

Supongamos que dim(S) = s > 0, dim(T) = ¢ > 0. Sean Bg = {v1,...,vs} y Br =
{wy,...,w;} bases de Sy T respectivamente. Entonces

B=BsUBp={v1,...,vs,w1,...,w¢}

(A0
|f‘B - < 0 A2 > )
donde A; € K¥*%y Ay € K'™'. Més atin, si fi, : S — Sy fj, : T — T son las restricciones,
se tiene que Ay = |fi;|Bs ¥ A2 = |fi,|Br-

es una base de V' y

Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 6.44 Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V — V una transformacion lineal.
Sea S C V un subespacio f-invariante. Un complemento invariante para S es un subespacio
T de V tal que T es f-invariante y S®T = V.
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Observamos que dada una transformacién lineal f : V. — V y un subespacio S de V
invariante por f no siempre existe un complemento invariante para S.

Por ejemplo, sea f : R? — R? definida por f(x,y) = (0,2). Entonces S = < (0,1) > es f-
invariante (S = Nu(f)), pero no admite un complemento invariante. En efecto, si S&T = R?,
entonces dim T = 1. Luego, si T es f-invariante, T = < v > con v € R? un autovector de f.
Ahora, el conjunto de autovectores de f es S — {0}, con lo que v € S, contradiciendo que T
es un complemento para S.

En el caso en que V sea suma directa de subespacios f-invariantes, podemos relacionar
los polinomios caracteristico y minimal de f con los de sus restricciones a estos subespacios:

Proposicion 6.45 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea f:V — V una
transformacion lineal. Sean S y T subespacios f-invariantes de V tales que S & T = V.
Entonces:

i) Xp = Xf\s'XfIT
i) my = mem(my, ,my, )
Demostracion.

i) Se deduce inmediatamente de la Observacién [6.43.

1) Sea P = mcm(mf‘s , mf‘T). Puesto que S y T son subespacios f-invariantes de V', por
la Proposicion 6.42, se tiene que my, | myy my, | my. Luego P | my.

Por otro lado, por la Observacién 6.43), si Bg y Br son bases de S y T respectivamente,

y B = Bg U Bp, entonces
(A0
|f|B - ( 0 A2 )

con Ay = |f|S|BS y Ap = |f|T|BT'
Como my,_ | Py my | P, resulta que P(A;) =0y P(Az) = 0. Entonces, operando

por bloques,
Pt = (TG ply ) =0

de donde my | P.

Luego P = my, puesto que P y my son dos polinomios ménicos que se dividen mutua-
mente. U

6.5 Ejercicios

Ejercicio 1. Calcular el polinomio caracteristico, los autovalores y los autovectores de la
matriz A en cada uno de los siguientes casos (a € R):



6.5 Ejercicios 157

(Analizar por separado los casos K =Ry K = C)

(b3 wa() wan(h)

0 2 1 3 1 0 a 1 1
iv) A=|-2 0 3 v) A=[-4 -1 0 vi) A=11 a 1
1 -3 0 4 -8 -2 11 a

01 01 0 0 00
1 0 0

.. 1 010 1 000 .

vii) A= 01 0 1 viii) A= 010 0 ix) A= g i (1)

1 0 1 0 0 0 0 1

Ejercicio 2. Para cada una de las matrices A del ejercicio anterior, sea U una base de K"
y sea f: K™ — K" la tranformacién lineal tal que |f|y = A. Decidir si es posible encontrar
una base B de K" tal que |f|p sea diagonal. En caso afirmativo, calcular C(U, B).

Ejercicio 3. Sea f : R? — R? la transformacién lineal definida por:
flz,y,2) = (2 —2.y+2.2,—y,—x — 3.y —4.2)

i) Encontrar una base B de R? tal que |f|p sea diagonal.

n

-1 -2 2
ii) Calcular 0 -1 0 , Vn € N. (Sugerencia: ver Observacién [6.20.)
-1 -3 —4
-1 -2 2
iii) ¢Existe una matriz P € R3*3 talque P2=| 0 -1 0 |?
-1 -3 —4
Ejercicio 4.
i) Sea A = g I;) € K?*2. Determinar todos los a, b y ¢ € K para los que A es
diagonalizable.

ii) Probar que toda matriz A € C2*? es diagonalizable o bien es semejante a una matriz

. a 0
del tipo <1 a)'
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Ejercicio 5. Diagonalizar las matrices A € R"*" y B € R%%6 encontrando sus autovectores:

21 2 1 21

1 L L ! 1 21 2 1 2
b ! 21 21 21
A=11 1 1 1 y B = 1 2 192 1 2
21 21 21

1 1 1 1 1 21 2 1 2

Ejercicio 6. Se sabe que la matriz A € R?*? tiene a (1,—1) como autovector de autovalor
V2 y, ademds, X4 € Q[X]. Decidir si A es diagonalizable en R?*2. ;Es A tinica?

Ejercicio 7.

i) Sea A € R3*3 diagonalizable con tr(A) = —4. Calcular los autovalores de A, sabiendo
que los autovalores de A% + 2.4 son —1, 3 y 8.

ii) Sea A € R*** tal que det(A) = 6; 1 y —2 son autovalores de A y —4 es autovalor de la
matriz A — 3.14. Hallar los restantes autovalores de A.

Ejercicio 8. Sca A = ((1) }) € R2x2,

i) Probar que, para todo n € N, A™. 0\ _ ( Fn
1 Fn+1

la sucesién de Fibonacci (es decir, Fp =0, Fy =1y Fip1 = F; + Fi_1).

) donde Fj es el i-ésimo término de

ii) Encontrar una matriz P € GL(2,R) tal que P.A.P~! sea diagonal.

iii) Hallar la férmula general para el término F,, ¥V n € Ny (comparar con el Ejercicio 50
de la Seccién [1.5)).

iv) Se define la sucesion {ay tnen, de la siguiente manera:

a0:0,a1:1,a2:1
Gpt3 = 6.ap42 —1l.apy1 + 6.0, VneN

Hallar una féormula general para el término a,, V n € Njy.

Ejercicio 9. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

{ x'(t) = 6x(t) + 2y(t)
y'(t) = 2x(t) + 3y(1)

con condiciones iniciales z(0) = 3, y(0) = —1.

Sugerencia: Hallar una matriz C € GL(2,R) tal que C~! <

cambio de variables (ggg) —Cc . (;”Eg )

g §> C sea diagonal y hacer el
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Ejercicio 10. Sea A € K™*™. Probar que A y A! tienen los mismos autovalores. Dar un
ejemplo en el que los autovectores sean distintos.

Ejercicio 11. Sea § : C*(R) — C*°(R) la transformacién lineal derivaciéon. Mostrar que
todo niimero real es un autovalor de ¢ y exhibir un autovector correspondiente.

Ejercicio 12. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:

i) A € R™ " inversible = 0 no es autovalor de A.
ii) A € R™ ™ inversible, z autovector de A = x autovector de A~1.

iii) A € R"*™ con n impar = A admite un autovalor real.

Ejercicio 13.

i) Sea f: K™ — K™ un proyector con dim(Im(f)) = s. Calcular X;. ;Es f diagonalizable?

ii) Sea K un cuerpo incluido en C y sea f : K™ — K™ un morfismo nilpotente no nulo.
Calcular X. jEs f diagonalizable?

Ejercicio 14. Sea A € R™" " que verifica A? + I,, = 0. Probar que A es inversible, que no
tiene autovalores reales y que n debe ser par.

Ejercicio 15. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V — V una
transformacién lineal tal que dim(Im(f)) = 1. Probar que f es diagonalizable si y sélo si

Nu(f) N Im(f) = {0}.

Ejercicio 16. Sea D € K™*" una matriz inversible y diagonal. Sea f : K"*" — K™*" la
transformacién lineal definida por f(A) = D~1.A.D. Hallar los autovalores y los autovectores
de f y probar que es diagonalizable.

Ejercicio 17. Sea f : C" — C" una transformacién lineal. Probar que existe una base B de
C™ tal que |f|p es triangular superior.

Ejercicio 18. Sea A € C"*" y sean Ay, ..., A, las raices de X4 contadas con multiplicidad.

n

i) Probar que det(A) = H i

ii) Probar que tr(A4) = Z i
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Ejercicio 19. Sean A € K™*" y B € K™"*™,

i) Probar que las matrices (ABB 8) y <g BOA> en K(m+n)x(m+n) on semejantes.
ii) Deducir que, sin =m, Xa. g = X5 4.

Ejercicio 20. Dadas las matrices A € C?*2 y los polinomios P € C[X], calcular P(A) para:

i) A:(} (1)) A P=X-1,b)P=X2—1, ¢) P=(X 1)

if) A_(Z OZ_>,P_X3Z'.X2+1+1'

Ejercicio 21. Sea A € R"*™. Probar que el minimal de A como matriz real y el minimal de
A como matriz compleja coinciden.

Ejercicio 22. Hallar el polinomio minimal de las siguientes matrices (comparar con el poli-
nomio caracteristico):

i) <_42 1) i) G (1)) iii) (g 2) iv) (i

= O
N~

1 00 11 1 10 0 00 1
v) [0 1 0 vi) [0 1 1 vii) [0 2 0 vii) [0 1 0
00 1 00 1 00 2 100
10 0 0 0 -1 0 0 1 i1 0
) (1 1 0 0 g |10 0 o @ [0t
00 -1 0 1 2 -1 0 002 0
00 0 -1 3 4 0 -1 000 2
a 0 0 0 a 0 0 0 a 0 0 0 a 00 0
aiy[0@ 0 0) gfltae o o) a0 0} 100
00 a0 00 a 0 01 a 0 01 a0
000 a 00 1 a 00 0 a 00 1 a

Ejercicio 23. Calcular el polinomio minimal para cada una de las siguientes transformaciones
lineales:

i) f:Ro[X] — Ry|X], f(P) =P +2.P
11) f:Rnxn _)]Rnxn7 f(A) :At
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Ejercicio 24. Sea A € K™*" la matriz

o o o0 ... 0 —ap
1 0 O 0 —aq
A= 0 1 0 0 —as
0 0 0 ... 0 =—ap_2
o 0 0 ... 1 —ap_

Calcular su polinomio minimal y su polinomio caracteristico. Comparar con lo calculado en
la Seccién 5.4.

Ejercicio 25. Sea § : R[X]| — R[X] la transformacién lineal derivada. Probar que ¢ no
admite ningin polinomio minimal.

Ejercicio 26. Utilizando el Teorema de Hamilton-Cayley:

i) Calcular A* —4.4% — A2 + 2.A — 5.1, para A = (3 _31) .

1 0
ii) Calcular A% para A= |1 0
0 1

o O O

-1
5
binacién lineal de Ay de I5.

iii) Dada A = (_1 > expresar a A~ como combinacién lineal de A y de I5.

iv) Dada A = , expresar a (2.4* — 12,43 +19.42 — 29.4 — 37.15) ! como com-

0 1 1
v) Dada A= |1 0 1|, calcular A=, A3y A=3.
01 0
2
vi) Calcular | 1
1

Ejercicio 27. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V — V una
transformacién lineal. Probar que f es un isomorfismo si y sélo si el término constante de X
es no nulo. En dicho caso, hallar la expresién general de f~! como polinomio en f.

Ejercicio 28. Exhibir una matriz A € C**™ tal que A%+ I,, = 0. Comparar con el Ejercicio
14.
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Ejercicio 29.

i) Sea f : R? — R? la transformacién lineal definida por f(x,y) = (z + 3.y, 3.z — 2.).
Hallar todos los subespacios de R? que sean f-invariantes.

ii) Sea fp : R? — R? la rotacién de angulo 6. Probar que, para todo 6 # k.7 (k € Z), fo
no es diagonalizable. Hallar todos los subespacios de R? que sean fg-invariantes.

iii) Sea § € Ry gy : C2 — C? la transformacién C-lineal cuya matriz en la base canénica es

cosf) —senf
90| 5 =

senf) cosf

.Es gp diagonalizable? Hallar todos los subespacios de C? que sean gyp-invariantes.

Ejercicio 30. Sea f : R™ — R” una tranformacién lineal nilpotente tal que f* = 0y
f™~1 £ 0. Probar que existe un hiperplano de R™ que es f-invariante pero que no admite un
complemento f-invariante (comparar con el Ejercicio 23. ii) de la Seccién [3.8).

Ejercicio 31.

i) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V' — V una transformacién
lineal diagonalizable. Si S es un subespacio de V' f-invariante, probar que f :.S — S es
diagonalizable.

ii) Sean A, B € K"*" tales que A.B = B.Aysea E\ = {r € K" /Ax = A.x}. Probar
que E) es B-invariante.

iii) Sean A, B € K™*™ dos matrices diagonalizables tales que A.B = B.A. Probar que
existe C' € GL(n, K) tal que C.A.C~! y C.B.C~! son diagonales. (Es decir, Ay B se
pueden diagonalizar simultdneamente.)

Ejercicio 32.

i) Hallar una matriz A € C3*3 tal que ma(X) = X — 5X?% + 6X + 8. Decidir si A es
diagonalizable.

ii) Hallar una matriz A € C**4 tal que ma(X) = X* +4X3 +8X2 48X + 4. Decidir si A

es diagonalizable.

Ejercicio 33. Sea A € K>,

i) Probar que si A es nilpotente, entonces existe k € N tal que m4(X) = X*. Calcular
todos los autovalores de A.

ii) Si K = C y el unico autovalor de A es el 0, probar que A es nilpotente. ;Qué pasa si
K=R?

Ejercicio 34. Sea A € C"*"™ una matriz de traza nula. Probar que A es semejante a una
matriz que tiene toda la diagonal nula.



Capitulo 7

Forma de Jordan

En este capitulo continuaremos estudiando la estructura de los endomorfismos de un espacio
vectorial de dimensién finita.

Veremos que si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita y f es un endomorfismo
de V, bajo ciertas condiciones, existe una base de V' en la cual la matriz de f es de una forma
particular que nos permite clasificar los endomorfismos y también trabajar més facilmente
con ellos. Esto, en particular, resuelve el problema de decidir si dos matrices complejas son
semejantes o no, o sea si son las matrices de la misma transformacién lineal en distintas bases.

Comenzaremos estudiando algunos casos particulares y luego extenderemos los resultados
obtenidos al caso general.

7.1 Transformaciones lineales nilpotentes

7.1.1 Definiciones y propiedades basicas

Empezamos con el caso en que la transformacién lineal tenga como polinomio caracteristico
a una potencia de X (notar que en este caso, usando el Teorema de Hamilton-Cayley, el
polinomio minimal de la transformacién lineal también es una potencia de X y su tnico
autovalor es el 0). Esto significa que existe una potencia de f que da cero, lo que motiva la
siguiente definicién.
Definicién 7.1 Sea V un K-espacio vectorial. Una transformacién lineal f : V — V se dice
nilpotente si existe k € N tal que f* = fofo...of=0.
—_—
k veces
Anéalogamente, se dice que una matriz A € K™*" es nilpotente si existe k € N tal que

Ak =0.

Observaciéon 7.2 Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita y f : V' — V una
transformacién lineal, entonces f es nilpotente si y sélo si para cualquier base B de V, |f|p
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es una matriz nilpotente.

Definicién 7.3 Sea f : V — V una transformacion lineal nilpotente. Se define el indice de
nilpotencia de f como min{j € N / fJ = 0}.

Analogamente, se define el indice de nilpotencia de una matriz nilpotente A € K™*"™ como
min{j € N / A7 = 0}.

Lema 7.4 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea f :V — V una transfor-
macion lineal. Entonces f es nilpotente de indice k si y solo si my = Xk,

Demostracion. Si f es nilpotente de indice k, se tiene que f*¥ = 0y f¥=1 # 0. La primera
condicién implica que el polinomio X* anula a f, y en consecuencia, my | X k. Luego,
my = X7 para algtin j < k. Ahora, como f*~! £ 0, resulta que m; = X*.

Reciprocamente, es claro que si my; = X*, entonces f* =0y f¥=1 # 0, con lo cual f es
nilpotente de indice k. O

Notar que, con las mismas hipétesis del lema anterior, como el grado del polinomio minimal
de f es siempre menor o igual que la dimensiéon n de V, tendremos que f es nilpotente si y
s6lo si f™ = 0 (comparar con el Ejercicio 14 de la Seccién 3.8).

Proposicion 7.5 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n y sea f : V. — V una
transformacion lineal nilpotente de indice k. Entonces

{0} c Nu(f) c Nu(f>) c...c Nu(f*) =V

y todas las inclusiones son estrictas.

Demostracion. Siendo k el indice de nilpotencia de f, se tiene que f* = 0, de donde Nu(f*) =
V. Ademsds, es claro que valen las inclusiones. Veamos que son estrictas.

En primer lugar, observamos que si Nu(f!) = Nu(fi*!) para algiin i € Ny, entonces
Nu(f*1) = Nu(fi2): Si v € Nu(fi2), se tiene que fi?(v) = 0, de donde f*1(f(v)) = 0.
Luego, f(v) € Nu(f*!) y, como por hipétesis Nu(f+1) = Nu(f?), entonces f(v) € Nu(f?).
Esto dice que fi*1(v) = fi(f(v)) = 0, es decir, v € Nu(fi*1).

Luego, si Nu(f%) = Nu(f?*!) para algin iy € No, se tiene que Nu(f*) = Nu(fi!) para
todo i > ig. Pero como el indice de nilpotencia de f es k, Nu(f*~!) # V = Nu(f*), y en
consecuencia debe ser ig > k. O

Notacién. Para cada matriz A € K™*", notaremos Nu(A) al nicleo de la transformacién
lineal f4 : K™ — K™ definida por fa(z) = A.z, es decir, al conjunto {z € K™ : A.x = 0}.

Con esta notacién, como consecuencia de la Proposicién [7.5] se tiene que si A € K™*™ es
una matriz nilpotente de indice k, entonces

{0} € Nu(A4) c Nu(4?) ... c Nu(4F) = K

y todas las inclusiones son estrictas.
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7.1.2 Existencia de forma de Jordan para una transformacion lineal
nilpotente

Comenzamos estudiando un caso particular de endomorfismos nilpotentes: los de indice de
nilpotencia méximo (o sea, aquéllos en los que el polinomio minimal coincide con el carac-
teristico):

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea f : V' — V una transformacion lineal
nilpotente de indice n (es decir, my = X', = X").

Sea v € V tal que f"1(v) # 0, es decir v € V — Nu(f"~!) (existe un elemento con
esta propiedad porque por hipétesis f"~! # 0). Como m, divide a my = X", resulta que
m, = X¥ con 1 < k < n. Como f"1(v) # 0, resulta que m,, = X" y, por lo tanto, el
conjunto

B ={v, f(v), f2(v),..., f""(v)}

es una base de V. Ademas,

0 0O ... 0 0
1 0 0 0
fle=] 0 1 0 0
0 o ... 1 0

Este tipo de matrices aparecera en nuestra clasificacién y les daremos un nombre:

Definicién 7.6 Sea J € K"*". Se dice que J es un bloque de Jordan nilpotente si

o o0 ... 0 O
1 0 ... 0 O
J = o 1 ... 0 O
o o0 ... 1 0

A continuacién probaremos que para cualquier transformacién lineal nilpotente f : V — V|
donde V es un K-espacio vectorial de dimensién n, es posible encontrar una base donde la
matriz esté formada tinicamente por bloques de Jordan nilpotentes ubicados sobre la diagonal
y ceros en los demas lugares.

Teorema 7.7 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n, y sea f :V — V una transfor-
macion lineal nilpotente de indice k. Entonces existe una base B de V' tal que

Jo 0 ... 0
0o J

|flB = 2
: .0
o ... 0 J,

donde, para cada 1 <1 <r, J; € K™*™ es un blogue de Jordan nilpotente y k = ny > ng >
e 2 Ny
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Para la demostracion de este teorema, usaremos el siguiente resultado técnico:

Lema 7.8 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Sea f:V — V una transfor-
macion lineal y sea i € N. Sea {v1,...,v.} €TV un conjunto linealmente independiente tal
que Nu(f)yN<wvy,...,v, >={0}. Entonces {f(v1),..., f(v:)} es linealmente independiente
y Nu(f=h)n< f(u),..., flv,) >={0}.

Demostracion. Supongamos que v = aq f(v1) + - + . f(v,) € Nu(f*~!). Entonces
0=f"v) = fi(avr + + av,),

de donde ajvy + -+ + a,v,. € Nu(f?). Como Nu(f*) N <wi,...,v. > = {0}, resulta que
ayvy + -+ + a,v,. =0, y como vy,..., v, son linealmente independientes, a; = ... = a, = 0.

Luego, v = 0.

De la misma demostracién se deduce que si oy f(vi) + - + a,f(v.) = 0, entonces a; =
.=a, =0, con lo cual {f(v1),..., f(v.)} es linealmente independiente. O

Demostracion del Teorema|7.7. Como f es nilpotente de indice k se tiene que

{0} & Nu(f) & Nu(f?) & ... & Nu(f*") ¢ Nu(f*) = V.

Lo que haremos a continuacién es construir conjuntos de vectores en Nu(f7) recursivamente,
comenzando en j = k hasta j = 1, utilizando el lema anterior y de forma tal que la unién de
esos conjuntos sea una base de V.

Sea Bj_1 una base de Nu(f*~1), y sea

Cr= {0, o™} cNu(fF) =V

Y VT

un conjunto linealmente independiente tal que By_; U C}, es una base de Nu(f*) = V. Por
construccién, Cy es un conjunto linealmente independiente y

Nu(f* 1)@ < Cp > =Nu(f*) =V.

Para fijar ideas, hagamos el paso siguiente de la recursion:

Por el lema anterior f(Cj) C Nu(f*~!) es un conjunto linealmente independiente tal
que Nu(f*=2)n f(Cx) = {0}. Sea Bj_» una base de Nu(f*~2). Completamos el conjunto
linealmente independiente By_» U f(Ck) a una base de Nu(f*~!) con {vik_l)7 . ,vfj::ll)}.
Luego, si llamamos

Cro1 = F(CR) U Lo, oD} @ Nu(f*Y),

? U TR—1

tenemos que Cj_1 es un conjunto linealmente independiente y vale

Nu(f*2)® < Cr_1 > = Nu(fF1).
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Notar que, por lo tanto,
Nu(ff?) @< Cro1 >0 < Cp>=V.

Pasemos ahora al paso j-ésimo de la recursion:

Sea j con 1 < j < k. Supongamos construidos los conjuntos linealmente independientes
Cit1 C Nu(fj“),l...,Ck C Nu(f*) tales que f(C) C Ch_1 Vj+2 < h <k, Nu(f/)®
<Cjp1 >=Nu(f*)y

Nu(fYeo<Cip1>@...0<Cy>=V.

Por el lema anterior, f(Cj11) C Nu(f?) es un conjunto linealmente independiente y
Nu(fi=') N < f(Cj41) > = {0}. Consideremos una base B;_; de Nu(f’~'). Entonces
Bj_1 U f(Cj4+1) C Nu(f7) es un conjunto linealmente independiente y, por lo tanto, exis-
ten v§]), e ,v,(ag) € Nu(f7) tales que Bj_1 U f(Cj41) U {vgj), e ,Ug)} es una base de Nu(f7).
Sea

Cj = F(Crr) U vy, o} € Nu(f).

Es claro que C; C Nu(f7) es un conjunto linealmente independiente (puesto que, por cons-
truccién, es un subconjunto de una base de Nu(f?)) y que

Nu(f~ ) @ < C; > = Nu(f7).

Por lo tanto, _
Nu(ffr)e<Ci>®..0<Cp>=V.

Al terminar la recursién tendremos que
<Ci>®..0<C,>=V,
y como cada conjunto C; para cada 1 < j < k es linealmente independiente, resulta que

k
U C; es una base de V.

j=1
Consideremos la base B de V obtenida reordenando esta base como sigue:
k k —1,.(k _
B = (o f@i) ST o F ), ST ),
vgj), f(v@), ey fj_l(v(])), . ,vg), f(v,gg)), ey fj_l(vﬁg)), ey v§1), RIS
Se puede verificar que |f|p tiene la forma del enunciado del Teorema. O

Definicién 7.9 Una matriz A € K™*" se dice una forma de Jordan nilpotente si

Ji 0 ... 0
a_| 0 :
: 0
0 0 J
con J; € K™*™ bloques de Jordan nilpotentes (1 <i<r)ymn; >ng > ... > n,..
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El Teorema (7.7l nos dice entonces que para todo endomorfismo nilpotente f : V. — V,
donde V es un K-espacio vectorial de dimensién finita, existe una base B de V tal que |f|s
es una forma de Jordan nilpotente. A una tal base B la llamaremos una base de Jordan para
f y ala matriz | f|p, una forma de Jordan para f.

Aplicando este teorema a la transformacién lineal f4 : K™ — K™ asociada a una matriz
A € K™*" obtenemos el andlogo para matrices:

Teorema 7.10 Sea A € K™*" una matriz nilpotente. Entonces A es semejante a una forma
de Jordan nilpotente.

A una base B de K™ tal que |fa|p = J4 es una forma de Jordan nilpotente la llamaremos
una base de Jordan para A,y a la matriz J4 una forma de Jordan para A.

Ejemplo. Hallar una forma de Jordan y una base de Jordan para A € R6%6 siendo

0 0 0 0 0 O
1 0 00 0 O
-1 -1 0 0 0 0
A= 0 1 00 1 O
-1 0 0 0 0 O
1 0 00 -1 0

Como X4 = X6, A es una matriz nilpotente.

Calculemos m 4, que serd de la forma m4 = X% para algtin k con 1 < k < 6. Como

0 0000 0
0 0000 0
s | =1 000 0 0 -
A=109 00000 y A'=0,
0 0000 0
1 00000

resulta que my = X3.
Sea E = {e1, e, €3, €4, 5,66} la base canénica de R®. Entonces,
By = {e3,e4,e6}, DBz ={e3,eq,€6,€2,65} y Bz ={es, eq,¢6, 62,65 €1}
son bases de Nu(A4), Nu(A?) y Nu(A?) respectivamente.

Construimos una base de Jordan para A siguiendo la demostracién del Teorema 7.7 (donde
la transformacién lineal nilpotente que consideramos es fa : RS — R%): Tenemos que

{0} ¢ Nu(4) ¢ Nu(A?%) ¢ Nu(4?) = RC.
Extendemos la base By de Nu(A?) a una base de Nu(A3) = RS, por ejemplo, agregando el
vector e; que completa Bz. Consideramos A.e; = (0,1,—1,0,—1,1) € Nu(A?). Se tiene:
{0} & Nu(4) ¢ Nu(4?) ¢ Nu(4d’) =R°
A.€1 €1
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Ahora consideramos la base B; de Nu(A), tomamos el conjunto By U {A.e;} C Nu(42), y
extendemos este conjunto a una base de Nu(A?). Para esto podemos elegir, por ejemplo,
el vector es € Nu(A42%). Multiplicando por A los vectores A.e; y e5 se obtiene el conjunto
linealmente independiente {AZ%e1, A.es} = {(0,0,—1,0,0,1),(0,0,0,1,0,—1)} C Nu(A?):

{0} & Nu(4) & Nu(4?) ¢ Nu(4?) =R°
A2.€1 A.eq €1
A.€5 €5

Finalmente, extendemos el conjunto {A2.e;, A.e5} a una base de Nu(A), por ejemplo, con el
vector e3. Obtenemos:

{0} & Nu(4) ¢ Nu(4?) ¢ Nu(4?) =R

A2.eq A.eq el
A.e5 €5
€3

Entonces, una base de Jordan para A es

B = {ei, Ay, A%.eq, es5, Aces, e3}
= {(17 Oa Oa 07070)3 (07 ]-7 713 Oa 717 1)3 (0’07 713 0707 1)7 (Oa 070707 ]-a 0)7
(0,0,0,1,0,-1),(0,0,1,0,0,0)}.

y una forma de Jordan de A es J4 = |fa|B, es decir:

00 0[]0 00
1 00[(00 0
J._| Lo 1 0jooo
00 0[0 0]0
00 0[1 00
0000 0[0]

7.1.3 Unicidad de la forma de Jordan nilpotente. Semejanza

A continuacién probaremos que la forma de Jordan de una transformacién lineal nilpotente
es Unica. Este resultado, junto con la existencia de forma de Jordan para matrices nilpotentes
probada en la seccién anterior, nos permitira resolver el problema de decidir si dos matrices
nilpotentes son semejantes o no.

La demostracién de la unicidad consiste en mostrar que la cantidad de bloques de Jordan
de cada tamano que aparecen en una forma de Jordan de una transformacién lineal f esta
univocamente determinada por f.

Comenzamos probando un resultado auxiliar.

Lema 7.11 Sea J € K™ ™ un bloque de Jordan nilpotente. Entonces rg(J?) = m — i para
cada 1 < i <m.
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Demostracidn. Se puede verificar inductivamente que J* = (el | ... |el, [0]...]0), donde
e; denota el j-ésimo vector de la base candnica de K™ (es decir que al elevar un bloque de
Jordan nilpotente a la 4, los unos bajan ¢ — 1 lugares).

En consecuencia, rg(J%) = dim < e;41,..., €y, > =m —i. O

Este resultado nos permite calcular la cantidad de bloques de cada tamano que aparecen
en una forma de Jordan usando los rangos de las potencias de la matriz.

Proposicién 7.12 Sea A € K™*" una forma de Jordan nilpotente de indice k. FEntonces
el blogue de Jordan mds grande que aparece en A es de tamanio k x k. Ademds, para cada
0 <i < k-1 la cantidad de bloques de Jordan nilpotentes de tamano mayor que i que aparecen
en A es

bi = rg(A’) — rg(A™1).

En particular, la cantidad de bloques de Jordan que aparecen en A es by = n —rg(4) =
dim(Nu(A)).

Demostracion. Como el indice de nilpotencia de A es k, se tiene que my = XF*.

Sean Ji,...,J, los bloques de Jordan que aparecen en A con J, € K™*™ para cada
1 < £ <r (ver Definicién [7.9). Entonces

ma =mem{my,,...,my } =mem{X™ ... X"} =X"

Luego, n1 = k, es decir, el bloque de Jordan méas grande que aparece en A es de k X k.

Para cada 1 <1 < k, sean ¢; la cantidad de bloques de Jordan nilpotentes de tamano ¢ x ¢
que aparecen en A y b; la cantidad de bloques de tamano mayor que .

Si A estd formada por r bloques de Jordan nilpotentes, resulta que rg(A) =n —r ya que
este rango es la suma de los rangos de los distintos bloques de Jordan. En consecuencia, la
cantidad de total de bloques de Jordan que forman A es by = n — rg(A).

Sea 1 < i < k — 1. Observamos, por el lema anterior, que para un bloque de Jordan
J € K7%7 se tiene que J* =0sij <iorg(J') =j—isij>i Ademds, rg(A’) es la suma de
los rangos de los bloques que aparecen en la diagonal. En consecuencia

k k k
rg(A) —rg(AT) = > (i) = D (G- (+1)= > ¢ =b. O
j=i+1 j=i+2 Jj=i+1

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Corolario 7.13 Sea A € K™*" una forma de Jordan nilpotente de indice k. Entonces, para
cada 1 < i <k, la cantidad de bloques de Jordan nilpotentes de tamano i X i que aparecen en
A es

c; = 1g(A™) — 2rg(A?) +rg(ATT).



7.1 Transformaciones lineales nilpotentes 171

Demostracion. Observamos que ¢, = by_; = 1g(A*1) — rg(AF) = rg(AFH1) — 2rg(AF) +
rg(AF=1), puesto que A% = 0.
Sea 1 <i<k—1. Entonces

¢ = bi_1—b
= (1g(A™h) —rg(A")) — (rg(A") — rg(A™))
rg(AT) — 2rg(A%) +1g(ATh). O

Ejemplo. Decidir si existe una matriz A € R®*! tal que rg(4) = 10, rg(A?) = 3 y
rg(A%) = 0.

Sirg(A%) =0y rg(A*) = 3, entonces A° = 0y A* # 0, de donde A es nilpotente de indice
5. Entonces A es semejante a una forma de Jordan nilpotente J4 cuyo bloque de tamafio mas
grande es de 5 x 5.

Ahora, por la Proposicién [7.12, J4 tiene rg(A*) — rg(A®) = 3 bloques de 5 x 5 y, como
Ja € R15%15 &stos son los tinicos bloques que aparecen.

Pero la cantidad de bloques de Jordan en J4 debe ser 15 —rg(A4) = 15 — 10 = 5, contradi-
ciendo lo anterior.

Luego, no existe una matriz A € R®*!® que satisfaga las condiciones del enunciado.

El Corolario [7.13 nos permite probar el siguiente resultado:
Lema 7.14 Sean J y J' formas de Jordan nilpotentes. Si J ~ J', entonces J = J'.

Demostracion. Segun lo que hemos visto, las cantidades de bloques de cada tamano que
aparecen en una forma de Jordan nilpotente sélo dependen de los rangos de sus potencias.
Por otro lado, si J ~ J', entonces para cada 1 < i < k, se tiene que rg(J?) = rg((J')?). En
consecuencia, la cantidad de bloques de Jordan de cada tamano es la misma en J que en J'.
Luego, J = J'. O

A partir de este lema, se deduce la unicidad de la forma de Jordan en el caso nilpotente:

Teorema 7.15 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n. Sea f:V — V una transfor-
macion lineal nilpotente. Entonces existe una unica forma de Jordan nilpotente J € K™ ™
tal que | f|g = J para alguna base B de V.

Demostracién. Si B 'y B’ son bases de V tales que |f|g = J y |f|pr = J con J y J' formas
de Jordan nilpotentes, entonces J ~ J' y, por el lema anterior, J = J'. (]

Por lo tanto, se obtiene este resultado sobre semejanza de matrices nilpotentes:
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Teorema 7.16 Sean A, B € K"*™ matrices nilpotentes. Sean J y J' formas de Jordan
nilpotentes tales que A ~ J y B ~ J'. Entonces

A~B = J=J.
Demostracion.

=) Si A ~ B, como por hip6tesis A ~ ~ eniendo en cuenta que ~ es una relacién
Si A~ B, por hipétesis A ~ Jy B ~ J', teniend ta q lacié
de equivalencia, resulta que J ~ J’. Luego, por el Lema [7.14, J = J'.

(<) SiJ=J, siendo A~ J, B~ J y por ser ~ una relacién de equivalencia, se deduce
que A ~ B. O

Ejemplos.

1. Sean A, B € R*** dos matrices tales que my4 = mp = X>. Probar que A ~ B.

Por el teorema anterior, el problema es equivalente a probar que A y B tienen la misma
forma de Jordan. Luego, basta ver que existe una tnica forma de Jordan nilpotente
J € R*** tal que my = X3.

Si my; = X3, entonces J tiene (al menos) un bloque de Jordan nilpotente de 3 x 3.
Como J € R***4, Ia tinica posibilidad es entonces que J esté formada por un bloque de
3 x 3 yotro de 1 x 1, es decir

0 0 0|0

1 0 00

J= 01 0(0

0 0O ﬂ
2. Sean A, B € R™*7 las matrices

0 000 0 0O 0 000 0 OO
1 000 0 0O 1 000 0 0O
01 00 0 0O 01 00 00O
A=| 0 0 0 0 0 0 O v B=] 0 0 0 0 0 0 O
0 001 00O 0 001 00O
0 000100 0000 0 0O
0000 0 OO 0000 O0T1TFDO

Observamos que X4 = X' = Xg, ma = X® = mp y rg(A) = rg(B), pero A # B puesto
que son dos formas de Jordan nilpotentes distintas.

7.2 Caso general

En esta seccién generalizaremos lo anterior para endomorfismos en un K-espacio vectorial de
dimensién finita cuyos polinomios minimales se factorizan linealmente (es decir, con todas sus
raices en K).
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7.2.1 Forma de Jordan de una transformacién lineal

Primero veremos un caso particular, en el que el polinomio minimal del endomorfismo se
factoriza linealmente pero tiene una tunica raiz.

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea f : V — V una transformacion lineal
tal que my = (X — A)¥ para algin k < n. Se tiene entonces que (f — A\.idy)k = 0y
(f — A idy)*=1 #£0, con lo cual f — \.idy es nilpotente de indice k.

Por el Teorema [7.7, existe una base B de V tal que |f — A.idy|p € K™*™ es una forma
de Jordan nilpotente, es decir,

Jo0 ... 0
. 0 J :
If = Nidvlp=| ~ 7
: .0
0 ... 0 J,

donde, para cada 1 < i <r, J; € K™*™ es un bloque de Jordan nilpotente y k = ny; > ng >
cel 2 Ny

Observamos que |f|g = |f — Aidy|p + |[X\.idv|s = |f — A idv|p + A. I, de donde

0 J(\,n :
fa=| O TAm)
: . 0
0 0 J\n.)
donde, para cada 1 <i <,
0 0 0
1 A 0 0
1 O O e Knixni

Jn)=| 0

vyk=n1>ng>...>n,.
Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 7.17 Sea A € K. Se llama bloque de Jordan asociado al autovalor A\ de tamano
n a la matriz J(A,n) € K™

A0 0 0
1A 0 0
Jan) = 0 1 0 0
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La idea de la forma de Jordan general es, como en el caso nilpotente, encontrar una base
donde la matriz del endomorfismo considerado tenga una forma particular (bloques de Jordan
en la diagonal).

La demostracién de la existencia de forma de Jordan se basa en el siguiente lema, que
permite descomponer el espacio en suma directa de subespacios invariantes, en cada uno de
los cuales la transformacién lineal tiene un solo autovalor.

Lema 7.18 Sea V un K espacio vectorial de dimension finita. Sea f:V — V una transfor-
macion lineal tal que my = P.Q con (P,Q) = 1. Entonces:

e Nu(P(f)) y Nu(Q(f)) son subespacios invariantes por f;
o V =Nu(P(f)) @ Nu(Q(f));

=Py =Q.

o m m
Fivucesy Fivucei

Demostracion.
e Nu(P(f)) v Nu(Q(f)) son invariantes por f:
T
Sea P =" a; X"y sea x € Nu(P(f)). Entonces P(f)(z) = 0. Aplicando f se obtiene

F(P(f)(x)) = 0. Luego

0= (T ar@) = Yar+e = (X o) (@),
=0 i=0 =0

de donde f(z) € Nu(P(f)). Por lo tanto, Nu(P(f)) es invariante por f.

De la misma manera, Nu(Q(f)) es invariante por f.

o V =Nu(P(f)) & Nu(Q(f)):
Puesto que (P, Q) = 1, existen R, S € K[X] tales que 1 = R.P 4+ S.Q), de donde

idy = R(f) o P(f) + 5(f) o Q(f).
Sea x € Nu(P(f)) N Nu(Q(f)). Entonces
w = idy(z) = R(f)(P(f)(z)) + S(/)(Q(f)(z)) = R(f)(0) + S(f)(0) = 0.
Luego, Nu(P(f)) N Nu(Q(f)) = {0}.

Por otro lado, para cada x € V se tiene que
x = (R(f) o P(f))(x) + (S(f) o Q(S)) ().
Ahora, teniendo en cuenta que Q(f) o R(f) = (Q-R)(f) = (R.Q)(f) = R(f) o Q(f),

resulta que

QUN(R(f) o P(f))(x))

QU)o R(f) o P(N)(@) = RN ((QU) 0 PF)(@)) =
= R()(ms()(@) = R()(0) =0,
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de donde (R(f) o P(f))(x) € Nu(Q(f)). Andlogamente, (S(f) o Q(f))(x) € Nu(P(f)).
En consecuencia, Nu(P(f)) + Nu(Q(f)) =V.

m =Q:
Fivucesy Q

Sean f1 y fo las restricciones de f a Nu(P(f)) y Nu(Q(f)) respectivamente. Como
V =Nu(P(f)) & Nu(Q(f)), se tiene que my = mem(my,, my,).

=P
mf‘Nu(P(fn y

Si P= 3 a;X? para cada x € Nu(P(f)), se tiene que

i=0
P(f)@) = (Y aifi) @) =D aifile) = 3 aif'(w) = P(f)(x) =0,
=0 =0 1=0

con lo cual my, | P. Andlogamente, my, | Q.
Como P y @ son coprimos, resulta que my, y my, también lo son y, por lo tanto,
PQ =my = mcm(mf17mf2) =myg.mg,

de donde my, = Py my, = Q. O

Definicién 7.19 Diremos que J € K™*" es una matriz de Jordan o una forma de Jordan si

J 0 ... 0
g | 0 £ :
: 0
0 ... 0 J,

donde, para cada 1 <1 < s, J; es de la forma

J(,n\Y) 0 .. 0
() : , ,
J; = O J(Aiyny”) ’ con ngl) > ... > ng)
: - 0
0 . 0 J(hi,ni)

¥y Ai # A;j para i # j, o sea, cada J; estd formada por (varios) blogues de Jordan de autovalor
Ai ubicados sobre la diagonal.

Demostremos ahora el resultado principal de esta seccidn:

Teorema 7.20 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Sea f : V. — V una
transformacion lineal tal que my se factoriza linealmente sobre K. Entonces existe una base
B de V tal que |f|p es una forma de Jordan.



176 Forma de Jordan

Con la notacién anterior, a una base B con la propiedad del teorema la llamaremos una
base de Jordan para f y ala matriz |f|p una forma de Jordan para f.

Demostracion. Probaremos el teorema por inducciéon en n = dim V.
Para n = 1, no hay nada que hacer.

Supongamos que el teorema vale para toda transformacién lineal definida en un K-espacio
vectorial de dimension m < n y sea f : V — V una transformacion lineal definida en un K-
espacio vectorial V' de dimensién n.

Simy = (X — A\)*, estamos en el caso analizado al comienzo de esta seccién, para el que
el teorema vale.

Supongamos entonces que f tiene al menos dos autovalores distintos. Si A1 es uno de los
autovalores de f, entonces my = (X — A)*.Q con gr(Q) > 1y (X — )", Q) = 1. Por el
Lema [7.18, Nu((f — A1 idv)kl) y Nu(Q(f)) son subespacios f-invariantes de V' y

V = Nu((f — \i.idy)™) @ Nu(Q(f)).

Ademds, como )1 es autovalor de f pero no el tinico, {0} C Nu((f — A.idy)¥') C V y las
inclusiones son estrictas. En particular, 0 < dim(Nu((f —\;.idy)*')) < dimV = n. Entonces
también vale 0 < dim Nu(Q(f)) < dimV = n.

Consideremos las restricciones de f a Nu((f — Ai.idy)*) y Nu(Q(f)):
freNu((f = Aidy)®) — Nu((f = Aridy)™) y fa - Nu(Q(f)) — Nu(Q(f))-

Por hipétesis inductiva, existen una base B; de Nu((f — )q.I)kl) y una base By de
Nu(Q(f)), tales que |fi1|B, v |f2|B, son formas de Jordan. Entonces, tomando B = B; U Bs
obtenemos una base de V tal que

_ |f1|B1 0
Il = ( 0 | f2|B, )

Observamos que, de acuerdo al Lema [7.18, my, = (X — A\)" y my, = Q. Entonces |fi|p,
estd formada por bloques de Jordan de autovalor A; y, como A1 no es raiz de Q, |f2|p, estd
formada por bloques de Jordan de autovalor A con A # \;. En consecuencia, |f|p es una
forma de Jordan. O

T
Observemos que, con las notaciones del teorema anterior, si my = [[(X — A\;)* con
i=1
Ai # Aj si i # j, la demostracién nos permite dar una forma constructiva de obtener una
forma de Jordan de f. Como

V = Nu((f = Meidy)*) @ - @ Nu((f = A idy)*),

podemos obtener una forma de Jordan para cada una de las restricciones de f a estos subes-
pacios invariantes Nu((f — \;.idy)*?) y las bases de Jordan B; correspondientes. Entonces
B = B; U---U B, resulta ser una base de V' y |f|s resulta una forma de Jordan de f.

El resultado del teorema se puede enunciar también para matrices complejas.
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Teorema 7.21 Sea A € C™"*™. Entonces A es semejante a una forma de Jordan.

A una base B de K" tal que |fa|p es una forma de Jordan, la llamaremos una base de
Jordan para A,y a la matriz |f4|p una forma de Jordan para A.

Demostracion. Consideremos la transformacién lineal f4 : C* — C™ definida por fa(z) =
A.xz. Observamos que mys, = ma € C[X] se factoriza linealmente en C[X]. Por el teorema
anterior, existe entonces una base de C™ tal que la matriz J4 = |fa|p es una forma de Jordan,
semejante a A. O

Ejemplo. Hallar una forma de Jordan semejante a A y una base de Jordan para A, siendo

1 0 0 2
12 -1 0 2 Ax4
A= 9 0 -1 2 e C**°.
0 0 0 1

Se tiene que X4 = (X — 1)%(X + 1)2, luego los autovalores de A son 1y —1.

Calculemos m4 = mem{me,, Me,, Mey, Me, }, donde {e1, ea, €3, e4} es la base candnica de
Cc*:

Puesto que A.e; = e; + 2es + 2e3 (luego {e1, A.e1} es 1i.) y A%e; = ey, se tiene que
me, = X2 — 1.

Por otro lado, A.ep = —eg, con lo cual me, = X + 1. De la misma manera, m., = X + 1.

Finalmente, para e, tenemos que A.eq = 2e;1 + 2e5 + 2e3 + ¢4 (y entonces {e4, A.es} es 1.i.)
y A%ey = 4dey + 4deg +de3 +eq = 2. A.ey — eq. Luego me, = X2 —2X + 1.

En consecuencia, ms = mem{X? — 1, X +1,X? —2X + 1} = (X — 1)*(X + 1).
Sabemos entonces que
C*=Nu((A-1)?) @ Nu(A + 1),

ysifi:Nu((A—-1)%) = Nu((A—1)?)y fo: Nu(A+1I) — Nu(A+ I) son las restricciones de
fa aNu((A—1)%) y Nu(A + I) respectivamente, una forma de Jordan para A es

(L0
JA_(O J2>

donde J; y Jo son formas de Jordan de f; y fo respectivamente. M&s aun, si B; y Bs son
bases de Jordan para f1 y fo, entonces B = By U By es una base de Jordan para A.

e Base y forma de Jordan de f; : Nu((A — I)?) — Nu((A —I)?).
Se tiene que my, = (X —1)2, luego f1 — idnu((A—1)2) es nilpotente de indice 2. Ademds

0 0 0 2 0 0 0 0
|2 =2 0o 2 . [ -4 400

A=I=1, ¢ 9 o y A=D7=1|_4 ¢ 4 0]
0 0 0 0 0 0 0 0
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de donde Nu(A — I) = < (1,1,1,0) > y Nu((4 — I)?) = < (1,1,1,0),(0,0,0,1) >.
Consideramos el vector e4 = (0,0,0,1) que extiende una base de Nu(A — I) a una de
Nu((A —I)?). Obtenemos

{0} & Nu(A-1) & Nu((4-1)?
(A—I).€4 €4

Luego, una base de Jordan para f; es By = {eq, (A —1I).e4} = {(0,0,0,1),(2,2,2,0)} y

su forma de Jordan es
|filB, = Lo
L 1 1)/)°

e Base y forma de Jordan de fo : Nu(A+ 1) — Nu(A +1I).

Sabemos que my, = X — 1, luego f> es diagonalizable. Se tiene que

At1=

SN NN
o O OO
OO OO
N DN NN

Luego, una base de Nu(A + I) (que serd también una base de Jordan para fa) es
By ={(0,1,0,0),(0,0,1,0)} vy la forma de Jordan de f5 es

|f2|32: <_01 _01>

En consecuencia, una base de Jordan para A es
B = B;UBy =1{(0,0,0,1),(2,2,2,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}

y una forma de Jordan semejante a A es

1 0]0 0
1 1/0 0
Ja = 0 0|—-1]0
00 0]—1

7.2.2 Unicidad de la forma de Jordan

Veremos ahora que la forma de Jordan asociada a una transformacion lineal f : V — V|
donde V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita, es tnica salvo por el orden en que
aparecen los bloques de Jordan correspondientes a autovalores distintos.

Teorema 7.22 Sea V un K espacio vectorial de dimension n, y sea f :V — V una transfor-
macion lineal tal que my se factoriza linealmente sobre K. Entonces existe una tinica forma
de Jordan J € K™*™ (salvo por el orden de sus bloques) tal que para alguna base B de V,

|flg=J.
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Demostracion. Sea B = {vi,...,v,} una base de V tal que |f|p es una forma de Jordan
Je K,
Ji(A1) 0 0
g 0 J2(A2) ’
: -0
0 0 Js(As)

donde para cada 1 < i < s, J;(\;) € K%*% denota la matriz formada por todos los bloques
de Jordan de autovalor \; que aparecen en J y A; # A; si i # j.

S
Se tiene que Xy = Xy = [[(X — A;)%. Entonces Aq,..., )\, son los autovalores de f vy,
i=1
para cada 1 < ¢ <'s, d; = mult(\;, Xf).

Ahora, para cada 1 < i < s, se tiene que my,(x,) = (X — Ai)¥i para algin 1 < k; < d;.
S
Entonces m; = my = [[ (X — \;)*, con lo que, para cada 1 <i < s, k; = mult(\;, my).
i=1
Sea A uno de los autovalores de f y sea k = mult(\,my). Sin pérdida de generalidad,

supongamos que A = ;. Observamos que

J1(0) 0 0
S| 0 ROe—y |
0
0 0 Js()\s - >\)
de donde
0 0 0
Y
Joxlyi=| 0 (RRa=X)
: " 0
0 0 (Js(As —A))F
Puesto que (J;(A; — A))* es inversible para cada 2 < i < s, entonces Nu((J — A[,,)*) =
< é1,...,eq, >. Teniendo en cuenta que J = |f|p, resulta que J — \.I, = |f — M\.idy|p, con
lo que

Nu((f — Nidy)F) = <1, 0q, >.

Consideremos la restriccién

fi=(f = Xidy) s Nu((f — \idy)®) — Nu((f — \.idy)F).

‘Nu((f—)\.idv)k)
La restriccion f; resulta una transformacién lineal nilpotente y, por lo tanto, tiene una tnica
forma de Jordan nilpotente J; asociada.

Sea By = {v1,...,v4,}, que como vimos, es una base de Nu((f — A.idy)*). Observamos
que

| f1l B, — A1g, = J1(0).

= f‘Nu(ffx. idv)k B
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Como J1(0) es una forma de Jordan nilpotente, debe ser la forma de Jordan J; de fi.

En consecuencia, Jy (A1) = J1 + A1.14, estd univocamente determinada por f. (Notar que
el subespacio invariante Nu((f — A.idy)*) y la restricciéon f; = (f — A. idv)) G idyy) s6lo
w((F=r. idy

dependen de f y no de una base.)

Haciendo lo mismo para cada \; con 1 < i < s, resulta que, J;(\;) € K%*% satisface:
Jz()\z) = Jl + )\i- Id“

donde d; = mult(\;, Xf) vy, si k; = mult(A;, my), J; es la forma de Jordan nilpotente de la
restriccién

(f = Xi-idy), Nu((f — Npvidy)*) — Nu((f — Ag.idy)*).

Nu((f—X;. idy)Fi)
Por lo tanto, la forma de Jordan de f estd univocamente determinada por f (salvo el
orden de los bloques correspondientes a los distintos autovalores de f). O

El hecho que todo polinomio se factorice linealmente en C[X] nos permite demostrar el
siguiente resultado sobre semejanza de matrices en C"*™,

Teorema 7.23 Sean A, B € C"*™, y sean J4 y Jp las formas de Jordan de A y B respecti-
vamente. Entonces

A~B < Ja=Jg (salvo el orden de los bloques).

Demostracion.

(=) Sabemos que A ~ J4 y B ~ Jg. Si A ~ B, como ~ es una relacién de equivalencia,
resulta que J4 ~ Jp. Entonces existe una transformacién lineal f : K™ — K" y bases
B; y By de K™ tales que |f|g, = Jay |flB, = JB-

Por el teorema anterior, la forma de Jordan de una transformacion lineal es tinica salvo
el orden de los bloques correspondientes a los distintos autovalores. Luego J4 = Jp
salvo el orden de los bloques.

(<) Se deduce inmediatamente de que ~ es una relacién de equivalencia. (]

Ejemplo. Sean A, B € C3>*3. Probar que A~ B <= X4 =X y ma = mp. ;Vale el
mismo resultado para matrices en C**4?

Ya sabemos que vale (=). Probemos la otra implicacién. Por el Teorema [7.23, Ay B
son semejantes si tienen la misma forma de Jordan (salvo el orden de los distintos autovalo-
res). Luego, basta ver que la forma de Jordan de una matriz en C3*3 queda unfvocamente
determinada por su polinomio caracteristico y su polinomio minimal.

Sea J € C3*3 una forma de Jordan. Entonces X; es un polinomio ménico de grado 3 en
C[X], luego puede escribirse de alguna de las siguientes formas:
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(1) XJ = (X — )\1)(X — AQ)(X — )\3) con )\1,)\2,)\3 eC y /\7. # )‘j si 75‘7
(ii) XJ:(X_)\l)2(X_)\2) con )\1,)\26@}7)\175)\2.
(iii) &7 = (X —A)? con A € C.

Para cada una de las opciones anteriores, veremos que existe una uinica .J para cada polinomio
minimal posible.

(1) Si X] = (X_)\l)(X_AQ)(X_)\j) con )\1,)\27)\3 e C y )\z 7é )\j S 75 j, J es
diagonalizable y, por lo tanto, tiene un bloque de 1 x 1 para cada autovalor. Luego
(salvo el orden de los autovalores)

A0 0
J=10 X O
0 0 As

(i) Si Xy = (X —A1)3(X —A2) con A1, A2 € Cy A; # Ao, entonces my = (X — A1) (X — o)
omy=Xj.

e Simy = (X — X)X — A2), J es diagonalizable y, por lo tanto, cada bloque en J
es de 1 x 1. Luego

A0 0
J=10 X 0],
0 0 X

salvo el orden de los autovalores.

e Simy = (X —A)%X — \2), entonces J tiene un bloque de 2 x 2 con autovalor \;
y uno de 1 x 1 con autovalor As. Luego (salvo el orden de los autovalores),

A0 0
J=11 X 0
0 0 X

(iii) Si X7 = (X — A)3 con A € C, entonces m; = (X — A\)* para k =1,2 0 3.

e Simy = (X — \), entonces J es diagonalizable y sélo tiene bloques de 1 x 1, es
decir,

J:

o O >
o > O
> O O

e Simy = (X —\)2, entonces el bloque més grande de J es de 2 x 2, luego sélo puede
tener un bloque de 2 X 2 y uno de 1 x 1:

J=

O = >
S > O
> O O
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e Simy = (X — \)3, entonces J tiene un bloque de 3 x 3 y, por lo tanto

A
J=11
0

= > O
> O O

El resultado no vale en C**4. Por ejemplo, las matrices

000 0 000 0
100 0 100 0
A4=1900 0 0 Y B=1000 0
00 1 0 000 0

verifican X4 = Xp = X* y m4 = mp = X?, pero A 4 B, porque son dos formas de Jordan
distintas.

7.3 Aplicacion: Calculo de las potencias de una matriz

En diversas aplicaciones, por ejemplo en la resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden, surge la necesidad de calcular las potencias de una matriz dada. En
esta seccion veremos que esto puede hacerse utilizando la forma de Jordan de la matriz.

En primer lugar, observamos que es posible calcular las potencias de una matriz a partir
de las potencias de una matriz semejante:

Si A ~ B, existe C € GL(n,K) tal que A = C.B.C~!. Entonces, para cada k € N,
Ak = C.B*.C~! (ver Observacién 6.26).

A partir de esta observacién vemos que, si una matriz A € K™*™ es diagonalizable,
entonces se puede calcular ficilmente A* para cada k& € N: Basta hallar C € GL(n,K) y
D € K™ diagonal tales que A = C.D.C~! y tener en cuenta que

M O ...00 Moo
: k
p=| 0 X — pt—| O A vk €N,
: .0 : .0
0 ... 0 M\, 0 ... 0 )\

n

Utilizando la igualdad A* = C. D*.C~! se obtienen las potencias de A.

Consideremos ahora el caso de una matriz A € K™*" que no sea diagonalizable. Si
My 0 ... 0

0 M con M; € K™*™ (1<i<r)

o
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existe C' € GL(n, K) tal que A = C.M.C~!. Entonces, para cada k € N, A¥ = C. M*.C~ 'y,
multiplicando por bloques, resulta que

ME 0 .00
uho | 0 ME :
: .0
0 ... 0 Mk

Por lo visto en las secciones anteriores, si m4 se factoriza linealmente en K, se puede
hallar una matriz M (la forma de Jordan de A) en la que cada M; es un bloque de Jordan de
autovalor \; para algin \; € K. Luego, para calcular las potencias de A basta poder calcular
J(\,m)*.

Se puede probar inductivamente (ver Lema [7.11) que
Ok x (m—Fk) Ok xk
J(0,m)k =
Ik O(m—k)xk

Si A # 0, escribimos J(A,m) = A.I,, + J(0,m). Puesto que A.I,, y J(0,m) conmutan,
podemos calcular las potencias de A. I,,,+J (0, m) aplicando la férmula del binomio de Newton:

k
JAm)F = (A Ln+JOm)=>" (k)(AIm)k—i. J(0,m)’

=0 ¢
k
_ Z (k) )\k)—i. Oix(mfi) 0i><i
—\i I—i Om—iyxi

k 0ix (m—i) Oixi

S\ N Ly Opn—iyx

A 0 . . 0
U
- P (PO Y

0
(WD (e

(Consideramos () = 0si h > k.)
Esto nos da una férmula para el calculo de las potencias de un bloque de Jordan de
autovalor A. Usando las observaciones anteriores podemos calcular las potencias de A.
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7.4 Ejercicios

Ejercicio 1. Dadas las matrices Ay A" en K"*"

00 ... 00 010 0
10 ... 00 0 0 1 0
A=10 1 ... 0 0 y A=]": L
: : 000 ... 1
00 ... 10 0 00

i) Probar que ambas son nilpotentes y que A es semejante a A’

ii) Dar bases By B’ de R,,_1[X] tal que la matriz de la derivacién en la base B sea Ay
en la base B’ sea A'.

ili) Sea B una base de K™ y sea f : K™ — K™ tal que |f|p = A. Probar que no existen
subespacios propios f-invariantes Sy T de K™ tales que K" =S ®T.

Ejercicio 2. Sean A; (1 < i < 6) matrices en C8*® nilpotentes tales que m4, = X3
(1 <4 <6). (Es cierto que necesariamente dos de estas matrices son semejantes?

Ejercicio 3. Sean A, B € C®*% son matrices nilpotentes tales que my = mp y rg(A) =
rg(B). Probar que A y B son semejantes. ;Es cierto esto en C™*7?

Ejercicio 4. Hallar la forma y una base de Jordan de la matriz A € C2*9:

000 O0O0O0OTO0OTO 0O@
000 0O0O0OTO0TO 0O
0000 O0OO0O0TC 071
0 000O0OO0OTO0TO 0@ O
A=]10 0 1 0 0 0 0 0 O
000 0O0OO0OTO0TO 0O
0001 0O0O0O00O0
0 000O0OT1TUO0TO0UPO0
110 0 0 0 0 0 O

Ejercicio 5. Hallar la forma y una base de Jordan de la matriz A = (a;;) € C**™ donde

g — 0 sie<yj
Y11 sii> g
Ejercicio 6.
i) Decidir si existe A € C¥*® nilpotente tal que rg(A) = 6, rg(4?) = 4, rg(A3) = 3,
rg(A*) =1y rg(A%) = 0 simultdneamente. En caso afirmativo, exhibir una.

ii) Decidir si existe A € R16X16 tal que ma(X) = X5, rg(A) = 9, rg(4?) = 5, rg(A3) = 3,
rg(A*) =1y rg(A%) = 0 simultdneamente. En caso afirmativo, exhibir una.
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Ejercicio 7. Sea f : C” — C” una transformacién lineal y sea B una base de C7 tal que

flp =

OO O OO
OO OO N
OO OO NN O
OO, NOO
OO N O OO
O W oo oo
W oo OO

i) Hallar Xy y my.

ii) Sea A un autovalor de f tal que mult(\, Xy) = m. Se definen E) = {v € C7/ f(v) = A\.v}

yVia={veC’/(\.Id— f)™(v) =0} = Nu(()\.Id— f)m)

;Para qué autovalores A de f se tiene que Ey = V)\?

iii) Para cada autovalor A de f, jcudl es la menor potencia k tal que Vy = Nu((A. Id— f)*)?

iv) Si X es un autovalor de f, se nota fy a la restriccién de f a V. Calcular dim(Im(fy))

y dim(Im(f)) para cada .

Ejercicio 8. Sea V un K-espacio vectorial, sea f : V — V una transformacién lineal y sea

P e K[X].

i) Probar que Nu(P(f)) e Im(P(f)) son subespacios invariantes por f.

ii) Probar que si un autovalor A de f es raiz de P, entonces E) C Nu(P(f)).

iii) Probar que si un autovalor A de f no es rafz de P, entonces E) C Im(P(f)).

Ejercicio 9. Hallar la forma y una base de Jordan de A € C™*™ en cada uno de los siguientes

Casos:

11 -1 3 0 8 —4 2 10
-3 -3 3| ; [3 -1 6] ; [-43 7
—2 -2 2 -2 0 -5 -3 1 7

L1 o 3 1 0 0

4 -1 0 0
3 -3 6 ; ;

5 5 4 701 2 1

-17 6 —1 0

Ejercicio 10. Sea A € R*** la matriz

oo o

OO =N

—2
—4
4

O = N W

8 6
10 6
-8 —4
4
3
2
1
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i) Para cada a € R, calcular X4, m4 y hallar la forma de Jordan de A.

ii) Para a = 2, hallar una base de Jordan para A.

Ejercicio 11. Sea V C C*(R) el subespacio V = < €%, z.€%, 12.e%, > >. Sea § : V — V
la transformacién lineal definida por §(f) = f’. Hallar la forma y una base de Jordan para 4.

Ejercicio 12. Sean A, B € C*** las matrices

20 0 0 0 -1 -1 0
00 -1 -1 1 2 1 0
A= 01 1 0 » B= 0 0 1 0
00 1 2 0 0 0 2

Decidir si A y B son semejantes.

Ejercicio 13. Sean A, B € C°*5 tales que X4 = Xp = (X —1)3.(X — 3)?2 y ma = mp.
Decidir si, necesariamente, A es semejante a B.

Ejercicio 14. Encontrar todas las formas de Jordan posibles de la matriz A € C"*" en cada
uno de los siguientes casos:

i) Xa(X) = (X -2HX =3)%; ma(X) = (X —2)*(X - 3)?
i) Xa(X)=(X-7)°; ma(X)=(X-7)°
i) Xa(X) = (X =2)7; ma(X)=(X-2)°
iv) Xa(X) = (X =3)UX =5); ma(X) = (X -3)*(X -5)*

Ejercicio 15. Sea A € C'*15 una matriz con autovalores A\;, A2 ¥ A3 y que cumple, simul-
tdneamente:

rg(A — Ao D) =13, 1g(A— X D)?> =11, 1g(A— . 1)? =10, 1g(A— N D)* =09,
rg(A—X3.1) =13, 1g(A—N3.1)2 =12, rg(A— A3.1)%3 =11.

Hallar su forma de Jordan.

Ejercicio 16. Dar la forma de Jordan de una matriz A € C**™ que verifica, simultdnea-
mente:

ma = (X — /\1)2.(X — AQ)(X — )\3)2.(X - /\4)3 (COH )\i 7& /\j si ¢ 7é j),
rg(A— A1) =11, rg(A— A1) =10, 1g(A — A3.I) =12, rg(A — X3.1)> =10 y
rg(A — A1) = 13.
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Ejercicio 17. Hallar la forma de Jordan de la matriz A € C**™:

2 3 4 5 n+1
02 3 4 ... n
00 2 3 n—1
0 0 0 2 n—2
0 0 0 2

Ejercicio 18. Sean z, y € C" y A € C"*", A = (a;5) con a;j = ;.y;.
i) Calcular todos los autovalores y autovectores de A.

ii) Calcular las posibles formas de Jordan de A.

Ejercicio 19. Sea A € C**". Probar que A y A? son semejantes.

Ejercicio 20. Sea A € C%*6 una matriz tal que ma = X° y sea {vy,vq,v3,v4, 05,06} una

base de Jordan para A. Calcular la forma y una base de Jordan para las matrices A2, A3, A%
5

y A°.

5 1 4
Ejercicio 21. Dada la matriz A= | —1 3 —1 |, encontrar B € Q3*3 tal que B? = A.
0 0 1

Ejercicio 22. Sean a, € R. Se define la sucesién {a, }nen, de la siguiente manera:

{ao=a,a1=ﬂ

Ap42 = 4.an+1 — 4.an Vne NO

Hallar una férmula general para el término a,, ¥n € Ny.

Sugerencia: Ver el razonamiento del Ejercicio 8 de la Seccion 6.5 e intentar modificarlo con-
venientemente utilizando el cdlculo de potencias de una matriz de la Seccién [7.3.

Ejercicio 23. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

W) = 3a(t)—wa(t)
zp(t) = @1(t) +22(t)
2h(t) = —z2(t) +223(t)

con condiciones iniciales x1(0) = 1, x2(0) = 2, 23(0) = 1.

Sugerencia: Ver Ejercicio 9 de la Seccién 6.5l
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Capitulo 8

Espacios vectoriales con
producto interno

En este capitulo, se generalizaran las nociones geométricas de distancia y perpendicularidad,
conocidas en R? y en R3, a otros espacios vectoriales. Sélo se consideraran espacios vectoriales
sobre R o sobre C.

8.1 Producto interno

Algunas nociones geométricas en R? y en R? pueden definirse a partir del producto escalar.
La definicién que sigue es una generalizacion del producto escalar a otros espacios vectoriales.

8.1.1 Definiciéon y ejemplos

Definicién 8.1 Sea V un espacio vectorial sobre R (respectivamente C). Un producto interno
sobre V es una funcién ® : V x V — R (respectivamente C) que cumple:

i) Para cada a € R (respectivamente C), y v,w,z € V

o d(v+w,z)=P(v,2) + P(w, 2)
e D(a.w,2)=a.P(v,2)

ii) ®(v,w) = ®(w,v) Yo,weV.
(Notar que esta condicién implica que para cada v € V, ®(v,v) = ®(v,v), es decir que
®(v,v) € R.)

iii) ®(v,v) > 0siv #0.

Notacién. Si ® es un producto interno, escribiremos ®(v, w) = (v, w).



190 Espacios vectoriales con producto interno

Definicién 8.2 A un espacio vectorial real (respectivamente complejo) provisto de un pro-
ducto interno se lo llama un espacio euclideo (respectivamente espacio unitario).

Observacién 8.3 De las condiciones i) y ii) de la definicién de producto interno se deduce
que si ® : V x V — R (respectivamente C) es un producto interno, para cada a € R
(respectivamente C), y v,w, z € V vale:

Sv,w+z2) = Pv,w)+ P(v,2),
d(v,aw) = @.®(v,w).

Ejemplos. Se puede comprobar que las funciones ¢ definidas a continuacién son productos
internos sobre los espacios vectoriales correspondientes:

e Producto interno canénico en R™:

(1, s &n)y Y1y -3 Yn)) = ZT1y1 + - + TpYn-
e Producto interno canénico en C™:

S((z1, -y &n), (Y1, Yn)) = 1Yy + -+ + TnTp-

e Dada B € C™*", denotamos por B* € C"*™ a la matriz transpuesta conjugada de B,
es decir, a la matriz definida por (B*);; = Bj;. Se define ® : C"™*" x C"*" — C como

®(A, B) = tr(A.B").
e Sia<beRyCla,b={f:[a,b] = R/ f continua}, se define ® : C[a,b] x C[a,b] — R

como

b
B(f,g) = / f(@)g(z) dr.

Dado un espacio vectorial V' es posible definir distintos productos internos sobre V. En el
ejemplo siguiente veremos una familia de productos internos en R2.

Ejemplo. Sea ® : R? x R? — R definida por

O((w1,72), (Y1,y2)) = T1y1 — T1Y2 — Tay1 + . Tayo
Hallar todos los valores de o € R para los cuales ® es un producto interno.

Es inmediato verificar que, para cualquier @ € R se cumplen las condiciones i) y ii) de la
definicién de producto interno. Veamos para qué valores de « se cumple la condicién iii). Se
tiene que

®((z1,12), (x1,22)) = 27 — 2w120 + 3
= 2 —2xyw9 + 25+ (a — 1)
= (21— 22)° + (@~ 1)z}
De esta igualdad se deduce que ®(v,v) >0Vv #0 < a > 1.

En consecuencia, ® es un producto interno si y solo si a > 1.
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8.1.2 Norma de un vector

La nocién que sigue generaliza la de longitud de un vector en R? o R3.

Definicién 8.4 Sea (V,(,)) un espacio vectorial sobre R (respectivamente C) con producto
interno y sea v € V. Se define la norma de v asociada a (, ) (y se nota |[v||) como ||[v| = (v, v)2.

Proposicién 8.5 (Propiedades de la norma.) Sea (V,{,)) un espacio vectorial con producto
mnterno.

i) Para cadav €V, ||v|| >0, y ||v]]| =0 si y sélo si v=0.
i1) Sean o € R (respectivamente C) y v € V. Entonces ||a.v| = |af. ||v].
iii) Desigualdad de Cauchy-Schwartz. Siv,w € V, entonces
[{v, w)] < [Jv]. [|w]].
iv) Desigualdad triangular. Siv,w € V, entonces

lo+wlf < o]l + [lw]-

Demostracion. Las propiedades i) e ii) se deducen inmediatamente de la definicién de norma.

ii1) Siw = 0, no hay nada que hacer. Supongamos entonces que w # 0. Se tiene que

0 < <v_(v,w> (v, w) >

w2 " Tl
g\ ww)y )
= (o) - e )
o T ), ) o),
= 0 ) = 0 e e (0

— ”UHQ_ |<’U7w>‘2
[l

Esto implica que |{v,w)|? < ||v]|?||w]||?, de donde se obtiene la desigualdad buscada.

iv) En primer lugar, observamos que

lv + wi® (v 4w, v+w)

(v,0) + (v,w) + (v,w) + (w, w) (8.1)
[0]1* 4+ 2 Re(v, w) + [lw]|.
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Entonces, teniendo en cuenta que Re(v,w) < |(v,w)| y aplicando la desigualdad de
Cauchy-Schwartz, resulta que

lo+wl® < loll* +2 (v, w)] + ]

A

[oll + 2 {lvlw]| + [lw]?
(ol + llwl)?,

de donde se deduce que |[v 4+ w]|| < |[v|| + ||w]|- O

La desigualdad de Cauchy-Schwartz vista en ciertos espacios vectoriales con producto
interno nos permite obtener distintas propiedades:

Ejemplo. Sean f,g € Cla,b]. Entonces

< (/abfz(x) dxf (/abg%x) dx>

En general, se puede definir una norma en un espacio vectorial V' sobre R o C como una
funcién || || : V' — R que cumpla las condiciones i), ii) y iv) de la proposicién anterior. Una
norma cualquiera en este sentido puede no provenir de un producto interno (es decir, puede
no haber ningtin producto interno tal que la norma asociada sea || ||). Un ejemplo de esto es
la norma infinito en R", definida por ||(z1,...,2Zn)||cc = max{|z1|,..., |Tn|}-

1
2

/a ' fl)ole) d

Dada una norma, se puede decidir si proviene o no de un producto interno, ya que éste se
puede recuperar a partir de su norma asociada:

Proposicién 8.6 (Identidades de polarizacion.)

i) Sea (V,{(,)) un R-espacio vectorial con producto interno. Entonces para cada v,w € V
vale:

ii) Sea (V,{(,)) un C-espacio vectorial con producto interno. Entonces para cada v,w € V

vale: ) . ; ;
(v.0) = S wl? = o — w4+ o+ w2 = o — ]
Demostracion.
i) Si V es un R-espacio vectorial, entonces ||v +wl|? = ||[v]|? +2(v, w) + ||w|]® y |Jv —w]||*> =

0[] = 2(v, w) + ||w|*. Entonces

1 , 1 s 1 -1 B
Zlo+wll? = 2l = wll? = S(,0) = (5 ), 0) = (v,w).



8.1 Producto interno 193

i1) En forma analoga a lo hecho en 4), usando la identidad (8.1), resulta que si V es un
C-espacio vectorial, entonces

1 1
Zlo+ 0l = o = wl? = Refo, w).

Por otro lado, ||v + iw|? = ||v||? + 2 Re(v, iw) + |liw]|®> = [|v]|* + 2Im(v, w) + |w|?* v,
similarmente, ||v — jwl||? = ||[v]|? — 2 Im(v, w) + ||w||?, lo que implica que

i g 1 Lo
—||v + iwl||* — =||v —iwl||* =i Im(v, w).
Fllo il = 2o — iwl? = iTmgv, w)
La identidad del enunciado se obtiene haciendo (v, w) = Re(v, w) + i Im(v, w). O
Una norma cualquiera estard asociada a un producto interno si y sélo si la funcién que

se obtiene mediante estas identidades resulta un producto interno. En lo que sigue, sélo se
consideraran normas asociadas a productos internos.

8.1.3 Distancia entre vectores

A partir de la definicién de norma de un vector, podemos definir la nocién de distancia entre
dos vectores.

Definicién 8.7 Sea V un R-(o C-) espacio vectorial con producto interno (,). Se define
d:V xV — R como d(v,w) = ||v—w|.

Utilizando las propiedades de la norma se puede verificar que la funcién d satisface las
siguientes propiedades:

i) d(v,w)>0Vov,weV.
ii) d(v,w) =0 <= v =w.
iil) d(v,w) = d(w,v) Yo,w € V.
iv) d(v,z) < d(v,w) +d(w,z) Vo,w,z € V.
Dados vectores v,w € V se dice que d(v,w) es la distancia entre v y w.
Dado un conjunto no vacio cualquiera X, puede definirse una distancia en X como
cualquier funcién d : X x X — R que cumpla las propiedades i), ii), iii) y iv) anteriores.

Hay distancias en espacios vectoriales que no provienen de ninguna norma. En lo que sigue,
solo trabajaremos con distancias asociadas a normas asociadas a productos internos.
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8.1.4 Angulo entre dos vectores

Sea (V, {(,)) un espacio euclideo. La desigualdad de Cauchy-Schwartz establece que para todo
par de vectores v,w € V se tiene que |{(v,w)| < ||v||.||w]]. Si v, w # 0, resulta entonces que

< ow)
ol lw]l

Esto nos permite introducir la siguiente nocién de angulo entre dos vectores:

Definicién 8.8 Sea (V, (,)) un espacio euclideo y sean v, w € V no nulos. Se define el dngulo

entre v y w como el Unico nimero real « € [0, 7] tal que cos(a) = m
vl|.|w
Observamos que si « es el angulo entre v y w, entonces
lo+wl® = (v+wv+w) =v]?+2(v,w) + [Jw]

[V + 2. cos(a). [[v]l.[[w]] + [|wl]?,

que es la férmula conocida como teorema del coseno.

8.1.5 Matriz de un producto interno

Si V es un espacio vectorial de dimensién finita con un producto interno (, ), fijada una base
de V, vamos a construir una matriz asociada al producto interno y a dicha base.

Definicién 8.9 Sea V un R-(respectivamente C-) espacio vectorial de dimensién finita, sea
(,) un producto interno sobre V' y sea B = {v1,...,v,} una base de V. Se define la matriz
del producto interno (,) en la base B como la matriz A € R"*" (respectivamente A € C"*™)
tal que

Aij = (vs,v5) V1<i,j<n.

Notacién. Escribiremos |{,)|p para denotar la matriz del producto interno (,) en la base B.

Observacién 8.10 Si A es la matriz de un producto interno, entonces A;; = A;; Vi, j.

Sin embargo, la condicién A;; = Aj; Vi,j no es suficiente para que A sea la matriz de un
. . 0 1 . .
producto interno. Por ejemplo, A = 11 ) no puede ser la matriz de un producto interno
en una base, ya que si v es el primer vector de la base, seria (v, v) = 0.

Ejemplo. Para el producto interno en R? definido por

((z1,72), (Y1, 42)) = T1y1 — T1Y2 — Tay1 + T2y (a>1)
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(ver pagina190) y E la base canénica de R?, resulta

e=( 1 )

La matriz de un producto interno en una base B nos permite calcular el producto interno
entre cualquier par de vectores:

Proposicién 8.11 Sea V un R-(o C-) espacio vectorial de dimension finita y sea (,) un
producto interno sobre V. Sea B una base de V. Entonces, para cada v,w € V, se tiene que

(v,w) = (). 1) ().

Demostracion. Sea B = {v1,...,v,}. Supongamos que v = »_ o;v; y w = »_ (;v;. Entonces
i=1 i=1
n n n n n n o
(v,w) = < > aiv, Zﬁjvj> = Z%‘<Ui, Zﬁjvj> = Z%(Zﬂj(%ﬂlﬂ)-
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Por otro lado, teniendo en cuenta que (v)g = (a1,...,a,) y (wW)g = (b1, ..., Bn), resulta que
©)5:10) 5 )5 = Y (16)50)5) = ai( D (0i,0:)5)-
i=1 i=1 j=1
Luego (v,w) = (v)p-[(,)|5. ()5 U

8.2 Ortogonalidad

En esta seccién generalizaremos la nocién conocida de perpendicularidad en R? y algunas pro-
piedades que se basan en esta nocién, a espacios vectoriales con producto interno arbitrarios.

8.2.1 Conjuntos ortogonales y ortonormales

Definicién 8.12 Sea (V, (,)) un espacio vectorial con producto interno. Dos vectores v, w €
V se dicen ortogonales (o perpendiculares) si (v, w) = 0.

Observacién 8.13 (Teorema de Pitdgoras.) Si v,w € V son vectores ortogonales, entonces
lv+wl? = [[o]|* + [lw]>.

Definicién 8.14 Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno. Se dice que
{vi,...,v;} C V es un conjunto ortogonal si (vi,v;) = 0 Vi # j. El conjunto se dice
ortonormal si es ortogonal y ||v;|]| = 1 para cada 1 <i <.
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Ejemplos.

1. En R™ (o C™) con el producto interno candnico, la base candnica es un conjunto ortonor-
mal:

o (e;,e;) =0sii+#j.

b ||@z||2 <€Z7ez> =1paracadal <i<n.

2. En R? con el producto interno canénico, el conjunto {(1,1),(1,—1)} es un conjunto
ortogonal, pues ((1,1),(1,—1)) = 0.

Este conjunto no es ortonormal, ya que |[(1,1)] = vV2 # 1y |[(1,-1)|| = V2 # 1. A
partir de este conjunto podemos hallar uno que es ortonormal dividiendo cada uno de

los vectores por su norma: {(%7 %), (%, ;—%)}

Si (V,(,)) es un espacio vectorial con producto interno, la matriz de (,) en una base
ortogonal (u ortonormal) de V' es particularmente simple:

Observacién 8.15 Si (V,(,)) es un espacio vectorial de dimensién n con producto interno,
entonces B = {v1,...,v,} es una base de V ortogonal para (,) si y sélo si
(vi,v1) - 0
() = : :
0 .. <Un’ ’l)n>
En particular, B es una base ortonormal de V' si y sélo si |(, )|z = In.

Como consecuencia, si B = {vy,...,v,} es una base ortonormal de V se puede calcular
facilmente el producto interno entre dos vectores (y, en partlcular la norma de un vector) a

partir de sus coordenadas en la base B: si v = Z QU Yy w= Z B; v;, entonces:
i=1 =1

n

W= ab v = (3 )

i=1

Nl

Proposicién 8.16 Sea (V, (,)) un espacio vectorial con producto interno. Sea {vi,...,v,} un
conjunto ortogonal de V' con v; # 0 para cada 1 <i <r. Entonces {vy,...,v,} es linealmente
independiente.

,
Demostracion. Supongamos que » . o;v; = 0. Entonces para cada 1 < j < r,
i=1

”
0=1(0,v;) <Zalv“vj> :Zai@i,vj) = aj. ||v;|%,
i=1

y como v; # 0, resulta que a; = 0.
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En consecuencia, {v1,...,v,} es linealmente independiente. (I

Si se tiene una base ortogonal de un subespacio, las coordenadas en esta base de cualquier
vector del subespacio pueden encontrarse facilmente usando el producto interno:

Proposicién 8.17 Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno. Sea {vi,...,v.}
C V un conjunto ortogonal tal que v; # 0 para cada 1 < i < r y sea v €< v1,...,0, >.
Entonces
—~ (v,v;)
v = Z : ]2 . ’l)j.
2y

,
Demostracion. Siv = E ; v;, para cada 1 < j < r se tiene que
i=1

r r
(v,v5) = <Zawi,vj> =Y a@ilvi,vy) = aj (v, 05) = ag ||,
1=1

=1

v, v,
de donde se deduce, teniendo en cuenta que v; # 0, que o = <||J2> O
Uj
Corolario 8.18 Sea (V,{(,)) un espacio vectorial con producto interno y sea {v1,...,v,} un
conjunto ortonormal de V. Entonces, para cada v € < vy,...,v, >, Se tiene que

T
v = Z(v,m).vi.
i=1

Finalmente, combinando este resultado con la Observaciéon 8.15, se obtiene:

Corolario 8.19 Sea (V,{(,)) un espacio vectorial con producto interno y sea {v1,...,v,} un
conjunto ortonormal de V. Entonces:

T
i) Para v,w € < vy,...,0, >, (v,w) = Z(v,v».(w,v».
i=1

[N

T
it) Para cada v € < vy,...,0, >, ||v]| = (Z |<v,vi>|2)
i=1

En lo que sigue, intentaremos encontrar bases ortonormales en un espacio vectorial de
dimension finita con producto interno. Comenzaremos haciendo esto en un ejemplo.

Ejemplo. Se considera en R? el producto interno definido por

((z1,72), (Y1, 42)) = T1Y1 — T1Y2 — Tay1 + A T2y> (a>1)
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(ver pagina 190). Hallar una base de R? ortonormal para este producto interno.

Elegimos un vector en R?, por ejemplo, (1,0). Buscamos un vector ortogonal a éste para
el producto interno dado, es decir, un vector (y1,%2) € R? tal que

0=((1,0), (y1,92)) = y1 — ¥2,

por ejemplo, (y1,y2) = (1,1).
Entonces {(1,0), (1,1)} es una base ortogonal de R? y, por lo tanto, basta normalizar (es
decir, dividir por la norma) cada uno de los vectores de esta base. Se tiene que

(Lo = 1,
1L = (LD, =(1-1-1+a) =Va—1
Luego, B = {(1, 0), ( a171’ \/%)} es una base ortonormal de R? para el producto interno

dado.

La proposicién siguiente asegura que todo espacio vectorial de dimension finita con pro-
ducto interno tiene una base ortonormal. Mas ain, su demostracién da un procedimiento
recursivo, conocido como el método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt, que permite
obtener una base ortonormal del espacio a partir de una base cualquiera del mismo.

Proposicién 8.20 (Método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt) Sea (V,(,)) un

espacio vectorial con producto interno y sea {vy,...,v,} una base de V. Euxiste un base
ortonormal B = {wy,...,w,} de V tal que

< Vyee oy U > =< Wipy..., Wi > V1<k<n.
Demostracion. Se construird una base ortogonal {z1,...,2,} de V que cumpla:

< Zlyeees 2l > =< VU1,...,0 > V1<k<n.

Normalizando los vectores de esta base se obtendra la base ortonormal buscada.

Construiremos los vectores de la base recursivamente:

e Tomamos z; = vy, que satisface < z1 > = < vy >.

e Buscamos 2z € V con (29,21) = 0y tal que < 21,20 > = < wvy,vy >. Esta segunda
condicion vale si y sélo si zo es de la forma zo = a.v1 + b.vy con b # 0. Podemos suponer
entonces que b = 1, es decir, z3 = v3 4+ a.v; y buscar a de manera que se cumpla la
primera condicién:

0= <ZQ,21> = <7)2 +av1,v1> = <U2,’Ul> +CL.<U1,’[)1>,

lo que implica que
—(v2,v1)

a =
[[vr 12
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Luego, el vector

{v2,01) (v2, 21)

Z9 = Vg — H ”2 V1 = Vg —

satisface las condiciones requeridas.

e Supongamos construidos zi,..., 2, € V tales que
(i) (zi,z;) =0sii#j.
(i) <z1y..,2k>=<v1,...,0,> V1I<k<r.
Consideramos el vector
.
(vr41, 2i)
Zr4+1 = Upy41 — Z Wzl (82)
i=1 v
Se tiene que:
a) < 210052 %r41 2> = < 215005 20, Upgel 2> = < V1,000, Upy Upgl >,

b) para cada j <r

<Zr+17zj> =

r
UT+1;Z7,
Vr41 — Z Z>
(vee = E e
r

(vr41, 2i)
= (vrp1,25) — Y W (2, 25)
1

i=1

Vpt1, 25)
= (Urg1,25) — W (25,2j)
J

= 0.
Luego, 2,11 satisface las condiciones requeridas.

De esta manera, al concluir el n-ésimo paso se obtiene una base ortogonal {z1,...,2,} de V
que ademas satisface < z1,...,2r > =< v1,...,0; > paracada 1 < k < n.
Zi

[

B ={wy,...,w,} resulta una base ortonormal de V' que cumple lo pedido. O

Finalmente, para cada 1 < ¢ < n consideramos el vector w; =

Luego el conjunto

Corolario 8.21 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno, y
sea S un subespacio de V., S # {0}. Entonces existe una base ortonormal de V que contiene
una base ortonormal de S.

Demostracion. Sea {si,...,s,} una base de S. Existen v,41,...,v, € V tales que B =
{81,487, Upt1,...,0,} es una base de V. Aplicando el proceso de Gram-Schmidt a B se
obtiene una base ortonormal B’ = {wy, ..., wr, Wyri1,...,w,} de V que satisface

<Wiyeooy, Wy > =< 81,...,8 >=25.
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En consecuencia, {w1,...,w,} es una base ortonormal de S incluida en la base ortonormal
B de V. O

Mostramos ahora el método de Gram-Schmidt en un ejemplo:

Ejemplo. Dada la base B = {(1,0,14),(1,1,2 + i), (0,0,1)} de C?, ortonormalizarla usando
el método de Gram-Schmidt.

Notaremos v; = (1,0,%), vo = (1,1,24) y v3 = (0,0, 1).
e Comenzamos tomando z; como el primer vector de la base: z; = (1,0, 1).
e Construimos ahora zo aplicando la férmula (8.2) para r = 1:

1,1,2414),(1,0,2
2y = W <U27Zl>.21=(1,1,2+i)— <( ) +Z)v( 3072)>

2= -
(B3] I1(1,0,4)]?

= (L1L,24i)—(1—14).(1,0,4) = (i,1,1).

.(1,0,1)

e Finalmente, hallamos z3 aplicando nuevalmente la férmula (8.2) para r = 2:

(v z) o (vs, %)
S B [P R P
B ~{(0,0,1),(1,0,0)) o (0.0,1),G.1,1)
B ()] B R [CA T O
1 . 1 .
= (0,0.1) + 5. (1,0,1) = 5. (i, 1,1)
oi—11
- (53%)

El conjunto {21, 22, 23} es una base ortogonal de C3. Dividiendo cada vector por su norma,
obtenemos

21 1 . 1 i
wy = = 7'<1a077’) = (77077)
21l V2 V2T V2
2o 1 . i1 1
w2 = = 7'(17171) = (77777
22l V3 V3 V3 V3
o —1 1 | —
w3 = = = \/6 (17757) = (ﬂv \/éa@)
BN 6" 36 376
tales que {wi,wq, w3} es una base ortonormal de C3 que cumple <v; > = <w; > y

< V1,02 > =< wWi,wy >.
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8.2.2 Complemento ortogonal

Definicién 8.22 Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno, y sea S C V un
conjunto. Se define el complemento ortogonal de S como

St={veV:(vns)=0 VseS}
Observacién 8.23 S+ es un subespacio de V:

i) 0 € S*, pues (0,s) = 0 para todo s € S.

ii) Sean v,w € S*. Para cada s € S, se tiene que (v,s) = 0y (w,s) = 0, con lo que
(v 4w, s) = (v,8) + (w,s) =0+ 0=0. Luego, v +w € S*.

iii) Siv e Sty A€ R (o C), entonces para cada s € S vale (\.v,s) = A\.(v,s) = X\.0 = 0.
Luego, A.v € S*.
Ejemplos.

1. En R? con el producto interno candnico:

{(LY = {(z,y) €R?/{(z,y),(1,1)) =0}
= {(z,9) eR* /2 +y =0}
= <(1,-1)>.

2. En C3 con el producto interno canénico:

< (i, 14+i) >t = {(z,y,2) € C*/{(x,y, 2), (o, i, a(1 +4)) = 0 Vo € C}
= {(z,y,2) €C*/a(z.1+y(—i)+2(1 —i)) =0Va e C}

{(z,y,2) €eC®Jx —iy+ (1 —i)z =0}

= <(i,1,0),(i —1,0,1) >.

En el caso en que S es un subespacio de V', se tiene el siguiente resultado, cuya demostracién
provee un método para hallar S+.

Proposicién 8.24 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno,
y sea S CV un subespacio. Entonces:

i) SN S+ =/{0}.
i) dim(S) + dim(S*) = dim V.

En consecuencia, S ® St =V.
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Demostracion.

i) Sea z € SNS*. Como z € S+, para cada s € S, se tiene que (z,s) = 0. En particular,
tomando s = x € S, resulta que ||z||*> = (z,z) = 0, de donde = = 0.

ii) Sea {s1,...,s,} una base de S. Existen v,11,...,v, € V tales que
{817 ct 787'7,07"'1‘17 ce 7UTL}

es una base de V. Aplicando el proceso de Gram-Schmidt a esta base se obtiene una

base ortonormal de V', B = {wy,...,w,, wy41,...,wy}, que ademds cumple
KWiyeoo Wy > =< 81,...,8 >=25.
Sea j > r. Veamos que w; € S+. Dado s € S, existen escalares oy, ...,q, tales que

-
s = Y a;w;. Entonces
i=1

I T
(wj,s) = <wj,Zoziwi> = Zaﬁ(wj,wi} =0,
i=1 i=1

ya que, como la base B es ortogonal y j > r, se tiene que (w;,w;) = 0 para cada
1 <¢ < r. En consecuencia, w; € S+,

Se tiene entonces que wyy1,...,w, € S, con lo que < wy41,...,w, > C S+ (pues S+
es un subespacio) y, por lo tanto,
dim(S*) > dim(< wyq1,...,w, >) =n —r = n — dim(S),
es decir, dim(S) + dim(S+) > n. Por otro lado, como S N S+ = {0},
dim(S) + dim(S+) = dim(S + S*) < dim(V) = n.

Entonces dim(S)+dim(S+) = dim(V). M4s atin, de la demostracién se deduce también
que St =< Wwepq,. .., wy, > O

Ejemplo. Sea S = < (1,0,i),(1,1,24+14) > C C?. En el ejemplo de la pagina 200, hallamos
una base ortonormal {w1,ws, w3} de C3 con la propiedad de que {w, w2} es una base de S.
Entonces, la demostracion del ftem ii) de la proposicién anterior nos dice que S+ = < w3 > =

(5 =54))

Proposicién 8.25 Sea (V, (,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno,
y sea S un subespacio de V. Entonces (S1)+ = S.

Demostracion. Por definicién, (S1)* ={v eV /{v,t) =0Vt e St}

Veamos que S C (S1)*: Sea s € S. Para cada t € S+ se tiene que (s,t) = (t,s) = 0, de
donde se deduce que s € (S+)*1.




8.2 Ortogonalidad 203

Por otro lado, por la proposicién anterior, dim((S+)*) = dim S, y por lo tanto, vale la
igualdad S = (S+)* . O

Ejemplo. Hallar el complemento ortogonal del subespacio

931+i$2—|—133—134:0}

S = {($17$27$3»$4) ect/ {(1 —i)ry+ 23 =0

para el producto interno candnico.

Observamos que la condicion xq+ixo+x3—x4 = 0 puede reescribirse, utilizando el producto
interno canénico de C*, en la forma {((z1, 22,73, 74),(1,—i,1,—1)) = 0. Andlogamente, la
ecuacién (1 —é)xe + x3 = 0 puede reescribirse como ((x1, z2, z3,24), (0,1 +4,1,0)) = 0.

Concluimos entonces que S = < (1, —4,1,—1),(0,1+14,1,0) >+ y, por lo tanto, aplicando

la proposicién anterior resulta que

SJ— = (< (17 _ia la _1)7 (Oa 1 +Z717O) >L)L =< (L _ia la _1)7 (Oa 1 +17170) >.

8.2.3 Proyeccién ortogonal

Dado un subespacio S de un espacio vectorial V' de dimensién finita con producto interno,
como S @ S+ =V, se puede considerar el proyector ps : V' — V cuya imagen es S y cuyo
nticleo es S+ (ver Seccién [3.4).

Definicién 8.26 Sea (V(,)) un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y
sea S C V un subespacio. Se define la proyeccion ortogonal sobre S como la transformacién
lineal pg : V — V que satisface:

ps(s) = s VseS§
ps(t) = 0 Vte St
Observamos que si B = {v1,...,0r,0p41,...,0,} €8 una base ortonormal de V tal que
{v1,...,v,} es una base de S 'y {v,41,...,v,} una base de S+, la proyeccién ortogonal sobre

S es la uUnica transformacién lineal pg : V' — V que satisface:

ps(v;))=v; VI<i<r y ps(v;) =0 Vr+1<i<n.

n
En consecuencia, para cada v € V, recordando que v = Y (v, v;). v;, resulta que
i=1

T

ps(v) =ps (Y (o)) = D (.0 ps (o) = (o, v vs

=1 i=1 i=1

lo que nos da una expresién para ps(v) en términos de los vectores de la base ortonormal de

S.
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Ejemplo. Sea S el subespacio de C3 dado por S = < (1,0,7),(1,1,2+1i) >. Hallar la
proyeccién ortogonal pg : C3 — C3.

De acuerdo a lo calculado en el ejemplo de la pagina 200, el conjunto

B _{(L 0 L) (L 1 L)}
S \/§7 ) \/§ ) \/ga \/37 \/g
es una base ortonormal de S. Entonces, para cada z = (21,72, 23) € C3, vale

1 7 1 7 7 1 1 7 1 1
ps(z) = <$’<ﬁ’0’ﬁ)>'(ﬁ’o’ﬁ)+<””(ﬁ’ﬁ’ﬁ)>'(ﬁ’ﬁ’ﬁ)

B (l’l*i.’ﬂg 0 ’LZCl+£L'3)+(.’£1+’L£L'2+Z’JZ3 7Z'f£1+x2+563 72‘331 +IL’2+LL’3)

2 2 3 ’ 3 ’ 3
(5 n i i —i n 1 . 1 i . 1 . 5 )
= |(zmi+zs22—-x3, =1+ 22+ 23, -1+ -T2+ <23 ).
g U1t gl T ¥ W g2t gy, LT F g2 F LT
Notar que si {ws,...,w,} es una base ortogonal de S, de la férmula hallada més arriba

(v, w;)

[[wil[?

T
para pg se desprende que pg(v) = Z w; para cada v € V.

i=1

Observacion 8.27 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita con producto interno y
sea S un subespacio de V. Entonces pg + pgr = idy .

En efecto, si B = {v1,...,0p,0p41,...,Un} €s una base ortonormal de V tal que
{v1,...,v,.} esunabase de Sy {v,11,...,v,} es una base de S*, para cada v € V se tiene que
T n

ps(v) = 3 (v, v3).v; y pse(v) = > (v,v;).v;. Entonces ps(v) +pge(v) = > (v,v;). v; = v.
i=1 i=r+1 i=1

8.2.4 Distancia de un punto a un subespacio

A continuacién nos concentraremos en el estudio del siguiente problema: dado un subespacio
S de un espacio vectorial V' de dimensién finita con producto interno y un punto p € V,
encontrar, si es posible, el punto de S que se encuentra a menor distancia de p. Por ejemplo,
si S es una recta en R?, dicho punto es el tinico s € S tal que el segmento de s a p es
perpendicular a S. En lo que sigue, generalizamos esta idea a un espacio vectorial y un
subespacio arbitrarios.

Comenzamos introduciendo el concepto de distancia de un punto a un conjunto.

Definicién 8.28 Sea (V, (,)) un espacio vectorial con producto interno y sea S C V. Para
cada v € V se define la distancia de v a S como

d(v,S) =inf{d(v,s) : s € S} = inf{|lv —s|]| : s € S}.
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La proyeccién ortogonal nos permitira resolver el problema enunciado al comienzo y cal-
cular la distancia de un punto a un subespacio.

Proposicién 8.29 Sea (V, (,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno
y sea S C V un subespacio. Entonces para cada v € V, d(v,S) = ||v — ps(v)||. En otras
palabras, el punto de S a menor distancia de v es pg(v).

Demostracion. Sea B = {vi,...,0p,Up41,...,05} una base ortonormal de V tal que
{v1,...,v,} es una base de S.

Seav € V. Se tiene que v = > (v,v;).v; ¥y ps(v) =

=1 %

(v,v;).v;. Por otro lado, para cada
1

n T

T
s €S, vale s = > (s,v;).v;. Entonces

i=1
n T T n
v — 5= Z(v,vi>.vi - Z(s,m).vi = Z(v — 8,0:).v; + Z (v, v3). v;
i=1 i=1 i=1 i=r41

y, en consecuencia,

IIU*SII2ZZ|<U*8,U¢>I2+ Yo HowdlPz Y (o w)l?.

i=r+1 1=r+1

Ademas, la igualdad vale si y sélo si
DHw=sv)?=0 < [(v=50)=0V1<i<r <= (s,v;) = (v,v;) V1 <i <,
=1

es decir, para
i I

s = Z(s,vﬁ.vi = Z(v,v,).vi = ps(v).

=1 =1

Luego, el punto de S a menor distancia de v es pg(v) y d(v,S) = ||[v — ps(v)]]. O

Como consecuencia de la Observacién [8.27 y de la proposicién anterior se deduce:

Observacion 8.30 Sea V un espacio vectorial de dimensioén finita con producto interno y
sea S un subespacio de V. Entonces, para cada v € V, vale d(v, S) = ||pg+ (v)]|.

Ejemplo. Sea S = {x € R? / 221 + 225 — 23 = 0}. Hallar la distancia de (1,—1,2) a S y el
punto de S més cercano a (1,1,2).

Sabemos que d((1,—1,2),S) = ||pgs (1,—1,2)||. Calculamos entonces pg+ (1, —1,2).

En primer lugar, observemos que S = {z € R?: (z,(2,2,-1)) =0} = < (2,2, 1) >+ de
donde S+ = < (2,2, 1) >. Luego, {(2,2,—1)} es una base (ortogonal) de S*. Entonces

(1,-1,2), (2,2, ~1)) = s
Ga-niF - @20=5 @2-0=(F.53)

psL(l, -1, 2) =
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—4 —4 2 2
d((1,-1,2),8) = 1,-1,2 :H<7’7’*>H:*'
(1,-1,2),9) = Ips- (1, -1,2) = | (55 55 2) | = 2

El punto de S maés cercano a (1, —1,2) es ps(1,—1,2), que podemos calcular como
—4 —4 2 13 -5 16
1,7132 = 1>7132 - 1>7132 = 1771a2 7(737,7):(737,7>
ps(1,-1,2) = (1-1,2) = pss (1,-1,2) = (1,-1,2) - (5, 25, 2) = (2,25
8.3 Endomorfismos en espacios vectoriales con producto
interno

8.3.1 Adjunta de una transformacién lineal

En lo que sigue, le asociaremos a cada endomorfismo f de un espacio vectorial V' de dimensién
finita con producto interno, otra transformacién lineal f*:V — V.

Definicién 8.31 Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno y sea f : V — V
una transformacién lineal. Se llama adjunta de f, y se nota f*, a una transformacién lineal
f*:V =V tal que

(f(v),w) = (v, f*(w)) Yv,weV.

Ejemplo. Consideremos C? con el producto interno canénico. Sea f : C2 — C? la transfor-
macién lineal definida por f(z,y) = (z + iy, 2z — (1 +4)y). Se tiene que

(fl,y), (zw)) = ((z+iy,2z—(1+)y), (z,w))
= (z+iy)z+2x—(1+4i)y)w
= z(Z+2w)+y(iz - (1+i)w)

= z(z+4+2w)+y(—iz+ (—1+iw)
= ((@,9), (z + 2w, —iz + (-1 + i)w)).
Entonces, la funcién f* : C? — C? definida por f*(z,w) = (2 + 2w, —iz + (=1 + i)w)
satisface (f(z,v), (z,w)) = {(z,y), f*(z,w)) para todo par de vectores (z,y), (z,w) en C2.

Observar que, si F es la base candnica de C?, entonces

|fE:(; —1i—¢> Y |f*|E:(—1i —12—1—2')’

y, por lo tanto, | f*|g es la matriz transpuesta y conjugada de |f|g.

El siguiente resultado prueba la existencia y unicidad de la adjunta para endomorfismos
en espacios vectoriales de dimensién finita con producto interno.
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Proposicién 8.32 Sea (V, (,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno
y sea f:V — V una transformacion lineal. Entonces existe una unica transformacion lineal
[*:V =V que satisface (f(v),w) = (v, f*(w)) Vo,w € V.

Demostracion.

Unicidad. Supongamos que f*:V — V' y f* : V' — V son dos transformaciones lineales que
verifican la propiedad del enunciado.

Fijemos w € V. Para cada v € V, se tiene que

(f(),w) = (v, f*(w)) v (f(v),w) = (v, f*(w)).
Entonces (v, f*(w)) — (v, f*(w)) = 0 para todo v € V o, equivalentemente,

(v, f*(w) — f*(w)) =0 YveW

En particular, tomando v = f*(w) — f*(w) resulta que (f*(w) — ), f*(w) — f*(w)> =0,

lo que implica que f*(w) — f*(w) = 0. Luego, f*(w) = f*(w).

Como esto vale para cada w € V, concluimos que f* = f*

Existencia. Sea {vi,...,v,} una base ortonormal de V. Si existe f* : V — V con las
condiciones del enunciado, para cada w € V debe cumplirse

n n n

fH(w) = Z(f*(w),vi> Vi = Z (vi, f*(w)) v = Z (f(vi),w)v; = Z<w»f(vi)> Vi
i=1 i=1 i=1 i=1
Definimos entonces f*:V — V como f*(w) = > (w, f(v;)) v;.
i=1
Veamos que la funcién f* que definimos es una transformacién lineal que cumple la
propiedad del enunciado:

e f* es una transformacién lineal:

— Para w,w’ € V, se tiene que

frlotw) =

I

@
Il
-
-
Il
_

(w+w', flvi))vi = Z((w fi)) + (w', f(vi)) vi

I
(]
—~
g
Kﬁ
—~
=
s
+
WM:
LS
—~
S\
=
s
\-‘/
~
&
I
Kﬁ
*
—~
g
S~—
_l’_
K"
*
g\

K2

~Para A€ C (o R), we V, vale

n n

FOw) => w, fo)) v = > Aw, f(i) vi = A f*(w).

i=1 =1
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e Para todo par de vectores v,w € V, vale (f(v),w) = (v, f*(w)):
Sean v,w € V. Se tiene que v = > (v,v;) v; y entonces f(v) = > (v,v;) f(v;). Obser-
vamos que =t =

n

Fhw) = (Y e)fE) w) =D w,0) (), w).

i=1 i=1

Por otro lado,

W) = (e D Sw)v) = Do 3w /w)v;)
= Yt (X Tw Fw)wi ) = Dot o), Flw)
= Z<U7vi> <f(111),w>
Concluimos entonces que (f(v),w) = (v, f*(w)). O

A partir de la matriz de un endomorfismo f : V' — V en una base ortonormal de V', puede
obtenerse facilmente la matriz de su adjunta en la misma base:

Proposicién 8.33 Sea (V, (,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno
y sea f:V — V una transformacion lineal. Sea B una base ortonormal de V. FEntonces

|f*[8 = (If]B)"

Demostracion. Supongamos que B = {vy,...,v,} es la base ortonormal dada de V. Entonces,
para cada 1 <i,j < n,

(7 B)is = (7 (vg), i) = (vi, f*(v5)) = (f (i), v5) = (1) = ((IF]B)")is

de donde concluimos que |f*|p = (|f]|5)*. O

Este resultado puede utilizarse para hallar la adjunta de una transformacion lineal:

Ejemplo. Sea f: C? — C? la transformacién lineal definida por
flz,y,2) = (x4 iy —iz, 2+ i)z +iy + 2, (1 +i)y + 22).
Hallar f* para el producto interno canénico de C3.

Consideremos la base canénica E de C3, que es una base ortonormal para el producto
interno canénico. Se tiene que

1 i i
fle=| 2+i i 1
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Por la proposicién anterior,
fle=fle) = —i —i 1—i
i 1 2

Luego, f*(z,y,2) = (z+ (2 — 1)y, —iz — iy + (1 — i)z, iz + y + 22).

8.3.2 Transformaciones autoadjuntas y matrices hermitianas

En esta seccién estudiaremos una clase particular de transformaciones lineales en espacios con
producto interno: las transformaciones lineales f : V' — V cuya adjunta coincide con f.

Definicién 8.34 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno
y sea f:V — V una transformacién lineal. Se dice que f es autoadjunta si f* = f.

Esta definicién puede reescribirse en términos de la transformacién lineal y el producto
interno del espacio considerado:

Observacién 8.35 Una transformacion lineal f: V — V es autoadjunta si y sélo si
(f(@),y) = (z, fly)) VzyeV.

En lo que sigue veremos que la matriz de una transformacién lineal autoadjunta en una base
ortonormal tiene cierta estructura particular. Mas precisamente, las matrices involucradas
seran del siguiente tipo:

Definicién 8.36 Una matriz A € R™" se dice simétrica si A;; = Aj V1 < 4,5 < n
equivalentemente, si A = A'. Una matriz A € C"*" se dice hermitiana si A;; = Aj; V1
1,j < n o, equivalentemente, si A = A*.

IN L

Proposicién 8.37 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno
y sea f:V — V una transformacion lineal. Son equivalentes:

i) f es autoadjunta.
it) ¥ B base ortonormal de V', |f|p es hermitiana.

iii) 3 B base ortonormal de V tal que |f|p es hermitiana.

Demostracion. La equivalencia de los tres enunciados se deduce de la Proposicion 8.33 y la
definicién de transformacién lineal autoadjunta. O
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Diagonalizacion de transformaciones lineales autoadjuntas

A continuacién nos concentraremos en el estudio de la diagonalizacién de transformaciones
lineales autoadjuntas. Probaremos quesi f : V' — V es una transformacion lineal autoadjunta,
entonces [ es diagonalizable. Mds aun, veremos que existe una base ortonormal de V formada
por autovectores de f y que todos sus autovalores son reales.

Comenzamos con el estudio de los autovalores:

Proposicién 8.38 Sea (V, (,)) un espacio vectorial de dimensidon finita con producto interno.
Sea f 'V — V una transformacion lineal autoadjunta. Entonces, el polinomio caracteristico
de f tiene todas sus raices en R.

Demostracion. Consideraremos por separado los casos en que f esta definida en un C-espacio
vectorial o en un R-espacio vectorial.

e Si V es un C-espacio vectorial:
Sea A € C una raiz de Xy. Entonces, A es un autovalor de f. Sea v € V' un autovector
de f de autovalor A € C. Se tiene que
Acoll? =X (v,0) = (o,0) = (f(v),0) = (v, f(v)) = (v,20) = A [Jv]]*.
Como ||v]| # 0, resulta que A = A, es decir, A € R.

e Si V es un R-espacio vectorial:

Sea B una base ortonormal de V' y sea A = |f|p € R"*". Como f es autoadjunta, A
es una matriz simétrica.

Si A € C es raiz del polinomio caracteristico de f, entonces A € C es un autovalor de A
considerada como matriz en C"*". Entonces existe x € C™ autovector de A asociado al
autovalor A. Si consideramos C™ con el producto interno candnico, entonces

M z|]? = Oz, z) = (Az, 2) = (2, Az) = (x,\x) = \.||z|]%,

de donde A = X y, por lo tanto X € R. O

Esta proposicién nos dice, en particular:

Observacion 8.39 Sea A € C"™ " una matriz hermitiana. Entonces todas las raices del
polinomio caracteristico de A son reales.

Probamos ahora un resultado sobre diagonalizacién de transformaciones lineales autoad-
juntas:

Teorema 8.40 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensidn finita con producto interno.
Sea f:V — V una transformacion lineal autoadjunta. Entonces existe una base ortonormal
B de V tal que |f|p es diagonal real.
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Demostracion. Por induccion en n = dim V:
Para n = 1, el resultado es inmediato.

Sea n = dimV > 1 y supongamos que la propiedad vale para transformaciones lineales
autoadjuntas definidas en espacios de dimensién n — 1.

Sea f:V — V una transformacion lineal autoadjunta.
Por la proposicién anterior, existe A € R autovalor de f. Sea v un autovector asociado al
autovalor A y sea w = ﬁ, que es un autovector de norma 1 asociado al mismo autovalor.

Sea S = < w >*. Se tiene que S es un subespacio de V con dim S = n — 1. Ademds, S
es f-invariante, puesto que para cada x € S se tiene que

(f(x),w) = <:v,f(w)> = <£U, )‘w> = >‘<xaw> =0,

de donde f(z) € <w >+ = S.

Consideremos S con el producto interno obtenido por la restriccién a S del producto
interno de V, y la transformacién lineal f|; : § — S, que resulta autoadjunta. Por hipdtesis
inductiva, existe una base ortonormal B’ de S tal que |fi,|p/ es diagonal real.

Sea B = {w} U B’. Entonces, B es una base ortonormal de V' y

A 0
flz = ( 0 [fiols )

es una matriz diagonal real. O

A partir de este teorema es posible deducir un resultado andlogo sobre diagonalizacién de
matrices hermitianas:

Observacion 8.41 Sea A € C™*"™ una matriz hermitiana. Entonces, si se considera C™ con el
producto interno canénico, la transformacién lineal f4 : C"* — C", definida por fa(z) = A.z,
es autoadjunta y, si E es la base candnica de C", |fa|g = A.

Por la proposicién anterior, existe una base ortonormal B de C" tal que |fa|z = D es
diagonal real. Entonces
C(B,E)"'. A.C(B,E) = D.

Ademds, como E y B son bases ortonormales de C", la matriz de cambio de base satisface:

(C(B,E)™")i; = C(E, B)ij = (ej,v:) = (vi,e;) = C(B, E) ;i = (C(B, E)*);;

para todo 1 < i,j < n. En consecuencia, C(B, E)~! = C(B, E)*.
Andlogamente, si A € R™*™ es una matriz simétrica, la transformacién lineal f4 : R" —
R"™ es autoadjunta para el producto interno canénico de R” y, por lo tanto, existe una base

ortonormal B de R™ tal que |fa|g = D € R"*" es diagonal. En este caso, la matriz de cambio
de base que da la igualdad C'(B, E)~'. A.C(B, E) = D cumple: C(B,E)~! = C(B, E)".

Esto nos lleva a la siguiente definicion:
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Definicién 8.42 Una matriz U € C™*" se dice unitaria si es inversible y U~! = U*. Una
matriz O € R"*" se dice ortogonal si es inversible y O~! = O,

Utilizando esta definicién, la Observacion [8.41] puede resumirse como sigue:

Corolario 8.43 Sea A € C"*"™ una matriz hermitiana. Entonces existe una matriz unitaria
C € C" ™ tal que C*. A.C es diagonal real.

Sea A € R™ ™ una matriz simétrica. Entonces existe una matriz ortogonal O € R™*"™ tal
que Ot. A. O es diagonal.

El hecho que la matriz de cambio de base de una base ortonormal B de C™ (respectivamente
R™) a la base candnica de C™ (respectivamente R™) es una matriz unitaria (respectivamente
ortogonal) vale también para dos bases ortonormales cualesquiera:

Observacién 8.44 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensién finita con producto in-
terno y sean By B’ bases ortonormales de V. Entonces C(B, B’) es una matriz unitaria (u
ortogonal).

Supongamos que B = {vy,...,v,} vy B’ = {ws,...,w,}. Entonces, paracadal <i,j < n,
vale

(C(B,B")™1)ij = C(B',B)ij = (wj, vi) = (v, w;) = C(B,B)j; = (C(B,B')")3;,
de donde C(B, B")~! = C(B, B')*, es decir, C(B, B') es una matriz unitaria.

8.3.3 Transformaciones unitarias y ortogonales

En esta seccién estudiaremos los endormorfismos de un espacio vectorial (V, (,)) que preser-
van el producto interno y, en particular, las distancias entre vectores. El siguiente teorema
caracteriza dichos endomorfismos.

Teorema 8.45 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno y
sea f:V — V una transformacion lineal. Son equivalentes:

i) Existe una base ortonormal B de V tal que f(B) es una base ortonormal de V.
i) (f(v), f(w)) = (v,w) Vo,we V.
i11) Para toda base ortonormal B de V, f(B) es una base ortonormal de V.

i) ()] = [[o]l Yo e V.

) f*of=fof*=idy.

Definicién 8.46 Sea (V(,)) un espacio vectorial con producto interno. Una transformacién
lineal f: V — V que cumple las condiciones equivalentes del Teorema 8.45| se dice unitaria si
V' es un C-espacio vectorial, u ortogonal si V' es un R-espacio vectorial.
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Demostracion del Teorema|8.45. Probaremos que i) = i) = i) = 1), i) < v) y ii) < v).

i) = it) Sea B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V tal que f(B) = {f(v1),..., f(vn)}

es también una base ortonormal de V. Entonces, si v,w € V con v = > av; ¥
i=1

n
>~ Biv;, como By f(B) son bases ortonormales de V| se tiene que

w =
i=1

(v,wy = <Zaivi,Zijj> = ZaiE
i=1 j=1 i=1

(PO f@) = (D af@). Y Bif @) = > aif

de donde (v,w) = (f(v), f(w)).

i1) = i) Sea B = {vy,...,v,} una base ortonormal de V. Consideramos el conjunto f(B) =

{f(v1),..., f(vy)}. Se tiene que

(f(vi), f(vi)) = (v,v)=1 V1<i<n
(f(vi), f(vj)) = (vi,v;) =0 V1<i,j<mn,i#j

Luego, f(B) es una base ortonormal de V.
ii1) = 1) No hay nada que probar.

ii) = iv) Para cada v € V, se tiene que |[f(v)|| = (f(v), f(v))2 = (v,0)2 = |jv||, donde la
segunda igualdad es consecuencia de la hip6tesis ).

iv) = ii) Sean v,w € V. Aplicando la primera de las identidades de polarizacién (ver
Proposicién [8.6) resulta, si V' es un espacio vectorial real,

(@), = FI70) + F@)l? = 1)~ Fw)?
1 1
= I+ vl - 1w
1 1
= ot ul?— Flo—wl?
= (v,w).

En el caso en que V es un espacio vectorial complejo, la igualdad se prueba analogamente
utilizando la segunda de las identidades de polarizacion.

i1) = v) Sea v € V. Para cada w € V, se tiene que

(f7o f(v), w) = (F*(f(v), w) = (f(v), f(w)) = (v, w),
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lo que implica que (f* o f(v) — v, w) = 0. Tomando w = f* o f(v) — v, resulta que
(f* o f(v) —wv, f*o f(v) —v) =0, de donde concluimos que f* o f(v) =wv.

En consecuencia, f*o f = idy. Como V es de dimensioén finita, esto implica que también
vale fo f* =idy.

v) = i) Para v,w € V, se tiene que (f(v), f(w)) = (v, f*(f(w))) = (v, f* o f(w))
(v, idy (w)) = (v, w).

ol

La proposicién siguiente nos da la relacién entre transformaciones lineales unitarias (or-
togonales) y matrices unitarias (ortogonales).

Proposicién 8.47 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensidn finita con producto interno
y sea B una base ortonormal de V. Sea f:V — V wuna trasformacion lineal. Entonces

f es unitaria (ortogonal) <= |f|p es unitaria (ortogonal).

Demostracion. Haremos la demostracién para transformaciones lineales y matrices unitarias
(el otro caso es totalmente andlogo). Sea n = dim V.

(=) Si f es unitaria, entonces f*o f = fo f* =idy. Para una base ortonormal B de V se

tiene que

In=1f"o flp =15 |flz = (fI8)"-|f]5-
En consecuencia, |f|g es inversible y (|f|z)™' = (|f|B)*, con lo que es una matriz
unitaria.

(<) Si|f|p es unitaria, |f|§1 = (|f|p)*, de donde resulta que |f*o flg = |fo f*|p = I ¥,
por lo tanto, f*o f = fo f* =idy. O

8.3.4 Clasificacion de transformaciones ortogonales

Para terminar, estudiaremos mas en detalle las transformaciones ortogonales en un espacio
euclideo V. Veremos que dada f : V — V ortogonal, existe una base ortonormal de V en
la que la matriz de f tiene cierta estructura particular. Esto nos permitird clasificar las
transformaciones ortogonales.

A lo largo de esta seccién, V' denotard un espacio euclideo, es decir, un espacio vectorial
real de dimension finita con producto interno.

En primer lugar, probamos dos resultados acerca de los autovalores de una transformacién
ortogonal y de sus subespacios invariantes.

Lema 8.48 Sea f :V — V una transformacion lineal ortogonal y sea A € R un autovalor de
f- Entonces A = £1.
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Demostracion. Si A € R es autovalor de f, existe v € V, v # 0, tal que f(v) = A.v. Como f
es ortogonal vale || f(v)|| = ||v|. Entonces

[vll = ()]l = [[Av]l = [ALflv]],
de donde resulta que |A| = 1 puesto que v # 0. Luego, A = £1. O

Lema 8.49 Sea f : V — V wuna transformacion lineal ortogonal. Sea S C V un subespacio
f-invariante. Entonces St es f-invariante.

Demostracion. Sea x € S+. Veamos que f(z) € S*: Sea s € S. Se tiene que fls 18— Ses
una transformacion lineal ortogonal, lo que implica que es un isomorfismo. Entonces existe
s € S tal que s = f(3) y, en consecuencia,

(f(x),s) = (f(2), f(5)) = (2,5) = 0.

En conclusién, (f(x),s) = 0 para todo s € S. Luego, f(z) € S*. O

Clasificacién de transformaciones ortogonales en un espacio de dimension 2

En lo que sigue, daremos una caracterizaciéon para las trasformaciones lineales ortogonales
definidas en espacios vectoriales de dimensién 2. En particular, clasificaremos las transforma-
ciones ortogonales en R2.

Sea V un espacio euclideo con dimV = 2 y sea f : V — V una transformacién lineal
ortogonal.

Sea B = {v1,v2} una base ortonormal de V. Entonces {f(v1), f(v2)} es una base ortonor-
mal de V' y, si

flo1) =avi +Pva vy f(va) = a'vi + Bvg,
resulta que {(«, 3), (o/, 3')} es una base ortonormal de R?, es decir,

l@.B) = @, 8) =1 y aa’+38 =0.

De estas condiciones se desprende que a?+ 32 = 1y que (o/, ') = (=3,a) o (¢/, 3') = (3, —a).
En consecuencia, la matriz de f en la base B es de alguna de las dos formas siguientes:

wie=(4 7)o @ue-(5 L)

(1) En este caso se tiene que Xy = (X —a)? 4+ 32 = X? —2aX + 1.
Si a = £1, entonces f = +idy. Sino, Xy no tiene raices reales.

Por otro lado, como ||(e, 8)]| = 1, existe 6 € [0, 27) tal que o = cosf, § = senf. Luego

1] < cosf) —senf >
B = .

senf cosf

Eventualmente cambiando la base {v1,v2} por {vi, —va} se puede tomar 6 € [0, 7].
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(2) Como |f|p es simétrica, existe una base ortonormal B’ de V' tal que |f|p: es diagonal.
Puesto que Xf = (X —a)(X +a) — 32 = X? — 1= (X —1)(X + 1) se puede tomar B’

tal que
1 0
o= )

Observamos que si B’ = {wy, ws} entonces f(w1) =wy y f(we) = —ws.

En el caso en que V = R?, clasificaremos las transformaciones lineales ortogonales en los
siguientes tipos:

Definicién 8.50 i) Sea f:R? — R? una transformacién lineal ortogonal. Se dice que f
es una rotacion si det(f) = 1.

ii) Sea f: R? — R? una transformacién ortogonal. Sea H C R? un subespacio de dimensién
1. Se dice que f es una simetria respecto de H si f|,, =idp y f| , = —idg+.

De nuestro anédlisis anterior se deduce que:

Observacién 8.51 Sea f : R? — R? una transformacién lineal ortogonal. Entonces f es una
rotacién o f es una simetria.

Vimos que si f es una transformacién ortogonal, existe una base ortonormal B = {vy,va}

de R? tal que
cosf) —senf 1 0
fle = ( senf cosf ) © fle = ( 0 -1 )

En el primer caso, det(|f|5) = 1, con lo cual, f es una rotacién.

En el segundo caso, f(v1) = v1 y f(v2) = —vo. Ademds, < vy >+ = < vy >. Luego, f es
una simetria respecto del subespacio < vy >.

Ejemplos.
1. Hallar la simetria f : R? — R? respecto de la recta L de ecuacién x + y = 0.

Tenemos que L = < (1,—1) > y L+ = < (1,1) >. Definimos f : R? — R? en la base
{(1,-1),(1,1)} como sigue:

fa,-1) = (1,-1)
f(la 1) = (71a71)'
Entonces f|, =idy f|,, = —idp+,lo que dice que [ es la simetria respecto de la recta

L.
Se tiene que f(x,y) = (—y, —x) para cada (z,y) € R%
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2. Hallar una rotacién f : R? — R? tal que f(2,1) = (1,2).

En primer lugar, observemos que [|£(2,1)|| = [|(1,2)|| = v/5 = ||(2,1)]| (recordar que
una transformacién ortogonal debe cumplir ||f(v)|| = ||v|| para cada vector v).
Vemos a definir f en una base ortonormal de R%. Para esto, consideramos el vector

(2,1) _( 2 1

eor = (s %) y construimos una, base ortonormal de R? que lo contiene:

)

) = (%, %) Escribimos este vector

2={(Z5 )

La condicién f(2,1) = (1,2) equivale a f(%,

E)

Sl

como combinacion lineal de la base B:

N———

(1 2)_4(2 1 +3(—1 2)
VB VB B \BTVE) 5\/5T 5/
Esto implica que la primera columna de la matriz |f|p de una transformacién lineal f
que verifique las condiciones del enunciado es (%, %)t Teniendo en cuenta la estructura
de la matriz de una rotacién en una base ortonormal, concluimos que debe ser
-3
|flp =

Gl ol

En consecuencia, debe ser

-1 2\ -3/2 1 4-1 2N -2 1
by Rl v R Gy by R vy )
Consideramos entonces la transformacién lineal f : R? — R? definida como:
2 1 B 1 2
(5% - (5%
-1 2 B -2 1
(ww) = (5w
Observamos que f es una transformacion ortogonal, puesto que la imagen por f de
una base ortonormal es una base ortonormal. Ademads, f es una rotacién, porque

det(|f|g) = 1. La condicién f(2,1) = (1,2) se deduce de la definicién en el primer
vector de la base.

Clasificaciéon de transformaciones ortogonales en un espacio de dimensién 3

En lo que sigue, daremos una caracterizacién de las transformaciones ortogonales definidas
en un espacio euclideo V' de dimension 3.

En el caso en que V = R3, para hacer esta clasificacién nos interesaran particularmente
las transformaciones lineales ortogonales que introducimos en la definicién siguiente.
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Definicién 8.52 i) Sea f:R® — R? una transformacién lineal ortogonal. Se dice que f
es una rotacion si det(f) = 1.

ii) Sea f : R? — R3 una transformacién ortogonal. Sea H C R? un subespacio de dimensién
2. Se dice que [ es una simetria respecto de H si f, =idy y f|,, = —idg-.

Sea V un espacio euclideo con dimV = 3 y sea f : V — V una transformacién lineal
ortogonal.

Se tiene que Xy € R[X] y grX; = 3. Entonces, Xy tiene una raiz en R, es decir, f tiene
un autovalor real A. Por el Lema 848 A =10 A= —1.

e Si A =1 es autovalor de f:

Sea vy un autovector de f asociado al autovalor 1 con ||Jvy|| =1 (si ||v1]| # 1, lo dividimos
por su norma). Entonces S = < v; > es un subespacio invariante por f. Por el Lema
8.49, St es f-invariante.

Consideremos S+ con el producto interno inducido por el producto interno de V. En-
tonces f‘s . St — St es una transformacién ortogonal en un espacio euclideo con

dim S+ = 2. En consecuencia, existe una base ortonormal By = {vs,v3} de S+ tal que
vale alguna de las dos igualdades siguientes:

cosf) —senb

(1) |f\sL‘Bl - ( senf cosf

@ le = (5 ).

Sea B = {v1,v2,v3}. Entonces B es una base ortonormal de V' y vale alguna de las dos
igualdades siguientes:

) , con 6 € [0, 7],

1 0 0
(1) |fle=1| 0 cos§ —send |, conf € [0,m],
0 senf cosf
1 0 0
2) fle=1 0 1 0
0 0 -1

En particular, vemos que si V = R3:

— Si la matriz |f|p es como en (1), entonces f es una rotacién. En este caso, al
subespacio < v > se lo llama el eje de la rotacién.

— Si la matriz | f| 5 es como en (2), entonces f es una simetria respecto del subespacio
H=<wv,v9 >.

e Si A = 1 no es autovalor de f, entonces A = —1 lo es. Sea v; un autovector de f de
autovalor —1 con |jv1]] = 1, y sea S = < v; >. De manera anéloga a lo hecho en el
caso anterior, se considera S1, que es un subespacio f-invariante de dimensién 2, y la
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restriccién f|s LS + — S+ resulta una transformacioén lineal ortogonal. Como 1 no es
autovalor de f, existe una base ortonormal By = {vq,v3} de St tal que

cos) —senf
fsi|Bl<sen9 N >, con 6 € (0,7].

Entonces B = {v1,v2,v3} es una base ortonormal de V tal que

—1 0 0
|flB = 0 cosf® —senf |, conf e (0,7].
0 senf cosé

Vemos que en el caso en que V = R?, f es una rotacién compuesta con una simetria,

puesto que:
-1 0 0 1 0 0
Ifle = 0 1 0 ].1 0 cosf —senf
0 0 1 0 senf cosf
simetria rotacién

Resumimos los resultados obtenidos sobre transformaciones lineales ortogonales en R3:

Observacién 8.53 Sea f : R?> — R3 una transformacién lineal ortogonal. Entonces f es una
rotacién o una simetria o una composicion de una simetria y una rotacién.

Ejemplo. Definir una rotacién f : R? — R? tal que f(1,1,0) = (0,1,1) y tal que el eje de la
rotacién sea ortogonal a (1,1,0) y (0,1,1).

Sea H = < (1,1,0),(0,1,1) > el subespacio de R? de dimensién 2 que contiene a (1, 1,0)
ya(0,1,1).

Consideremos Ht = {(z1,72,23) € R® : 21 + 29 = 0,29 + 23 = 0} = < (1,-1,1) >.
Queremos definir f de manera que H* sea el eje de la rotacion, es decir, que fln =idme.

En primer lugar, construimos una base ortonormal de R que contenga una base de H+
y una base de H:

1 -1 1 1 1 -1 1 2
{Gea@a) Gew !
base de H+ base de H

Definimos f en los primeros vectores de la base como sigue:

—
S
=
~
/N
5|

‘I
el —
—
w

N—
|
/N
Sl-
w

‘I
wll —
=
w
N—
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De esta manera, tendremos que la matriz de f en la base B es de la forma

1 0 *
1
=% 3 *
V3
0 -
2 >k

Para que la matriz tenga la estructura del {tem (1) de la pagina 218, definimos

-1 L),ﬁ(i LO) 1(;1 s i)

e e -2 e e e )

En conclusién, f : R3 — R3 es la transformacién lineal definida por (a), (b) y (c). La condicién

(b) implica que f(1,1,0) = (0,1,1). Ademds, para la base ortonormal B considerada, se tiene
que

© f(

1 0 0
0 1 —V3
|f|B = 5 2 )
0o V31
2 2

de donde se desprende que f es una rotacién.

Clasificacién general de transformaciones lineales ortogonales

A continuacion generalizamos lo hecho en espacios de dimensién 2 y 3 al caso general de
una transformacién lineal ortogonal definida en un espacio euclideo V' de dimensién finita
arbitraria.

Teorema 8.54 Sea (V,{,)) un espacio euclideo de dimension finita. Sea f : V — V una
transformacion lineal ortogonal. Entonces existe una base ortonormal B de V tal que

I,
—1I,
cosf; —senb;
Ifls = senfy; cosb; (8.3)

cosf, —send,
senf, cos,

con ni,ne € Ng y 0; € (0,7) para cada 1 < i < r (donde todos los coeficientes de la matriz
cuyos valores no estdn indicados son cero).

Demostracion. Por inducciéon en n = dim V.
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Ya vimos que el resultado vale para dim V' = 2.

Sea n > 2 y supongamos que el resultado vale para transformaciones ortogonales definidas
en espacios de dimensiéon menor que n. Sea V un espacio euclideo tal que dimV = n y sea
f 'V — V una transformacién lineal ortogonal. Por el Lema 8.48, sabemos que los posibles
autovalores de f son 1y —1.

e Si A =1 es autovalor de f:

Sea v una autovector de f de autovalor 1 tal que ||v1|| =1 (si ||v1]| # 1, lo dividimos
por su norma). Entonces S = < v; > es un subespacio de V invariante por f, de donde
S+ también es invariante por f.

Consideremos f; = : S+ — S+, que es una transformacién lineal ortogonal definida
ISL ’

en un espacio euclideo de dimensién n—1 (considerando en S+ la restriccién del producto
interno de V). Por hipétesis inductiva, existe una base ortonormal B; de S+ tal que
|f1lB, es de la forma (8.3).

Tomando B = {v;} U By, se obtiene una base ortonormal de V tal que
1 O1x(n—1
|f‘B = X ) )
On-1)x1  |f1lBy

e Si A =1 no es autovalor de f, pero A = —1 si lo es:

que es de la forma (8.3).

Tomando un autovector v; de autovalor —1 con ||v1|| = 1 y procediendo como en el caso
anterior, resulta que existe una base ortonormal B de V tal que la matriz |f|p es de la
forma (8.3) con n; = 0 (es decir, sin unos en la diagonal).

e Si f no tiene autovalores reales:

En este caso, el polinomio minimal de f tiene la forma my = P,.P, ... P, donde para
cada 1 <i <r, P; € R[X] es un polinomio irreducible de grado 2. Se tiene que

0=m¢(f) = Pi(f)oPa(f)o...0P.(f).

Entonces, si definimos Q = P»... P, € R[X], vale Q(f) = Pa(f) o...o P.(f) vy, por lo
tanto,

(Pi(f)oQ(f)(v)=0 VveVW.

Como Q | my y Q # my, existe w € V tal que Q(f)(w) # 0. Sea v = Q(f)(w) ¥y
sea S = <, f(v) >. Observamos que S es f-invariante, puesto que Pi(f)(v) =0y

gr(P;) = 2. Ademas, v no es autovector de f puesto que f no tiene autovalores, con lo
que dim(S) = 2.

Consideremos la restriccion f1 = fi; : S — S, que es una transformacién lineal ortogonal
sin autovalores reales definida sobre un espacio euclideo de dimensién 2. Entonces existe
una base ortonormal Bg de S tal que

[ cost —sent;
|f1|Bs = ( sen cos b ) con 91 S (0,7‘().
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Dado que S es f-invariante y f es ortogonal, entonces S+ es f-invariante. Sea fo =
f‘s L S+ — St la restriccién, que es una transformacién ortogonal definida sobre un

espacio euclideo con dim S+ = n—2. Por hipétesis inductiva, existe una base ortonormal
Bgi de St tal que la matriz |f2|B,, tiene la forma (8.3). Ademéds, como f no tiene
autovalores reales, fo tampoco los tiene, y por lo tanto en esta matriz no aparecen 1 ni
—1 en la diagonal. Luego

cosfly  —senfy
senfly  cos by

‘f2 |BSL =
cosf, —sen0,
senf, cos,

con 0; € (0,7) para todo 2 < i <.

En consecuencia, tomando B = Bg U Bg.1 se obtiene una base ortonormal de V' tal que

_ ‘f1|Bs 0 _
f'B‘< 0 |fals.. )‘

con 0; € (0,7) para cada 1 < i <. O

cosf; —senb;
senf; cosf;

cosf, —senf,
senf, cos,

8.4 Ejercicios

Ejercicio 1. Sea V un espacio vectorial y sea (,) un producto interno sobre V. Probar:

i) (z,y+2)=(2,y) + (z,2)

i) (z, cy) =c.(z,y)

iii) (z,y) =(z,2) Ve eV = y==z

Ejercicio 2. Sea (V, (, )) un espacio vectorial con producto interno. Probar que |(z,y)| =
lz]|-ly]| siy sblo si {z,y} es un conjunto linealmente dependiente.

Ejercicio 3. Sea V un espacio vectorial. Demostrar que la suma de dos productos internos
sobre V' es un producto interno sobre V.

Ejercicio 4. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea d la distancia asociada.
Demostrar que:

i) d(z,y) >0
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i) d(z,y) =0 < z=y
i) d(z,y) = d(y, )
iv) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

IN

Ejercicio 5. Determinar si las siguientes funciones son o no productos internos. En caso
afirmativo encontrar su matriz en la base canénica del espacio correspondiente.

i) ®:R2xR? =R, ®(z,y) =2.21.41 + 3.22.91 — Ta.y2 + 3.71.92

K3 x K3 — K, ®(x,y) = 3.21.9; + 22.9; + 22275 + 1.7y + 23.73, con K =Ry
=C

viii

)
ii) ®:R?2xR? - R, ®(x,y) = 21.y1 + To.y1 + 2.20.y2 — 3.71.12
iii) ®: K2 x K2 - K, ®(z,y) =2.21.y1 +T2.y2 — T1.y2 — 22.y1, con K =Ry K =C
iv) ®:C? x C2 - C, ®(z,y) = 2.21.7; + T2.Yy — T1.y — T2
v) ®:C2xC? - C, ®(x,y) =2.21.7, + (1 +14).21.75 + (1 +0).22.7; + 3.22.75
vi) ®:C? x C? - C, ®(x,y) =219, — i.21.Yy + 1.02.71 + 2.72.7,
vil) @ : K3 x K3 — K, ®(x,y) =2.21.7; + 2373 — ¥1.U3 — 23.5;, con K =Ry K =C
) @
K

Ejercicio 6. Sea A € R?*2, Sea ® : R? x R? — R definida por ®(x,y) = y.A.2*. Probar
que ® es un producto interno sobre R? si y sélo si A = A?, Aj; > 0y det(A) > 0.

Ejercicio 7. Determinar para qué valores de a y b en R es
O(z,y) = a.x1.y1 + bxr.ys + b.xo.yr + bxo.ys + (1 + b).x3.93

un producto interno en R3.

Ejercicio 8. Probar que las siguientes funciones definen productos internos sobre los espacios
vectoriales considerados:

i) () K" x K" - K, (A,B) =tr(A.B*), con K=Ry K =C

i) (,):C[0,1] x C[0,1] = R, (f,g) = [, f(x).9(x)dz

iii) (V: K"x K" - K, (z,9) =7.Q*.Q.2", coon K=Ry K=C
donde Q € K™*™ es una matriz inversible.

iv) () VXV oK, (z,y), =(T(x),T(y)), coon K =Ry K=C

donde V' y W son espacios vectoriales sobre K, (, ) es un producto interno sobre W'y
T:V — W es un monomorfismo.
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Ejercicio 9. Restringir el producto interno del item ii) del ejercicio anterior a R,[X] y
calcular su matriz en la base B ={1,X,..., X"}.
Ejercicio 10.

i) Sea @ : R? x R? — R definida por ®(z,y) = x1.41 — 2.71.y2 — 2.22.91 + 6.72.¥2.

a) Probar que ® es un producto interno.
b) Encontrar una base de R? que sea ortonormal para ®.
ii) Encontrar una base de C? que sea ortonormal para el producto interno definido en el

Ejercicio 5. vi).

Ejercicio 11. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea B = {v1,...,v,} una base de

V.

i) Probar que existe un dinico producto interno en V para el cual B resulta ortonormal.
ii) Hallarlo en los casos

a) V= RQ y B = {(17 1)7 (2a _1)}

b) V=C? y B = {(171)7 (_177’)}

c) V=R3y B={(1,-1,1),(1,1,0),(0,1,1)}

d) V=CyB=1{(,i,1),(0,0,1),(0,1,4)}

Ejercicio 12. Hallar el complemento ortogonal de los siguientes subespacios de V:
i) V=R3 S ={(z1,72,73) € R®/2.71 — x5 = 0} para el producto interno canénico.
i) V=R3 Sy=<(1,21) >
a) Para el producto interno canénico.
b) Para el producto interno definido por (z,y) = x1.y1 +2.22.y2 +T3.Yy3 — T1.Yy2 — T2.Y1.
i) V=0C3, S3=<(i,1,1),(—1,0,i) >

para el producto interno (, ), definido en el Ejercicio 8. iv) con T : C3 — C3

1 —141¢ 0
Tx)=1{1 i 0 ].2t 'y (,) el producto interno canénico sobre C3.
1 e+1 4

iv) V=C*% Sy= {(m1,x27x3,x4) eCty {xl + 2wy —aws+ (14i)ws =0 }

x2—|—(2—i).x3+334:()
para el producto interno (z,y) = 1.7, + 2.22.95 + 3.3 + 3.24.7,.
v) V=R* S5=<(1,1,0,—-1),(-1,1,1,0),(2,-1,1,1) >

para el producto interno candnico.
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Ejercicio 13.

i) Hallar bases ortonormales para los subespacios del ejercicio anterior para cada uno de
los productos internos considerados.

ii) Definir explicitamente las proyecciones ortogonales sobre cada uno de dichos subespa-
cios.

iii) Hallar el punto de S5 més cercano a (0,1,1,0).

Ejercicio 14. Sean S;, So y S3 los subespacios de R* definidos por

1 — 29 =0 S3: {221+ 22+ 2.23=0

[L’1+£L'2—2..’E3:0
s {
.’L‘g—.’l?4=0

s '{$1+‘T2—£E3+£E4:0
2.x1+2.x4=0

Encontrar una base ortonormal {v1,v2,v3,v4} de R* tal que v; € S; (i = 1,2,3). ;Por qué
este problema tiene solucién?

Ejercicio 15. Se define (,) : R, [X] x R,,[X] — R como

=~ ,(k k
0 =3 1(5)9(3)
k=0
i) Probar que (,) es un producto interno.

ii) Para n = 2, calcular < X >+

Ejercicio 16.

i) Se considera C™"*™ con el producto interno (A, B) = tr(A.B*). Hallar el complemento
ortogonal del subespacio de las matrices diagonales.

ii) Se considera R3[X] con el producto interno (f, g) f f(x).g(x)dz. Aplicar el pro-

ceso de Gram-Schmidt a la base {1, X, X2, X3}. Hallar el complemento ortogonal del
subespacio S = < 1 >.

iii) Se considera C[—1,1] con el producto interno (f, g) f f(x).g(z) dx. Hallar el poli-
nomio de grado menor o igual que 3 mas préximo a la fun(;lon f ( ) = sen(mx).

Sugerencia: Observar que basta considerar el subespacio S = < 1,z, 2% 2% sen(mrx) >.
iv) Se considera C[0,] con el producto interno (f,g) = [, f ) dz.

a) Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la base B = {1, cosz, senz}.

b) Sea S el subespacio de C[0, 7] generado por B. Hallar el elemento de S més
préximo a la funcién f(z) = «.
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Ejercicio 17. Sea V un espacio vectorial con producto interno (, ). Sea W C V un subespacio
de dimensién finita de V. Probar que si @ ¢ W, entonces existe y € V tal que y € Wt y

(z,y) #0.

Ejercicio 18. Cdlculo de volimenes. Consideremos R™ con el producto interno canénico {, ).

El drea del paralelogramo P(v1,v3) que definen dos vectores vy y vs linealmente indepen-
dientes en R™ se puede calcular con la férmula “base por altura”, o sea, |[|vi]|. [[p<y, >+ (v2)]|-

El volumen del paralelepipedo P(v1,v2,v3) que definen tres vectores vy, v, v3 linealmente
independientes en R” seria “area de la base por altura”, o sea,

[o1ll- 1P<y >+ wo) |- 1P<vy 00> (3)]]-

Si esto se generaliza a k vectores linealmente independientes en R", el volumen del paralele-
pipedo P(vy,...,vx) seria

01l [P<vy >+ (W)l 1P<vy wa>+ ()] - - [IP<on,. oy >+ (OR) -
Se define entonces recursivamente el volumen del paralelepipedo P (v, ..., vy) definido por
los vectores linealmente independientes v1,...,vr € R™ como:

{ vol(P(v1)) = ||v1|

vol(P(v1,...,vx)) = vol(P(v1,...,%-1)). |[P<vy,...on_,>+ (v&)|| para k > 2.

Vamos a probar que el volumen del paralelepipedo definido por los vectores linealmente

independientes vy,...,v, en R™ es igual a |det(A4)|, donde A € R™*" es la matriz cuyas
columnas son los vectores vy, ..., v,.
i) Dados v1,...,v; € R™ se define G(vq,...,v;) € RF** como G(v1,...,v%)i = (vi,v)).

Probar que:

a) Siv, € <wy,...,v5—1 >, entonces det(G(vy,...,v;)) =0.

b) Si vy € <wvy,...,v5_1 >, entonces
det(G(U1, ‘e ,Uk)) = det(G(vl, N 7'Uk—1))- ||Uk||2-

¢) det(G(vy,...,vx)) = det(G(v1, ..., 06-1))- [P<vy....op_o >+ (VR[]
ii) Probar que, si v1, ..., v son vectores linealmente independientes,

(vol(P(vy,...,v)))° = det(G(vs, ..., vp)).

iii) Sean v1,...,v, € R"™ linealmente independientes y sea A € R™ " la matriz cuyas
columnas son los vectores vq,...,v,. Probar que G(vy,...,v,) = At. A. Deducir que
vol(P(v1,...,v,)) = | det(A4)].

iv) Calcular el drea del paralelogramo definido por los vectores (2,1) y (—4,5) en RZ2.
Calcular el volumen del paralelepipedo definido por (1,1,3), (1,2,—1) y (1,4,1) en R3.
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v) Sea f : R™ — R"™ un isomorfismo. Si vi,...,v, € R™ son linealmente independientes,
probar que

vol(P(f(v1),- .., f(vy))) = |det f|. vol(P(v1, ..., vy)).
Ejercicio 19. Calcular f* para cada una de las transformaciones lineales siguientes:
i) f:R?—=R? f(x1,22) = (3.1 + T2, —21 + 72)

ii) f:C*—C3  f(x1,20,23) = (2.21 + (1 —i).w2, 00 + (3 + 2i).23, 21 + i.72 + x3)
i) B={(1,2-1),(1,0,0),(0,1,1)}, f:R® R tal que

1 0 1
lfle=12 0 -1
01 0
iv) f:Ry[X] = Ro[X], f(p)=p" (donde (p,q fo x)dx).
v) P € GL(n,C), f:C" —C"n, f(A)=P LAP (donde (A, B) =tr(A.BY)).
vi) pp:R[X] - R[X], psrlp)=fp donde feR[X] fo dx

Ejercicio 20. Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno.
Sean f1 y fo endomorfismos de V' y sea k un escalar. Probar:

(fit+fo) =fi+f

1

i)

i) (k.f1)* =k.fi

iil) (f10f2)" = (f2)" o (f1)"

iv) Si fi es un isomorfismo, entonces f; es un isomorfismo y (f;)~* = (f; ')
v) ((f1)) = f

vi) ffofi=0=f1=0

Ejercicio 21. Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y
sea f : V — V una tranformacién lineal. Probar que Im(f*) = (Nu(f))*.

Ejercicio 22. Sea f : R® — R3 la transformacién lineal definida por

flz,y,2) = (—x — 3y — 22,42 + 6y + 2z, —3x — 3y).
Hallar un producto interno (,) : R3 x R?® — R3 tal que f sea autoadjunta para (,).
Ejercicio 23. Sea (V, (,)) un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y sea

S un subespacio de V. Probar que la proyeccién ortogonal P : V' — V sobre S es autoadjunta.
Calcular sus autovalores.
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Ejercicio 24.

i) En cada uno de los siguientes casos, encontrar una matriz O € R™*™ ortogonal tal que
0.A.0! sea diagonal:

5 0 -2
A:(_21 _21> A:(é _31> A=[0 7 =2
-2 =2 6

ii) En cada uno de los siguientes casos, encontrar una matriz U € C"*™ unitaria tal que
U.A.U* sea diagonal:

4 1 t 0 2 -1 — 0
1 3 2t 1 -1 2 —i 0
A= - —2¢ 3 1 A= l 1 2 0
0 1 —i 2 0 0 0 3

Ejercicio 25. Encontrar una base ortonormal B de R? tal que |f|z v |g|p sean diagonales
si las matrices de f y de g en la base canénica son:

1 3

3 1

2 -1
-1 2
Sugerencia: ver el Ejercicio 31 de la Seccion [6.5.

Ejercicio 26. Sea (V,(,)) un C-espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y
sea f: V — V una transformacién lineal.

Definicién: Se dice que f es normal si fo f* = f*o f.

i) Probar que si f admite una base ortonormal de autovectores, entonces f es normal.
ii) Probar que si f es normal valen las siguientes afirmaciones:

a) ||f()] = |f*(w)|| Vv e V. En particular, Nu(f) = Nu(f*).

b) VA e C, f— A idy es normal.

c¢) Si v es un autovector de f de autovalor A, entonces v es un autovector de f* de
autovalor A.

d) Ex={veV/f(v)=Av} es f*invariante.

iii) Probar que si f es normal, entonces admite una base ortonormal de autovectores.

Sugerencia: observar que (Ey)’ es f-invariante y f*-invariante.

iv) Deducir de lo anterior que las matrices unitarias son diagonalizables sobre C. Encontrar
un ejemplo de matriz ortogonal que no sea diagonalizable sobre R.
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Ejercicio 27. Hallar la matriz en la base candnica de las siguientes transformaciones orto-
gonales:

i) f:R?* — R? rotacién de dngulo .

ii) f:R? — R2 simetria respecto de la recta de ecuacién z; — x5 = 0.

iii) f:R3 — R3, simetria respecto del plano de ecuacién z; + x5 — x3 = 0.

v

)
)
)
) us

[ :R* — R3, rotacién de dngulo § y eje < (1,0,1) >.

Ejercicio 28. Sea f : R? — R? la transformacién lineal cuya matriz en la base candnica es

1 V2 1
2 2 2
_ V2 0 _ V2
2 2
1 2 1
2 2 2

Decidir si f es una rotacién, una simetria o una composicion de una rotaciéon y una simetria.
Encontrar la rotacion, la simetria o ambas.

Ejercicio 29. Sea f : R? — R3 la transformacion lineal cuya matriz en la base canénica es

©loo
|

Ol Ol Ol
Ol Ol ©Ol=

Ol Ol

i) Probar que f es una rotacidn.

ii) Hallar g : R* — R3 tal que go g = f.

Ejercicio 30. Una funcién f : R™ — R" se llama isometria si verifica que

d(z,y) = d(f(2), f(y)) V&, yeR"

i) Probar que si f : R®™ — R"™ es una isometria tal que f(0) = 0, f resulta una transfor-
macién lineal y ademés f es ortogonal.

ii) Deducir que f : R®™ — R" es una isometria si y sélo si existen g : R” — R™ transfor-
macién ortogonal y v € R™ tales que f(z) = g(x) +v, Vo € R".
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Capitulo 9

Variedades lineales

Al considerar los subespacios de R?, vimos que éstos son el conjunto {(0,0)}, el espacio R?
y las rectas que pasan por el origen. Ahora, en algunos contextos, por ejemplo para resolver
problemas geométricos, puede ser 1til trabajar con rectas que no pasan por el origen, es decir,
que no son subespacios.

En este capitulo estudiaremos una nocién que generaliza a la de subespacios de un K-
espacio vectorial: las variedades lineales. Asi como los subespacios aparecen como conjuntos
de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales homogéneas, las variedades lineales pueden
verse como conjuntos de soluciones de ecuaciones lineales no homogéneas.

9.1 Nociones basicas

9.1.1 Variedades lineales

Las variedades lineales en un K-espacio vectorial V' pueden definirse como sigue a partir de
los subespacios de V.

Definicién 9.1 Sea V un K-espacio vectorial. Una variedad lineal M C V es un conjunto
de la forma M = {s+p / s € S}, donde S es un subespaciode V y p e V.

Notacién. M = S + p.

Podemos entonces pensar a la variedad lineal M = S 4+ p C V como el subespacio S
“corrido”, es decir, que en lugar de pasar por el 0 pasa por un punto p.

Observacién 9.2 Sea V un K-espacio vectorial, y seap € V. SiM =S +p CV (con S
un subespacio de V' 'y p € V) es una variedad lineal, se le puede dar a V' otra estructura
de K-espacio vectorial (donde p pasa a tener el papel del 0 de V') tal que M resulta ser un
subespacio de V' con esa nueva estructura:
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Se definen
+p 1 VXV =V, v+pw=v+w-—p
p 0 KxV =V, Xpyv=X-(v—p)+p

Entonces (V,+,,p) es un K-espacio vectorial, p es el elemento neutro de +, (con lo cual
cumple la funcién de ser el “nuevo origen” de V') y M es un subespacio de (V, 4, -,) (comparar
con el Ejercicio 4 de la Seccién [1.5]).

La siguiente proposicién muestra que una variedad lineal en un K-espacio vectorial V'
determina univocamente un subespacio de V.

Proposicion 9.3 Sea V un K-espacio vectorial y sea M C 'V una variedad lineal. Suponga-
mos que existen p,p’ € V y subespacios S y S’ de V tales que M = S+py M =S +7p.
Entonces S=S5"yp—p €8.

Demostracion. En primer lugar, veamos que bajo las hipétesis de la proposicién, p — p’ € S’
yp—p €5.
e Comope M =5"+7p, existe s’ € §' tal que p=s"+p’. Entonces p —p' = € 5.

e Por otro lado, se tiene que p’ € M = S + p, con lo que existe s € S tal que p' = s+ p.
Luego, p—p' = —s € S.

Veamos ahora que S = S’:

Sea s € S. Entonces s+p € M = S'+p’, y por lo tanto, existe s’ € S’ tal que s+p = s'+p'.
En consecuencia s = s’ + (p’ —p) € §’. Luego, S C 5.

Anélogamente se prueba la otra inclusién. O

Este resultado nos permite introducir una nocién de dimensién para variedades lineales.

Definicién 9.4 Sea V un K-espacio vectorial y sea M C V una variedad lineal. Supon-
gamos que M = S + p, donde S es un subespacio de V' y p € V. Entonces S se llama el
subespacio asociado a M. Si S es de dimension finita, se define la dimension de M como
dim(M) = dim(9).

Si bien el subespacio S asociado a una variedad lineal M estd univocamente determinado
por M, para cualquier punto p € M resulta que M = S + p:

Observacién 9.5 Si V es un K-espacio vectorial, M = S +p C V (con S un subespacio de
V y p € V) es una variedad lineal y m € M, entonces M = S + m.

Como m € M, existe s’ € S tal que m = s’ + p.
(C) Sea s+pe€ M =S+ p. Entonces
s+p=s+p-m+m=s+p—(sS+p)+m=(s—s)+meS+m.

(2) Sea s+m €S+ m. Entonces s+m=s+(s'+p)=(s+s)+peS+p=M.
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A continuacién damos algunos ejemplos de variedades lineales en distintos espacios vecto-
riales.

Ejemplos.
1. Los subespacios de un K-espacio vectorial V' son variedades lineales: S = S + 0.
2. Un conjunto formado por un punto de un K-espacio vectorial es una variedad lineal.
3. Sea A € K™*" y sea b € K™*!. Entonces
{r e K" | Az = b} = Shom + D,

donde Shom C K™ es el subespacio de soluciones del sistema homogéneo asociado A.x =
0 y p es una solucién particular del sistema A.x = b, es una variedad lineal.

(Observar que si el sistema es incompatible, el conjunto es vacio y entonces no es una
variedad lineal.)

4. Se considera en K[X] el conjunto

M

{PGK[X]/P(O)zl}:{PeK[X]/Pzzn:aiXi—&—l}

— {PeK[X]/P(0)=0}+1.

Como {P € K[X] / P(0) =0} es un subespacio de K[X], entonces M es una variedad
lineal.

5. En C*(R), sea
M ={f €C®(R) / f = sen(@)} = {f € C*(R) / (f +sen(x))” = 0}

Sea S = {f € C*([R) / f” = 0}, que es un subespacio de C*°(R). Observamos que
f € Msiysdlosi f+sen(z) € S. Luego, M =S — sen(x) es una variedad lineal.

9.1.2 Algunas variedades lineales particulares

Las nociones de recta y plano conocidas en R? o R?, asi como también algunas propiedades
bésicas de estos conjuntos, se generalizan a K-espacios vectoriales arbitrarios:

Definicién 9.6 Sea V un K-espacio vectorial.

i) Una recta en V' es una variedad lineal de dimensién 1, es decir, L = < v > + p, con
v,p€eV,v#0.

ii) Un plano en V es una variedad lineal de dimensién 2, es decir, Il = < v, w > + p, con
{v,w} C V linealmente independiente

iii) Si dimV = n, un hiperplano de V es una variedad lineal de dimensién n — 1.
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Observacién 9.7 Sea V un K-espacio vectorial y sean p # ¢ € V. Entonces existe una tnica
recta LCVtalquepe Lyqge L.

Demostracion. Sea L = < p— q >+ q. Se tiene que L es una recta, puesto que como p # q,
dim(< p— ¢ >) =1. Ademss:

e g€ L, puesto que g =0+ gq.
e pe L, puestoquep=1.(p—q)+gq.

Sea L' una recta tal que p € L' y q € L’. Entonces existe un subespacio S con dim S =1 tal
que L' =S+qy L' =S5+ p. Porlo tanto, p—q€ Sy, comop—q#0ydimsS =1, resulta
que S=<p—qg>. Luego L' =<p—qg>+q=1L. O

Observacién 9.8 Sea V un K-espacio vectorial. Dados z,y,z € V no alineados (es decir,
que no pertenecen a una misma recta), existe un unico plano II tal que z,y, z € II.

Demostracion. Seall = <y—xz,z—x>+x. Setienequex e, y=(y—2a)+z€lly
z=(z—z)+xecll
Como por hipétesis, x,y, z no estdn alineados, debe ser dim(< y — z, z — 2 >) = 2 (si no,
IT serfa una recta con x,y, z € II 0 un solo punto). Luego, IT es un plano con z,y, z € IL.
Supongamos que II' = S+p es un plano con z,y, 2z € II'. Entonces II' = S+, IT' = S+y,
I"'=5+z Luego,y—x € Syz—x€&S. En consecuencia, S = <y —x, z — z >, de donde
I =11 O

En general, dada una cantidad finita de vectores en un K-espacio vectorial V', existe una
variedad lineal que los contiene. Esto da lugar a la siguiente definicion:

Definicién 9.9 Sea V un K-espacio vectorial y sean ag,ai,...,a, € V. Se llama variedad
lineal generada por ay, . ..,a, ala variedad lineal M C V més chica tal que ag € M, ..., a, €
M (es decir, si M’ C V es una variedad lineal con a9 € M’, ... a, € M’ entonces M C M’).

El resultado siguiente caracteriza la variedad lineal generada por un conjunto finito de
vectores de un K-espacio vectorial. En particular, establece que dados n + 1 vectores existe
una variedad lineal de dimensiéon menor o igual que n que los contiene.

Proposicion 9.10 Sea V' un K-espacio vectorial y sean ag,aq,...,a, € V. Entonces, la
variedad lineal generada por ag,aq,...,a, es M = < a; —ag,...,a, —ag >+ ag. Observar
que dim(M) < n.

Demostracion. Es claro que a; € M para cada 0 < i < n. Veamos que M es la menor variedad
lineal (con respecto a la inclusién) con esta propiedad.

Supongamos que M’ = S + ag verifica que a; € M’ para cada 0 < ¢ < n. Entonces
a; —ag € S para cada 1 < ¢ < n, de donde < ay — ag, az —ag,...,a, —ag > C S, y en
consecuencia M C M’.

Luego, la variedad lineal més chica que contiene a ay,...,a, es M. O
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9.1.3 Otra forma de describir variedades lineales

En el Ejemplo 3 de la pagina 233 vimos que el conjunto de las soluciones de un sistema
lineal compatible de ecuaciones con n incognitas es una variedad lineal en K™. Por otro
lado, sabemos que todo subespacio de K™ es el conjunto de las soluciones de un sistema
lineal homogéneo Ax = 0, lo que implica que una variedad lineal en K™ es el conjunto de las
soluciones de un sistema lineal (no necesariamente homogéneo).

Esto dice que las variedades lineales de K™ son los conjuntos de soluciones de sistemas de
ecuaciones lineales.

Mediante el uso de coordenadas, es posible dar una descripcién del mismo tipo para
variedades lineales en un K-espacio vectorial de dimensién finita arbitrario:

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea B una base de V. Sea M = S+ p una
variedad lineal en V', con S un subespacio de V' y p € V. Denotemos por Sp al subespacio
de K" formado por las coordenadas de los vectores de S en la base B. Entonces

veEM < (v)p €S+ (p)pen K"

Por lo tanto, {(v)p € K™ : v € M} es una variedad lineal en K" y, entonces, es el conjunto
de las soluciones de un sistema lineal (no homogéneo si no es un subespacio).

Ejemplo. Sea M = {P € Ry[X] / P(2) =1}, que es una variedad lineal en Ry[X]. Conside-
remos la base B = {1, X, X?}. Entonces

PeM < P2)=1 < (P)p=(a,b,c) y a+2b+4c=1.

9.2 Interseccion y suma de variedades lineales

9.2.1 Interseccién de variedades lineales

A diferencia de lo que sucede para subespacios, la interseccién de dos variedades lineales puede
ser el conjunto vacio. La siguiente proposicién muestra que si esta interseccion es no vacia,
entonces es una variedad lineal.

Proposicién 9.11 Sea V un K-espacio vectorial y sean My y My variedades lineales en V.
Entonces Mi N My =0 o M1 N My es una variedad lineal.

Demostracion. Supongamos que My N My # (). Entonces existe p € My N Ms, con lo cual
My =S51+py Ms =S5+ pcon Sy y Se subespacios de V.
Veamos que My N My = (51N Ss) + p:
(C) Sea g € My N M. Entonces existen s; € S1 y s5 € Sy tales que ¢ = s1 +p = s2 +p. En

consecuencia, s; = Sg, es decir ¢ = s+ p con s € S; N .Ss.

(D) Sig=s+pconse S NS, como s €Sy, se tiene que g € My y como s € Sy, entonces
q € Ms. Luego q € My N Ms. O
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9.2.2 Variedades lineales paralelas y alabeadas

A continuacién estudiaremos las distintas situaciones que se pueden presentar para que la
interseccién de dos variedades lineales sea el conjunto vacio. Por ejemplo, esto sucede en R?
en el caso de dos rectas paralelas no coincidentes.

Definicién 9.12 Sea V un K-espacio vectorial y sean M7 y M variedades lineales en V tales
que My =51 +p1 y My =Sy + py. Se dice que My y My son paralelas, y se nota My || Ma,
Si51g52052g51.

Observacion 9.13 De la definicién anterior se deduce que:

e Un punto es paralelo a cualquier variedad lineal.

e Si My =51 4+p1y My =554 ps son variedades lineales de la misma dimensién en un
K-espacio vectorial V| entonces M; || My si y sélo si S; = So.

Proposicién 9.14 Sea V' un K-espacio vectorial con dim(V') > 2. Sean L1 y Lo dos rectas
en V. Son equivalentes:

i) Existe un plano I1 CV tal que Ly CII y Ly CII.

Z’L) L1 ﬂLQ #@ 0 L1 || LQ.
Demostracion.

i1) = i) Analizaremos por separado los casos a) L1 N Ly # @ y b) Ly || L.

a) Supongamos que Ly N Ly # (. Seap € L1 N Ly. Entonces L1 =S +p=<v1 >+py
Ly =55+p=<wy>+p, conw,ve €V no nulos.

Si v y v son linealmente independientes, consideramos Il = < vy, v2 > 4 p, que es un
plano y contiene a Ly y a Lo.

Si v y vg son linealmente dependientes, sea w € V tal que {v1,w} es linealmente
independiente. Entonces II = < vy, w > + p es un plano que contiene a L1 = Lo.

b) Si LiNLy =0y Ly || Ly, entonces L1 = <v>+p; y Ly = < v >+ pg para algin
v € V no nulo.

Sea I = < v, p1 — p2 > + pa. Vemos que dim(< v,p; — pa >) = 2, puesto que si fuera
p1 — P2 = A.v, se tendria p; = A.v + po € Ly N Ls, contradiciendo la hipétesis. Luego,
IT es un plano, y contiene a ambas rectas.

i) = 4i) Sea II un plano con Ly C II'y Ly, C II. Supongamos que L; = <wv; > + p1,
Lo =<wvy >+pyyIl =85+pq, con vy,vs € V no nulos, S un subespacio de dimensién
2deV,ypi,p2 V.
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Dado que vy + p1, p2 y v2 + p2 pertenecen a II, se tiene que

vy €8 pues ds € S : vy +p; = s+ p1, de donde vy = s,
pa—p1 €S pues 35" € S :py =5 + p1, de donde ps —p; = &,
vy €8 pues 35" € S : vy +po = 5" + p1, de donde vy = 5" — (p2 — p1),

Como dim S = 2, existe una combinacién lineal no trivial
a.v1 +b. (p2 — p1) + c.v2 = 0.
Si b =0, resulta que < v; > = < vg > con lo que L || Ls.

Si b # 0, entonces g’l}z +po = %a vy + p1, de donde Ly N Lo # 0. O

Es posible que dos variedades lineales no sean paralelas, pero tampoco tengan interseccién
no vacfa (por ejemplo, L; = < (1,0,0) > + (0,0,1) y Ly = < (0,1,0) > + (0,0,2) son dos
rectas en R? que no son paralelas ni se cortan). Esto da lugar a la siguiente definicién:

Definicién 9.15 Sea V un K-espacio vectorial. Dos variedades lineales M7 y My de V se
dicen alabeadas si M1 N My =0y My} Ms.

Ejemplos.

1. L1 = < (1,0,0) >+ (0,0,1) y Ly = < (0,1,0) > + (0,0, 2) son dos rectas alabeadas en
R3.

2. Los planos definidos en R* por
M ={(z,y,z,w) eER* :x=1,y=1} y My={(z,y,2,w) ER* :2=2 2=3}

son alabeados.

(Se puede probar que, si V' es un K-espacio vectorial tal que existen dos planos II; y
II; en V' que son alabeados, entonces dim(V') > 4.)

En el ejemplo que sigue, estudiaremos cémo determinar si dos rectas en R? se intersecan,
son paralelas o son alabeadas a partir de ecuaciones que las definen.

Ejemplo. En R3, consideremos dos rectas L1 v Lo definidas por

I ar+by+cz = d I dr+by+cdz = d
! ex+ fy+gz = h Y 2 ex+fly+gz = N

donde dim < (a, b, c), (d,e, f) > =2y dim< (a/,V/, ), (d', €, f') > = 2. Se tiene que

ar+by+cz = d
ex + +gz = h
LyM Ly a'x + Ij)r';yy—i-gc’z = d

e+ fly+gz = M.



238 Variedades lineales

Sean
a b ¢ a b c¢cl|d
e e h
A= a’ l{’ cg’ y B = a l{’ g’ d
e/ fl g/ 6/ J('/ gl h/

Observamos que:

i) Sirg(A) =2y rg(B) =2, el sistema de ecuaciones que define Ly N Ly es compatible y
su conjunto de soluciones es una recta. Entonces Ly = L.

ii) Sirg(4) =2y rg(B) = 3, el sistema es incompatible, pero el conjunto de soluciones
del sistema homogéneo asociado es un subespacio de dimensién 1. Luego, Ly || Lo y
LiNLy=90.

iii) Si rg(A) = 3 y rg(B) = 3, el sistema tiene solucién tnica, de donde L1 N Ly # 0 y
L1 }f L.

iv) Sirg(A) = 3y rg(B) = 4, entonces el sistema es incompatible, con lo que L1 N Ly =0y
el sistema homogéneo asociado tiene solucién tnica, lo que implica que Ly }f Ly. Luego,
L, y Lo son alabeadas.

9.2.3 Suma de variedades lineales

Para concluir esta seccion, introducimos el concepto de suma de variedades lineales. Al igual
que en el caso de subespacios, dadas variedades lineales M7 y M5 en un K-espacio vectorial V',
la idea es construir la menor variedad lineal en V' que contiene a M7 y a My simultdneamente.

Definicién 9.16 Sea V un K-espacio vectorial y sean M; y My variedades lineales en V. Si
My = S14+p1y My = 55+ ps con S7 y So subespacios de V' y p1,p2 € V, se define la variedad
lineal suma de My y Ms, que notaremos M; V My, como

My V My = (S1 + Sz + < p1 —p2 >) + pa.

Algunas observaciones respecto de la definicion:

Observacion 9.17 Se puede probar que:

1. SiM; =S1+p1 = S1+p) y My = Sy+ps = Sa+ph, con S; subespaciode V iy p;,p, € V
para i = 1,2, entonces (S1 + Sz + < pj —ph >) +ph = (S1+ S2 + < p1 — p2 >) + pa.
Es decir, la definicién de M7 V M5 no depende de las descripciones de M7 y Mo.

2. My C MV Msy My C My V Ms.

3. Si My =81 +py My =S5+ py, entonces p; — py € S1 + S si y sélo si My N My # 0,
en cuyo caso My V My = (S1 + S2) + pe.
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En efecto, si p;1 — ps € S1 + S existen s; € S7 y 8o € Sy tales que p; — p2 = s1 + S9,
y entonces —s; + p1 = So + po € M1 N M,. Reciprocamente, si M1 N My # () y
q € M7 N Ms, entonces existen s; € S1 y so € Ss tales que s1 +p1 = ¢ = $o + po, de
donde p; — ps = —s1 + 83 € S1 + Ss.

El anélogo del Teorema [1.43| para variedades lineales es el siguiente resultado:

Teorema 9.18 (Teorema de la dimensién para la suma de variedades lineales.)
Sea V un K espacio vectorial y sean My y Ms variedades lineales de V' de dimension finita.
Entonces:

i) Si My N My # 10,

i) Si MiNMy =0, My = S1+p1 y Ms = So+p2, con Sy, So subespacios de V ypi,ps €V,
dim(M; V M) = dim(M;) + dim(Mz) — dim(S; N S2) + 1.

Demostracion. Si My = S1+ p1 y Ma = So + po, por las definiciones de variedad suma y de
dimensién de una variedad lineal, se tiene que

dim(M; V My) = dim(S; + Sy + < p1 — p2 >).

i) Si MiN My #0ype M N M, entonces My N My = (S1 N S2) + p. Ademds, por lo
visto en la observacién anterior, p; —py € S1+S2 y entonces My V My = (S7 + S2) + pa.
Entonces, aplicando el teorema de la dimensién para subespacios, tenemos que

dim(M1 \Y Mg) = dim(51 + Sg)
= dim(S7) + dim(S2) — dim(.S; N .S3)

i) Si My N My = 0, entonces p; — p2 ¢ S1 + Sa, con lo que

dim(M; V M) = dim(S; +S2+ < p1 —p2 >)
= dim(S; +S52) +1
= dim(Sy) + dim(S3) — dim(S; NS3) +1
= dim(My) 4+ dim(Ms3) — dim(S; N S3) + 1. O

9.3 Variedades lineales en espacios con producto interno

Para terminar, estudiaremos variedades lineales en espacios euclideos (es decir, R-espacios
vectoriales con producto interno). El hecho de que en el espacio esté definido un producto
interno permite extender las nociones de perpendicularidad, angulo y distancia a variedades
lineales, lo que a su vez posibilita el estudio de problemas geométricos.
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9.3.1 Ortogonalidad de variedades lineales

Definicién 9.19 Sea (V,(,)) un espacio euclideo. Sean My = S1 + p; y My = Sa + p2 (con
Sy, 52 subespacios de V' 'y p1,pes € V) variedades lineales en V. Se dice que M; y My son
ortogonales si S1 L Sa, es decir, si Vs € S1, s2 € Sa, se tiene que (s1, s2) = 0.

Si M = S+ p es una variedad lineal en un espacio euclideo V' de dimension finitay g € V,
se puede considerar la variedad lineal ortogonal a M de dimensién maxima que pasa por ¢
(por ejemplo, si ¢ = 0, esta variedad lineal es S*):

Definicién 9.20 Sea (V, (,)) un espacio euclideo de dimensién finita, sea M C V una varie-
dad lineal y sea ¢ € V. El complemento ortogonal a M por el punto q es la variedad lineal
MqL = S+ + ¢, donde S es el subespacio de V asociado a M.

Escribiremos M~ para denotar al complemento ortogonal a M por g = 0.
Ejemplos.
1. Sea L = < (1,2,3) >+ (1,5,4) C R®. Hallar Lf‘l 1,2)"
Por la definicién, se tiene que

L(ll,1,2) = {(z,y,2) € RB/ ((z,9,2),(1,2,3)) =0} + (1,1,2)
= {(z,y,2) €ER®/ x+2y+32=0}+(1,1,2)
{(z,y,2) €R®/ 2+ 2y + 32 = 9}.

2. Hallar H(ll,O,l) siendo IT = {(z,y,2) € R? /3z — 2y + 2z = 7}.
Se tiene que
0 = {(z,y,2) €R®/ 3z -2y + 2 =0} +(0,0,7)
= {(@.y.2) R’/ ((2,9,2),(3,-2,1)) = 0} +(0,0,7)
= <(3,-2,1) > +(0,0,7).

Entonces I o 1) = (< (3,-2,1) >M) 7 +(0,0,1) = < (3,-2,1) > + (0,0, 1).

9.3.2 Angulo entre rectas y planos

Utilizando el concepto de angulo entre vectores introducido en la Secciéon 8.1.4/ podemos definir
el angulo entre dos rectas en un espacio euclideo como sigue:

Definicién 9.21 Sea (V, (,)) un espacio euclideo y sean L1 = < v1 >+p1 y Lo = < vg >+pa,
con v1,v2 € V no nulos, dos rectas en V. Se define el dngulo entre L1 y Ly como el (tinico)
nimero real comprendido entre 0 y 5 que coincide con el dngulo entre v1 y vz o con el dngulo
entre —vy y vso.
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Esta nocién nos permite a su vez definir el angulo entre una recta y un plano, y el angulo
entre dos planos, en un espacio euclideo de dimension 3:

Definicién 9.22 Sea (V, (,)) un espacio euclideo con dim V' = 3.

e Sean L una recta y IT un plano en V. Si a es el dngulo entre las rectas L y I+, se define
el dngulo entre L y Il como § — a.

e Sean II; y I, planos en V. Se define el dngulo entre I1; y Ils como el angulo entre las
rectas i y 5.

9.3.3 Distancia de un punto a una variedad lineal

Definicién 9.23 Sea V un espacio euclideo de dimensién finita. Sea M una variedad lineal
en V y sea g € V. Se define la distancia de ¢ a M como

d(q, M) = inf{d(q,z) | = € M}.

Aplicando los resultados vistos en la Seccién [8.2.4, podemos probar que si g € V' 'y M es
una variedad lineal en V, existe un punto ¢’ € M tal que d(q, M) = d(q,q’') y dar una férmula
para su céalculo:

Observacion 9.24 Con la notacién de la definicién anterior, si M = S + p con S un subes-
pacio de V y p € V', entonces
d(g, M) = inf{d(q,2)/z€ M} =inf{d(¢,s+p)/s € S}
inf{ll¢ = (s +p)l/s € S} =inf{llg—p—sl| /s € S} = d(qg—p, 5)
= d(g—p. ps(a—p)) = llps(a—p)l,

donde pg y pgr denotan las proyecciones ortogonales sobre S y S+ respectivamente.

Notar que lo que se hizo es “trasladar el problema al 07, o sea, restarle p a todos los puntos
de la variedad y a ¢, y entonces calcular la distancia de un vector a un subespacio.

De las igualdades de la observacién anterior se deduce que d(q, M) = ||g — (ps(q—p) +p)||
y, como pg(q — p) + p € M, concluimos que éste es el punto de M maés cercano a gq.

Finalmente observamos que se puede probar que, si MqL es el complemento ortogonal a
M por g, entonces MqL NM={ps(¢—p)+p}

Ejemplo. Calcular la distancia de (1,2,4) a M = < (1,1,0),(0,1,0) > + (5,1, 2).

Se tiene que S = < (1,1,0), (0,1,0) > es el subespacio asociado a M y S+ = < (0,0,1) >.
Por lo tanto, para cada (z,y, z) € R? vale pg. (z,y, z) = (0,0, z). De acuerdo a la observacién
anterior,

d((1,2,3), M) = [|ps+ ((1,2,4) = (5,1,2))[| = [|(0,0,2)[| = 2.
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9.3.4 Distancia entre variedades lineales

Para terminar, estudiaremos la nocién de distancia entre variedades lineales. Comenzamos
con un ejemplo:

Ejemplo. Sean L y Lo las rectas definidas en R? como
Ly = {(z1,22,23) €R® /w1 = 1,29 =1} y Ly = {(21,22,73) € R® /1y = 2,23 = 4}.
La distancia d(Li, Ls) entre Ly y Lo puede definirse como el infimo de las distancias
d(my,ma) con my € L1, mg € Ly. Entonces
d(Ll,LQ) = inf{d(ml,mg) /m1 c Ll,mg c L2}
= inf{d((1,1,0),(2,8,4)) : o, € R}
— {1+ (-9 +(@—27:a,8 R}
1.

Mas ain, el conjunto posee minimo, el cual se alcanza para o = 4, § = 1. En conclusién,
d(Lq, Ls) coincide con la distancia entre los puntos (1,1,4) € Ly y (2,1,4) € L.

En lo que sigue, veremos que lo que sucede en el ejemplo (es decir, que la distancia entre
Ly y L es la minima de las distancias entre un punto de L; y un punto de Ls) se da también
para variedades lineales arbitrarias en espacios euclideos de dimension finita. Damos entonces
la siguiente definicién:

Definicién 9.25 Sea (V,(,)) un espacio euclideo de dimensién finita. Sean M; y My var-
iedades lineales en V. Se define la distancia entre My y Ms como

d(Ml,MQ) = inf{d(ml,mg) / mi € Ml, mo € Mg}

Veamos que, dadas dos variedades lineales M7 y Ms es un espacio euclideo V', existen
my € My y mg € My tales que d(mq,ms) = d(My, Ms):
Supongamos que My = S1+p1; y My = So+po, con Sy y S subespacios de V' y py,p2 € V.

Consideremos el subespacio S = S; + So. Como S @ S+ = V, existen tnicos v € Sy
u € St tales que
P1—p2 =V +u.
A continuacién mostraremos que d(My, Ma) = |jul|.
i) En primer lugar, veamos que el elemento u € S+ no depende de los puntos p; € M; y
p2 € Ma, es decir, que si My = S1 +p}) y Ma = Sy + ph, entonces pj — ph = v’ + u con
v e S:
Como p} € My} = S1 +p1 y phy € My = Sy + po, existen s € Sy y sh, € Sy tales que
py =8| +p1y ph = s, + pa. Entonces
Pi—ph=si+pr—sh—pa=s)—shH+(pr—p2) =5y —sh+vtu=1"+u,

donde v/ =s] —sh+v € S.
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ii) Veamos ahora que d(z,y) > ||u|| para cada x € My, y € Ms:

Por i), para x € My, y € My se tiene que x —y = vy, + u, para algin v,,, € S. Entonces
lz = ylI* = llvay I + lull* > [Jull?
y, en consecuencia, d(z,y) > ||ul|.

iii) Finalmente veamos que existen m; € My y mo € Mo tales que d(mq, ma) = ||ul|:

Sea v € S como al comienzo, es decir, tal que p; — ps = v +u. Como v € S = 51 + S,
existen s1 € S1 y so € Sy tales que v = s1 + So.

Sean my = —s1 +p1 € My y mg = s3 + pa € My. Entonces
d(my,ma) = |lmy—mal = —s14+p1 —p2 — 52
= l(pr = p2) — (s1 4 s2)l| = [lv+u— o] = [Jul.
Observamos que, como consecuencia de ii) y iii), resulta que
d(My, M) = [Jul| = d(mq,my),
con my € My y ma € My los puntos definidos en iii) y uw = pgi (p1 — p2), donde pg1 es la

proyeccién ortogonal sobre S-*.

Hemos demostrado entonces el siguiente resultado:

Proposicién 9.26 Sea (V,(,)) un espacio euclideo de dimensidn finita y sean My = Sy + p;
y My = So+po, con Sy, 5o subespacios de V' y p1,p2 € V', variedades lineales en V. Entonces
d(My, Ma) = ||p(s,+s,)+ (P1 — p2)]|-

Ejemplo. Hallar la distancia entre las rectas L; y Lo en R3, siendo
Li=<(1,2,1) >+ (1,7,2) y Ly=<(2,1,1) >+(0,0,1).

Consideremos el subespacio S = < (1,2,1),(2,1,1) >, que es la suma de los subespacios
asociados a Ly y Ls.

Se tiene que

T+2y+2=0
Sl:{(x,y,z)ER‘Q':{ 2x+z+z:0 }:<(—1,—1,3) >.

Buscamos u = pg.((1,7,2) — (0,0,1)):

((1,7,1),(-1,-1,3)) (5 5 —15
(=1, —1,3)]? (-1,-1,3) = (H’H’T)‘

U= PsL (1a 77 1) =
En consecuencia,

5 5 —15 5v/11
d(L1, L2) = H(n’ 0 11)” TR
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9.4 Ejercicios

Ejercicio 1. Sea V un K-espacio vectorial y sean p, ¢ € V. Si M es la recta que pasa por p
y ¢, probar la validez de las siguientes afirmaciones:

i) Si M’ CV es una variedad lineal tal que p, ¢ € M’ entonces M C M.
i) M={Ag+pup/\peK; A+u=1}

Ejercicio 2. Probar que cada uno de los siguientes conjuntos son variedades lineales y calcular
su dimension:

1) My :{(:1:1,332,563) €R3/2.1‘1 —r3=1 Yy T2+ I3 = —2}

i) My =1{(1,2,3)} CR3

v

)
)

iii) My ={P € Qs[X]/P'(2) =1}
) My ={A€C>?/tr(A) =5}

Ejercicio 3.

i) Sea L C R? la recta que pasa por los puntos (2,—1,0) y (1,3, —1). Hallar una variedad
lineal M de dimensién 2 que contenga a L. ;Es M tnica?

ii) Sea Il = {(w1,72,23) € R3 /2.21 —a9+x3 =1} ysea L = < (0,1,1) >+(1,1,0). Hallar
una variedad lineal M C R? de dimensién 2 tal que M NII = L.

Ejercicio 4. Determinar la dimensién de la variedad lineal

M= {(xl,xQ,xg) ER?/xy —20+323=0,2.2y+ 20 +23=1, —27 + 2o + a.x3 = 0}
de acuerdo a los distintos valores de a € R.
Ejercicio 5. Hallar ecuaciones implicitas para las siguientes variedades lineales:

i) M =<(1,2,1),(2,0,1) >+ (1,1,1) C R3.

ii) M C R* la minima variedad que contiene a (1,1,2,0), (2,1,1,0) y (—1,0,4,1).
Ejercicio 6. Sea L = < (2,1,1) > + (0, —1,1) C R?.

i) Hallar un plano IT tal que 0 € Il y L CII.

ii) jExistird un plano IT' tal que L CII', 0 € I y (0,0, 1) € I simultdneamente?
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Ejercicio 7.
i) Encontrar en R? dos rectas alabeadas que pasen por (1,2,1) y (2,1, 1) respectivamente.

ii) Encontrar en R* dos planos alabeados que pasen por (1,1,1,0) y (0,1,1,1) respectiva-
mente.

iii) ¢Hay planos alabeados en R3? Ma4s generalmente, si V es un K-espacio vectorial de

dimensién n y M y Ms son variedades lineales alabeadas en V', jqué se puede decir de
sus dimensiones?

Ejercicio 8.
i) Sea S = < (2,-3) > C R2. Hallar una recta L || S tal que (1,—1) € L. Graficar.

ii) Sea L; = < (2,1,0) > 4+ (0,0,1). Hallar una recta Lo || L; que pase por el punto
(-1,3,0).

iii) Si L y Lo son las variedades de ii), hallar un plano II C R3 tal que Ly C Iy Ly C I
simultdneamente. ;Es II inico?

iv) Con las notaciones anteriores, hallar un plano II' C R3 tal que IINII' = L;.

Ejercicio 9. En cada uno de los siguientes casos, decidir si las variedades lineales My y My
se cortan, son paralelas o alabeadas. En cada caso, hallar M; N My, M; V Mj y calcular todas
las dimensiones:

1) M, = {(I1,$2,I3) S RB/Il + Ty —x3 = 1}
My = < (1,0,1) > + (0,0, —3)

i) My =< (1,2,1,0),(1,0,0,1) >+ (1,2,2, —1)
My =< (1,0,1,1),(2,2,1,0) > + (—1,4,2, —3)

iii) My = {(21, 29, 73,24) ER* /21 — 29 — 1 = 23 + 24 =0}
M2 = {($1,$2,l‘3,$4) €R4/$1 — T2 :$2+$3+$4— 1 :0}
Ejercicio 10. Sean
M, =< (1,1,1) >+(0,2,0) y M, = {(xl,l‘g,l‘g,) €R3/x1 + Lo —X3 =21 — 2Ty + T3 = 1}.
i) Hallar planos IT; y IT, de R3 tales que My C 11y, My C I, y IT; || [T simultdneamente.

ii) Hallar My N My y My V Ms y calcular sus dimensiones.
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Ejercicio 11. Sean
L,y = {(331,332,333) S R3/x1 —323=0, 29 — 13 = _2} y
Ly = {(x1,72,23) €R/21 — 63 =1, 25 + 223 = 0} .
Hallar una recta L C R? que pase por el punto (1,0,2) y corte a L y a L.

Ejercicio 12. Sean A = (1,1,2) y B = (2,0,2). Sea Il = {(x1,72,23) € R3 /21 + 20 = 2}.
Hallar C' € II tal que A, B y C formen un tridngulo equildtero. ;La solucién es tinica?

Ejercicio 13. Se consideran en R? las rectas dadas por las ecuaciones Lq : 2o =0, Ly : 29 =
ay Lz :xy =/, con ay 3 dos nimeros no nulos y distintos entre si. Sean L y L’ dos rectas
transversales a L1, Lo y L3. Probar que

d(LyNL,LonNL) d(LinNL,LyanL')

d(LeNL,LsNL) d(LaNL LyNL)
Este enunciado es una version del Teorema de Thales.

Ejercicio 14. Dado el tridngulo PQR, se llama mediana correspondiente al vértice P a la
recta que pasa por dicho vértice y por el punto medio del lado QR.

Se considera en R? el triangulo cuyos vértices son P = (0,0), Q = (c,0) y R = (a,b).
i) Probar que sus tres medianas se cortan en un punto M.

1) Probar que si = = el triangulo es equilatero.
i) Probar que si d(M, P) = d(M,Q) = d(M, R), el tridngulo PQR es equila

Ejercicio 15. Un paralelogramo es un cuadrilatero tal que sus lados opuestos son paralelos.

i) Probar que si el cuadrildtero dado en R? por los puntos (0,0), (a,b), (c,d) y (e,0) es
un paralelogramo, el punto de intersecciéon de sus diagonales es el punto medio de cada
una de ellas.

ii) Bajo las mismas hipédtesis de i), probar que si las diagonales son perpendiculares, los
cuatro lados son iguales.
Ejercicio 16. Sean A;, Ay y Az en R? tres puntos no alineados. Probar que el conjunto
S={reR®/d(x,A)) =d(x, Ap) = d(x, A3)}
es una recta ortogonal al plano que contiene a A;, As y Az. Calcular S en el caso A; =

(177130)7 AQ = (07 13 1) Yy A3 = (13 132)

Ejercicio 17. Sea P : R3 — R3 la proyeccién ortogonal, para el producto interno canénico,
sobre el subespacio S = {(z1,72,23) € R® /2.21 — x5 = 0}.
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i) Encontrar una recta L C R? tal que P(L) = (1,2,1). ;Es tinica?

2.1’1 — X9 = 0

ii) Encontrar una recta L1 C R3 tal que P(L;) = Lg siendo Lo : {£E1 s =0

;Es tinica?

Ejercicio 18. Hallar en R™ el complemento ortogonal a M que pasa por A, la proyeccién
ortogonal de A sobre M y d(A, M) en los siguientes casos:
Hhn=2 M:z1—22=2, A=(2,3)

3.(E1 +SU3 :1

ii) n=3, M:{xl—xgz—l’

A=(1,0,0)

r1—Tot+x3=1

2.1 — 3.4 =2 A=(0,2,0,-1)

i) n =4, M:{

Ejercicio 19. Dado en R? el tridgngulo de vértices A = (2,-3), B = (8,5) y C = (14,11),
hallar la longitud de la altura que pasa por el vértice A.

Ejercicio 20. Se consideran en R? los puntos O = (0,0), P = (a,b) y Q = (¢,d). Dichos
puntos forman un triangulo isdésceles con base P@Q. Probar que la altura correspondiente a la
base corta a ésta en su punto medio.

Ejercicio 21. Sean en R? los puntos A; = (1,—1,0) y A2 = (1,1,1). Encontrar tres
hiperplanos H tales que d(A;, H) = d(As, H).
Ejercicio 22.
i) Calcular el 4ngulo entre las rectas de R2 definidas por L1 : x1—x2 =1y Loy : 21422 = 3.
ii) Hallar una recta L3 tal que Ang(L, Lo) = Ang(Lo,L3) y L1 N Ly € Ls.

Ejercicio 23. Sea L C R3 larecta L = < (1,—1,1) >+ (2,1,0). Encontrar un plano IT C R3
tal que (2,1,0) € Il y Ang(L,II) = Z.

Ejercicio 24. Hallar la distancia entre My y Ms en los siguientes casos:
i) My ={(x1,72,23) ER3 /21 — 2.2 + 23 = 1}
My = {(x1,22,23) € R3 /21 — 2.29 + 23 = 3}
ii) My = {(z1,22,23) € R3 /21 + 23 =1, 21 — 23 = 0}
My = {(x1,72,23) ER3 /2y + 20 + 23 =0, 23 = 1}
i) My = < (1,-1,0),(2,1,1) > + (1,0,0)
My ={(3,0,1)}
iv) My = {(21,72,23,24) ER* /1) — 29 + 23 = —2, 79 — 2.4 = 2}
My = {(21,72,23,24) ER* /01 + 20+ 23 =0, 79 — 2.24 = =8, 11 — X9 + x4 = 5}
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Ejercicio 25. Probar que si My y Ms son variedades lineales de R™ con dim M; < dim M,
y M || Ms, entonces d(My, M3) = d(P, Ms) para todo P € M.

Ejercicio 26. Sea en R? la recta L que pasa por los puntos (2, —1) y (5,3). Determinar una
recta L' || L tal que d(L, L") = 2.

Ejercicio 27. Sean en R? la recta L = < (1,1,2) > y el punto P = (1,0, —2). Encontrar un
plano H ortogonal a L tal que d(P, H) = /6.

Ejercicio 28. Sean en R3 la recta L = < (1,2,-2) > + (0,2,0) y el punto P = (1,2,2).
Encontrar ecuaciones implicitas de una recta L’ ortogonal a L tal que d(P, L') = 3y LNL' = 0.
. Es tinica?

Ejercicio 29. Sean
Ml = {($1,$2,$3) € R3/2..’£1 — 22+ T3 = 1} y M2 = (1a 1,1) +< (Oa 1,1)7 (1307_2) >
Hallar un plano H tal que M; || H (i =1,2) y d(P1,H) = d(P», H).

Ejercicio 30. Sea L = < (3,0,—4) > + (1,—1,0). Encontrar una recta L’ alabeada con L,
tal que d(L, L") = 2.

Ejercicio 31.

i) Construir una rotacién f : R3 — R3 tal que f(M;) = My en cada uno de los siguientes

Casos:
a) My ={(1,2,-1)}, My={(-1,21)}
b) M, Z{(l‘ Jfg,zg) €R3/1‘1—1‘2=2, 1‘321}
My = {(x1,72,73) ER3 /21 —2.29 = 1, 3.09 — 23 = —4}
) M1 = {($1,$2,$3) € RB/Z'l — To + I3 = 3}

My = {(x1,72,23) € R3 /21 — 29 + 23 = —3}
ii) Encontrar M; y M, variedades lineales de R3 de igual dimensién tales que no haya
ninguna rotacién f : R? — R? que cumpla f(M;) = M.
Ejercicio 32. Sean en R3? los planos II; y II; definidos por las ecuaciones:
II{ :ap — 23 =1 y Il : 29 + 23 = —1.
Definir una transformacién ortogonal f : R3 — R3 tal que f(II;) = Iy y f(IIy) = I1;.

Ejercicio 33. Sea k € R y sean II; y II, los planos en R? definidos por
H1 :{(xlax%x?») €R3/J)1—x2+2x3:k’} y H2:< (17071)a(07172) >+(17_1a1)'

Determinar k para que exista una simetria f : R® — R3 tal que f(II;) = Ilz. Para ese valor
de k hallar dicha simetria y calcular f(IIs).



Capitulo 10

Formas bilineales

Las formas bilineales son un caso particular de funciones multilineales que tienen diversas
aplicaciones. En este capitulo s6lo daremos una breve introduccién al tema para poder de-
mostrar una caracterizacion de las formas bilineales simétricas reales definidas positivas que
se utiliza en el cdlculo de extremos de funciones multivariadas.

10.1 Definicion y ejemplos

Definicién 10.1 Sea V un K-espacio vectorial. Una funciéon ® : V x V' — K es una forma
bilineal si:

v4+v,w) = @(v,w) + (v, w) Vu,v',weV.
Av,w) =X P(v,w) VAe K, Vo,weV.
v,w+w') =¢(v,w) + (v,w) Vo,w,w V.
v, A w) =\ P(v,w) VA e K, Vo,weV.

Notar que el nombre bilineal deriva del hecho que, cuando se fija cualquiera de las variables,
la funcién resulta lineal en la otra.

Ejemplos. Se puede probar facilmente que:

1. Los productos internos reales son formas bilineales.

2. Sea V un K espacio vectorial y sean f; : V — K y fy : V — K transformaciones
lineales. Entonces ® : V x V. — K definida por ®(v,w) = f1(v). f2(w) es una forma
bilineal.

3. Sea A € K", Entonces ® : K" x K" — K, ®(z,y) = z. A.y, es una forma bilineal.
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4. Sea ® : R? x R? — R definida por ®(z,y) = z1y1 + T2y1 + 2192 + 322y2. Vemos que

Y1+ Y2 >

d(x, = z1.(y1 +y2) + 22.(y1 + 3y2) = (21, x2).
(z,y) z1.(y1 +y2) + z2.(y1 + 3y2) = (21,22) <91+3y2

o1 )(2)

de donde @ resulta ser una forma bilineal como las del ejemplo anterior.

10.2 Matriz de una forma bilineal

Al igual que las transformaciones lineales y los productos internos, fijando una base, las formas
bilineales pueden caracterizarse por una matriz.

Definicién 10.2 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea B = {vy,...,v,}
una base de V. Sea ® : V x V — K una forma bilineal. Se define la matriz de ® en la base

B como
(‘(I)|B)” :(I)(Ui,’l}j) Vlgl,]gn

Ejemplo. Para la forma bilineal ® del ejemplo 4 anterior, si E es la base canénica de R?, se
tiene
®| = D(ey,e1) P(er,er) _ (11
E @(62,61) @(62,62) 1 3 ’

La matriz de una forma bilineal en una base sirve, como en el caso de las transformaciones
lineales, para poder calcular el valor de la forma si conocemos las coordenadas de los vectores
en dicha base.

Proposicién 10.3 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea B = {v1,...,v,}
una base de V.. Sea ® : V xV — K una forma bilineal. Entonces, para cada x,y € V,

O(z,y) = (). |12[5- ()5

n n
Demostracion. Sean z,y € V. Supongamos que x = y_ o;v; e y = » [;v;. Entonces
i=1 j=

n

ai<sz(vi,vj)ﬁj).

I

_ <I><§;Oéwi, Zn:gjvj) = iai (‘I)(’Uia iﬁjvj)) —

j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Por otro lado
51 n 01
@)p-125. W5 = (a1,...,0n) @ | ¢ | =D ai|l®s] :
B i=1 B )]s

ZaZ(Z(VMB U@) ocl(z(b Vi, U; ﬁ]).

=1 i=1 j=1
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En consecuencia, ®(z,y) = (z)p.|®|5- (v)%. O
Observacién 10.4 Si A € K™*" es una matriz tal que Va,y € V vale (z)p.A.(y) = ®(x,y),
entonces A;; = ®(v;,v;). En efecto,

CID(vi,vj) = (UZ)BA (Uj)tB = 61A 6; = A”

Las matrices de cambio de bases nos permiten calcular la matriz de una forma bilineal en
distintas bases.

Proposicion 10.5 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sean By y Bs bases
deV. Sea ®:V xV — K una forma bilineal. Entonces

C(Bs, B1)".|®|5,.C(B, B1) = |®|3,.

Demostracion. Sea A = C(Ba, By)'.|®|p,.C(Bs, B1). Por la observacién anterior, basta

verificar que (z)p,.A.(y), = ®(x,y) para todo par de vectores z,y € V. Se tiene que

(2)5,-A(9), = (2)5,-C(B2. B1)' |2 5,.C(By. By).(u)}p, =
= (CB2, B).(2),) 125, 0, = (@), [ 815, )5, = B(.). O

Notar que la matriz de cambio de base de la izquierda aparece transpuesta, lo que es natural
por la forma de calcular la forma bilineal en un par de vectores, conocidas sus coordenadas.

Ejemplo. Sea ® : R? x R? — R la forma, bilineal definida por

O(x,y) = T1y1 + 21Y2 + T2y1 + 3T2y0.

1 1

1 3 ) Calcular |®|p para B =

Si E es la base canénica de R?, vimos que |®|p = (
{(1,1),(1,2)}.

Este cédlculo puede hacerse de dos formas:

1. A partir de la definicién de matriz de una forma bilineal:

_(@((L),0,1) B((1,1),(1,2) Y _ (6 10
"I"B‘(@«u),u,l)) <1><<1,2>7<1,2>>)—(1o 17>~

2. Usando matrices de cambio de base:

@l = C(B,E)".|®|p.C(B,

E
11\ (6 10
12 )~ 10 17 )
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10.3 Formas bilineales simétricas

10.3.1 Definiciones y propiedades basicas

Las formas bilineales que nos interesan son las que no varian cuando se cambia el orden de
los vectores en los que se las calcula. Estas formas se llaman simétricas.

Definicién 10.6 Sea V un K-espacio vectorial. Una forma bilineal ® : V x V — K se dice
simétrica si ®(z,y) = ®(y,z) Va,y € V.

Ejemplo. Un producto interno real es una forma bilineal simétrica.

A las formas bilineales simétricas les corresponden matrices simétricas:

Proposicién 10.7 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea ® : V xV — K
una forma bilineal. Sea B una base de V. Entonces

O es simétrica <= |®|p es simétrica.
Demostracion.
(=) Supongamos que ® es una forma bilineal simétrica. Entonces
(12l)ij = ®(vi, v;) = (vj, v:) = (|®]B);i-
(<) Sean z,y € V. Entonces
o) = @5 12ls W) = (@5 |2l5 ()})
¥)p- 2[5 ()5 = (¥)5-|®|5. ()5 = 2y, 2). O

A cada forma bilineal simétrica, se le asocia un subespacio ntcleo de la siguiente forma:

Definicién 10.8 Sea V un K-espacio vectorial y sea & : V x V — K una forma bilineal
simétrica. Se define el nicleo de ® como Nu(®) ={x €V / ®(z,y) =0Vy € V}. En el caso
en que Nu(®) # {0} se dice que ® es una forma bilineal simétrica degenerada.

Ejemplo. Sea ® : R? x R2 — R la forma bilineal simétrica definida por

(2, y) = (21,25) ( ) ) ( n )

r € Nu(®) <= (v1 + 222,221 + 4a9) < z; ) =0 V(y1,y2)

Se tiene que

{x1+2x220 w20 = 0.

21 +4x5, =0
Luego, Nu(®) = < (—2,1) >.
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Observacién 10.9 Sea ® : V x V — K una forma bilineal simétrica. Entonces:
1. Nu(®) es un subespacio de V.
2. SidimV =ny B es una base de V, entonces

Nu(®) = {zeV /(x)p.|®p (p=0VyeVi={zeV /(x)p.|®p=0}
= {zeV /[0 () =0} ={z eV /|®|p.(x); =0}
= {zeV /(z)p €Nu(|?|)p}.

En consecuencia, dim Nu(®) = n — rg(|®|5).
A partir de este resultado, se define una nocién de rango de una forma bilineal simétrica:

Definicién 10.10 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Sea ® : V xV — K
una forma bilineal simétrica. Se define el rango de ® como

rg(®) = dimV — dim Nu(®).
Notar que, por la observacién anterior, si B es cualquier base de V, entonces rg(®) =
rg(|®[p).
10.3.2 Diagonalizacién de formas bilineales simétricas

A continuacion, se mostrara un proceso inductivo algoritmico que permite diagonalizar formas
bilineales simétricas en cuerpos arbitrarios donde 2 # 0.

Proposicion 10.11 Sea K un cuerpo tal que 2 # 0 en K. Sea V un K-espacio vectorial de
dimension finita, y sea ® : V x V — K wuna forma bilineal simétrica. FEntonces eziste una
base B de V tal que |®|p es diagonal.

Demostracion. Sea By = {v1,...,v,} una base de V. Supongamos que
ail a2 ... Qip
ai2
|(I>‘Bo =
M
Q1n

donde M € K(n=1x(n=1) o5 una matriz simétrica.

1. Siay #0:
! 0 O a1l a2 ... Qin 1 f% —ZlT’;
-4z ] a2 0
ail _
0 M
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con M’ simétrica.

Ahora se sigue diagonalizando M'.
0o ... 0

Entonces |®|p, = M y basta diagonalizar M.
0

3. Siaj;; =0y existe i con 2 < i <n tal que ay; # 0, pueden pasar dos cosas:

i) Sia;; # 0, se multiplica a izquierda y a derecha por la matriz elemental P? y se obtiene
la matriz simétrica P.|®|g,. P tal que (P'.|®|g,.P)11 = a;;, con lo que estamos en
el primer caso.

ii) Sia; =0, sea C la matriz definida por

C(z‘):{l sik=lok=i4=1
ke 0 sino

Entonces ((CW)t|®|p,.C")1; = 2.a3; y la matriz es simétrica, con lo que también
estamos en el primer caso, pues 2 # 0 en K. U

Ejemplos.

1. Sea ® : R3 x R3 — R la forma bilineal simétrica tal que

01 1
®lp=(1 1 0
1.0 0

Hallar una base B de R? tal que la matriz |®|p sea diagonal.

Siguiendo el algoritmo que demuestra la proposicién anterior, estamos en el caso en
que aj; = 0 pero azy # 0. Multiplicando a izquierda y a derecha por la matriz P'?

obtenemos
010 01 1 010 110
P2 |®|p.P2= 1 0 0 110 1 00 1 0 1
00 1 1 00 00 1 010

Estamos ahora en condiciones de aplicar el primer paso del algoritmo, ya que tenemos
(P12.|(I)|E.P12)11 =1 # 0. Luego

1 00 1 1 0 1 -1 0 1 0 O
-1 1 0 1 0 1 0 1 0|]=10 —-11
0 01 010 0 0 1 0 1 0
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. . -1 . .
Ahora, nos basta diagonalizar el bloque < 10 ) , que nuevamente satisface las condi-

ciones del paso 1, asi que,

GG e) )=y

Por lo tanto, podemos resumir la operaciones efectuadas de la siguiente forma:

100 1 00 1 -1 0 1 00
01 0 -1 1 0 |.P2|®|g.P2 [0 1 0 01 1 |=
011 0 0 1 0 0 1 00 1
1 0 0
=0 -1 0
0 0 1

Por lo tanto, la base B de R3 que estamos buscando debe satisfacer que

1 -1 0 1 00 0 1 1
CB,Ey=P2 0 1 0o |.[0 11 ]|=|1 -1 —1
0 0 1 00 1 0 0 1

y por lo tanto, la base B resulta ser B = {(0,1,0),(1,-1,0),(1,—-1,1)}.

2. Sea @ : R? x R3 — R la forma bilineal simétrica tal que

|®|p =

o= O
O O =
S O N

Hallar una base B de R? tal que la matriz |®|p sea diagonal.

En este caso, a11 = 0 pero azs = 0. Como estamos en el caso 3. ii) del algoritmo anterior,
multiplicamos por las matrices C®) y (C(2))t a derecha y a izquiera respectivamente y

obtenemos
1 1 0 1 0 O 2 1 2
01 0| ®g.{ 1 1 O = 1 0 0
0 0 1 0 0 1 2 0 0

Luego, como estamos en el primer caso del algoritmo,

1 00 2 1 2 I | 2 0 0
-3 10 100 01 o0 |=[0 -3 -1
-1 0 1 2 00 0 0 1 0 -1 -2
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Diagonalizando ahora el bloque de 2 x 2 queda que

1 0 0 2 0 0 10 0 2 0 0
0 1 0 0 -1 -1 01 =2 ]=(0 -3 0
0 -2 1 0 -1 -2 00 1 0 0 0

Como antes, si B es la base buscada, la matriz de cambio de base C(B, E) resulta

100 1 -1 -1 10 0 1 -1 0
CB,E)y=[1 10 0 1 0 01 -2 |=(1 % -2/,
001 0 0 1 00 1 0 0 1

con lo que B= {(17 170)v (_%7 %70)7 (Oa _27 1)}

10.4 Formas bilineales simétricas reales

10.4.1 Clasificacién

En lo que sigue daremos una clasificacién de formas bilineales simétricas reales que se utiliza,
entre otras cosas, para la clasificacién de extremos locales de funciones multivariadas:

Definicién 10.12 Sea V un R-espacio vectorial. Una forma bilineal simétrica ® : VxV — R
se dice:

i) Definida positiva si ®(x,z) > 0V # 0.

ii) Semidefinida positiva si (x,z) >0Vz e V.

)
)

ili) Definida negativa si ®(x,x) < 0Vx #0.

iv) Semidefinida negativa si ®(z,x) <0Vax V.
)

v) Indefinida si no vale ninguna de las condiciones anteriores.
Ejemplos.

O :R" xR" = R, &(z,y) = (z,y) es definida positiva.

) (z,y)
ii) ®:R" xR" — R, ®(x,y) = z1y1 es semidefinida positiva.
iii) @ :R" x R" - R, &(z,y) = —(x,y) es definida negativa.
iv) ®:R"” x R" - R, ®(z,y) = —x1y1 es semidefinida negativa.
v) ®:R" xR" - R (n >2), ®(z,y) = x1y1 — x2y2 es indefinida.

Todas las formas bilineales simétricas reales pueden diagonalizarse de una forma especial:
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Teorema 10.13 Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n y sea ® : V xV — R una
forma bilineal simétrica. Entonces existe una base B de V tal que |®|p es diagonal con 1, —1
y 0 en la diagonal, es decir,

1 sil<i<r,j=i
(I®lB)ij = -1 sir+1<i<s, j=i (¥
0 en otro caso

Demostracion. Sea B una base de V. Como ® es simétrica, |®|p, es simétrica. En conse-
cuencia, es diagonalizable. Mdas atn, existe una matriz ortogonal O tal que

e5]

a

ﬂrJrl
O'.|®|p,.0 = con o >0, 3; <0.

Bs

Sea A € R™*" la matriz definida por

sil<i<r j=1

Jai
A= J;ﬁ sir+1<i<s, j=i
] —

1 sit=j>s

0 en otro caso

Es fécil ver que A.O'.|®|p,.0.A tiene la forma del enunciado del teorema.

Puesto que O y A son ambas inversibles, entonces O.A es inversible. En consecuencia,
existe una base B tal que O.A = C(B, By). Ademéds, A.O' = A*.O' = (0.A)! = C(B, By)".

Por lo tanto
|®|p = C(B,Bl)t. |®|p,.C(B,B) = A.Ot. |®|p,.0.A

es de la forma (x). g

La cantidad de 1, la de —1 y la de 0 que aparecen en la diagonal cuando se diagonaliza
una forma bilineal simétrica real son invariantes asociados a la forma bilineal.

Teorema 10.14 Sea ® : V x V — R una forma bilineal simétrica. Sean

Bl = {Ulv"'7UT7UT’+17"'7US7US+1a"'7vn}

By = {wi,..., W, Wity on, Woy Woi1y- -, Wpt
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bases de V' tales que

1 s21<i<r,j=1
(I®B,)i; = {—1 sir+1<i<s,j=i

0 en otro caso

1 si1<i<t, j=1
(I®[By)i; = {—1 sit+1<i<d( j=i

0 en otro caso

Entoncesr =1t ys=~4.

Demostracion. Sabemos que rg(|®|g) = dimV — dimNu(®) para cualquier base B de
V. Entonces s = rg(|®|p,) = rg(|®|p,) = ¢. Més atn, Nu(®) = < vst1,...,0, > =
< Wpg1y.-., Wy >.

Consideremos

e V1 un subespacio de V de dimensién méxima tal que P, oy €8 definida positiva.

+

e V™ un subespacio de V de dimensién méxima tal que Q- v s definida negativa.
Veamos que VT &V~ @ Nu(P):

i) VI (V™ +Nu(®)) ={0}:
Supongamos que z € VT y x = z; + x5 con 1 € V™ y 29 € Nu(®). Entonces
O(z,x) = P(xy + 22,21 + 22) = P(x1,21) + 2D(21,22) + P22, 22).

Comoxzy € V7, ®(z1,21) <0,y como x5 € Nu(®), ®(x1,z2) = ®(x2,z2) = 0. Entonces
®(z,2) <0. Pero z € VT, con lo que ®(x,x) > 00z = 0.
En consecuencia, x = 0.
ii) V- N (VT +Nu(®)) = {0}:
Se prueba de la misma manera que el caso anterior.
iii) Nu(®)n(V*t +V~) ={0}:

Supongamos que x € Nu(®) y v = x1 + x5 con &1 € VT, 25 € V. Entonces

0
0

O(z,x1) = (21 + 22, 21) = P21, 21) + (22, 21),
O(x,x2) = (21 + T2, T2) = P21, 22) + (22, 22),

y como ®(xq1,x9) = P(x2, 1), resulta que ®(z1,z1) = P(x2, z2).

Puesto que 1 € V't y @5 € V™ se tiene que ®(x1,21) > 0y ®(z2,22) < 0, con lo cual
debe ser
<I>(x1, :vl) = (I)(CEQ,.’EQ) = 0

Luego, x1 = 22 = 0 y entonces = = 0.
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Observamos que si S = < vy,...,v, >, entonces @, es definida positiva, puesto que

T T r r r
@(Zaivi,z%vj) = Zai Zajq)(vi,vj) = Za? >0
i=1 j=1 i=1  j=1 i=1

si algtin a; # 0. Como V7 tiene dimensién mdéxima entre los subespacios en los cuales la
restriccién de @ es definida positiva, dim V' > dim S = r.

De la misma manera resulta que dim V'~ > dim < v,41,...,0s > =85 —71.

En consecuencia se tiene que
n>dim(VT @ V™ @ Nud) =dim V"' +dim V™ +dimNu(®) > 7+ (s — ) + (n — 5) = n,

de donde se desprende que VY @ V- @O Nud =V, dimV+T =r ydimV~- =5 — 1.
Considerando la base By se obtiene dim V™ =ty dimV~ = £ —t.
Por lo tanto, r = t. O

Observacién 10.15 Los subespacios VT y V'~ que aparecen en la demostracién anterior no
son Unicos.

Por ejemplo, para la forma bilineal ® : R? x R? — R tal que |®|gp = ( (1) 8 ) podria

tomarse VT =< (1,0) > o VT =< (1,1) >.

La clasificacion de formas bilineales introducida al comienzo de esta secciéon puede efec-
tuarse a partir de las cantidades de 1, de —1 y de 0 en la matriz diagonal dada por el Teorema
10.13:

Observacién 10.16 Sea V es un R-espacio vectorial de dimensién n, y sea ® : V x V — R
una forma bilineal simétrica. Si B es una base de V tal que |®|p es de la forma (x), entonces:

i) @ es definida positiva <= r =n.

ii) ® es semidefinida positiva <= r<ny s=r.
iii) ® es definida negativa <= r=0y s =n.
iv) ® es semidefinida negativa <= r =0y s < n.

v) ® es indefinida <= 0<7r <s.

La suma de la cantidad de 1 y la de —1 en una matriz de la forma (x) es el rango de la
forma bilineal ®. Definimos a continuacién otro invariante que, junto con el rango, permite
clasificar formas bilineales simétricas reales:
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Definicién 10.17 Sea V un espacio vectorial real y sea ® : V x V' — R una forma bilineal
simétrica tal que para una base B

1 sil<i<r,j=i

(IP|B)ij =4 =1 sir+1<i<s j=i1
0 sino

Se define la signatura de ® como la diferencia entre la cantidad de 1 y la cantidad de —1 que

aparecen en |®|p, es decir

signatura(®) = dimV*t —dim V™~ = 2r — s.

10.4.2 Formas bilineales definidas positivas

El hecho de que una forma bilineal simétrica real sea definida positiva se relaciona con los
signos de los autovectores de su matriz en una base.

Proposicion 10.18 Sea V' un R-espacio vectorial de dimension n y sea ® : V xV — R una
forma bilineal simétrica. Sea B una base de V. Entonces ® es definida positiva si y sélo si
todos los autovalores de |®|g € R™"™™ son positivos.

Demostracion. Como A es una matriz simétrica, existe una matriz ortogonal O € R™*™ tal

que
A - 0

O' A0 = S
0 - A\,
donde Aq,..., )\, son los autovalores de A.
Sea B’ = {vy,...,v,} una base de V tal que O = C(B’, B). Entonces

AN - 0
|®|p = :
0 - A,

(=) Paracadal <i<mn, A\, = ®(v;,v;). Si D es definida positiva, resulta \; > 0V1 < i <n.
n
(<) Supongamos que Ag, ..., A\, son positivos. Entonces, para cada € V, si x = > x;v;,
i=1
se tiene que
Al PN O xr1 n
O(x,z) = (x1,...,24). ) :Z,\ixfzo,
0 - A\ Tp i=1

y vale ®(z,2) =0siy sélosi z; =0V1<1i<mn, es decir, si y sélo si z =0.

En consecuencia, ¢ es definida positiva. O
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Finalmente, estamos en condiciones de demostrar el criterio que permite decidir si una
forma bilineal simétrica real es definida positiva mediante el cdlculo de los menores principales
de su matriz en una base.

Teorema 10.19 (Criterio de Sylvester) Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n y
sea ® : V xV — R una forma bilineal simétrica. Sea B una base de V. FEntonces ® es
definida positiva si y sélo si todos los menores principales de || € R™*™ son positivos.

Demostracion. Sea B = {v1,...,v,} y denotemos por A = (a;5)1<ij<n € R™*™ a la matriz
de ® en la base B.

(=) Por induccién en n.
Es claro que vale para n = 1.

Supongamos que vale para n — 1y que V es un R-espacio vectorial de dimensioén n.

Como @ es definida positiva, a;; = ®(v1,v1) > 0. Entonces, A se puede triangular, en
el sentido de las formas bilineales, como sigue:

1 0 0 1 __a12 __Q1n all 0 O
ail ail
_an : 0 1 0 0
A =]
: O . o . M
—am o 1 0 0 1 0

ail

Es facil ver que estas operaciones nmo cambian los menores principales. Por lo tanto, el
i-ésimo menor principal de A se obtiene multiplicando el (i — 1)-ésimo menor principal

de M por aq;.

Ahora, si S = < vy — % Vlyevey Uy — 21“ .v1 >, entonces M es la matriz (simétrica) de
la forma bilineal ®|, . : S x S — R (que se obtiene al restringir ® a S x S) en la base
Bg = {vs — %.vl, ceyUp — % v1}. Como ®,, s es definida positiva y dim S =n —1,

por hipétesis inductiva, los menores principales de M son positivos.

Como ademds aj; > 0, resulta que todos los menores principales de A son positivos.

(<) Por induccién en n.
Para n = 1 no hay nada que hacer.
Supongamos que n > 1 y que el resultado vale para n — 1.

El primer menor principal de A es positivo, es decir, a;; > 0. Entonces

1 0 ... 0 1 ,%? 7% a7 0 ... O
a1 A. -
0 M

T 0 ... 0 1 0

ail
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Observar que todos los menores principales de M son positivos, puesto que al multipli-
carlos por ap; se obtienen menores principales de A, que son positivos.

SiS=<vg—Zﬁ.vl,.. vn—alT’; 1 >yBs—{U2—T Viy..o., Up— B2 91} entonces

M = |®, .|Bs. Por hipétesis inductiva, @, . es definida positiva. “Entonces existe
una base B’ = {ws,...,w,} de S tal que |®|, . |p = I,_1 (ver Observacién 10.16). En
consecuencia,

aill 0 ... 0

|(I)|{v1,w2,.‘.7wn} = : . . : con ajp > 0.

Luego, ® es definida positiva. O

10.5 Ejercicios

Ejercicio 1. Probar que las siguientes funciones son formas bilineales:

i) ®: K" x K™ — K definida por ®(z,y) = x.A.y* donde A € K"*™.

ii) ®:V xV — K definida por ®(v,w) = f1(v).fo(w) donde V es un K-espacio vectorial
y fla f2 eV

iii) ® : K™*" x K™*" — K definida por ®(A, B) = tr(A!.C.B) donde C € K™*™,

Ejercicio 2. Determinar si las siguientes funciones son o no formas bilineales. En caso
afirmativo calcular su matriz en la base candnica correspondiente y determinar si la forma
bilineal es simétrica:

i) :R2xR?2 - R, &(z,y) = 2.21.91 + 3.02.y1 — T2.y2 + 3.71.92

i ‘R?2xR?2 =R, &(z,y) = —21.41 — Ta.Y1 + 2.T2.Y2 + 2.21.92

(2,9)
(z,y) =
C?xC? - C, (z,y) = (1 +1i).x1.y1 + 22.y1 + (1 — ). x2.y2 — 3.21.92
iv (x,y)
(z,y) =

v R3xR? =R, &(z,y

)

)

)

®:R?2xR%2 SR, &(z,y :$1+$2y1+1‘1y2—$2
N 2.x1.91 +23.Y3 — T1.Y3 — T3.41
P

vi

)
)
iii)
)
)
)

:CPxC® = C, ®(x,y) = w191 + (2+ 1) 2091 + 2.29.y2 + (2 +0).21.92 + 21.y3 +
Z3.Y1 — I3.Y3

vil) @ : R3 x R? = R, ®(z,y) = (321 + 22 — 3).(4y2 + 2y3)
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Ejercicio 3.

i) Para las formas bilineales sobre R? del ejercicio anterior, calcular su matriz en la base
{(la 27 4)7 (2a _17 0)7 (_17 27 O)}

ii) Para las formas bilineales simétricas del ejercicio anterior calcular su ntcleo.

Ejercicio 4. Hallar una forma bilineal ® simétrica en R? tal que Nu(®) =< (1,2,-1) >y
®((1,1,1),(1,1,1)) < 0. Calcular la matriz de ® en la base candnica.

Ejercicio 5. Para cada una de las formas bilineales reales siguientes hallar una base ortonor-
mal tal que la matriz de la forma bilineal en dicha base sea diagonal y exhibir la matriz de la
forma bilineal en esta base. Calcular signatura y rango, decidir si es degenerada o no, definida
(positiva o negativa), semidefinida (positiva o negativa) o indefinida.

5 0 -2
i) P:R¥*xR> > Rtalque [Plp=| 0 7 -2
-2 -2 6

ii) @ : R* x R* — R definida por ®(z,y) = 2.71.y1 + 2.21.y3 + 2.23.91 — 3.Y3 — T4.Y4.

Ejercicio 6. Para cada una de las formas bilineales simétricas reales dadas en la base
candnica por las matrices siguientes, hallar una base B tal que la matriz de la forma bilineal
en dicha base sea diagonal con 1, —1 y 0 en la diagonal. Calcular signatura y rango, decidir
si es degenerada o no, definida (positiva o negativa), semidefinida (positiva o negativa) o
indefinida.

1 1 -2 -3

. 1 -2 3 .. 1 2 -5 -1
)| -2 6 -9 ii) 9 5 6 9
3 -9 4

-3 -1 9 11

Ejercicio 7. Sea A € R™*™ una matriz simétrica. Probar que la forma bilineal que tiene a
A como matriz en la base candnica es definida negativa si y sélo si los signos de los menores
principales de A van alterndndose comenzando por un signo menos.
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transformacion lineal, 65
autoadjunta, 209
diagonal, [134
diagonalizable, [134
inversa, 72
nilpotente, |88, 163
normal, 228
ortogonal, 212

transpuesta entre espacios duales, [105

unitaria, 212
transformaciones lineales

composicion, [72

matriz de la composicién, [78
transpuesta de una matriz, |50
traza

de un endomorfismo, 90

de una matriz, 50
triangulacién, [14

variedad lineal, 231

generada por un conjunto de vectores,

234
suma, 238
variedades lineales
alabeadas, 237
ortogonales, 240
paralelas, [236
vector, |6
vectores ortogonales, 195
volumen de un paralelepipedo, 226
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