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Proélogo

B ienvenido al libro Intreduccion a las matemdticas. Ejercicios y problemas. El estudio
cuidadoso de las paginas de este libro te permitira conocer los conceptos relaciona-
dos con los temas principales de un curso de Precalculo, incluidos los siguientes:

Algebra
Ecuaciones y desigualdades

Funciones y grificas

Funciones exponenciales y logaritmicas

1
2
3
4. Funciones polinomiales y racionales
5
6. Funciones trigonométricas

7

Geometria analitica.

Los profesores que escribimos este libro de texto hemos vertido en sus paginas nuestra
experiencia docente de mas de dos décadas. Con base en ella tomamos en cuenta la ma-
nera en que aprenden nuestros alumnos y enfatizamos aquellos conceptos que sabemos
que son particularmente dificiles para ellos.

El libro esta escrito de una manera clara y precisa que te ayudara a comprender los temas
presentados. Al inicio de un tema, se desarrollan los conceptos principales y se incluyen
muchos ejemplos resueltos que te permitiran afianzar los conocimientos adquiridos. Te
sugerimos que repases con mucho cuidado estos ejemplos resueltos a fin de que com-
prendas los temas presentados y para que aprendas a resolver ejercicios similares. Esta
es una parte muy importante del proceso de autoaprendizaje. A continuacién, al final
de cada seccion, se ofrecen una serie de ejercicios propuestos que te permitirdan poner a
prueba tu comprension de los temas y que te ayudaran a desarrollar tu habilidad de reso-
lucion de problemas, la cual es una competencia fundamental que necesitan los nuevos
profesionistas. Al final del texto se incluyen las respuestas de los ejercicios propuestos, lo
que te permitira verificar si los resolviste correctamente. Los problemas presentados al
final de cada una de las secciones del libro también pueden ser utilizados por el profesor
que adopta este libro como base para sus ejercicios de tareas semanales.

Los autores de este libro confiamos en que en estas paginas encontraras una guia prac-
tica que te permitira acrecentar tus conocimientos de Precélculo y que te dara las bases
necesarias y suficientes para afrontar con éxito los cursos siguientes de matemdticas
universitarias, incluyendo calculo diferencial v cdlculo integral.

En hora buena por tu estudio de las matematicas y recuerda que el dominio de ellas te
permitira desenvolverte mejor a lo largo de tu vida profesional.







Capitulo

Algebra y
conceptos
basicos

Al final de este capitulo el alumno sera capaz de:

+ Identificar los conjuntos de numeracién,
incluyendo los numeros reales ¥ los numeros
complejos.

« Identificar el conjunto de los nitmeros reales y sus
subconjuntos.

+ Resolver problemas que involucran el uso y las
propiedades de los numeros reales.

+ Conocer los principales productos notables y
realizar ejercicios de factorizacion.

« Entender y manejar el concepto de exponentes y
radicales.

+ Conocer y realizar operaciones de adicién ¢ suma,
sustraccién o resta, multiplicacién y divisién de
expresiones algebraicas.
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Introduccidn a las matematicas. Ejercicios y problemas

Introduccion

Las matemdticas son una de las ramas mds bellas de las ciencias que jamas hava pradu-
cido el ser humano. El desarrolle de las matemdticas le ha permitido expandir su cone-
cimienta acerca del mundo fisice que lo rodea.

Los conjuntos de niimeros constituyen la base del lenguaje matematico y son ¢l tema
principal de esta seccién introductoria del libro.

1.1 Numercs reales y numeros complejos

Existen distintos cenjuntos de numeracién que se usan en matematicas, fos cuales pre-
sentamos a continuacion.

Conjunto de nimeros naturales

El conjunto de los nibneros naturales, Y, esta compuesto por los niimeros: N = {1, 2, 3,
4,...]. El conjunto de los niimeros naturales es infinito.

Conjunte de niimeros enteros

El conjunto de los niimeros enteros, £, estd compuesto por el conjunto de los nimeros
naturales, ademas del 0y la reflexién de los niimeros naturales. Es decin: £ = {..., —3, =2,
-1,0,1, 2, 3,...}. Entonces:

NcCZ.

El simbelo C, sighifica pertenencia. Es decir, el conjunto de [os naturales es un subcon-
junto del conjunto de los enteros.

Conjunto de niimeros racicnales

El conjunto de los mimmeros racionales, 1}, esti compuesto por todos los niime-
ros que pueden escribirse coma cociente de dos nuneros enteros, ¢ = b/a, con a y
beZ,ya#0.Esdecir,{d={rtalquec= br/a,conayb e £,y a # 0. Asi, por elemplo, los

) 11 3 . . ,
numearos —, —, —2, —_— ]JEI'['E]IECE‘[’[ d 105 numerss [’ElClO[’lalES. ASL pLIES:
2 4
NCZcCQ

Conjunto de niimeros irracionales

El conjunto de los niimeros irracionales, [, esti compuesto por tados tos niimeros que no
pueden escribirse como cociente de niimeros enteros, es decir: £ # b/a, conayb e £,y

a # 0. Alpunos ejemplos de niimeros irracionates son: V2,5 e, @E, {n 2, etcétera.

Conjunto de nimeros reales

A nivel universitario, el principal conjunto de numeracién que se usa en matematicas es
el confunto de fos mimeros reales, R, que esta compuesto por la unién de los niimeros
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racionales y los niimeros irracionales. Esto es: R = {conjunto de los niimeros ¢, tales que
¢ e Woc e l}. Algunos ejemplos de nimeros reales son: 0, —32.28, {m 7 v £, entre otros.
Asi que:

NCZCcUOCR.

Axiomas de los nimeros reales

Existen dos cperaciones fundamentales en los niimeros reales: la suma o adicién v la
multiplicacion o producto, que tienen las siguientes propiedades.

Sean a, b, ¢ y d cuatro nmeros reales cualesquiera.

Propiedad de cervadura

SiacRbecRye=a+bvd=a-b, entonces los nimeros ¢y & son tinicos y ambos
e R.

Propiedades conmutativas
l. @ + & =& + a (el orden de los sumandos na afecta la sumal.

2. a+b=b-aelorden de los factores no altera el producto).

Propiedades asociativas
La+{b+cj=a+bh+tec=a+b+uc

2. aibc) = (ab)c = abc.

Propiedades distributivas
L. a{b + c)=ab + ac.

2. (a+ ble=ac+ be

La multiplicacién es distributiva sobre la suma.

Leves de identidad
L. Existe un nimero anico 4, con la propiedad: 0 + a=a + 0= a.

2, Existe un nimero dnico 1, con la propiedad: 1-a=a+1 = a.

Leves inversas
L. Para cada nlimero real 4 existe un nimero real —a,tal quea + (—a)={—a) +a=0.

2. Para cada nimero real a, diferente de cero, existe un nimero real a™!

aad '=a 'a=1.

, tal que

3. —a se conoce como el inverse aditivo, ¢ negativoe de 4.
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4. ! se conoce como el inverso multiplicativo, o el reciproco de 4.

Leves del factor cero
L. Paratodo mimerc reala, -0 = 0.

2. Sia-bh=0,entoncesga=00b =0.

Leves de los negativas

L. —{-a)=a.

2, {—a¥—b; =ab

3. —ab={-ab=al—by= —{—a){-h).
4. {—lla= —a.

bustraccidn o resta y coclente

La sustraccidn o resta se define como:
a-b=a+(-b).

En tanto, e} cociente se define como:
a _
——ath=ab"
b

Asi que:

1
b'=1.b1t=12b=—
b

Notese que, dado que 0 no tiene inverso multiplicativo, @ = 0 nc estd definido, es decir,
la divisién entre cero no existe en los némeros reales.

Leves de los cocientes
a -4 a —d

[P S —
b b b —b
g —@_1R°
—-b b
3. 2_C i y solo si ad = ch.
b d
a ka N i
4, = =", para cualquier niimero real & diferente de 0.

b kb
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Propiedades de orden

El conjunto de los mimeros reales positivos, desighade por ', es un subconjunto de los
nimeros reales que cumple con las siguientes propiedades:

l. Siaybestin en -, entonces @ + by abtambién estdn en R,

2. Para cada niumero real a, se cumple que: z estien Y, g escero, 0 —gestienR'. Sia
estd en R*, se dice que a es positivo; pere, si — estaen R', se dice que a es negativo.

El mimero a es menor que b, es decir, a << b, 5i b — 4 es positivo. En este caso, b es mayor
que a, es decir, b > a. Si @ es menor o igual que b, se escribe: 2 < b. En este caso b es
mayor o igual que &, y se escribe £ = a.

Por tanto, de lo anterior se desprenden las siguientes propiedades:
1. a = 0, si y sola si 4 es positivo.
2. Sta # 0, entonces g2 == 0.

3. Sia =< b, entoncesa +c< b + ¢.

. | ac < be, si €0
4, Sia < b, entonces .
ac>be, si c<0

5. Para cada numero real 4, se cumpleque 2 > 0,4 = 0oa < 0.

6. Sta << byb < ¢, entonces g << c.

Valor absoluto de un nimero

El valer absoluto de un ntimero real a, se escribe y se define como:

asia>0

=y "
—a st a<.0

Recia de los nimeros reales

Los numeros reales pueden representarse mediante puntos sobre una recta L iviéase fi-
gura 1.1), tal que a cada nimero real  le corresponde exactamente un punto en larectay
viceversa. Es decir, a cada punto en la recta le cerresponde exactamente un nimero real.

I
o
i

(]

M
»
[ 3
'

Figura 1.1 Recta de los mimeros ceales.
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Numeros complejos

Pero no todos los niimeros son numeros reales; por ejemplo, no existe ningin nimero
real que al elevarlo al cuadrado dé como resultado un nimero negativo. Por ejemplo,
2 X 2 =4, pero (=21 X {—2) = 4. e esta manera, se define el niimero imagina-

rio i, tal que i* = —1. Por tanto, los nimeros complejos se definen como el conjunto
C={c=a+bitalqueayb eRei? = —1}. Entonces se tiene que:
NCZCQCRcCC

La figura 1.2 muestra de manera grifica la relacion entre estos diferentes conjuntos de

NUMeros.
Niumeros
naturales
Numeros Nuimeros ‘
racionales enteros

Numerol
realel
Nurm:ms Numems Nameros {
Nuomeros
imaginanocs

Figura 1.2 Relacion entrelos conjuntos NCZ CQCRCC.

Los nimeros complejos tienen diversas aplicaciones en fisica y matematicas. Por ejem-
plo, se usan para representar de manera practica una onda viajera o para escribir la
funcion de onda de un electrén en un étomo de hidrogeno.

Ejemplo 1

Tomando en cuenta que N C Z C Q C R C C, determinar a queé conjuntos: N, Z, Q, R,
entre otros, pertenecen los siguientes nimeros:

a) 63 b -1 c) % d) 4.3333

e —« ) o ) 1+ 6

Solucién

En general, observamos que:

NCZCOCRCC

Por tanto:

a)83eN by -1e# C)%EQ d) 43333 Q3

&) —wel n ¥ e @ l+V86 ecC
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Ejemplo 2
Usando las propiedades de los niimeros reales, demostrar que
ab+c+d=ab+ac+ad

Solucion
albrc+d =allb+c)+d] Ley asociativa

=aib+¢) +ad Ley distributiva
=ab+ ac+ ad Ley distributiva

Ejemplo 3

Demaostrar que =i % = % chiohoes a2 = be.
Solucién
Suponemos que %: % Entonces, por definicién de division: % = % lo que sigmifica

que ab ! = cd ! Asicue:

ad=ad-1 Ley de identidad
= ad bb ! Ley del inverso
=ab 'db Leyes asociativa y conmutativa
=cd 'db Por hipétesis
=¢c-1k Ley del inverso
= hc Leyes de identidad ¥ conmutativa
Ejemplo 4

Identificar silas siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas:

a) —4<—9 by J2 =1.41 c) x*>0,paratodax e R

Solucion

a) Como (—8}—(—4) = (-9)+4 = —5 es negativo, significa que —9 < —4, as{ que la
afirmacién es falsa.

h) V2 e Iy 1.41 e Q. Asi que la afirmacidn es falsa.

c) 531 x > C, entonces x* > 0. Sin embarge, si ¥ < 0, tenemos que »° = & « X, ¥ como
x> 0 yx <0, implica que x* < 0, asl que la afirrnacion es falsa.

1
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Ejemplo 5

Reescribir las siguientes expresiones sin usar el simbolo de valor abscluto ¥
simplificar.

a) |6-9]| h) |5] — |8] ¢} |6- 2] d) |[¥-5|six=>5
e)|y+8|siy<—8

Solucién

a) [6-8] =|—-3] =3.

b)|§| - |8] =6-8=-3.

c) Como 6 < 27, entonces: 6 — 27 < 0. Asique: |6 -2#] = —(6 — 27) = 27— 6.

d) Como x > 5, entonces: x -5 > 0. Asique: |¥-5| =x-5.
e) Como y < —8,entonces. y + 8 < 0. Asique: [y + 8| = —{y + 8) = —y-8.

Ejercicios propuestos

1. Tomandoencuentaque ™ C Z C 00 C R C C, determina a ¢ué conjuntos, R, #, @,
&, C. entre otros, pertenecen los siguientes nimeros:

a) —37 h) 8% ¢) 17/9 d} 2.323232
e) V-1 f) log 100 g) /61

2. Tomando en cuenta que & C Z C @b C R C C, determina a qué conjuntos, R, £, @,
&, C. entre otres, pertenecen los siguientes niimeros:

a) 0 h) V16 c) g Q ne
&) nt V-2 g -9 h &

i) V5

3. Identifica las leyes de los numeros reales que se utilizan para los siguientes
enunciados:

a) 2000.5(25-y) = [200:0.5}]{(28-y)
B xid+x)=x-d+ x5

4. Six < Qv y<0,indica el signo del niimero real E—l—x-y.

5. Six >0y y> 0, determina el signo del nimerc real Iy,
Xy
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c

Demuestra que si ad = bc, entonces %=E' (Sugerencia: Asume que ad = bc;
luego, comienza con ab !y transférmale en ¢d !, como se hizo en el ejemple 3.)

. ldentifica si las siguientes afirmaciones son falsas (F} ¢ verdaderas {V):

a) —B8 es un nimero racional. (F)
by ## = 3.14% (F)
Cc) |x-8] =kx-% paratodax = R. (F)

d) Lios numeros racicnales estan contenidos en los nimeros reales.  (F)

. ldentifica si las siguientes afinmaciones son falsas {F) ¢ verdaderas {V):

a) 7 ne es uh nimero real. (F)
b) V=1 = ro es un nimero real. (F)
c) |[I0+x]|=10+xparatodax e N (F)

d) Los nimeros irracionales estdn contenidos en los
nimeros racionales. (F)

a) 5ia < b, entonces l}l {

F)
a2
I Como a-"Jh=f+£,ent~:::m:es c L (F)
c c < at+b a b
€) 3ia < byb < ¢, entonces necesariamente a < ¢. (F)
d) 5ix <0y y <0, entonces necesariamente x << y. (F)
e) 5i %: 5 entonces necesariamente a=cy b = d. (F)
f) Si -E = % entonces necesariaments ad = cb. {F)
q) Si a_ E, antoncas necesariaments E_c ,cone 70, (F}
b d be d

h) alb +¢)=(a + b)c (F)

Reescribe las siguientes expresiones sin usar el simbole de valor abscluto v

simplifica:
a) |13-86] b} 7] — -8 e} |2 — 7|
d) |6 —x|six=>8 e)—|—y+3[siy<—-3

(V)
(v
¥
)

(¥

(V)
(V)

V)

. Enlos ejercicios siguientes determina si el enunciado esfalso (F) o verdadera (V):

(V)

(V)

V)
V)

V)

(V)

(V)
(V)

9
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11. 8ix ¢ 1, reescribe |x - 1| sin usaz el simbole de valor absoluto.

12_ Reescribe las siguientes expresiones sin usar el simbolo de valor absoluto v

simplifica:

a) |(-3)-[-{-8}l| b} |-v2 - 1.4142]
c) |12-x|; six>12 d) | —4-x]

e) |a—b|sia=k ) |a—b|sla<k

13. Reescribe los nimeros siquientes sin usar el simbalo de valor absoluto y simplifi-
ca el resultado:

a) [—11+1] b) |7 — 3|

o) [V2 - 1.5 d) |4+ six<—4

1.2 Exponentes y radicales

Una potencia es una expresién del tipo %, donde 4 es la base v n es el exponente. Entan-
ces, la expresidn #" significa que el nimero & debe multiplicarse por si mismo s —1 veces.
Ne cbstante, por lo comiin, se dice que se debe multiplicar # veces, pero esto es un error.
Par ejemplo, 2> =2-2-2. Ndtese en este caso que solo estamos multiplicando dos veces el
ndmero por si mismo, no tres veces; s decir, solo se hacen dos multiplicaciones, no tres.

Leyes de los exponentes

A continuacién se listan las leyes de los exponentes acompanadas de un ejemplo cada
una.

Ley Ejemplo
I. a.'r _am :aﬂ-l-m 32 . 35 :32+5 — 3']'
2, & g 5 g
dm 63
3. (abY' =a"-b" (—2-4) =(-2)'(4) =416
(ﬁ)" _a (z)‘ _7
+\p b 3 3
5. (an }m — anm (52 )3 :52-3 — 56
G ﬂ_nzi E'i_zzi:l
a” 3> 9
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Estas leyes tiznen sentido siempre y cuando # ¥ m sean nlmeros enteros v a4 v b sean
cualquier niimero real, excepto 0 {cera). Mds adelante se vera que también pueden usar-
se cuando # y a7 son nlimeros racionales o irracionales; no obstante, en estos casos el

resultado no siempre tiene sentido.

Ejemplo &
Simplificar una expresién usando las leyes de los exponentes.

Solucion
En este caso, tenemos la expresion:

4.1"2}»'2"

33}'33'1 ]

Primereo, usamos la ley 7, podemos escribir:

[43 2 yz'* ]z
Sxysz"
Observa que los signos de los exponentes de la expresion que conforma la base no
carrbian. debide a que no se estd aplicando la ley 6. En este caso, el numerador ¥
el denominador solo intercambiaron su posicién ¥ cambid el signo del exponente
principal.

Ahora, si aplicamos la ley 6, tenemos:

2

i

3xxipizt

Lo que se hace con la ley € es cambiar todos los exponentes negativos a positives.
Esto significa que las potencias con exponente negativo que s2 encontraban en el
numerador pasaron al denominador con exponente positive. Asimismo, las potencias

del denominador (en este caso, solo Z ) pasan al numerador.

Entonces, usando las leyes 1 v 2 nos queda:

4 2
[3.?55’233]

Con laley 1 obtuvimos que xx* = x° y conla ley 2 sabemos que .%. ) _15.

En el iltimo pasc de esta serie de igualdades se aplicd la ley & v 1o mismo se hizo para

dividir Z.,
&

Ahora, aplicamos la ley 4 para escribir:

11



Introduccidn a las matematicas. Ejercicios y problemas

42
(3 £y 23}2
En el denominader aplicameos la ley 3 y obtenemos:
16
o(=*) () ()

Por ultimo, en las fres potencias del denominador usamos la ley 8 y obtenermos el
resultado final:

416.-“'

Q'x'é];r‘za

Exponente cero
Seguramente has escuchade que un nimere elevado a la potencia cero es igual a uno.

Pero esto es cierto solo si la base de la potencia no es cero. Enseguida se analiza por qué
es asi.

Cuando se divide un nimera diferenie de cerc entre si misma, el resultado es uno. Es
decir:

Esto se cumple si & # 0. Por tantc: g # C. Esto es importante, porgue si 2* = 0, entonces

m

a . .
—= ho tiene sentido. Pero se sabe por las leyes de los exponentes que:
a"
i ﬂﬂ—ﬂ — :‘ID
r

@

Hﬂ
De esta manera, como se sabe que -+ = lentoncesa” = 1.

Ejemplao 7
Leyes de exponentes y exponente cetro
En esta ocasion queremoes simplificar la expresion:

—2ab®

Solucién
Primero, suponiendo que & # 0, sabemos que 5 = 1. Entonces:
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_—2a
(ac™)”
Ahora, al aplicar la ley 6§ obtenemos:
—Ea(ac'lf
Usando la ley 3, tenemos:
—Zaa® (c"]s

Después, al vtilizar las leyes 1 v §, tenemos:

~2a‘c
Hay que recordar que slempre debemos dejar la expresion sin exponente negativo
algune, asi que finalimente volventos a utilizar la ley 8. Entonces:

—-2at

3
c

Exponentes racionales
Antes de iniciar este tema, conviene plantear la siguiente pregunta: ;qué significan ex-

. 1! n . , .
presicnes como: 43, 7¢ o 107? Después de observarlas, es cierto que cuesta trabajo darles
un significado, porque eso implica poder multiplicar un nimero por si mismo un nime-
ro no entero de veces.

Como es bien sabido, cada operacién tiene una aperacion inversa. Por ejemple, cuando
se efecttia la suma 3 + (—2}, en realidad eso es igual a realizar la operacién 3 — 2, que es
una resta o sustraccion; la operacién inversa es la suma o adicion. Entonces, cuando se
suma un numere negativo, en realidad se esta restando.

De igual forma, cuando se multiplica por un niimero fraccionario, lo que en realidad se
hace es una divisién. Por gjemplo:

1
8.—
4
De manera andloga, cuando se eleva un nitmero a una potencia fraccionaria, lo que en

realidad se estd haciende es la operacion inversa de la potencia, que es hallar una raiz.
.. N . . N L
Para si comprensién, témese como ejemplo la expresién antes citada 4z, la cual es lo

mismo que 4 ; entonces, el resultado es 2. De esta manera, al elevar a la potencia %, esto

quiere decir hallar la raiz cuadrada de la base de la potencia; esto es, hallar un nimero
que multiplicado por si misma dé como resultado la base. De la misma forma, elevarala

% significa obtener la raiz ciibica de fa base, etcétera.

13
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2
Pero, ;qué significa un nimerce como 7:72 Came ya se analizé antes, el denominader del
exponente implica obtener una raiz cibica; pero, jentonces qué se hace con el humera-

dor? De acuerde con la ley 5 de los exponentes, 7i= (7*F.Yescesipuala a9, el cual

constituye un nimero irracional, porque ningin nimero racional multiplicado dos ve-
ces por si mismo da como resultado 49. (*}

Ejemplc §
Una potencia sin sentido
Observemos la siguiente expresiomn:
(~5)
Solucién
Esta misma expresién, por la ley 5 de los exponentes, la podemos escribir como:

i
3

o

Efectuando la potencia interior tenemos:
1
(—125)2

Lo que finalmente es igual a.

—125

Esta expresion estd indefinida, es decir, no tiene sentido, porcue no se pueds hallar
la raiz cuadrada de un numero negativo en los nimeros reales. Como se menciond
antes, cuande los exponentes no son entercs también estd permitido usar las leyes
de los exponentes, pero puede suceder que e €505 €asos oS encontremos Con ex-
presiones carentes de sentido. En el casc de raices cuadradas de nimeros negativos,

debemos ntilizar los nimeros imaginarios ({2 = —1), definidos en la seccién 1.1.

En el ejemplo antertor tamkbién se pude haber escrite:

(=52 r —(v=s)

(-5 =

Esta expresion tampoce tiene sentido porque v —5 no existe en los nimeros reales.

Entonces, para evaluar una potencia con expenente racional, se debe aplicar la sipuiente
lev:

* Ya se explicd por qué des veces y no tres.
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ar =¥a" = (%G)m
Cuando # sea par, esto tendra sentido solo si @ es positiva.

Exponentes irracionales

Antes de entrar en materia, conviene responder la siguiente pregunta: ;qué significa [a
expresion 27

En realidad, no es posible escribir 7 como fraccion, perque se trata de un nimero irra-
cional. No obstante, es posible ubicar a = entre dos niumeros racionales, por ejemiplo:
3.1 < 7 << 3.2. Entonces, es logico pensar que 2*! << 27 <2 2*2, 0 lo que es lo mismo

H 3z
2 27 < 20,
3] fr]
De hecho, 21 =8.5741877 y 2w =29.18958684; por tanto, se esperaria que 27 fuera un
nizmero que estuviera entre estos dos nitmeros. Hallar el valor aproximado de 27 podria
hacerse con algiin métado de andlisis numeérico, lo cual constituye un drea fuera del al-

cance de este libro. La forma més practica de hallar su valor es usar una calculadora. Al
realizarlo se tiene que:

2% = B R2A977827
que en realidad es un nimerc entre 23!y 232,
;También es posible hallar (—2)7 en la calculadora? inténtalo...
;Por qué la calculadora marca error? Si se piensa igual que en el ejemiplo anterior, se
supondria que (—2)s <{—2) <(—2)%. Pero (—2)% :('%!—_2)31, lo cual no tiene sentido.

Por tanto, tampoco tiene sentido elevar un nimerc negative a un exponente irracional.

Leyes de los radicales

Como ya se vic antes, la operacién inversa a la potencia es la radicacion.

Un radical es una expresidn del tipo {/E , donde # es el indice y 2 es el radicando. Si %‘./E =b,
significa que " = a.

Para manejar radicales se deben usar las siguientes leyes.

Ley Ejemplo

1. Yab=4a-Yb Y6=Y28=2-¥s

) ge_da 3r _Vor
N 2 2

3. m:m{/; 3%21210
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o o @ st 1 esimpar Y =Yg =2
. Va' = )

|a‘ si 1 es par f'(_4]2:&:4
5. (Ya) =a (Y6a) =4* =64

Ahora, resulta necesario revisar el segundo efemplo de la ley 4. Esto es, si {4" siempre
fuera igual a @, entonces 1.!{—4)2 seria igual a —4, pera en el ejemplo es posible observar

que esc no es cierta. No obstante, alguien podria afirmar que +/16 =+4, porgue tanto
4* come { —4)* son iguales a 16. Sin embargo, lo que sucede es que para poder manejar
ambos valores por separado (lo cual es mis comodoi, se ha convenido en reservar la

expresion Ya para la raiz positiva de a (cuando # es par:.

Usando la ley 5 también es pasible encontrar expresiones sin sentido; por ejemplo:
2

(V —9) . Esta expresién no tiene sentido porque +—9 no existe, es un nimero imagina-

rio. Entonces, para poder usar la ley 5, a debe ser positiva cuando # sea par.

Ejempla 9
Simplificar una expresion con radicales

Para este ejemplo, tenemes la expresisn:
J 2x"y ’z
\ 3x7’

Solocidn

Antes que nada. usamos leyes de exponentes para simplificar el radicandoe. Por tanto,
queda:
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Entonces, por la ley 4 tenemos que:
lx| Yax
“Sy:izﬂ

Una practica muy comun es racionalizar el denominador, es decir, dejar la expresion
sin radicales en el dencminador. Mas adelante veremos por queé es 1til esto.

En este caso, para racionalizar la expresién que nos queds, debemos emplear la ley
4, la cual nos permite eliminar el radical de una expresién. Con base en ese objetivo,
debemos multiplicar la expresion por 1, perc ese nimero 1 debera estar escrito en
una forma peculiar:

|Xl@ . ”33}"32
{"3}’332 #33 sz-:

Recordemos cue una expresion dividida sobre s{ misma es igual a 1. Por tanto, es po-
sible multiplicar por 1 porque esc no altera la expresion original. Esto es, un nimero
multiplicado por 1 es igual a si mismo. La pregunta cbvia es: jpor qué escribimos ese
1 de esa forma? Hagames la multiplicacién de fracriones que nos quedd v después
serd evidente el porqueé.

Entonces:
!Xi foxyfat yz*

Si usamos la ley 1 de los radicales, tanto en el numerador como en el denominader, ¥
lnego empleamos la ley 2 de los exponentes en el denominador, tenemos:

le‘ 542}22 _ |xﬂx;" 543}22

\1"!31 y-!-z! d{ayzj-i

Ahora =i, podemos aplicar la ley 4 de los radicales para abtener:

|x|VBaxp="  |x|{Bdxyzs® |x|{Bdxyz’

Bl Blel s

Si en el ejemplo anterior, desde un inicio se hubiera indicado que las letras representan
nitmeros positives, entonces no habria sido necesario el valor absoluto y la respuesta

serfa:

x5 aye’

Ayz

17
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Ejemplec 10
Otro tipo de racionalizacién
Ahora, aqui emeremos racionalizar ¢l denominador de la siguiente expresidn:

Sx

2y

Solucién

En este caso, 1a diferencia con respecto al ejemplo anterior es que el radical no cons-
tituye tode el denominador. Aqui, el radical solo es un términe de la resta que com-
prende el denominador. Para racicnalizar, nuevamente multiplicaremos por 1, eserito
ahora de la siguiente forma:

Ex 2+ \/;

2-Jy 2+Jy

sPor qué lo escribimos asi? Para entendetrlo, primero hagamos la multiplicacién de
fracciones y luegeo efectiemos la nultiplicacién de binomics conjugados crue queda

en el denominador (véase la seccidén 1.3):
53(2+J;_r) _ 5:(3+J;) :53(3+J;)
-dr)e+dr) araly-2ly-(Jr)  a-{Vr)

Ahora, aplicamos la ley § de los radicales ¥ tenemos:

5x{2+y)

i—y

Para que este dltimo paso sea valido, debemos suponer que y es h namero positivo;
de lo contrario, \[; nho tendria sentida.

Ahora bien, es momento de conocer para qué sirve racionalizar el denominador. Con

base en ese objetivo, primero debe observarse la expresién vy e intentar darle sentido.
2
Aungue ya se sabe que \JE'A“j 1.4142, eso no dice mucho para este casc. Por tanto, st se

racionaliza la expresidn, se tiene:
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En una fraccion, el denominador indica el nimero de partes en las que se esta dividiendo
un entero. Por ejemplo, : indica que un entero se divide en 4 partes iguales y el numera-
Y . oo
dor indica que se toman 3 de esas 4 partes. No obstante, cuando se tiene la fraccién 5

dificil imaginarse un entero dividido en J2 partes iguales; sin embargo, si esta fraccién

se escribe como %, esto significa que hay que dividir un entero en dos partes iguales v
tomar aproximadamente 1.4142 partes de esas dos partes, es decir, una mitad comple-

ta y casi la mitad de la atra mitad.

Ejercicios propuestos

Evalia las siguientes expresicnes:
14. 34°

31

g%

16. 8* .87

15.

17. (2°) .37
18. (37)?
19_(4JE)*

=
20. i1

21. $16.¥-8

22. JiBL 4f5s
144
23. /3048
24. 64
25. Y(-3)' (V-3
k|
26.16 *

21. (—5)

19
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Simplifica las siguientes expresiones:

Simplifica las siguientes expresiones v racionaliza el denominador. Asume que las
letras representan numeros positivos:

34. [
X
35. 432 7'
2
ax *yz*
36. Xyi
37. ¥sab®c’
38. J3xy - J3x'p'z
9x

39.
72— Jx

40.

d1.
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1.3 Productos notables y factorizacidn

Factorizar una expresién algebraica significa expresar esta como el producto de otras
expresicnes algebraicas. Por ejemplo, x¥* —1 = (x—1) (x+1) (x"+x+1} (x*—x+1). Sin
embargo, en el dmbito de los nimeros reales, no todas las expresiones son factorizables;
por ejemplo, x°+9 no se puede factorizar.

En la factorizacion y multiplicacion de polinomios se utiliza con mucha frecuencia un
erupa determinado de reglas fijas, 1las cuales se conocen camo productos notables. La
idea del uso de los productos notables es poder factorizar répidamente, al identificar a
simple vista la férmula a utilizar o desarrollar la expresion dada.

Productes notables
I. A™—B*=/A+Bj(A—B) ({Diferencia de cuadrados)
II. (A+B?= A?+24B+ B
(A—B)P = A?-24AB+B* (Binomiec al cuadrado)
[II. {A+Bf = A*+3A°B+34AR+ B
(A—B) = A*—3A°B+34AB*—E* (Binomio al cubg}
IV. A—B*=1A-B)(A’*+AB+B’) (Diferencia de cubos)
V. AR = (A+B)(A*~AB+8% (Suma de cubos)
VI (X+AX+B) =X>+{A+B)X+AR Producto de binemies con un término comtin}
VII. (A+B+C) = A2+B2+CH-2(AB+AC+HBC  (Trinomio al cuadrado)

En las férmulas anteriores, si la igualdad se considera de izquierda a derecha, se dice
que los productos se desarrollan, y si se considera de derecha a izquierda, se dice que
se factorizan. La formula [ también se conoce come preducto de binomios conjugados;
obsérvese que en esta, dade que el orden de los factores no altera el producto (propie-
dad conmutativa del producto), también se tiene que: A*—B* = {4 +B{A—RB) = (A—B;
| A+B. Asimismo, también obsérvese que la férmula 11 no es: {(A+B)? = A2+ EB? (véase
el ejercicio 78).

A continuacidn se presenta una serie de ejemplos resueltos, con el fin de observar el uso
de estas formulas.

21
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Ejemplo 11

Desarrollar cada una de las siguientes exprasiones dadas.
a) (2x — T)?

b) (y* — 2z

c) [x7 — 3wz’ + 3w)
d) (x+ Tj{x+ 61

e) (2y* — 4z)(2y* + 92)
f) (z° + 3w+ 5)?

Solacion
a} En este caso, tenemos un binomio al cuadrado, asi que utilizames la férmula II:

(_23 - '1’}2 = (zsz—Lz)(Ex)(ﬂ + (T}z =4y — 2Bx + 49
b) En este caso, usamos la formula III para elevar el binomio al cubo:

{},2 _ 22-;:]3 — [},z}:a. _ 3{'}.2}2(234‘:, T+ 3':}’3]{.224}2 _ (224)3

=y3 _ ey‘.z'ﬁ- + 12y2£3 _ Bziz
c) Se frata de un producte de binomios conjugados iférmula I):
(5% — 3w)(x7 + 3w1 = (x7)2 — (3w)? = x19 — Qw2

d) Adqui utilizamos la fdrmula VI, poique se trata de un producto de binomios con

términe comin:
X+ T)x+86) =22+ (T+6lx+ (T)6)=x?+ 13x + 42

e} En este caso, nuevamente se trata de un producto de binomics con un términa

Ccommin;

{2y — 42){8y* + 921 = (2r* + (—4z + 92)(2y*) + (—42){92) = 4y® + 10zp* — 36z%
f) Aqui utilizamos la férmula VI, debido a que se trata del cuadrade de un trinomio:

(2° + 3w + B = (2% + (3w} + (8)" + 2((2%)(3w) + (2°}(8) + (3w)(8))
= 2°+9w?+26+2({32°w+5z° + 16w}

= 28+ 8w+ 25+ 62w+ 1023+ 80w

Ejemplo 12

Factorizar los siguientes polinomics dados:
a) 9x?-81

b) 2Zx:+8y?3

©) 4x2+20xz+ 2527
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a

X

d) =— -1252°%°
64

e) l6x*—-8ly*

f) x*—12x+386

q) ¥2+3x+15

h) wi—wi—12

i) z*—2z2+4

j) A%-B°

k) z2—64

) x'+2x% 3+ 2x2+y5+2p5+]

Solucion

a)

b}

C}

d)

e}

En este casg, aplicamos la 6rmula I, porque 1a expresidn es una diferencia de
cuadrados:

91 x2—9) = 51x*—37) = 81x—3)(x+3}
Tambien es posible factorizar como sigue:
9x2—81 = (3x)%— 9% = (3x—9)(3x+9)
Acui aplicamos la formula V, dado que se trata de una suma de cubos:
27x° + 8y = (3xf° + (2p)° = (3x+2p)((3x)—(3x}(2¥)+(2yP?)
= (3x+2y)(9x*— 6y +4y?)
Esta exXpresion se trata de un cuadrado perfecto, por 1o que utilizamos la férmula I:
4x*+20x7+252% = (22)%+ 2{2x)}{(52)+(52)% = (2x+5z)?
Puesto que se trata de una diferencia de cubos, aqui utilizamos la férmula IV:

x 1252%4° = (5)3 —(5z2h)® = (i— 5z9n)[(i)z +(£) (Ezzh)+(532h]2]
B4 4 4 4 4

4 2
_ (i - Szgh)(x—+ Sxz'h, zsz‘h“)
4 18 4
En este caso, comenzamaos a factorizar como una difersncia de cuadrados:
lext-8ly!t = [4::2)2— {Qyﬁ}z = (4&-2 —Qyﬁj(él-xz + 9y {1}
Aqui notamos que 4x° — 95%, se puede volver a factorizar como una diferencia de
cuadrados:

4x? - op® = (22) - (3p°)F = (2x + 3y (2x — 37 (2)
Ahora sustituimos (2) en i 1} y cbtenemos:
16581y " = (4x%)? - (9y%)? = (2x - 357 (2% + 3p?) {4x: + 9pF)

23
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)

q)

h)

i)

N

En este caso se trata de un binomic al cuadrado, por consiquiente utilizamos el
producto notable II.

x? —12% + 36 = x* — 2(8x) + 6 = (x — 6

Aqui utilizamos el producto de binomios con un término comin (férmula VI). Por
tanto, 1o que buscamos son dos numeros A y B tales que susumasea 8,4 + B = §,
¥ su producto sea 15, A - 8 =15. Esto no es dificil, si se realiza mediante un poce
de ensayo y error o tanteo. De esta manera, veImos gue estos nimerossonA =5y
B = 3, por lo que:
x>+ 8x+ 15 =(x+ 5)(x + 3]
En este caso, primero reducimos el grade mediante la sustitucién de x = w#:
wi—w?—12= (W —w?-12=x2—x—12

Aqui, la 1dltima expresidn del lado derecho se factoriza como un producte de bi-
nemics con un término comiirn, solo lxasta encontrar dos nimeros & y B, cuya suma
sea —1,4 + B = —1, ycuyo producto sea — 12,4 - 5 = —12.Un poco de tanteo nos
lleva a determinar que A = —4 ¥y B = 3, por lo que:
X —x—12=(x—4){x+ 3)
Pero, al cambiar x por w? tenemos:
wt—w?— 12 = {w* — 4)(w? + 3
Todavia es posible factorizar mas, debido a que sl factor w? — 4 es una diferencia
de cuadrados: w2 — 4 = {w + 2j(w — 2). De esta manera, la factorizacién final es:
wt —w? — 12 = {w + 2){w — 2}{w: + 3).

En este caso, comenzamos cambiando x = 2%
Zt—-2z84+4d=x"—8x+4

Luego, buscamos dos nimeros A y Btales que A + B=-2y A - B = 4. Coma
podréas observar esto no es sencillo mediante ensayo y error. Cuando esto suce-
de lo recomendable para polinomics de grado 2 es utilizar la fédrmula general:

4
ax? + bx + ¢ = 0,1a cual tiene las raices: x = —b+ zb ki
a
En nuestro casc, 2 = 1, b = —2 y ¢ = 4, por 1o que las raices estan dadas por

X

. Hotamos que el ndmerc dentro de la ralz

_ —(—2)x+a-4{1){4) _2+v-12

2(1) 2
cuadrada es negativo. Por tanto, podemeos concluir que este polinomio no es fac-
torizable {en los mimeros reales).

B, primero factorizamos como una diferencia de cuadrados:
A5 —BS = (A" - (B%2 = (A*- B*){ A® + BY) (1)

Enseguida, factorizamos cada factor del lado derecho de 1a igualdad {&iferencia
y suma de culos):

A*— B = (& — B)(A* + AB + B9 (2)
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v A+ B = A+ B)(A-AB + BY) (3}
Fhora, sustituimos {2} y (3) en {1} y tenemos:
A% — B ={A— BWA& +AB + BY) (A + B){A* — AB + B

En este caso es posible que algunos de estos factores puedan factorizarse mas,
solo depende de las expresiones de Ay 5:

En este caso, primero escribimeos la expresién como una diferencia de potencias
de grado &:

212 — 84 = (z7)F — 2°
Enseguida, utilizames la férmula encontradz en el inciso anterior:
(22 — 26 = (22 — 2)({22)2 + (2%)2 + 2%)(22 + 2)({z7)% — (z%)2 + 27)
= (22— 2)(2* + 2z° + 4) (2> + 2) (z¢ — 22° + 4)

Ademas, la expresionz? -2 se puede factorizar como una diferencia de cuadrados:

2 -2=7 —(v2) =(z-VE)(z+2)

Como sabemos del ineciso i, el polinomio z*—22*+4 no es factorizable, per lo que
la factorizacién final es:
2% -4 = (z — 'JE)(:H— 'H'E){z* +2z" +4)(z* +2)(z" - 22* +4)
Este caso se irata de un trinomio al cuadrado si lo reescribimas come signe:
Frayiraxt+pi+ 2+ ="+ yt + 1 + 2x%pF + 2x% + 2p°
= (X% + (¥¥)% + 17 + 2{x%° + x¥{1) + 2y%(1))

=&+ y*+ 1)

Ejercicios propuestos

En los ejercicios 42 a 56 factoriza la expresicn dada.
42. x*-27

43. x3+27

44 4x?-18

45 2x2—y?

46. wizt-9f

41, g—p?

48. xiz%+8wiy*

23
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49_x*+6x+9

50.2¢ — 427 + 4

1.t -1

52.x%—1

53. wi+ w42

54 g*+ 1lg?+ 18

§5.p¢— 82— 8

56. 2% + 14z* + 49

57. Encuentra una férmula para factorizar A* — B*.

58. Utiliza la férmula que encontraste en el ejercicio 57 y factoriza: x* —1.

§9. En el sjemplo 12, inciso j, primero factoriza comeo una diferencia de cubos y luego
como una diferencia de cuadrados. jLlegas & la misma expresion que en la solu-
cién del ejemplo? Explica tu respuesta.

Enlos ejercicios 60 a 68 desarrolla el binomio dade.
60. (2x — 3y
61. (2x + 3y
62. (2 +w?
63. (222 — 3w)?
64. (6zw? + 3xy)%
65. (Bzw* + 3x%y)?
. 2
66. (5 - 349’)
67. (x+ 1+ p)

§8. Comprueba que (4 + B)? — {4 — BjZ = 448,

En los ejercicios §8 a 77 simplifica la expresidn dada.
69. (2x + 3y)* — (2x — JpF*

70. (327 + pF - (3ay -y

71. (A —7B¥ — (A + 1By
R.(xt+y+zPp-(x+y—2zP

73. (27— 1)2=(x7 + 17
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74. (x° + A - (x= — Af
75. (2 — x)(2 + x)

76. (4 + 2z)(4 — 22)

77. (1 - x3)(1 + ¥

78. Comprucka que |4 + B)? # 4% + By que id — B +* A — B, dando valores numeéri-
cos:.d =5y 58 = 2.Estoes, compruebaque (5 + 2j2 # 5 + 2%, youe (5 — 2)7 # 5 — 22,

1.4 Expresiones algebraicas

En esta seccidn se resumen algunas definiciones importantes que se utilizan a lo largo de
todo el texto y se presentan algunos efemplos de operaciones y divisiones de expresiones
algebraicas.

De esta forma, se inicia con algunas definiciones basicas penerales.

Un conjunto es una coleccién de objetos de algin tipo; a dichos objetos se les denomina
elementos del canjunto. Por lo general, se usan las letras x, y y z para denotar variables,
mientras que para denotar constantes se usan las letras a, 4, €. A menos que se indique
otra cosa, tadas las variables ¥ constantes usadas en este libro deben considerarse nti-
meros reales.

Por su parie, una expresién algebraica es el resultado de sumar, restar, multiplicar, divi-
dir, elevar a una potencia u obtener una raiz de una coleccion de variables y constantes.
Cuando las variables de una expresion algebraica se sustituyen por niimeros especificos, el
nimero resultante se llama valor de la expresion algebraica para esos nimeros especificos.

El dominia de una expresién algebraica corresponde al conjunto de valores que pueden
tomar las variables de una expresion dada, que al ser sustituidos en la expresion algebrai-
ca, esta estd bien definida, sin que el denominador de la expresion algebraica sea igual a
0 icero) y que sus raices existan.

A continuacion se presenta un par de ejemplos de expresiones algebraicas:

. )
‘_n 1 Syz_(xz)
x —7x4+ &
wx Yx_g

Sixesuna variable, un monomio en x se define por una expresion de la forma ax®, donde
@ es un numero real y # es un entero no negativo. En tanto, un binomio es la suma de dos
monemios y un trinomia es la suma de tres monomios. Asi que, en general, un poline-
mic en x es la suma de menomics en x; es decir, un polinomic en x, Pix), que en general
se puede escribir como:

Pixi=agx+a '+ .. +ax+a
! n n-1 1 Ly
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Donde # es un entero mayor o igual a cero y los coeficientes 4. son niimeros reales.
Entonces, si 4, # 0, el polinomio es de grado #. Las expresiones ax’ de un polino-
mio se denominan términos del polinomic y al coeficiente 4, de la mixima poten-
cia presente de x se le conoce como caeficiente principal. Por ejemple, el polinomio
—7x% + 9x° + 3x? — 2 es de grado 9 y su coeficiente principal es —7.

Como contra ejemplo, si una expresion algebraica contiene divisiones o raices de la va-
riable x, entonces no es un polinemic.

Enseguida se presentan algunos ejemplos de expresiones algebraicas que no son
polinomios:

2 x-5
_+9|
X x+2

o 9’ —7x+14

Un resultado importante es que, dado que los polinomios toman valores reales, cuando
se realizan sumas, restas, multiplicaciones o divisiones de polincmios, se pueden usar
todas las propiedades de los niimeros reales descritas en la seccién 1.1.

Como se expuso antes, cuando un polinomio se puede representar como producto de
dos ¢ mas polinomios, se dice que cada polinomio dal producto es un factor del po-
linomic criginal. Asi que factorizar es el proceso de expresar una suma de términos
como un producto. De esta manera, un polinomio con coeficientes en algin conjunto
& es irreducible sobre §, si no se puede escribir como producto de dos polinomios de
grado positivo con coeficientes en . Por ejemplo, el pelinomio x? — 2 es irreducible en
los nameras racionales, pues no se puede factorizar en dos polinomios de grado positivo
con coeficientes en los niimeros racionales. Sin embargo, £ — 2 no es irreducible en los

nimeros reales, ya que se puede escribir como x* -2= (x + VE)(.&' - \-’E) Por su parte,

x? + 1 esirreducible sobre los nlimeros reales, pere #o lo es sobre los nimeros complejos.

En general, una expresién fraccionaria es un cociente de dos expresiones algebraicas. Y
come casc particular, una expresion racienal es un cociente £/ de dos pelinomios, £
¥y Q, con ) # 0. Como la divisidn entre cere no estd permitida, el dominic de P/ es el
conjunto de los niimeros reales para los cuales Q # 0.

Un ejemplo de expresion racional es:
9x° +6x—3
x*—1

En este caso, el dominio es el conjunto {x: x € R, tal que x # * 1}, lo cual se lee como:
“El conjunto de las x, tales que x pertenece a los nibmeros reales, con x distinto de 1 o0 —1”.

Division de expresiones algebraicas

Como se enfatizé en la seccién 1.1, la division es la operacién inversa de la multiplica-
cion. Es decir, para dos nitmeros reales cualesquiera @ y b, can b # 0, existe un niimero
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real tinico ¢, tal que ¢ = a/b. Esto se lee: "¢ es igual a @ entre #” . Es decir, 2 = be, dende

w_n

a” es el dividendo, “B es el divisor y “¢” es el cociente. Es decir:

Dividendo
Divisor

Caciente =

Cuando a, b ¥ ¢ se refieren a expresiones algebraicas y no solo a mimero reales, por
ejemplo el polinamic A = 3a* + 8 ¥ el monomio B = 2x, en general se tienen dos casos:

a) Siladivision es exacta, entonces:
% ={ = A=CEB (Divisidn exacta)
) Sila division no es exacta, entonces al dividir A entre B queda un residuo R. Asique:
i:C-I—E:}A:CB—I—R
B B
Es decir:
Dividendo = Cociente X Divisor + Residuo

Enseguida se presentan algunos ejemplos resueltos paso a paso.

Ejemplo 13

Encontrar el cociente C = A/B que resulta de dividir las siguientas agpresicnes alge-
braicas Ay 5:

A=-8m‘n*; B= 4m’n%

Solucion

Considerando las reglas de los exponentes que vimos en las secclones anteriores,
tenemos que:

Ejemplo 14
Encontrar la siguiente divisién de expresiones algebraicas:

4 2 4 5
3m'zc' —9c'z+6m°c’
3
2z°c®

29
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Solucion
Usando las leyes de los exponentes, tenemos que:

Am*zic* -9z +6mfc'  Am'z%c* 98¢z 6mc' 3Am'c® 9¢  AmSc?t

2zc? T 22 2% 22 2z 27" z*
Ejemplec 15

Encontrar el cociente y el residuc de la siguiente division de polinomies:

2x*—3xt+6x -4
x*_x+1

Solucién
Primero, ordenamos los polinomios de mayor a menor y procedeinos comeo e €l caso
de una division de nimeros cualesguiera:
2x -1
2 E 2
X" -x+1 2x" -3x"+6x—14
- —ax*+2xt-2x

- x*+4x -4
+ X x +1
0 +4+3x -3

Es decir:

E) 2
25°3x" +6x -4 _, ), 823
x*-x+1 ¥ -x+1

O lo que es lo mismo:

2x*—3x*+6x —4={2x -I)(¥* —x+1}+3x -3

En este caso, el cociente s 2x — 1 y el residuc es 3x - 3.

Comprobacion: Desarrollando el lade derecho podemos comprobar que este esigual
al lado izquierdo:

(2x -1}{x* -x+1)+3x -3=2x"+2x" - 2x - ¥°—x-1+3x-3=2x"-3x"+6x -4
Lo que queramos demostrar (de aqui en adelante [ g. &.).

Entonces, vernos que si -‘% =C +% entonces, A=(C-B)+ R,
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Ejemplo 16
Encontrar ¢l cociente y el residuoc que resulta al dividir los siguientes polinomios:

4x" +8x'+2x® 62 48
xt+2x 41

Solucion

Primere, ordenames los polincmios de mayor a menor y procedemos Commo €7l una
division de nimeros cualescuiera. Observa que como no esta presente el términe con
x* en el dividendo, dejamos el espacic correspondienta:

4x —4x +10
2*+2x+1] 4x®+82° +2x* -6x+8
-4x% —8x% —4x°
0D +0 +4x°-2x*-6x
—4x?48x% +4x
0 +10x*-2% + B
—10x? - 20x -10

0 -22x -2
Es decir:
4x° +8x' +2x% -B8x+8 -22x -2
+ * + =4z - 4x +104+ — —
24 2x+1 425 +1

O le que es lo mismo:
4x° +8x' +2x* -6x+8={4x" —4x +10)(x* + 2% +1)-22x -2

Comprokbacion: Desarrcllandeo el lado derecho pedemos comprebar que es igual al
lado izcquierdo:

(4x® —4x +10){x" +2x +1)—22x —2=
Ax% 4 Byt 4 4x° —4x7 —8r —4x +10x* +20x +10—22%x - 2=
4x* +8x* +2x? —6x +8

Una vez mds, si % =C +% entonces, A ={C B8]+ R

Antes de describir el método de divisidn sintética entre dos polinomios, es conveniente

enunciar dos feoremas impaortantes que serin de gran utilidad mis adelante: el teorema
del residico v el teorema del factor.
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Tearemia del residiio
Siun polinomio Pix! se divide entre {x — ¢i, donde ¢ es una constante independiente de
x, entonces &l residuo de la division es P{c!. En términos algebraicos, se tiene que:
Pix Plc
() _ a2
{x—¢) (x—c)

Es importante destacar que una consecuencia (til e importante del teorema del residuo
es el teorema def factor.

Teorema del factor

St P1x) es un polinomio, entonces (x — ¢} es un factor de P{xi si y solo si Pic) = 0. Asi
que x — ¢ es un factor del polinomio Px! si ¥ solo si ¢ es un cera del polinemio, es decir
siPir)=10.

Divisién sintética
En el caso de la division de un polinomic entre un divisor de [a forma (x — @) existe una

manera practica de obtener el cociente v el residue, llamada divisién sintética, la cual
estd fundamentada en el teorema del residuo mencionadeo anteriormente.

A continuacion, se muestra el método de divisién sintética acompanado de un ejemplo,
antes de describir el procedimientc en general:

Ejemplo 11

Con base en el métade de division sintética, encontrar el cociente y el residuo al divi-
dir ¥*-5x° + Tx -9, entre x - 4.

Solucion
Adqui:
Plx)=x'-8x"+Ix-8,y(x-¢c)=2-4
Bsi que:
c=4.
Procedimiento

a) Primero, ordenamos los coeficientes de x° — Bx2 + Tx -9 en el primer renglon de
un arreglo de &res renglones,esdecir: 1 —8 7 -8,

b) Enseguida, bajamos al tercer rengldn el coeficiente de la potencia mas alts de x,
er este caso de r¥ es decir: 1.

c) Luego. multiplicamos este valor por la constante ¢, es decir, 1 ¥ 4 = 4 y escribimos
el resultade en el segunde rengldn, abajo del coeficiente de la siguiente potencia
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de x, en este caso, abajo del nimero —5, ¥ sumamos —5 + 4 = —1 ylo escribimos
an el tercer rengldn, a la derecha del 1 que hablamos hajado inicialmente.

d) Acto sequido, multiplicamos este —1 » 4 = —4, y lo ponemeos en el segundo ren-
glén. abajo del coeficiente del siguiente exponente de las x; es decir, abajo del 7.

e) En el sicuiente paso sumamos 7 + f —4) = 3,y lo escribimos a la derecha del -1,
que habiamos escrito en el tercer rengldén.

f) Luego, repetimos el procadimiento y multiplicamos este 3 X 4 = 12, que escribi-
mos en el segundo renglon, abajo del coeficiente del siguiente exponente de las
X, eneste casael —9.

g) Por udltimo, sumamos —% + 12 para obteher el nimerc 3, que corresponde al
residuo:

4{1 5 7 -9
4 —4 —12
1 -1 3 3

Como se puede ver, los primeros tzes valozes obtenidos en el tercer zenglon. 1, -1y
3, correspenden a los coeficientes del cociente en orden descendente, nientras que
el Ultimo valor, en este caso, 3, corresponde al residuo.

De esta manera, hemos determinado que:

x*_Bx*+7Tx -9
* =x*-x+3+
-4 -4

O lo que es lo mismo:

¥ -8x?+Tx-9={x"-x +3){x -4)+3

Asi que el cociente es x°—x+3 y el residuo es 3.

Cuandc comprobamos nuestro resultado. desarrollando el lado derecho, podemos
verificar que es igual al lado izcuierdo:

(¥*—x+3)(x-4)+3=x"-42"-¥"+ax +3x-124+3=x°-5x*+7x -9

En resumen, la division sintética permite hallar de manera eficiente ¢! cociente de un

palinomio {x! entre un polinomio de la forma x — ¢. El procedimiento es el siguiente:

a) Ordenar los coeficientes del polinomio dividendo P{x), en orden decreciente en el
primer renglén de un arregio de tres renglones. En tanto, a la izquierda del primer

renglon, se coloca el valor de la constante ¢

cla a, _, ..4 a4,
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El tercer renglon se forma bajande el primer coeficiente de £ix), luege se multiplica
sucesivamente cada coeficiente del tercer renglén por ¢, ¥ se coloca el resultade en el
segundo renglén a partir de la sepunda posicién y este resultado se suma al coeficiente
correspondiente en el primer renglén y se coloca el resultado en la siguiente posicién del
tercer renglon:

E] @, Gy G T & By
ca, ¢b - b, b
T bl bz o bn—] d

Aquf, b, = a__, + ca_. Eliltimo coeficiente en el tercer renglén ir) es el residuo, los otros
coeficientes (@ b, & .. & ) son los coeficientes del cociente en orden descendente.

Ejemplo 18

Usar el método de divisidn sintética para encontrar el cociente vy el residuo de la si-
guiente expresidn racional (cociente de dos polinomics):

xi—-4x*—5
x -3

Selucion

Siguiendo el procedimiento descrito antes, procedemaos a formar €l arreglo con los
tres renglones._ Asi:

31 -4 ¢ -5

3 -3 -8
1 -1 -3 14

De esta manera, encontramos que:

3 2
w=(3= —x-3)+ 1%
X -3
Es decir:

x'—4x* -B=(x"-x-3){x-3)-14

Por tanto, €l cociente es #® — x — 3, ¥ el residuc es — 14.

Lo cual se puede comprobar desarrollando el lado derecho v verificando que sea
igual al lado izcuierdo:

(¢ —x-3)(x-8)-14=x"-3x"—¥* +3x -3x+9-14=x"-4x" -5
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Ejemplo 19

Usar el método de divisidn sintética para encontrar el cociente y el residuc de la si-
guiente division de polinemios:
3x° +8Bx*+5x-7
r+2

Solucion

Para la resclucion de este problema. primero usamos el métodeo de division sintética:

-213 8 5 -7
-6 -4 -2
3 2 1 -8

Asi que:

3x*4+8x +5x -7
X+2a

=(3xt+2r+1)——2_

X +2

Es decir:

3x*+8Bx* +5x -T=(3x*+2x +1j{x +2)-9

Por tanto, el cociente es 3x* + 2x + 1 v el residuo es —9.

Simplificaciéon de expresiones racionales

Como se menciond antes, una expresidn fraccionaria es un cociente de dos expresiones
algebraicas; entonces, como caso particular, una expresion racional es el cociente de dos
polinomios A/, donde el numerador A es el dividendeo v el denominador B es el divisor,
que se asume no es hulo (B # 01. Ademas, el dominio del polinomic B = Bix), es tal que

B es distinto de 0, de tal modo que la expresion A/B esta bien definida.

Para reducir una expresitn fraccienaria a su minima expresién, es necesario buscar to-
dos los factores comunes al numerador y al denominador. En este proceso de simplifica-
cién debe tomarse en cuenta que el valor de una fraccion no se altera si el numerador y el

denominador se multiplican 1 o dividen) por el misma factor 1no nuloj. Es decir:
A_AC_AC_A A
B BC BC B B

Donde C# 0.
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Ejemplo 20

3 2
Factorizar y simplificar el cociente de expresiones racionales 12;;; 1132 + 2% asu
minima expresion. 8x7 +10x" - 3%
Solucién

12x* —11x +2  (3¥x-2)(4x-1) 3x-3

12x° - 11" +3x _ x _ _
8x*+10x*-3% X Bx’+10x—3 (2x+3)(4x-1) 2x+3
Con:
1 3
E2— Erxr—, E=0
4 2
Ejemplo 21

3x! +9x°%
12x* 4+ 182" - 54 x®

Factorizar la siguiente expresidén racional: a suminima expresién.
Solucidén

3x*+9x° _x* 3x*yex __ x (8x+8) x
12x* +18x°—84x® x* 12x*+18x—54 (4x-8) (3x+9) 4x-8

Con:

Xig,:fi—& =0

Ejemplo 22

20x* —11x* - 3x .. .,
a su minima expresién.
Bx* +11x° +2x° =P

Factorizar la siguiente expresion racional

Solucién
20x* -11x*-3x _x 20x"-11x -3 __20x°-11x-3
5x'+11x* +2x* ¥ 8x +11x° +2x x{56x°+1lx +2)
_(4x-3)(8x+1) 4x_3
C x{x+2)(8x+1) x(x+2)
Con:

1
x.::—-g, ¥=—-8x=0
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Multiplicacién y division de expresiones racionales

Cuando se tiene el producto de dos expresiones racionales (también conccidas como
fracciones algebraicas) deben tomarse en cuenta las sigiientes reglas de multiplicacién
y divisian:
e . AC AC
1. Multiplicacién de fracciones: — — = —.
B D BD

o)
2, Divisidn de fracciones -(-i = ﬁ.
C BC

Es decir:
B/ \Dh! BC

A continuacion se presenta una serie de ejemplos resueltos paso a paso.

Ejemplo 23
. e . o . . ax'y 2a'b?
Realizar la multiplicacion de las siguientes expresiones racionales: oD # PRI
a Xy
Solucion
9x°y y 2a’p® 18a*b’x’y  abx
6ah 6x'y* 38a'bxy" 2y
Ejemplo 24

Realizar la multiplicacién de las siguientes expresiones racicnales:

xt x4

#2493 +20 x*—-x-6

Solucién
x? _ E¥4 ' {x +4) _ x%(x +4)
' +9x+20 x*-x-6 (x*+9x+20)(x*-x-6) (¥+4)(x+5){x-3)(x+2)

x!

(2 +8)(x—3}{% +2)
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Ejemplo 25
Realizar la divisidn de las siguientes fracciones algebraicas
28x"-13x—6 _ 8x +Bx-9
X-2 - xt-2x

Solucién

28x%*—13x -6 . 8x*+6x-9 28x*—13x-6__ x*-2x
= = *
x-2 x%-2x x-2 Bx*+6x-9

_ 2332_]33_5X X(X—E} _(2332—133—5}3 B (4};’ -38)(Tx +23)x _ [TX' +3)x

x-2 Bx*+6x -9  Bx*+6x-9 (4x —3){2x + 3) 2x +3

Suma y resta de expresiones racionales

Por lo peneral, para sumar o restar dos expresiones racionales se debe encontrar un de-

nominador corniia, con las siguientes propiedades: %:I:% = E

D
Si los denominadores de las expresiones no son iguales, es posible obtener un denomi-
nador comtin multiplicando el numerador y el denominador de cada fraccién por una

expresion adecuada. Por lo comin, tiende a emplearse el minimo comun denominador

{mecd) de ambos cocientes: i:I:E = M
B D BD

Cuando se trata de ntimeros, para hallar el med es comin realizar la factorizacion de
cada denominador en nimeros primos y formar el producto de los factores primos di-
ferentes, usando el mdxime exponente que aparezca en cada factor primo. Pero, cuando
se trata de sumas o restas de fracciones algebraicas, el med es igual al preducto de todos
los factores de los diferentes polinomios de las deneminadores, tomando cada factor al
maximo exponente que aparezca. Lo anterior se demuestra en los sigtiientes ejemplos.

Ejemplo 26

Realizar la siguiente operacion y desarzcllar:

x a2
x-3 3x+4
Soluciéon
x __ 2 _¥{8x+4}-2(x-3) 3x'4ax_23x+8
x-3 3x+4 (x —3){3% +4) (x - 3)}{3x +4)

__ 8x"+3x+6 _3x°4+2x+6
(x—3)(3x +4) 3x*-Bx-12
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Ejemplo 27

Realizar la sigmiente ocperacion y desarrollar:

6 ., 8 2
¥{(3x-2) 3x-2 =x*
Solucién
6 , 6 2_ 6 x, 5 x* 2 3x-2_
X3x—-2) 3x-2 x* x(3x—-2) x 3xr-2 x* x* 3x-2

6x , 5x*  ABx-2) _
x¥¥3x -2y x*@x-2) x¥3x-9)

6% +5x° -23x—-2) _  5x°+4 _ 5x*+4
x33x-2) x*3x—-2) 3x*-2x*

Ejercicios propunestos
Division de expresiones algebraicas

I9. Encuentra el cociente C' = A/B de las siguientes expresiones algebraicas y simpli-
fica,con 4 = 3m*n*y B = —6mind.

80. Encuentra el cocients C' = A/B de las siquientes expresicnes algebraicas y simpli-
fica,con: 4 = 12x% %z y B = Jx?yzt
§1. Realiza la sigulente division de expresiones algebraicas:

A Ty’ -9vizx +122°x'y°

B 3utzix?

§2. Realiza la siguiente division de expresiones algebraicas:

A _Ba’b'c+4b'cd’ +16c’d

B 2a‘cid?

83. Encuentra el cociente y el residuo de la siguiente division de polinomios:

2x* +4x® B5x*+3x -2
x*+2x -3

§4. Encuentra el cociente y el residuo de la siguiente division de polinomios:

'~ x'y —x%yt + Txy® — 6y’
x*+xy —2y°

§5. Encuentra &l cociente y el residuc de la siguiente division de polinomics:

x*-3r'+2x -5
4+ x+1
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Encuentra el cociente y el residuo de la siguiente divisién de polinomios:

3x*+ax*+x+7
x 41

Divisién sintética

87.

88.

89.

80.

91.

Usa el método de division sintética para encontrar el cociente v el residuc de Ia
siguiente divisién de polinornios:
Bx°—19x° +16x -4
x-2

Usa el método de division sintética para encontrar €l coclente v el residuc de la
siguiente divisién de polinormios:

x*—1

x-1

Utiliza el método de division sintética para encontrar el cociente y el residuo de la
siguiente divisién de polinormios:
6x° —8x" - 4x - 14
x -2

Usa el método de division sintética para encontrar el cociente y el residuc de la
siguiente division de polinormios:

2x*+6x* —2x +8
xX+3

Utiliza el meétodo de division sintética para encontrar el cociente y el residuo de la
siguiente expresién racional:

3x*+8x*4+65x -7
xX+2

Simplificacion de expresiones racionales

82.

93.

Factoriza y simplifica =l sigquiente cociente de expresiones algebraicas:

Bx®-—Bx®_14x
Ax®+14x* +10x

Factoriza y simgplifica el siquiente cociente de expresiones algebraicas:

16x% —17x° + 4x¢
10x* +12x° —16x°
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94. Factoriza y simplifica la siguiente expresidn racional:

12z +14x -6
Bx?4+28x -10

95. Factoriza y simplifica la siquiente expresion racicnal:

9Bx? - 32x
28x? —2x* -Bx

Mulliplicacién y division de expresiones racionales

96. Realiza la multiplicacién de las siguientes fracciones algebraicas:
1x* yﬂ % 4a°p’
8a’b  3xy!

97. Realiza la multiplicacién de las siguientes fracciones algebraicas:

32utv? " v

w! ar'w

98. Realiza la division de las siguientes fracciones algebraicas:

X +8B . X+4
3x2_-19x—14 6x%-—46x+28

99. Realiza la divisién de las siguientes fraccionss algebraicas:

¥x—2 . 4+x
6x*—2x-8 8x*42%x-2

Suma y resta de expresiones racionales

100. Realiza la siguiente operacidn ¥ desarrolla:

X 2

2-x 4x+3

101. Realiza la siguiente operacion ¥ desarrolla:

2 __3 .2
#*{5x +1) (Bx+1) x*

102. Realiza la siguiente operacidn ¥ desarzolla:

7 5 n g

(x+1)(x+2) (x+2)x =x{x+1)
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Capitulo

Ecuaciones
y desigualdades

Al final de este capitulo el alumno sera capaz de:

+ Identificar y resolver ecuaciones lineales.

« Resolver problemas relacionados cen ecuaciones
lineales.

+ Resclver sistemas de ecuaciones lineales.

+ Resolver ecuaciones cuadraticas.

+ Reconccer y resclver desigualdades.
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Introduccion

En este capitulo se tratan los principales métodos de resolucién de ecuacicnes v des-
igualdades. Con base en ese objetivo, se inicia con el estudio de ecuacicnes lineales, las
cuales tienen muchas aplicaciones; enseguida, se trabaja en los sistemas de ecuaciones
lineales. Asimismo, se aborda la resolucidn de ecuaciones cuadriticas, con valores abso-
lutos y racionales. Una vez que se poseen estos conocimientos, se inicia el estudio de la
resolucién de una inecuacion o desigualdad.

2_1 Ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales

Una ecuacién es una ignaldad entre dos expresicnes; por ejemplo, 2x? +~ 3x = 2 + 2x + 6
a x° = 125 son ecuaciones. Resolver una ecuacidn significa encontrar los valores de la
variable que hacen verdadera la ecuacion, es decir que satisfacen la igualdad; estos va-
lores se conacen como soluciones o raices de la ecuacion. Por ejemple, en la ecuacién
2x* + 3x = x*+2x+6, x = 2 es una solucién (o rafz), porque al sustituir este valor se
cbtiene una identidad:

2(22+3(2) = (2)2+2(2)}+4&
8+6 =44+446
14 = 14

En este caso, x = | no es una solucién, porque al sustituir este valor no se obtiene una
identidad:

ALP+3(1) = (1)P+2(1}+6

243 =142+6
5=9

Para la ecuacion x* = 125, la (nica solucién es x = 5, dado que al sustituir en la ecuacion
cualguier otro mimero, no se obtiene una igualdad.

Ecuaciones lineales

Una ecuacidn lineal es una ecuacion de la forma mx + & = 0 {con w1 = 0], y su solucién

es: x = —b . Para la resolucion de ecuaciones lineales, si se suma o resta la misma canti-
i

dad a cada lado de la ecuacion, la igualdad no se afecta. Lo mismo sucede al multiplicar

ambos lados de la ecuacidon por un nimero. Como no existe la division entre cero, al

dividir cada lado de una ecuacion por un mimero, este debe ser diferente de cero. En

simbolos:

+ Sia=byce R entoncesa +c=4+rc.

s+ Sia=byce R, entoncesa—c=4—r¢.
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+ Sta=Fkyc e R, entonces ac = be.

b

¢« Sta=hyc e R, c=0, entonces a_8

€ €
Ejempilo 1
Resolver la siguiente ecuacian:

x-7T=13—-2¢
Solucion
Primero, sumamos 2x a cada lado de la ecuacién 2x:
x-7+2x=13—-8x+ 2x

Luego. simplificamos:

Bx—7=13
Ahora, sumarmos 7 a cada lado de la igualdad, asi obtenemos:

Br—T7T+7=13+7
Al simplificar tenemos:
Bx =20

Por tiltimo, dividimos cada lado entre 5. Por tanto:

5_.3':@03:4_
5

5

Podemos comprobar esta solucidn al sustituirla en la ecnacion original. Entonces:
3{4: — 7T =13 — 2(4)
I2-7=13-8
§=5
Ejemplo 2
Resolver la signiente ecuacién:
17x -2{x —4)+3=4{5z2 +1)-3x +28
Solucidon
Primero, desarrollamos los paréntesis y simplificamos en cada lado de la ecuacidn:
17x - 2{x —4)+3=4(52+1)-3x +28
17 -2x +8+8=20x+4-3x +28
15x+11=11x+ 32
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Luego, restamos 17x a cada lado de la ecuacién y simplificamaos:
IBx+ 11 - 1Tx = 1Tx + 32 — 17x
—2x+11=32
Enseguida, restamos 11 a cada lado de la ignaldad:
—-2x+11-11=32-11

—2x =21

Finalmente, dividimos entre —£2 cada lado de la ecuacién:
—2x _ 21
-2 —7

De esta forma, vemos cque la solucidn es:

¥= -2
2
Para realizar la comprobacion, sustituimos la solucidén enconirada en la ecuacidn
original:
17(—31 —2[—31- - 4)+3 - 4(5(—§¥)+1)_3(—ﬂ)+23
2 2 2 2
—ﬁﬂ—z(—-z-ﬁ)+3= 4(—@)+§§+23
2 2 pd 2
_293_ _2@3
2 2
Ejemplc 3
Resolver la ecuacidn:
2x—1, ,_g_1-4x
Solucién

Podemos evitar trabajar con fracciones si multiplicames por 15 cada lado de 1a ecua-
cién (ndtese que 15 es el minimo comun miltiplo de los denominadores § ¥ 3) v
simplificamos:

15|3‘”_1+1}:15|5—T‘4X}
5 3

15[3""5‘ll+15{1]= 15(5}—15[%]

6x—-3+15=75-35+20x

Bx +12 =404 20x
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Enseguida restamos 20x y 12 a cada lada:
Bx +12-20x —12=404+20x - 20x -12
-14x =28

Entonces, al dividir cada lado enitre — 14, obtenemas ia solucién:
x=-2
Ejemplo 4

Resolver la ecuacion:

B"";z +1=2(x - 5)

Solucion
En primera instancia, multiplicamos cada término de la igualdad por 3:
6x+ 2+ 3 =6(x - 5)

Luego, simplificamos:

6x+5=6x—30
Enseguida, restamos 6x a cada lado de la igualdad:

Bx+5 —6x=6x— 30— 6x
5=-30

Nétese que la tltima igualdad es un absurde, lo que significa que la ecuacién no tiene
solucion.

Ejemplo 5
Resolver la signiente ecuacion:

155 — 35 _

Jx-1'+8
=2 =3(x -1

Solucion
Primero, multiplicamos cada término de la igualdad por 5:

18x — 36 = 15(x — 1) + 40
15x — 35 =15x — 15 + 40
18y — 35 =15x— 35
Ahora, si restamos 15 a cada lado obtehemos:
—-35=-35

Esto es verdadero, independientemente del valor de x, por tanto cualcuier nitmero
Ieal es solucién de esta ecuacidn. El conjunto solucion es &.
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Ejempla §

Un vendedor tiene un salario base de $4000.00 mensnales mas una comision de
$180.00 por cada preducto que venda. Determinar cuantos productos debe vender
este mes si quiere obtener un ingreso de $5500.00.

Solucidn

Si S representa el zalario del vendedor v 2t es el numero de productos que vende por
mes, entonces su salario es:

S =4000 + 150n

Entonces, si el vendedor quiere cue S = 8500, debemos resolver la ecuacidn
4 Q00 + 150n = 3800:

180n = 8500 -4000=4500yn= ﬂ=3ﬂ'

150

Esto significa que debe vender 30 productes.

Ejemplec 7

En el curso de matematicas Luis tiene calificaciones parciales de 71 y 89. Determinar
cqué calificacién debe obtener en el siguiente examen parcial para obtener un pro-
medio final de 85 puntos.

Solucidn
51 x = calificacidn del siguiente pazcial, entonces el promedio es:

f1+89+x
3

Corne Luis quiere un promedio de 85, resclvemeos la ecuacion:

De esta manera, Luis debe obtener 95 puntos en su siquiente examen parcial.

Sistemas de ecuaciones lineales

En ciertas aplicaciones es necesaric resolver no una ecuacion lineal, sinc dos ecuaciones
de manera simultinea:

) y=mx+k..(1)
y=nx+c...[2)

El sisterna (*) anterior se conoce como un sistema de dos ecuaciones lineates con dos
incdgnitas o un sistema de ecuaciones tineales de 2 > 2. En este, a los nimeros m, b, ny ¢
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se les conoce como coeficientes del sistema, mientras que x y y son las incognitas o inde-
terminadas del sistema.

Pero esta no es la Gnica forma de representar el sistema. Por lo comin, el sistema se
expresa en la forma:

} ax+by=p.. (1)
x+dy=q...(2)

{ac*

Sistema 2 X 2 que tiene coelicientes a, b, cy 4, y sus incognitas sonx y y.

Existen varios métodos para resolver un sistema 2 X 2, pero aqui sclo se hard mencian
de los tres principales métodos:

+ lgualacion. Si el sistema es de la forma (*}, es posible igualar la ecuacién i1} con la
ecuacion 12}, con el fin de obtener una ecuacion lineal. De esta manera:

mx+b=nx+r¢c

. .. £— . -
Esta ecuacion lleva a la solucion x= {siempre que 1 — # = 0}). Una vez cono-

H—n
cida la variable x, solo basta sustituirla en cualquiera de las ecuaciones, {1} 0 {2}, para
obtener el valor de [a variable y.

Cuando el sistema es de la forma {**}, primero se despeja la misma variable de las
ecuaciones (1} ¥ (2] y estas se igualan después.

« Suma-resta. Cuando el sistema es de la forma (**}, se utiliza el método conocido
como suma-resta; esto es, se multiplica la primera ecuacion por e y la segunda por a.
Esto iguala los coeficientes de la variable x:

ax + by = p — se multiplica por ¢ — acx + bey —cp.. (3)

cx+ dy =g — se multiplica por a — acx + ady=ag...(4)
Al restar estas ecuacicnes se elimina x y se obtiene una ecuacion lineal en y, Ia eual
es ficil de resolver: bey — adv = cp — ag o y:-z% (si bc—ad =0). Una vez co-

nocida la incégnita y, es posible sustituir su valor en cualguiera de las ecuacicnes,
{1) 0 (2), para encontrar el valor de x. Para eliminar y, y obtener x, también es posible
repetir el proceso de suma-resta; para esto basta multipficar la primera ecuacién por
d v ha segunda por & v restar las ecuacicnes obtenidas:

ax+ by — p — se multiplica por d — adx +bdy—dp...(5)

ex+ dy = g — se multiplica por & — bcx+ bdy = bg...(6)
Alrestarlaecuacién (5) alaecuacién (6), se obtieneadx—bcx=dp—bg o x :M.

Mads adelante se analizan algunos ejemplos de este caso.
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+ Sustitucién. Otro método para resolver un sistema 2 % 2 consiste en despejar una
variable de cualquiera de las dos ecuaciones y sustituirla en la otra ecuacion. Por
ejemplo, para el sistema (**) se despeja y de la ecuacioén (1):

y=E2= (3)

Luego, se sustituye {3) en {2) y se cbtiene [z ecuacion lineal:
et

: . , dp—b .
Al despejar x de esta ecuacicn se obtiene x = L i gue coincide con el resultado

ad — bc
anterior. Una vez que se conoce el valor de x, se sustituye en la ecuacién (3) para

obtener el valor de y.

A continuacidn se presenta una serie de ejemplos.

Ejemplo §

Resolver &l sistema:
F=2x+1..Q)
y=3x—-42...(2)

Solucién
Primero, igualamos la ecuacién {1) conla (2):

Zx+1=3x-2

Luego, restamos y sumameos & de cada lado para chtener:
¥=3

ABhora, sustituimos este valor en la ecuacién (1):

y=231+1=17
Como se puede cbservar, si sustituimos en la ecuacion 2 obtenemos el mismo valor:

y=3(3)-2=1
Por tanto, la solucién del sistema es:

x=3,y=17

Para su camprobacién, debemos sustituir los dos valores encontrades en el sistema
y verificar que ambas ecuaciones se cumpler, jno kasta con comprobar en una sola
acuacidn!

y=2x+1— sustituimos x =3, y =T ->7=2(3)+1-7=7
y=3x -2 sustituimos ¥ =3, y=7—7=3(3)-2—-1=1
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Ejemplo 9
Resolver el siguiente sistema:

3x -4y =2...(1)
5x +6y =16...(2)

Solucion

En este casc, usaremos el meétedo de suma-resta. Primero, multiplicamos la ecuacidn
(1) por 5 v la ecuacidn (8} por 3 {cbsérvese que los mumercs 5§ v 3, que son los que
multiplicamos, son los coeficientes de x):

3x — 4y = 2 — multiplicados por 5 — 15x —20y =10...(3)
5x +6y =18 - multiplicados por 3 —15x + 18y = 48...(4)

Al restar la ecuacion (4} de la ecuacién (3), tenemos:
18y — {(—20¥} =48 — 100y =1

Ahora, multiplicamos la ecuacion (1} por 6 [el coeficiente de ¥ de la ecuacion (2)] v 1a
ecuacion (2) por 4 [que es &l coeliciente da y de la ecuacidn (1)}

3x -4y = 2 — multiplicados por § —+18x - 24y =12...(8}
5x 4+ 8y =16 — multiplicados por 4 — 20x 4+ 24y = 64_..(6)

Dado que los coeficientes de y tienen signos contrarios. sumameos (ne restamos) las
ecuaciones (5) y (8). De esta manera, obtenemos:

Bxr=T60x=2
La solucion es:
x=2,y=1

Si queremos comprobar, recordemos cue hay que sustituir en ambas ecuaciones.

Ejemplo 10

La teoria de la relatividad, descubierta por Albert Einstein, afirma que el tiempo no
transcurre igual para una persona que permanece en la Tierra que para otra que via-
ia por el espacic a una velocidad cercana a la velocidad de la luz. Como ejemplo,
considérense a dos perscnas que tisnen la misma edad, 20 afios en el atic 2012. De
ellos, une parte ern una nave que viaja a una velocidad tal que su edad camiria solo la
tercera parte de la edad que tendria si se cueda en la Tierra.

a) Determinar la edad que tendrian ambas personas en ¢l afic 2039.

b) Establecer en cudntos afios terrestres, 1a persona gue permanece en la Tierra le
doblara la edad ala persona que vizja en el espacio.
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Solucion

5i ala edad de la persona que vizja en el espacic la designamos conlaletra £, y dado
gque en la nave ¢l tiempe transcurre a una tercera parte de lo que transcurre en la
Tierra,la ecuacidn de la edad de la perscna en el espacio es:

E=Yiyap
3

Donde t = 0en <l afio 2012.

a) En el afio 2038, t = 27. Por esta 1azén, la persona que penmanecio en la Tierra ten-
dra 20 + 27 = 49 afics, mientras que la persona gue viaja eh el espacio, tan solo

tiene E =%(2T}+ 20 = 29 afios.

b) Para resolver este problema utilizaremos la ecuacion de la edad en la Tierra. En
este caso, la ecuacion es simple, solo debermos sumar el nimero de afios que
franscurren a la edad actual; esto es, si ¢, representa la edad enla Tierra, entonces:

e =t+20
Donde t = C zn el afio 2012.

Como recmerimos cue la edad de la persona en la Tierra sea el doble de la edad
en el espacio, ¢, = 2E. Asi que tenemos que resclver ¢l sistema de ecuacicnes:

1
E==1+20..01

3 {1}
2E =1+20..42)

Bhora, sustituimoes la ecuacién (1) en la ecuacién (2) ¥ obtenemes:
z[%r+zn)=t+zo

Al resclver la ecuacion anterior ohtenemos:
t = 80 afics

Si sustituimos este valor en la ecuacion (1), olbtenemos la edad de la persona en
el espacio:

E = 40 afios

jMientras que la persona enla Tierra tendria 80 afios!

Ejemplo 11

En economia, el punte de eguilibric de un mercado se define como la interseccidn
entre la curva de demanda ¥ la curva de oferta. Las variables que conmminmente se
utilizan son p {precic) v g {(cantidad), en lugar de x v y. Supdngase que para cierto
mercado 1as curvas de demanda y oferta son:
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* Oferta:p=—-3g+4
* Demanda: 3p —6g =3
Determinar el punto de equilibrie.

Solucion
Primero, tenemos cue resolver el sistema:

p=—3g+4..()
3p—-6g=3..(2)

Como p ya astad despejada de la ecuacion (1}, la sustituimos en la ecuacién (2) v re-
solvernos para q.

3(-8g+4)-8g=3
-89 +12-6g =3

-8 _3

Ahora, sustithimos este valor de g en la ecuacion (1):

.3) 11
=-3|2)1+4=22
P (5 5]
Entonces, el punto de equilibrio es:
=1 .3
b= 5 q 5

Existen ecuaciones que parece que no son lineales, pero se reducen a resolver una ecua-
cion lineal. Normalmente se dan con cocientes en los quie aprarece la variable en &l denio-
minador. Veamaos algunos ejemploes.

Ejempio 12

Resolver la siguiente ecuacidn:

4 4g__¥
xX-3 xX-3

Solucion

En este ejemplo, 1o pritmerc que debemos hacer notar es que ¥ = 3 no puede ser 50-
lucion dado que es la raiz del denominador y no se puede sustituir en la ecuacidn. Asi
que en adelante supondremos que x = 3.
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Ahora, multiplicamos cada término de la ecuacién porx — 3:

2 3
¥ -3)+5{x -3)=
7 ¥ B - =—"

(¥ -3}

Luego, simplificamos:
2+6ix—-3)=3

Esta dltima ecuacidn es lineal, perc debemos recordar que x — 3 De esta manera, al
resolverla obtenemos la solucion:

£ _ 186
5)
Ejempla 13
Resolver la ecuacidn:
2
6x'+x-8 .. .o
3x -7
Solucién

Aqui el denominador se anulasi x = % . por lo que la sclucién no puede ser este nu-

mers; ¥ n adelante consideramos que ¥ = % . D& esta manera, multiplicamos cada

término de la ecuacién por 3x — 7:

6:{2—1—3—5
= T2 B3y - =(2x+¥(3x -7
3x _7 { } ( M )

Bx*+2-5=67"+13% - 63
Noétese que los términes al cuadrado se eliminan al zestar 6x° de cada lado:

¥—58=13x— 863

Al resolver esta ecuacion, encontramos que X = % (véase el ejercicio propuesto 4).

Ejemplo 14

Resolver la ecuacion:
\}33 +7=11

Solucidon

En este caso, sclo los valoras de x que hagan la expresion 3x + 7 positiva pueden ser
solucidn. En otras palabras, debemos sustituir la solucién que encontremnos para ga-
rantizar gue esta sea una solucidn.
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Entonces, elevamos al cuadrado cada lado, para elinminar el radical:

(fox + T)Z =17

3x +7=121
L 181-T_ g
3

En estos casos es conveniente que comprobemos la sclucidn, debida a que al elevar
al cuadrado pueden aparecer soluciones “extrafias” (por ejemplo, al elevar al cua-
drado x = -2, obtenemos x* = 4, perc resolver esta ecuacidnnosdax =2y x = —82).

Ahora, en la ecuacidn criginal sustituimes x = 88, y comprobarmos que x = 38 esla
solucion:

J3@EB)+T =V114—7 =121 =11

Es importante destacar que existen sistemnas que no tienen solucidén o que tienen un ni-
mero infinito de solucicnes. A continuacién se presenta un caso de cada una.

Ejemplo 15

Resolver el sistema.
Bx -3y =1...{1}
—2x +y=-2..(8)

Solucion

Para la resolucién de sste sistema. en primera instancia procedemos con el método
de suma-resta. Asi, multiplicamos la ecuacién (2) por 3 y el resultado 1o sumamos ala
ecuacion (1):

6x -3y =1
-6x +3y =-6

Es importante hacer notar que la suma de estas ecuaciones da como resultade 0 = — 85,
lo cual es un absurdo; esto significa que el sistema no tiene sclucion.



96 Introduccién a las matematicas. Ejercicios y proklemas

Ejemplo 16
Resolver el siguienta sistema:

—2x +3y =1...()
4x —By = —2..{2)

Solucion

Para la resolucidn de este sistema, primero utilizamos el método de suma-resta; esto
es, la ecuacion (1) se multiplica por 2 y el resultado lo sumamos a la ecuacién {2):

-4x+6y =2
dx -8y =-2

La suma hos da como resultads © = 0, lo cual no es un absurde, como en el ejemplo
anterior, sinc una identidad verdadera. Esto significa que el sistema tiene un nimsro
infinito de scluciones. Las soluciones son los nimeros ¥ ¥ y, los cuales cumplen cual-

quiera de las ecuaciones, por gjemplo de (1) y = %x —i—% .

Estoes.six = 0,entonices y = é; six=2,y= —gn; six=-1y= —é,y asi sucesivamente.

Ejercicios propuestos

Enlos ejercicios 1 a 19, resuelve cada una de las ecuaciones.

1. 7--3=18
2.8p+4=8p-7
3.3—z=18—-82

4. x—B=13x - 63

5. 4w—-21=13+w

. 8(x+1)+1=1-3x

1 4
. 2y+3=2-2
37 3 7



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.
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%5+1:33+z

3—k , _4k+5
2 3

3x —186

2

3[a{t+1)+2]-4=12t+18

Las escalas de grados Celsius (°C) ¥ grados Fahrenheit {°F) estan relacionadas

mediante la ecuacién C = E(F — 32). Determina:

a) Cuantos °C son 85 °F.
h) Cuantos °F son —10 °C.
¢) Despeja 'T.

a7
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2l.

a2

23.

ad.

25.

26.

2T1.

28.

29.

30.

La relacién entre la temperatura del aire, T (medida en °F), v la altitud, # {medida

en pies), estd dada por la relacion T = —ﬁh + 60. Encuentra la temperatura

a 3800 pies y la altura a la cual la temperatura s 32 °F (cue equivale por cierto a
geC).

. La compafifa A renta un autoe a $750.00 por dia, més $1.50 por kilématro recorrido,

mientras que la comparia B ofrece el mismo auto por $810.00 por dia, mas $1.40
por kilometro recorrido. Determina cual compariia s mas barata.

Encuentra el punto de ecuilibrio si las funciones de coferta y demanda sorn, res-
pectivamente,2p—8g=T7yp + 2g=4.

Una importante empresa maguiladera produce dos articulos para la industria au-
tomotriz: A y B. Cada unidad de A requiere 4 kg de material, mientras crue cada
unidad B requiere 5 kg para fabricarse. Si la empresa cuenta esta semana con
14C kg de material, encuentra una relacién lineal que determine cuantas unida-
des de cada producto pueden hacerse esta semarna.

Considera que un automd&vil familiar tiene un valor de $200000.0C ¥ se deprecia
$1500.00 cada mes. ;En cuantos meses tendria un valer de $135000.00?

Una empresa tiene costos fijos de $60000.00 mensuales, y cada producte que ela-
bora le cuesta $5.00. Bi sus costos totales fueron de $115000.00 este mes, encuen-
tra cuantos productos elabord.

81 h representa la altura en centimetros de una persons, entonces B su pesc ideal
en ldlogrames esta dado por la {érmula:

p=h_1[m_w

a) Calcula el peso ideal de una persona que mide 1.70 metros.

b) Encuentrala estatura de una persona que tiene un peso ideal de 71 ldlogramos.

Considera que una empresa de transporte cobra a cada pasajero una cantidad
que es una funcién lineal del nimerc de personas que trahsporta. Asi, cuando
transporta a 10 pasajeros, cada pasajero paga 100 pesos; cuando gansporta a 25
personas, cada una paga 230 pesos. Encuentra la ecuacion que dé el cobro, €, de
la empresa en tériminos del ndmero de pasajeros, x, que transporta.

Una compaiifa de renta de autos tiene una tarifa lineal en términos del nimero de
kilometros recorridos por dia. 5i se recorren 100 kilometros, el alquiler del auto
es de $500.00, pero si se recorren 300, la tarifa es de $1260.00. Determina:

a) La tarifa, T en pesocs, en términos del nimero de kildmetros recorridos, x.
b) ;Cuantos kildmetros se pueden recorrer con $1 000,007

Una empresa tiene gastes fijos mensuales de $5700.00; mientras que producir
cada unidad que elabiora le cuesta $150.00. Determina:
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a) Los costos mensuales, C, de la empresa en términes de Iz cantidad, x, de uni-

dades que produce al mes.

b} Sila empresa tiene $10000.00 destinados este mes para la produccioén, ;cuan-

tas unidades puede hacer?

Enlos ejercicics 31 a 42, resuslve cada sisterma de ecuaciones lineales.

¥ =3x—10
31 ¥
y=—2x+5
=4-2x
3z. |7
Gx+y=1
X =82r—1
as. 4
¥=—1-y
x=2-3
ad. d
ax —y=1
3x -2y =98
35. v
4x+Ty =17
dx — 3y =86
36. {7
3x—y=4
9% —y—4+4x—2
37, ¥ 4
ix +3y =3x+1—y
18, 3(s—1)+y=6

4x4+2(v+4)1=9

—8Bx +6y =3

—Zx+y=-1
40. ¥

Ex -3y =0

—2x-y=3
4]1. ¥

3x+3y=0

Ix+8y=1
42. d

29
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En los ejercicios 43 a 51, resuelve cada ecuacidn.

43. % _43-12
X -3

44, EX—I—I_]_E_ 4

x+1 x+t
4. zz-?{a - z::a-a
46, %:234-2
41. xi“:ﬁ

48. V2x +1-4=0

49. Vx®+3x+i0=x 11
§0. Vx4 3x-1=x+1
51. v4x® 8x -1=3x +1

2.2 Ecuaciones cuadraticas

En la seccion anterior se estudiaron las ecuaciones lincales (o de primer grado). Ahora,
en este punto, aumentamos un grado, con el fin de mostrar la solucién v las aplicaciones
de las ecuaciones cuadriticas. Una ecuacion criadrdtica es una ecuacion de la forma:

ax’+bx+ec=0 (1)
donde iz = 0. Como se vio en el capftulo 1, el coeficiente se conoce como el cneficiente

principal del polinomio ax® 4+ bx+-c.

Para determinar su solucion, se puede factorizar (véase la seccién de productos notables
del capitula 1) o se puede utilizar la formula general que se desarrolla més adelante. Para
determinar esta férmula peneral, primero se reguiere completar el cuadrado de un poli-
nomio <e segundo grado.

Completar el cuadrado consiste en llevar el polinemio de la ecuacién (1) a la forma:
a(x—hY +k (2)

Enseguida se presentan alpunes ejemplos, al final de los cuales se determinan las formu-
las para k y k, en términos de los coeficientes a, by c.
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Ejemplo 17
Completar el cuadrado:
#¥+8x+3

Solucion

Para la resolucion de este ejemplo, lo primerc que debemos tenear es que el cosficien-
te principal sea 1, que en este ejemplo ya ocurre, pero si no fuera asi, lo primezc que
tendriamos que hacer es factorizar el coeficiente principal. El segundo paso consiste
€N sumar y restar un numerzo elevadce al cuadradoe. que compleate el cuadrado {come
es al cuadrado. neo impeorta el signo}. £s importante hacer notar que cuande sumamos
y restamos €l mismo nimezo, el polinemic no se altera, este sigue siendo el misme. E1
numezo que hay que sumar y restar elevado al cuadrade es siempre el coeficiente de

x entre 2. &si, en nuestre caso surmamos y restamos g: 3 &l cuadrade:

S H
xg+6x+3=x2+63+{g) —(g) +3=x"+6x+(3) —(3) +3

Notese que los primeros tres términos del lado derecho de la igualdad forman un
cuadrado perfecto (es decir, un binomic al cuadrado):

x*+6x+(3) =(x +3)

Esto siempre queda asl: ¥ mas o menos el numero que afiadimos sin el cuadrado, v
tode elevado al cuadrado. De esta manera, €l signo siempre es el signo del coeficien-
te de x, en nuestro casc +. De esta forma, tenemos que:

¥ 46r+3=x*+6x+(3) —(38) +3=(x+3) -9+3=(x+3) -8

Una manera de comprobar es desarrollar {x +3}2 - § v verificar cque nos da el poli-
nomic original.

Ejemplo 18
Completar el cuadrado de:
2x" —20x +51

Solucion
Dado que el coeticiente principal neo es 1, primero lo factorizameos:

2x* —20% +51=2[x* -10x]+ 51

Como se puede observar, el polinomic dentro de los corchetes ya tiene coeficiente
principal 1, por lo que ahora le sumameos y restamos el coeficiente de x entre 2 eleva-

do al cuadrado {como es ai cuadrado, no importa €l signo en este paso):

61
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2 2
2[z* —10x]+B1=2|x* —10x +(§) —[%) +51

= zlx‘* ~10x +(s)° —{5}2|+ 51 = 2|x* —10x + 25 — 25|+ 51

Observa que los tres primeros términoes del lado dereche de la igualdad forman un
cuadrado perfecto:

2]x* ~10x +25 - 25|+ 51=2(x - 5)’ - 25} 51
Comeo se puade notar, el signo menos dentro del paréntesis corresponde al signo del

coeficiente de ¥ dentro d= las corchetes.

A continuacién desarroilamos el paréntesis cuadrado y simplificarmos:

2l(x —5)° - 25{+ 51=2(x -5) -50+51=2(x -5)' +1

Por dltimo, tenemos que 2x* —20x +51=2(x — 5]2 + 1, 1o cual podemos comprobar al
desarrollar y simplificar el lado deracho de la igualdad.

jInténtalo!

Ejempla 19
Completar el cuadrado de:
—3x* +24x - 44

Solucidn

En primera instancia. es necesario tener coeficiente principal 1, por lo que factoriza-
mos el —3:

—3x”+24x - 44=—3|x" -8x|-44

El siguiente paso cque debemos realizar, dentro del paréntesis cuadrado, s sumar ¥
restar 16, que corrasponde al coeficiente de x dividido entre 2 y elevado al cuadrado:

2 2

—3[x2—3x]—44=—3 z“—ﬂx+(g] —(%) —44

=3

x* -8x+(4) - (4)]|- 44 = 3% —8x +16-16]- a4

Con este procese, los tres primeros términos dentro de los corchetes forman un cua-
dradeo perfecto:

—3[3‘2—83+16—IEE—44=—3[[3 -4)' —16]—44
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Debemos recordar que el signo dentro del paréntesis redondo anterior corresponde
al signo del coeficiente de x dentro de los corchetes con el que inciamos.

Por dltimo, debemaos desarzollar la ecuacidn al interior de los corchetes y simplificar:

—3(x — 4 —16]- 44 = -3(x - 4 - 3(~16)- 44

—-3(x-4+4=-4-3(x—4)
Asi tenemos;
a3+ 24x-44=4-3(x -4}

Recuerda cue puedes comprobar la ignaldad anterior desarrcllando el lado derecho
v comprobanda que es igual al lade izquierdo.

Ejemploc 20
Completar el cuadrado de:

5x? - 28x +25

Solucidon
Primero, factorizamos el coeficiente principal:

5x? —22x+25:5|x2—z—52x}+25

Luego, al interior del corchete, sumamos y restamos el cuadrado del coeficiente de x
entre 2:

a k4

a2V (22

ﬁlxﬂ—%lerzs:s xg—%ﬂ % 15 | |+28

2 2
=5x2—@x+(ﬂ] —(H) +2:5=5l::2—ﬂ:ar+@—m +25
5 5 5 5 25 25

2 2
=5(3—-1-1-) _lal +25=5[z—-1-5) _121 45
5 25 5 5
Por tanto:
121V | 4
532—22x+25=5[x——} + =
a5 5

63
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Ejemplo 21
Completar el cuadrado de:
6x —Bx*

Solncidon
Primero, factorizamos —&:

§x - 6x° = —6[x" - x|
Enseguida, sumamas y zestamos l, elevado al cuadrado, y simplificames:
1y (1Y
R
2 2
a H

e R R

—lﬁ[_ﬂr2 — x]: -6

—5

Ahora, ya es posible completar el cuadrado para el polinomio de la ecuacién /1), Esto

permitird, por un lado, encontrar una férmula para resolver la ecuacién (1) y, per el otro
ade, rrahcar las funciones cuadriticas.
lad ficar las fi drit

Con base en este objetivo, se sigien los mismos pasos desarrollados en los ejemplos
resueltos:

. Lo primero es factorizar el cceficiente principal.
2. Luego, se debe agregar, elevada al cuadrado, la mitad del coeficiente de x.
3. El altimo paso es simplificar.

De acuerdo con estos tres paso0s, 5 tiene:

by [k
ax’ +brto=al +xlve=alw? +2xy| 8| 12| |4c
a i 2 2

=& +c=4a

coteel ] (2

[x+£)'_b_“ te
i 241 2

2a da®

2 2
:a(x+i] —(a)( bz)+c:a(x+i) _B—dac
2a 4aq 2a 4a
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Entonces:
2 2
ax2+bx+c:a(x+£) _b—da (3)
2a 4a ‘
Si se compara con la forma (2): ax® + bx +-c =alx—h) +k, se tiene;
b b* —4ac
h=——y k=" 4
2a Y da )

En este momento, ya es posible resolver la ecuacién {1}, Asi, de acuerdo con la ecuacién
131, la ecuacién 1 1 equivale a resolver la siguiente ecuacion:
2
b b —4dac
r;( _B—tac_

x+—
2a L ¥

0

Como se puede observar, primero es necesaric pasar el término constante al lado derecho:

H(xjrij':b‘—aiac
24 da

Luegpo, es necesario dividir cada lade de la igualdad entre a:

1 2
(x—ki) _ b —dac
2a 4a”

Enseguida, se extrae la raiz cuadrada de cada lado de [a ecuacién y se simplifica:

b J52_4ac:in2_4ac _ Vb —dac

Xx+—== -
2a da 4’ 2a
Finalmente, se resta -22- de cada lade de la ecuacion:
a
1 -
. b N B —4dac
2 2a

Al simplificar, se obtiene una férmula que resalta por su importancia, [a cual es conocida
come formila general de la solucién de la ecuacion cuadrética i 1):

:—b:tx;'bz—élac (5)
2a ‘

X

A las soluciones también se les conoce como raices o ceros del polinomio ax® + bx+-c.

Es importante senalar que existen tres casos de soluciones de la ecuacidn (1}, las cuales
dependen del signo de la expresion dentro del radical, # — 4ac, que se conoce como el
discriminante de la ecuacién i 11 y se denota con la letra mayiscula delta: A = & — dac.
Si el discriminante es positivo; esto es, A > 0, la raiz cuadrada dentro de (5) tiene dos
valores v, por tanto, la ecuacién (1) tiene dos soiuciones reales. Por otro lado, si el discri-
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minante es cero, A = 0, la ecuacién 1) solo tiene una sclucion real, a saber, x:__‘i_'
a

Por dltimo, si el discriminante es negativo, A < 0, la ecuacién {1} no posee soluciones
reales, pero si fiene solucienes con nimeros complejos, los cuales se estudian mas ade-
lante, en alpunos ejemplos resueltos y problemas propuestos que se encuentran al final
de esta seccion.

Ejempla 22
Resolver la siguiente ecuacion:
x*-x—-20=2x-2

Solucion

En primera instancia, expresamos la ecuacién con todos sus términos diferentes de
cero de un lado de la iqualdad. Iogramos esto al restar 2x — 2 de cada lado de la
ecuacion:

x*_3x-1B=0
Para esta ultima ecuacidn, existen dos formas de Tesclucion.

La primera solucién consiste en factorizar el polinomio, 1o cual resulta facil en este
ejemplo:

x*-3x -18={x —6){x+3).
Pero:
(x-6)(x+8)=0=>%x-6=00x+3=0=x=60x=-3
que corresponden a las sclucionss de Ia ecuacidn original.

La segunda forma de resclver la ecuacion consiste en aplicar la férmula general (5)

cona = 1,b=—3,¢ = —18.Nétese crue los coeficientes deben considerarse con todo
¥ signe:
k]
(=34 V(-3 - 40)(-18) 31 VEI _3as
2{1) 2 2

Dado que el discriminante es positive, tenemos dos scluciones, una ¢ue corras-
ponde al signo mas de la rafz y otra que corresponde al signo menos de la raiz:

-9 -B
XIZT:EZBngzT:?:—B_

Bhora, lo podemeos comprobar al sustituir en la ecuacidn original y verificar que se
obtiene una identidad (no obtener una identidad significa cue el valor de ¥ no es una

solucidn de la ecuacidn).

Six=6=x% —x—Zﬂ:Ex—B:&[B}E—[6}—20:2(5)—.2::- 38—6—-20=12-2=10=10,
porlo que x = § si es una sclucion.
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Six=-3=x*-x-20=2x—2=(-3) —(—3)-20=2(-3)-2=29+3-20=-6-2
=—8=—28, asi que también x = —3 es solucién.

Ejemplo 23
Resolver la siguients ecuacién:

2x*_Bx+1=0

Solucion

En este caso, la factorizacién no es simple, por lo que utilizamos la férmula general (5)

cona=32,b=-5yc=1:
~{-8)£y(-5)" - 2(@)(1) _ 5217

= 2{2) 4

Cormo el discriminante es positivo, tenemoes dos raices reales:

54
4

Xy

=5+;/1_?yx

]

Entonces, comptrohamos la primera ralz ¥ dejamos la segunda come ejercicio:
V17 N TR s
e 5+4 17 :>2X2—5x+1=2(5+4 1?) _5(5+4 1?)+1

+1

_ 3(25+10v’§+12}_ 25+ 5V17
16 a

_42+10M7 254817 ,_2146Vi7 2648V17
8 N 1 N

1

_ 214517 -26-85Y7+4 _
4

0

Ejemplo 24
Resolver la ecuacion:
xt+3=1-Bx
Solucion
Primero, reacomodamos la ecuacion restando 1 — Jﬁx a cada lado de la misma:

x*+\f§x+z=ﬁ

67
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A continuacién, utilizamos la férmula general (§)cona=1 b= u‘E yc=2

,_YBEy(Ya) -4)®) _ _Jauvo_ Ve

21} 2 2

Puesto que el discriminante A = 0, la ecuacion tiene una sola solucién, la cual pode-
mos reescribir come sigue:

X=_§=_J(4z}(a}=_ﬁ~f§=_z~f=_\5

2
Para su comprobacidn, sustitnimos ¥ = —+2 en la ecuacion original:
(—\E)g+3=1—[\E)(—v’5)=>z+3=1+(\/M)=> §=1+V16=5=1+4=8=5,lo
que indica que x = —2 esla soluciér.
Ejemplo 25
Resolver la ecuacion:

3x*—4x+20=x*+4x-8

Solucidn

Primero, reescribimos la ecuacidén y pasamos todos los términos del lado izquierdo.
Esto es:

3x*—4x +20=x"+4x -6=>2x*-Bx+26=0
Came se puede notar, la ecuacién se simplifica si dividimes cada término entre 2:
2x* -Bx+26=0=x"—-4x+13=0

En este caso, la factorizacion no es sencilla, asi que recurrimos a la férmula general
(B)cona=1,b=—4¢yec=13

0o -a)08) 41 s
a{1) 2

Obsérvese que el discriminante tiene signc negativo. Esto implica que la ecua-
cién neo tiene soluciones reales, perc si soluciones complejas. Para escribir-

las, debemos recordar <ue +£+-—-3 ::L—‘.@:':i—ﬁi, por lo que las soluciones son:
_4++-36 446
2

2
nes de la ecuacion.

X

=2+ 3i.Esdecirquex, =2 + 3/ vx, = 2 — 3i son las solucio-

Corme siempre, la comprobacion consiste en sustituir en la ecuacidn original y com-
probar que okbtenemos una identidad.
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Es importante resaltar que la diferencia entre las raices complejas del ejemplo anterior es
tnicamente el signo del coeficiente de la i. Esto ocurre siempre que se tienen soluciones

complejas.

Ejemplo 26

Una persona lanza verticalmente una pelota desde la ventana de un edificio. La posi-
cidn de la pelota respecto al pisc estidadaporx = —8{2+ 3t + 2, para 0 < { < 3,con
t en sequndos ¥ x en metros. Determinar en ¢ué instante la pelota toca el suelo.

Solucion
La pelota esta en el suelo si x = 0, por 1o que es necesaric resolver la ecuacién:

—5F 4+3t+2=0

Para ello, utilizamos la f6rmula general:

o —3EV9-4(-B)(2) _ -3+7

2(—2) -4

Eneste caso, las soluciones son ! = 2.5yt = —1.Dado que la restriccion para el tismpo
es 0 <t < 3, concluimes cue a los 2.5 sequndos la pelota tocari el suelo.

Ejemplo 27

Un granjero desea cercar un terrenoc rectangular; dadas las condiciones del terreno,
el ancho de este es 10 metros menor que el largo. Considérese que el drea total del
terreno es de 559 metros cuadrados. Encontrar las dimensiones del terrenc.

Solucion

Sean x metros la longitud del ancho del
terrernio. Entonces, el large de este es
X+ 10.

Como el drea del terreno es de 585 me-
tros cuadrados. tenemos la ecuacién
xix + 10) = 999, gque reescribimos
como X + 10x — 999 = 0. Al resolver
esia ecuzarion, chtensmos dos solucio-
nes. x = 27,x = —37. En este caso, des-
cartamos la solucién negativa, dado que ¥+ 10m
X representa una longitud v, por tanto, es

positiva. Figura 2.1

Xm

Las dimensiones del terreno sonx = 27
metros de ancho por 27 + 10 = 37 me-
tros de largo.
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Ejemplo 28
Encontrar dos nitmeros enteros consecutives tales que su producto sea 342,

Solucidn

Sea x el primero de los nimeros buscados. El siquiente es x + 1, y dado que su pro-
ducto debe ser 342, tenemos la ecuacién:

Xx+1) =342

Bl resolver esta ecuacién por factorizacion o formula general, nos da x = 18. Entorices,
los nimeros buscados son 18y 18,

Numeros complejos

En el primer capitule se definen los niimeras complejos como el conjunto:

C={a+bi|#=-1}

Siz = a + bi es un ndmero complejo, su parte reaf es a y su parte maginaria es b. El
conjrgado de z es el nimero complejo:

z=a—bi
Como se cbserva de la expresion anterior, solo cambia el signo de la parte imaginaria en
el conjugado.

En este apartado se definen vy se presentan las operaciones de suma, diferencia, multi-
plicacidn y divisidn de niimeros complejos. Estas operaciones, suma ¢ adicion, resta o
diferencia y multiplicacion, se pueden tratar como aperaciones con polinomios, dende
la i hace las veces de la variable x y se debe recordar que # = —1.

* Suma o adicién de nimeros complejos: (a+bi)+H{c+di}=(a+c)+{(b+d)i
*» Diferencia o resta de niimeros complejos: (a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)i
» Producto de mimeros complejos: (a+bi){c+diy={ac—bd )+ (bc+ad)i

at+hi ac+bd+bc:—adi

c+di +d* I+

Como se ve, la suma o adicion de niimeros complejos consiste simplemente en sumar
partes reales y partes imaginarias.

* Cociante de niimeros complejos:

En tanto, el producto se puede ver como sigue:
(a+biYc+di)=alc+di)+ bi{c+ di)
=ac+adi+bei+ bd(i' )= ac+ adi+ boi+ bd (— 1) =(ac — bd )+ (bc+ ad )i
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Para calcular el cociente de dos nimeros complejos, es necesaric multiplicar y dividir
per el conjugado del denominador:

ﬂ+b£:(a+bi)(c—d5): aC+bd+(f?ﬂ—ﬂd]i:ac+bd+bc—adi
e+di \e+dilhc—di ct+d? c+d A +d?

Ejemplo 25
Calcular:

a) (3+4f) + (2-51)
b) (17-2i) —(11-€i)

Solucion

Sumamos la parte real mas la parte real y la parte imaginaria mas la parte irnaginaria
de cada nimero:

a) (3+4i) +(2-5f) = (3+2) + (4/-5i) =5 — 1
b) (1785 — (1161 = (17-11) + (—2i+6/ = 6 + 4/

Ejemplo 30

Calcular:

a) {3+2i)(5-3i)

by {-1+4i){—3-2i)

o {2+ ﬁ:‘f

Solucion

Para los tres casos, primero desarrollames los paréntesis y simplificamos:

a) (3+20)(5—3{)=3(5-3i)+2{{5 -3{)=18-91+10i— 6{*}) =15+ —B{—1)=21+{
b) (—1+4i)(—3-2i}=3+2i-12/—-8{F)=11-10f

o (2+Vai) =2* +2(2){¥ai)+(V3i) = a+aVair3(P)=1+4V5i

Ejemplo 31
Calcular:

-24 - 10

¥ T
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32
—2+3i

4+i .
c 3 -5
rwerihl)

Solucién
Primero, multiplicamos y dividimeos por el conjugado del dencminador:

—24-10i _(-24-100(1+1) _14-34; _

—-T-174
-1 (- i)1+1) 2

a)

Bz2i _ (3-20{2-3) _1p.5 12 38,
-2+31 {-2+3i)(-2-3i 13 13 13
Para el inciso ¢}, primero efectuamos el producto y luego la divisidn {auncue también

es posible hacer primero la divisién y luego el producto):

o Atz gy (4HIB-8) azoya (-17002-2) e 17,
2+2i 2+2i 2+2i  {2+2i)(2-2i) 8 2

Ejemplo 32

Simplificar:

a) (x —31’)(: + 31’)
b) [x —{2+5i}|[x —(2—5i)

Solucion
Desarrollames los paréntesis y simplificames:

a) (x—3ifx +3i)=x*+3x - 3xi—9(")=x*+9
b) [x —{2+5i)]|z —(2-5i)]= x* —(2- 5i)x — (2+5i) x + {2+ 5§)(2 - 5i)

=x® _Dx+58xi—-8x —Bxi+2%=x*_4x+329

Ejemplo 33

Comprobar que 2+ \Ef y2- \fEi ¥ son raices del polinomio 22 — 4x + 7.

Solucién

Primero, sustituimos £ =2+ \1'5:' en ¢l polinomic:

x* —4x +T=(2+x@f)3—4(2+J§;‘)+T=1+4J§f—a—4~f§:‘+1'=0.
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por le que si es una raiz.
Luego, sustituimos x = 2 —+3i:

x4 +T=(Z—\‘E}']2—4(2—\EJ')+T=1—4 3i-8+4V3i + T=0, por 1o que com-

prebamos que el conjugado también es una rafz.

Ejercicios propuestos

En los ejercicios 52 a 56, comprueba que los nimeros dados son soluciones de las
ecuaciones dadas.

R.rx=28x=-3x+x=6

53..1;':2,3:%;333— llx+ 10 =0
54.x=3ix= -3 ¥ +8=0

55.X=~;:,z= —8, 24+ 8x— 8
1Y {2 2
{2 fhoe—s-f§
33 3
En los ejercicios 57 a 68, completa el cuadracdo.
57.x —dx + 29

58.x* + 6x + 16
9. ¥ —10x—2

60. x° —(i)xﬂ
5

6l.x* —3x+2
62. x* — 12x

63. —x°* — 14x — 19
64. —2x° — 2x

65. -3 +4dx -1
66. 4x° — 20x + 17
67.6x° + léx+ 4
68.x° — 10x— 2

En los ejercicios 69 a 84, resuelve 1a ecuacidn cuadratica.
69. x* — 4x =21
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70. 5 =7 - 6x

71. —4x® — 24x — 31=10

72. % =2x+ 6

73.3%° + Tx+ | = 2%° + 13x — 24
4. 22— 1% —3=2 —(x+ 2)°
75. (x+ 1)+ 1 =8—(2 — &

76. x"—x+(§)=ﬂ
2
77. % — Br+ 41 = O
78. 4% + 6x + 11 =[33+(§))+ 10

19. 2y — 16x+ 33=0
8. x*—12x+ 38=0
Bl.»¥—-10x+256=0
B2.4x* —4x+1=0

83.5x° —24x+ 16=0
84 93— 44y + 48 =0

En los ejercicios 85 a 95, realiza las cperaciones indicadas con nimercs complejos.
85. 23 + Zi

86. (2 — 5/1(—2 + 44)

87. (3+2/(1 — 3} — &+ 8f

88.

\
a9 ( 1414 .‘
90. (3 +(ﬁ)

o (2532
i+2 efr+3
+3

92. (3

93. (3—3{)(3—1')
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94. (j%a)—(zﬂ)(a—f)

95. (3-;"4_—84)—:{:—1)

En los ejercicios 96 a 99, simplifica la expresicn.
96. (z—3{1x+3i)

97, (z—(2—4i)){x—(2+4)]

98. (x—(4+T71)x—(4-Ti))

99. Una empresa exporta x unidades de su producto a d ddlares, donde
d = 1400 — 40x. Encuentra cuantas unidades debe exportar la compania para ch-
tener ingresos mayozes a $20000.

2.3 Otros tipos de ecuacicnes (raclonales, con radicales,
con valores absolutes y reducibles a cuadraticas;)
En esta seccion se estudian alguncs otros tipos de ecuaciones y su solucién.

Ecuaciones racionales

Las ecuaciones racionales son ecuaciones dende aparecen uno ¢ varios cacientes de po-
linomios. Por lo comiin, la forma de resolverlas es multiplicar cada término de la igual-
dad por el minimo comin miltiplo de los denominadores. Esta accién transforma la
ecuacion en una de tipe polinomial. En este libro solo se trabaja con ecuaciones polinomi-
nales, lineales ¢ cuadraticas. Asimismio, es precisc no olvidar que al haber una division
en una ecitacién polinomial, el denominader no puede ser cero, por lo gue de entrada
se descartan los valores donde se anulan el o los denominadores de la ecuacién como
posibles soluciones.

Ejemplo 24
Resolver la siguiente ecuacién:

1-8x _
Z+3

Solucion

Cormo hay un cociente x + 3 = 0; es decir, x = —3 no puede ser una solucidn. Entonces,

multiplicamos cada lado de la ecuacién por ¥ + 3 para eliminar €l cociente:
1-6x _ _,_ 1-85%
X+3 F+3

(¥ +3)=—-4{x+3}=1-86x =-4x 12
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Luego, pasamos los términos con la incégnita x de un lade y los términos constantes
del otro:
1-5x=-43-12=-x=-13=x =13

Para comprobar el resultado, podemos sustituir este valor en la ecuacion original:

1-5x _1-5(13) _p4

- - —4
¥+3 134+ 3 16

Ejemplo 35
Resolver:
3x-1_25
2x—2 2
Solucion

Dado que hay un cociente, el denominador no puede sercero, porloque 2x — 2 =0,
estoes, = 1.

Igual que en el ejemplo anterior, primero multiplicameos cada términe de la ecnacién
por 2x — 2 y despejamos:

:3 ; E:,:-“' S¥-lipy _9)= 5{2:: 2)=3% ~1=5x—5=>3% —5x =—5+1=>—2x =4
X

Asi, tenemos que la solucién es x = 2.

Ejemplo 36
Resolver la ecuacidn:

65 —7
2x -3

a+ =5

Solucidn
Primero, restamos 2 a cada lado de la ecuacion:
6x —7 6xr —7

24+ =5=-—"——==3
2x -3 2x—3

Ahora, multiplicamaos cada lado por 2x — 3, recordando que x =3 para cue el deno-
minador no se anle:

bx -1 _3,8%— TE'{zx 3)=3(2x -3)= 6x—T=6x -9
2x -3 2x -
Al restar 6x de cada lado obtenemos —7 = —4, lo cual es absurdo y nos indica que Ia

ecuacidn que nos ocupa s1e tiene solucion.
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Ejemplo 37
Resolver:
5 _2x-8 4
x -1 x-1
Solucion

En este caso, x = 1. Multiplicamos cada término de la igualdad por x—1:

3__2%-5 5. 8 (p ;325
-1 x-1 x-1 x -1

(¥-1)-3(x-1)=3=2x-5-83x+3=2>3=-x-3

Como se puede comprobar de esta (itima igualdad, es facil observar que la solucién
esx = —b.

Ejemplo 38
Resolver:
3x-5_q lix
¥ -1 -1
Solucion

En primera instancia, multiplicamos cada término de la ecnaciénporx — I conx = L:

33_5:1—1*"’":&3"{_5(3—l)=]{x—1}—H—x{z—1}=>33—5=x—1—(1+z)
X -1 X -1 -1 x -1
=35y -5=%-1-1-x=23¥-5=—8=23x=3=5=1

Perc sabemeos que ¥ = 1 no puede ser solucidn porque anula el denominador. Con-
cluimos que la ecuacidn no tiens solucién.

Ejemplo 35

Resolver:

x -1 * ¥y —2
Solucidon
En este caso, x = 1 ¥ x = 2. Primero muitiplicamos cada término de la ecuacion por
(¥ — 1){x — 2), para eliminar los denominadores:

_3
¥ -2

2 3 i
+ =1= X -1x -2+
3_1{ K )

x-1 x-2 {(x-1){x-2)=(x-1)(x-2)

=2(x-2}+3(x -J=(x-1)(x-2)=2x-4+3x-3=x"-3x +2

=0=x*-8x+9
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Luego, aplicamos la 16rmula general:

L _8+yB4-4()(8) sives_siav1_, [~
2

2(1) 2
Ejemplc 40
Resalver:
__3x-6 =1
xty3x-10
Solucion

Primero. iqualamos el denominador con cero para identificar los valores cque ¥ no
puede tomar en la solucién:

¥*+3x-10=0=>(x+8){x —2)=0=x=-5,x=2

Bhora, multiplicarmnes cada término de la ecuacién por ¥ 43210, x =5, x =2

3x -6 1. _ 3%-86

—_2EE - ——— —(x*+3x-10)=-1(x*+3x —10}
x'+3x-10 x*+3x -10
=3X-6=—23"-3x+10= x*4+6x-16=0

De esta manera, la férmula general nos da:

v —6+36—4{1)(~16)  —B+v100 _ -6L10 _

-3%5
2(1) 2 2

La dltima scuacién tiene dos soluciones: ¥ = —8 ¥ x = 2; sin embargo, la ecuacién ori-
ginal solo tiene una splucién: x = —8, porque x = 2 anula el denominador.

Ejempla 41
Resaclver:
2x -6 | 1 _ 2
x¥*-55—-86 x-68 x+1
Solucién

En primera instancia, notamos que:

x*-Bx -6={x -8B)(x+1)

Enseguida. iqualamos los denominadores con cero:

x*-8x-6=0
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Lo cualnos dax = 6 yx = — 1. Estos son los valores de x cue no puaden ser soluciones.

Por ltimo, multiplicamos cada término de la ecuacién por (x — 6){x + 11 con x = 6,
X=—1:

2r-8 , 1 _ 2 ., 2%°8 (v g) x4+

1
¥ _Bx-6 x—-6 Xx+1 x*-Bx—6 -

o 6(3—6](x+1}

——2 (x-8)(x+1])=2x—6+x+1=2x—12
F+1
=x=7
Ejemplo 42
Resolver:
4 1 __3
xX-4 xX+1 x-3
Solucién

Para eliminar los denominadores, multiplicamos cada términe de la ecuacion por
(x —4)(x+ I}{x—3lcon x=¢, x=—1y x=3

s e R G I

=.}%§{x —4)(x+1){x -3) > 4(x +1)(x -3)—(x—4){x -3)=3{x - 4){x + 1)

= 4xt —8x -12-X*+7x-12=3x*-9x - 12=23x" -5 -24=-3x*—9x -12

=8x =12
12 3
==
a 2
Ejemplo 43
Resolver:
1 + 2 _ 3x+1
.2
X+2 X-3 x" —x—6
Solucion

Nétese que x° — x — 8 = (¥ — 3){x + 2), por loque ¥ = 3y x = —2 no pueden ser solu-
ciones de la ecuacion. Como en los otros casos, siempre eliminamos el denominador.

Aqui, lo hacemos muitiplicande cada términe de la ecuacién por (x — 3)(x + 2):

1 2 3x+1 1 4
= -3 a -3 a
X+2+}1'—3 XE—X—B:.X-FZ{X ](x-l- )+X—3(X ){X-[_ }

:—-a‘gfil;[x—s](x+2);‘-x—3+2{x+2)=3x+1:>3}:'+]=3x+1
& —KF—

19



80  Introduccién a las matematicas. Ejercicios y problemas

Esto es una identidad que se cumple para cualcuier niimero real x, asi que la sclucidn
consiste en cualquier nimero real distinto de 3y —2.

Ejemplo 44

Si se tlene un rectangulo tal que al dividirle en un cuadrado mas un rectangulo mas
pequetio, el rectangulo mas pequetio y el original tienen la misma proporcion entre
sus lados, esta proporcion se conoce como la razén durea. Dicha proporeion se utiliza
en muchas aplicaciones estéticas desde 1a antigiiedad {por ejemplo, se dice cue los
primeros griegos ya la utilizaban). La razén aurea puede obtenerse sise considera un
rectangule de lados ! ¥ x. Entonces, el rectangulo mas pequehio tisne lades 1 — xy &,
por lo que las proporciones nos llevan a la siguiente ecuacisn:

2 l1-x
1 x
b4
Fe Il ¢
Figura 2.2
La solucidn positiva de esta ecuacion se concce come el niimero de oro. Encontrar
este nimero.
Solucién

Primero, multiplicamos la ecnacidn por x, ¥ pasamos los términos del lado izquierdo:

%:1—‘?:-3 =l-¥x=x*+x-1=0
X

Acto seguido, aplicames la férmula general:

~1£1-4(1)(-1) _ -1+ 5

2 2

=

Pero solo tomarnos la respuesta positiva, asi que
x= ilz_\@ ~ 0.6180339887
La razom urea es el reciproce de este numerce que obtuvimos:

Razén durea=_——1 = ~17 -1+V8 — 1.618033988

—1+\fr
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Ejemplo 45

La macuina A puede realizar un trabajc en un periodo de dos horas menos que la
madquina B. Juntas ambas magquinas, pueden realizar el mismo trabajo en tres horas.
Determinar cuanto tiempo le lleva a cada magquina terminar un trabaje.

Solucion

Sea t iexpresado en horas), el tiempo cue le toma realizar el trabajo a la maguina 4.

Entonces, t + 2 es £l tiempo que le torma realizar el mismo trabajo a la maguina B.
De esta manera, la maquina A realiza un trabajo en t horas = % tralbajo por hora.

En tanto, la maquina B realiza un trabajo en ¢ + 2 horas = HLE trabajo por hora.

Como ambas maquinas raquieren tres horas para completar un trabajo, tenemos:
-
t t+2

Esta ecuacion tiene dos soluciones: { =2 - \'{ﬁ yt=2+ Jﬁ . Por tante, la maguina A
Iealiza el trabajo en aproximadarnente 5.16 horas ¥ 1a maguina B en 7.16 horas.

Ecuaciones con radicales

Como su nombre lo indica, estas ecuaciones contienen una o més raices (casi siempre
raices cuadradasi de la incégnita. La forma més comin de resolverlas es elevande a la
potencia de la raiz para eliminarla; no cbstante, hay que recordar que al elevar al cua-
drado pueden aparecer “soluciones extranas’, por lo que es indispensable comprobar las
posibles soluciones, para asegurarnos de gue en realidad lo son.

Ejemplo 46
Resolver la siguiente ecuacion:
BE—vJix—-3=8

Solucion

Primerc, despejamos el radical. Asi que sumames 2% — 3 a cadalado de la igualdad:

B-yBx-3=6=8=64+y2Y-3=32=+2x-3

Luego, elevamos al cuadrade cada lado de la ecuacién;

2
z=~.fz_=:—3::-22=(u“zx—3] :~4=zz—3=:-x=%
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Ahora, sustituimos el valor que encontrames, para asegurarnos de que en realidad es

la solucidn;
8-vex -3 =3—,/3(§)—3=a—ﬁ=3—z:a

Asi que la solucidén es:

Ejemplo 41

Resclver 1a siguiente ecuacion:

Jr+s5=y3x-1

Solucién
Primerc, elevamos al cuadrado cada lado de la igualdad:

(u’x+5]2=[~f3x—1)2:»x+5=33—1:-x=3

Ahora, comprobamos sustituyendo este valor en la ecnacion original:

Ve +B6=vax_12V315=\3(38)-1= Ve =g

Ejemplo 48

Resclver la ecuacion:

Je—3=+2x+1-2

Solucién
Come siempre, primerc elevamos al cuadrado cada ladeo de la ecuacién:

(Jx —3)2=(sz +1—3)2=:-x—3=(~.v‘vzx+1]a—4¢zx+1+4

> ¥ -3=2X45-4V3x+1=a2x+1=x+8

Enseguida, nuevamente elevamos al cuadrads cada lado de la ecuacion:
F
(1V2x +1) =(x+8)' > 32x +16= 2" + 167 +64 = x* 16+ 48 =0

Podemos factorizar esta dltima ecuacidén con facilidad:

¥*—16x+48=(x-4)(x -12)=0=>x=4, x =12
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Siempre debemos comprcbar las solucicnes en la ecuacién criginal:

e Parax=4:

Vi—a=Je(e)r1-2=V1=Vo_2-1-1

Por lo que si es solucion.

s Parvax=12:

Viz—3=\J2(12)+1-2= Vo =25 -2 3-3

Asi que también es solucidn.

Ejemplo 49

Resolver la ecuacion:

NE+8=vBx-112

Solucidn
Primerco, elevamaos al cuadradoe cada lade de la ecuacion:

[Jx+a)2=(u’zx—1+z)z=':~x+3:zx—1+4w“zx—1+4

Luego, despejamos el radical y elevames nuevamente al cuadrado cada lado de la
icualdad:

2
—x+8=4Vax 1= {-x+5) =(4V2x -1} = x*—lox +25=32x 16
=x"-42x +41=0

Para resclver esta iltima ecuacién cuadratica, pedemeos utilizar 13 férmula general o
factorizar. Asi:

28 -42x +41=(x -1)(x - 41)=0
Cualquiera de estos caminos {la férmula general o la factorizacién) nos conduce a las

solucionesx = 1 yx = 41.5in embarge, no hay dos soluciones de la ecuacion original,
va que al sustituir en la misma tenemos:

. Si.!:':1=>'~f1+ﬂ=JZ|{1}—1+Z=>w’r§=\"ri+2:¢-3:3,entoncessiessoluci6n.

. Six=41=>~."'41+B=J2(4l)—1+2=>v’£:\!rli+z=,=-7=11,entnncesno es
solucion,

Asi que la ecuacién original solo tiene una solucidn:

=1

83
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Ejemplo 50

Resolver la ecuacién:

Bx 2 =+2xr-3+1

Solucién

En primera instancia, despejamos un radical y elevamos cada lado de la igualdad al
cuadrado:

VBx -2=J23—3+1=;(J53—z)2 ={Vax —3+1)il

=5 -2=28x—-3+2vax -3 +1

Enseguida, despejamos el radical y nuevamente elevames al cuadrado cada lada:
2
Bx -2-2% —3+2V2% — 341 3x —2V2x —3:’:,{3.1:}2:(2\"2;( —3) =8x*=8x -12

=9x*_Bx+12=0

Esta Wtma ecuacidn nc tiene scoluciones reales, ya que su discriminante

A = 8% — ¢4(8){12) = — 388, es negativo. Por tanto, la ecuacion original no tiene solucio-
nes reales.

Ejemplao 51

Resolver la ecuacidn:

Solucién

Primero, multiplicamos cada lado de 1a ecuacién por (x—1)vx +1:

2 _ 1, 2 (x—1}\"3—!-1:%[}:—1)\."3-#-1:)2}{—2:\."X-E-l
x_

Vr+1 -1 Jxi1

Enseguida, elevamos al cuadrado cada lado de la igualdad:
2
(2x -2 =(V¥ +1) > 4x*—Bx+4=x+1=4x*-9x +3=0

Luego. aplicamos la Iérmula general:

L _9yBl-4(4)(3) 9+ 33

2{4) 8
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Ahora, verificamos si los valores obtenidos son scluciones de la ecuacion original:

9433 2 1
& }[9+J3_3] [9+@]_1
i
8 B
por lo que si es solucion.

H—JE'E a 1

* Bix= . = = 4.597 = -0.71071

e [

* Slx= =1.1861=1.1881

por lo que no es solucion.

De esta marnera, la ecuacion original sclo tiene una solucidn:

¥ 9.+ 33
8
Ejemplo 52

Resolver la ecuaclon:
Yx*-x+2=2+1

Solucion

En este caso, para eliminar el radical, primero elevamos al cubo cada lado de la
ecuacion:

(\ﬂx -5+ ) (x+1) X —x+2=x*+3x +3x+1

Luego, pasamos todos los términos de un lado:
C=3x"+4x-1
Enseguida, utilizamos la fdrmula general:

_ —4%y16-4(38)-1) _ 4428 _ 217

2(3) 8 3

Por dltimo, comprobames:

six_ —z;ﬁ’f]— —ﬁ]a_l—z;ﬁ]

por lo que si es sclucién.

+1= —0.54858 = —0.54858

=2-41)

=
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Six= +1=1.2163 =1.2183

-z-w?. i/[—ﬂﬁ]a

S e

por lo que también es solucién.

Ecuaciones con valor absoluto

Sea 4 un nimero real, su valor absoluto, [al, se define como:

asia>i
|| =
—a st a0

Esto significa que el valor absoluto de un niimerc positivo es igual al nimero y que el
valor absoluto de un niumero negativo es menos el nimero ¥, por tanto, es positivo, Al-
gunos ejemplos son: |12/ =12, |-2|=—(-2)=2,|-7.3=7.3, |0] =0, |~E| = ‘—NE| =

Las propiedades de valor absoluto son:

- |ﬂ| E'U

|a| =0, siysolosi a=0

+ lal=|—
« |ab|=|al|b)

% }::,smmpreque b=0
- |H|2:H‘2

La altima propiedad es el cuadrade del valor absoluto de un niimero y es igual al cua-
drado del nimero, asi que elevar al cuadrado, elimina el valor absoluto. Esto permite
resolver algunas ecuaciones.

El valor absolute de un niumero mide la distancia del niimero al origen. Como se trata
de una distancia, el valor absoluto siempre es positivo para un niumero distinto de cero.

|4 |

o, LS

A
et mk. |
5@

4

Fignra 2.3
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El valor absolute de la diferencia de dos nimeros, |a—#|, representa la distancia en la
recta numerica entre estos niMeros.

|a—5]

~
a —+g
N

=T ®

Figura 2.4

Lo anterior significa que una ecuacién, como |x}=3, tiene dos soluciones: x = 3 v

x = —3, dado que |x}=3 se interpreta como los niineros x cuya distancia al origen es 3.
En general, se tiene que:

|#|=5b>0=x=1b (1}
Como se puede observar, & debe ser mayor o ipual que cero, porque el valor absoluto

siempre es mayor o igual que cero. También es importante hacer notar que, en general,
se tienen dos solucicnes (solo se tiene una solucién si & = 0).

A continuacién se presentan algunos eiemplos.

Ejemplo 53
Resolver la ecuacion:

|x - 3|=4
Solucidn
Como sabemos, existen dos formas de resolver esta ecuacion. La primera, directa-
mente de (1}, nos da:
x-38=4=x-3=114
Conelsigno +:¥-3=+4=2>x=1
Ahora,conelsignomenos: x -3 =—4=x=-1

Asi tenemos las dos solucicnes:
x=Tyx=-1

La segunda forma de resoclver esta ecuacidn es elevar al cuadrado cada lado de la
ecuacion. Asi tenemos:

x-3 =4*=(x-8) =4" > x* —Bx+9=16=>x*—6x -T1=0

La factorizacion de esta dltima ecuacidn cuadratica resulta facil (recuérdese cue tam-
bién podemos utilizar la férmula general):

X*—6x-T=(x+1x-T)=0

87
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Lo que nos conduce a las scluciones:
¥=-lyx=1

Caomeo siempre, cuando comprobamos, sustituimos en 1a ecuacidn criginal y debemos
obtener una identidad:

* 8lx=-1]-1-3=|-4=4

*+ Stx=T[7T-3=4=4

Ejemplo 54
Resolver la ecuacion:

8-3[ax +1 =1

Solucidn
Primero, despejamos el valor absoluto:

B—Smx+q=1¢B—1=3Bx+ﬂ#@x+ﬂ:%

Ahora, utilizamos la ecuacion (1}, o también podemos elevar al cuadrado y resclverla
ecuacion cuadratica resultante:

T b

|m4q=%#amu=guamu=—gﬁx= &

x==2
3

(AR

Por iltimo, comprobkarmos en la ecuacidn original:

Si3=2e$8—#4§)+4=B—3F+=B—BF)=B—T=1
3 3 3 3

Six=—§#3—§4—§+4=3—%—1=B—3F)=8—T=1
3 ‘ 3 3 3

Ejemplo 55

Resolver la ecuacion:

I5x -8/ =-2

Solucidn
La ecuacion no tiene solucién, pueste que el valor abscluto siempre es mayor ¢ igual
que cero, ¥ no puede ser igual a un nimerc negative, como es el caso de —2.

Comeo se puede observar en este ejempio, si elevames al cuadrade cada lado de la
ecuacidn cbtenemos una eciacién cuadratica con dos soluciones:
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5% —8 =(-2)° > 255° —80% + 64 = 4= 252" —BOX +60=0

8

2 f—
. _ BO/BO® — 4(25)(60) _ 80+20

=2X=Z %=
2{25) 50

No obstante, ninguno de estos valores es una splucién de la ecuacion:

» Six=215(2)-8=2=-2

e Six=8, ’5(%—3‘:2:—2
5 115

Ejemplc 56
Resolver la ecuacion:
|4 - 3x| =x-1

Solucion

Dado que x — 1 es igual a un valor absolute, este debe ser mayor ¢ igual que cero, por
lo cue las soluciones deben ser mayores o igualesa 1: ¥ —1> 0= x > 1. Esto significa
cue de las soluciones que obtengamos, solo consideraremaes aquellas que son mayores
cigualesal.

De esta manera, primero elevamos al cuadrado cada lado de la ecuacién, para elimi-
nar el valor absoluto:

48z =(x-1) = (4-3x) = (x -1 216 - 24x +9x* = x* —2x +1

=Bx*-22x+15=0=x = 22+ Y82 — 4(B){15) _ 22+2_, =§. z=38
2(8} 2{8} 2 4

Como podemos observar, las soluciones obtenidas son mayores cue 1.

Ahora, realizamos la comprobacion.

. Six=§.‘4-3(§]=§—1:‘——1—|=-1—:»1=1
2 2l z 22 2 2

«Six=3, 4_3(§)}=§_1:H=141_l
4 af” 4 s a4 4 a

Ejemploc 57
Resolver la ecuacion:

| -3|=x—4
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Solucion

Las scluciones deben cumplir que x — 4 > 0, ya que esta expresién es igual a un valor
abscluto. Primero elevamos al cuadrado cada lade de la ecuacion:

[# —:-’.|"1 =[_=z'—4]z =:-(.1r—3}z ={x —4}3 =% - Bx+9=x*-Bx+16=x =%
Este valor no es una solucién, porque de antemano sabemeos cue las soluciones de-
ben ser mayores o iguales a 4. Esto también se obtiene si comprobamos:

* Blx =z=:-‘1—3‘=z—4=:~|1'=—1=:»1= —Lloque es un absurde.
2 12 12 2 2

2 2
Por tanto, concluimes que la ecuacién no tiene sclucién.

Ejemplo 58
Resoclver la siguiente ecuacion:
[# =) =2+|x -4

Solucion

En este caso, primerc elevamos al cuadrado cada ladeo de la ecuacién, para eliminar
un valor absoluto.

x -1 =(2+4|x -4 >(x-1) =a+aix -4+ (x —a)

=’ 2x+l=4+4|r -4+ x* Bxr+16=6x-19=4|x+2 (2)

Luego, elevames nuevamente al cuadrado cada lado de la ecuacion:
(6x —19)’ =(4{x +2))° = 36x* —228x +361=16x* 128 +256 = 20x* —100+105 =0
Con la férmula general, obtenemos:

x=% xy=3
2'" Tz

Comeo siempre debemos comprobar si son solucicnes de la ecnacién original:

* B x=1,=:.|1—4=z+‘1—4l=>‘§‘=z+‘—ilﬁ;§=z+l:-§=§. estc significa
a 2 4 a 2 4 2 Z 2
que;r:zsi es solucion.
. Six:§='>‘Q—]{:E—I-P—4—|=’:-‘l‘=z+|—l[=>l=2+l=>l=§ esto es un ab-
2 12 2 2 ar 2 2 2 2

surdo, por lo fue X = —:i no es solucién.
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Tambien es posible descartar x = % como solucidn, porque la ecuacién (2) requiere

que 6x — 19 > 0, 1o cual no se curmple con este valor, perc sise cumplecon x == .

Ba |2

Ecuaciones que se reducen & ecuacicnes cuadraticas

Hasta aqui ya se han visto algunos ejemplos de ecuaciones racionales, ecuaciones con ra-
dicales y ecuaciones con valer absoluto; no obstante, existen otras ecuaciones en donde
una sustitucion de la variable original lleva a una ecuacidn cuadritica que se resuelve y
luego se reinterpreta en términos de la variable original.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 59
Resolver la ecuacion:

x*-7x*-18=0
Solucion

En este acaso, primero podemos reducir a una ecuacion cuadratica si hacemos z = x2.
Notese que 2% = (¥%)® = x* y, por tanto:

' —Tx*-18=2"-7z-18
Asl que Ia nueva ecuacion que tenemes que resolver es la cuadratica:
2" -7z-18=0
Como podemos observar, esta es facil factorizar {o también es posible utilizar la
férmula general):
' -1z-1B=(2-9)(z+2)=0=2=9,z=-2
Dado que z es positivo, por ser un nimero al cuadrado iz = ¥°), descartamos la se-

gunda solucidn. Por tantc, z = 9 o »* = 8, 1o que nos lleva a las scluciones reales x = 3,
X = —3 de la ecuacion original.

Ahora, comprchamos:
+ Six=3=x"-Ix*-18=3" —:['{3}‘a -18=81-63-18=0

* Six=-3=%*-7x*-18=(-3) —7(—3) —18=B1—63-18=0

En este punto. es importante hacer la observacion de cue solo encontrarmos las solu-
ciones reales. Pero, si se utiliza z = —2 se obtienen dos soluciones complejas.
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Ejemplo 60
Resolver la ecuacidn:
¥ -6z’ -16=0
Solucién
Dado que x*=1x?}?, sustituimos z = ¥

x*-6x*-16=22-Bz—-16=0

La ecunacién en la variable z tiene dos soluciones: z = 8 y 2 = —2, las cuales, radu-
cidas en términcs de x, nes dan las ecuaciones ¥* = § y x? = —2. ¥ estas tienen las
soluciones:

X=2yX= —%’E
Ejemplo §1

Resclver la ecuacién:

z 1
¥342x3 _24=0
Solucidn

1 2
En este caso, conviens sustituir z = x*, asi que 2= x%

2 1
3 +2x° -24=2"1+22-24=(2+6}(z-4)=0

De esta manera, las soluciones soniz= -6y z = 4.

1
El primero de estes valores nes dala ecuacion x? = —6,1a cual se resuelve elevando
3

1
cada lado de la igualdad al cubo: 33] = [—6)3 =X =-216

1
El sequndo valor nos lleva a la ecuacién x*® =4, la cual, al elevar al cubo, nos da:
X =64,

Ejemplo 62
Resclver la ecuacidn:
6% —5Jx —4=0

Solucion

Una posibilidad para resclver esta ecuacidn es despejar el radical, elevar al cuadrado
y resolver la cuadratica correspondiente, tal como lo vimos en lz seccién de ecuacio-
nes con radicales. Asimismo, también es posible reconocer esta ecuacidon como una

cuadratica si hacemos z = + x, as{ que x = 22y la ecuacién es:
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Bx—5Vx -4-D=62z"—52—4=0

Cuyas soluciones se encuentran ya sea por factorizacién o por férmula general:

4 1
Z=—myZ=——
SY

2
En este caso, no consideramos la raiz negativa porque z = \E =0,

Asl pues, para la raiz positiva tenemos:

z=Vx=2
3

Esto implica que:

==
g9

Ahora, comprobaros al sustituir en la ecuacién original:

Six =E, entonces E(E)—Eﬂﬁ -4 = 38 —ﬁ(i)— 4 =0,
g 9 g 2 3

Ejemplo 53
Resolver la ecuacion:
T E41x7'412=0

Solucisn
En este caspo, es converniente hacer z = x !, con lo cual la ecuacidn es:

ZE+Tz+12=0

Como podemos observar, es facil obtener quez = —¢yz=-3.Comoz=x

entonces tenemaos las acuacionas:

l:—-*l,lacua.lru:>slltaﬂ.raeur:—

X

1.1 1

Existe otra forma de resclver esta ecuacion:

irrxtriz=L 4 Te-o
F4 X

Esto es, si multiplicames por x° obtenemeos la ecuacion:
1+7x+122*=10

Cuyas soluciones son las que hablamos encontrado: £ = —i Yy &= L.

3
La comprobacion se deja al lector {véase &l ejercicio 103).

y —=—3,dela cual tenemos gque X = ~3
z

1

1
x
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Ejercicios propuestos

Enlos ejercicios 100 a 107, verifica que los valeres dados son soluciones de las ecua-
ciones dadas.

100, x=2.x=—-3:%*+x=8.

101, x=2 x=2.:3x—11x +10=0

3'
102. = 2. ,_‘j;_
4’

103. x=—iy x=—%; x217x'+12=0

x 1

104. X —64, ¥ +2x%—24=0

o (2881~ 28 25

o <=(3)- (45571

107. x =2,

x-1+[3-x|=

Enlos ejercicios 108 a 121, resuelve la ecuacion racional.

108. £+l _§g
2x +1

100. Ly 1 g
110, — 2%

111, ¥ -1

113, 1 = x%+1
X +ax"+x-4

2
2x+1

=3x¥—12
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2
115 3x" —x -4
3x -4

=x+1

2 .
115, —2x°+5% +42 _
2x +7

-6

117. — L 4y ——1
1

118. —2 43 4

119. x = 2=%

120. Determina las longitudes de un rectangulo cuya area es 100 cm? y su large (en

centimetros) es 3 cm mds que su ancho.

121. Encuenirala base v altura de un triangulo si su area es de 58 cm? v la altura es

2 cm mayor que su base.

En los ejercicios 122 a 132, resuelve la ecuacion con radicales.

122. {2x+17)=3

123. (2—-x)=4

2
124. =5
Wi0—x
125, V2x-5==x

126. {9—-2x)=3x
127. 2-x+3=x
128. Jx+2=2-yJx+4

129. Jx—2++Ja—x =2

130. ¥x*-2=x-2

131 ¥x3 4 x? _3x+1=x+1

132. %X __23
X—-3
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En los ejercicios 133 a 145, resuelve la ecuacién con valor absoluto.
133. |[x—3|=2
134. |2 -4x|=8

135. 2-3[2x +6/=—4

136. —3
[x 10|

137. 4-2|ox-1=11
138. [2x —1=|% + 5
139. |x+5=|x -3|
140. |x+2-2lx -1 =1

141. |3—2x|—|z +1=2

142. 1. —|x+]

x+3

|Zx+li_ B
18- B2 px +7]
144. |3—x|=x

145, 22 +1=x+2

En los ejercicios 146 a 151, resuelve la ecuacién reducible a cuadratica.

146. x'4+13x%4+36=0

a L
147. x547x3-18=0
148. x* +192* -216=0

149. x*_13x'+42=0

150, L —_%
¥-1 x4+4

151. x'-ax*-45=-0



Capitulo 2 = Ecuaciones y desigualdades

2.4 Desigualdades e intervalos
Desigualdades g intervalos

El primer capitulo presentd temas del conjunte de nimeros positives B v de desipgual-
dades. Como se vie en ese capitule, @ < # {que se lee: “a es menor que #"), también se
puede representar como b > a, si #—a = 0. Asimismo, en el capitule también se men-
cioné que los nimeros reales se puedern representar con la recta numérica. En particular,
si @ << b, significa que en la recta numérica el mimero a esta a la izquierda del niimero »
{véase la figura 2.5).

M
N

Figura 2.5

La desigualdad x << & representa todos los niimeros reales que scn menores que #; esto
es, los niimeros que estan a la izquierda de b en la recta numérica (véase la fipura 2.6).
Estos ntimeros se representan mediante un intervalo abierte (—oc, b).

O

Figura 2.6

Como se observa en este intervalo, la desigualdad es estricta, por lo que el nimere
no esta incluido. De esta manera, la recta se dibuja con un circulo vacfo. Para que b se
incluya, la desigualdad debe ser menor o igual: x < 4, lo cual se denota con el intervalo

cerrado por la derecha {—oc, b ¥ este conjunto se dibuja en la recta numérica con un
circulo llene ivéase la figura 2.7).

b
¢

Figura 2.7

Es importante destacar que existen varios tipos de intervalos, las cuales se describen a
continuacion.

* (—oo, bYy={x| x < b} Intervalo infinito izquierdo abierto.

O

Figura 2.3
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* {—oq, b]={x|x<b} Intervalo infinita izquierdo cerrado.

b
@
Figura 2.9

* {a,00)={x|a<x} Intervalo infinito derecho abierto.

Q =

Figura 2.10

* [a,0c)={x|a<x} Intervalo infinito derecho cerrado.

i

Figura 2.11
* (a4, b)={x]|a<x<b} Intervalo {finito} abierto.

a 7
~ s
\ L

Figura 2.12

» [a, b]={x| a<x <bh} Intervalo {finito) cerrado.

0

b
& ®

Figura 2.13

» (@, b]={x|a<x<b} Intervalo {finito} abierto por la izquierda y cerrado por la
derecha.

e t
O @

Figura 2.14

* (a4, b)={x|a<x<b)} Intervalo {finito) cerrade por la izquierda y abierto por la
derecha.

a i)
& O

Figura 2.15
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En general, los intervalos representan ntimeros entre sus extremos y pueden incluir o no
sus extremos, dependiendo, respectivamente, de si son intervalos cerrados o abiertos.
Cuando no se incluyen los extremos, el intervalo se dencta con paréntesis, mientras
gue cuando tos extremos si se incluyen se denota con corchetes cuadrados. Cuando el
intervalo es infinito, > y —=c, siempre se representa con paréntesis redondo, esto se
debe a que estos simbolos no son numeros.

Ejemplo 54

Descrikir y dibujar los siguientes intervalos:

a) {1.4)
b) [4, oo)
c) (—ox, 1)

d) {—ow 1Jufl, 4)U[4, oo)

Solucion

a) Este intervalo es abierto, por lo que no incluye sus extramos, ¥ consiste an los
niimeros que estan entre sus extremos 1 v 4:

(La)={xl<x <4}

1 4
£ "
1" ¥
Figura 2.16

b} Este intervalo representa a los niimeros que son mayores o iguales que 4, inclu-
vendo al 4 mismo:

(4. c0) = {8 < x)

4
@

Figura 2.17

c} En este caso, se frata de un intervalo abierto, por lo que el extremo no se incluye.
Esto es, se trata de los nimeros menores (a la izquierda) que 1

(—ox, 1) = {x|x <1}

1
)
4

Figura 2.18
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d) Launién de los tres intervalos anteriores corresponde a todos los nimeros reales,
a excepcion del 1:

{—o0, YU(L, 4)U[4, ) =R -1}

1
o~
W

Figura 2.19

Ejemple 65

Identificar el o los intervalos en la grafica y representarlo(s) como un conjunto.
-5

a) ®

Figura 2.20

b)

s ]
P

Figura 2.21

0o

c) ® &

Figura 2.22

Solncidn
a) Un namero x a la derecha de -5, incluyendo al -5, se expresa por 2 » -8 @
—B < x, por lo que este intervalc es [-5, oo} = {x{x > —B}.

b) Este intervale representa los nimercs entre —1 v 3, sin incluir el —1, pero inclu-
yendo el 3. Un nimero x con estas caracteristicas estd a la derecha de -1 vala
izquierda de 3, por lo que cumple las desigualdades: — 1 < x < 3. Lia grafica repre-

senta el intervalo (-1 8]={x}-1< x <3}.

c) En este caso, se requiere la unidn de dos intervalos para expresar la grafica.
Para la parte izquierda, el intervalo son los nimeros mencrss © iguales a cero:

(—oo, 0] = {x|x < 0}. La parte derecha de la grifica representa los niimercs entre
2y 6, incluido &l 2, pero no ¢l 6:[2, 8) = {¥[2 < ¥ <6}, El conjunto representado en

la gréfica es la unidn de estos intervalos: (—oc, 0)U[2, 6),
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Ejemplc 66
Encontrar y dibujar el conjunto dadc:

a) [-L1Ju(z, o)

by [ 9)N[4, )

c} (-0, 8]N{2 o)

d) (-6, -38]u[-3,0]u(0, 7]

Solucidn

a) Esta union repiesenta los niimerocs entre —1 y 1, incluidos los extremos 1 y —1,
mas el conjunto de los niimeros ala dezechade T

-1 1 7
@ @ O

Figura 2.23

b) Estainterseccién expresa los nimercs entre 1 y 8, incluido el 1, que ademas estan

a la derecha de 4, lo que nos lleva a los numeros entre 4 y 9, incluido €l 4 pero no
el 8:

[L 9)n[4, cu) =4, 9)

®
1 4 9
e 9
@ O
4 9

Figura 2.24

c} Enestecaso,la interseccidn representa los nitimeros que simultdneamente estana
la izquierda de &, incluyendoc &1 8, y a 1a derecha de Z, sin incluir el 2:

(~oc. 8] (2. 00) = (2.8

O

2 8
®

O @

2 8

Figura 2.25
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d) Este conjuntc representa los numeros entre —6 ¥ —3, mas los nimeros entre
—3 v 0, mas los nimeros entre 0 y 7. Come podemes observar, —3,0y 7 s se in-
cluyen, solo — 6 no se incluye:

(—8. —3]u[-3, oJu{a, 7]=(-8, 7]

—6 -3 0 7
O ® ® @

Figura 2.26

Resolucién de desigualdades
Las desigualdades tienen las siguientes propiedades que permitirdn resclverlas.

I Sia<<bye el = a + c < b + ¢ {sisesuma la misma cantidad a cada lade de una
desigualdad, esta no se altera).

II. Sia <hyc eR = a — ¢ < b — ¢(siseresta la misma cantidad a cada lado de una
desigualdad, esta no se altera).

I11.

a) Sia<<hyc> 0= ac < be(sise multiplica por la misma cantidad positiva a cada
lado de una desigualdad, esta no se alterai.

b) Sia << bye < 0= ac> bc{sise multiplica por la misma cantidad negativa a cada
lado de una desigualdad, esta se invierte).

IV,
a) Sia<byc>=0= £«::E (si se divide entre la misma cantidad positiva a cada
c ¢
lado de una desigualdad, esta no se altera).

b} Sia<byece<0= E}é {si se divide enire la misma cantidad wegativa a cada
€ C

lade de una desigualdad, esta se invierte).

Las propiedades anteriores siguen siendc validas si el simbolo < se cambia por <.

Aqui es posible advertir que las primeras dos propiedades y los incisos a de las segundas
dos propiedades, son las misimas que las de las ecuaciones. Por otro lado, los incisos b
de 11T v IV, indican que hay que tener cuidado al multiplicar o al dividir una desigualdad
por un niimero negative. En resamen, para resolver una desigualdad se trata de la mis-
ma forma que al resolver una ecuacion, solo que al multiplicar o dividir por un nimero
negativo, la desigualdad cambia de sentido.
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Adelante se ve como resolver destgualdades de varios tipos: lineales, cuadriticas, racio-

nales y con valor abseluto.

Desigualdades lineales

Estas son de la misma forma que una ecuacion lineal, donde aparecen polinomios de
grado 1, pero con alguno de estos simbolos <, <, > o >, en lugar del sigho = de una

ecuacion. Las desigualdades también se conocen como inecraciones.

El objetivo de resolver una desigutaldad lineal siempre es despejar la variable, al sumar
y/o restar y/o multiplicar y/o dividir cada lado de la desigualdad por la misma cantidad.
La solucién de una desigualdad lineal, a diferencia de una ecuacién lineal, no consiste
en un valor, sino en un cenjunte coen una infinidad de valores que representamos con un

intervalo.

Ejempio 61
Resolver la siguiente desigualdad:
2x—4>8

Solucion

Para la resolucién de esta desigualdad, pensemos como si se tratara de Ia siguiente
ecuacién: Zx — 4 = 8, perc conservamos el signe de desigualdad, >, a menos que mul-
tipliquemos o dividamos por un nimero negativo. 8i este es el caso, la designaldad
debe invertirse.

Ahora, si la comparamos con la ecuacion 2x — 4 = 8, lo primero que debemos hacer
es sumar 4 a cada lado. Entonces, hacemos esto en la desiquaidad; sumamos a cada
ladc 4 y por la propiedad [, 1a desigqualdad se conserva:

2x -4 +4>8+4
Al simplificar tenemos:
2x =12

Ahora, dividimos cada lado de la desiqualdad entre 2, que es positiva ¥ por el inciso
a de la propiedad I'V, la desigualdad se conserva:

2% 12

4 a
Al simplificar, obtenemos cue la solucion de la desigualdad son todos los nimeros
x tales que x > €. Como podemos notar, esto Ultimo corresponde al intervalo (8, o).

a

Figura 21.27
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Ejemplo 68

Resolver la inecuacidn:
8x+1<1143x

Sohicidn
Primero, pasamos los términos con x al lade izcuierdo, al restar 3z a cada lado de la
desigualdad i por la propiedad I, la desigualdad se conserva):

Br+1-38<11+3x -3x=5x+1<11

Ahora, restamos 1 a cada lade de la inecuacidn {nuevamente por la propiedad I la
desigualdad se conserva):

Bx+1-1<11-1=8Bx <10

Finalmente, dividimos cada términc de la desigualdad enftre 5, que es positive ¥ por
tanto ne altera la desigualdad (propiedad IV, inciso a):

5% 10
5 B

Bl simplificar, obtenemos x < 2. De esta forma, pedemaos ver gue la sclucion es el
intervalo {—o 2].

2
@

Figura 2.28

Existen varios caminos a seguir para obtener la solucidn anterior. Por ejemple, po-
driamos haber comenzado pasando los términos con x al lado derecho, al restar Bx a
cada lado de la desigualdad:

8r+1-8x<11+3x--8x
Lo cual, al simplificar, nos da:
1<11-5x
A continuacion, restamos 11 da cada lado de la inecuacion:
i-11<i1-8x —-11=-10<-5x

Finalmente, dividimos entre —5, perc como es un nimero negativo, el sentido de la
desigualdad se invierte (propiedad IV, inciso b}:

-10 > —5x

—5 -5
Esto nos lleva a 2 » x, que equivale a la solucidn cue encontramos primero: es decir,
el intervalo (—oc, 8],
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Ejemplo 69
Resolver la desigualdad:

ﬂx—ﬁ+4{%+1

Solucion

Primere, muliplicameos cada término de la inecuacion por 2; luego, desarrollamos el
paréntesis y, por ltimo, simplificamos:

ﬂﬂx—m+ﬂ{4%+qﬁﬁw—Zﬁﬂ{x+zﬁﬁx—4{3+2
Después, restames x y sumamos 4 a cada lado de la desiqualdad:
B -4-x+4<x¥+2-X +4=5x<8B

Por tltime, dividimeos entre 5 cada lado de 1a inecuacidn manteniendo la desigualdad:

5¥ 8,58
5 5 5

Por tanto, la solucion es el intervalo:

&
at
L~
Figura 2.29
Ejemplo 70
Resolver las inecuaciones:
-3<3x+8<1

Solucion
Debido a que se trata de dos desigualdades simultaneas, —3 <3x + 8 y 3x + 8 < 1, pri-
mero resclvemos cada una por separada ¥ luege intersecamos las soluciones:

-3<3x+8 y 3x+8<l
-3-B<3xr+8-8 y 3xr+B-B«i-8
-11<3x y 8x<«<-T

11.8x . 3% -

3 3 3 3

_115:3 ¥ X{:S?—
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Came podemoes cbservar, jen cada desigualdad fuercn las mismos pasos!, asi que
podriamos haberla resuelto como sigue:

-3<3x+8«<1

Luego, restamos 8 a cada lade de las inecuaciones:
—-3-8<3x+8-8<1-8=-11<3x <7

Después, dividimos entre 3 cada término de las desigualdades:

__Ll.-z_:.?ﬁqiz}_l_]: 53<_E
3 a3 3 2
La solucion es el intervalo:
43
3' 3
11 7
3 3
@ O
Figura 2.30
Ejemplo 71

Resolver las desigualdades:
2+x¥>8x-6>x -2

Solucidén
Primero, restamos ¥ a cada lado de las inscuacionas:

2+ X—-x>5x+8B—-Xx>Xx-2-3=2>4x-6>-2

Ahora, sumameos € a cada lado de las desigualdades:
2+6>4y -646>-246=84x >4

Ensequida, dividimes cada término entre 4:

4 4 4
Esto ecuiivale a 1 < ¥ < 2, que corresponde al intervalo cerrado [1, 2].

1 2
& ®

Figura 2.31
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Ejemplo 72
Resolver las inecuaciones:
4 -9y <2—3x<T-4x

Solucion

En este caso €5 convenients cue resclvamos las inecuaciones por separado, debide a
que los pascs son distintos en cada desigualdad. La solucion corresponde & la inter-
seccion de las soluciones de cada desigualdad.

As], para la primera desigualdad, tenemos:

4-5r«<2-3x=2>4-5BX¥+5r<2-3x+5x=2>4<2+2x¥ =3 4-8<2+2x -2
=adLax=1<Xx
La cual se expresa mediante el intervalo:

(L o)

La sequnda desigualdad se resuelve come sigue:
2—3x <7485 =2-3¥+4x<T-4x4+4¥ =28+ x<T=24+x-2<7T-2=Xx <5

Lo ¢ue nos Lleva al intervale:
(—=, 5]
La solucién es la interseccion de los intervalos obtenidos:
(1 00) 1 (~cc, 6]
La interseccion se refisre a los nimeros gue hay en comun en estos intervalos:
(1 o) (~00, 8] = (1. 5

O

— ®
O ¢
1 =
Figura 2.32

Ejemplo 73

Resolver las siguientes dasiqualdades:
a) 3x-1<3+x<3-x

b) 3x -1<3+x<-2+42%

Solucion
a)} En este caso, primero resolvemos por separado cada inecuacion:
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i) 3x-1<3+x=3¥-1-3+1<34+x-1-x=2x<4=x=<2
&si, la primera desigualdad tiene como sclucién el intervalo:

(~oc. ]

iil) 3+ x<3-2=3+x+x-3<3-z+x-3=22x<0=x<0

De esta maners, la sequnda desigualdad tiene como solucién el intervalo:

(—o0. 0]

La sclucion de ambas desiqualdades correspende a la interseccion de los intervalos

obtenidos:
(—o0 2jN{~e0, 0] =(~ox, 0]
9
0 2
®
®
0
Figura 2.33

k) Resalvemos por separado, pero la primera desigualdad es la misma del inciso a.
i 3x-1<3+2=(-o0, 2
i) 3I+xr<-242x=>34+2-X+4+2<-24+2¥r -X+2=2>8<X
Esto corresponde al intervalo.

[5: 00)

Finalmente, intersecamos los intervalos obtenidos en cada desigualdad:

(—ox, 2]N[5, oo} =2

Esto significa que no hay sclucién.

'
2 3

Figura 234
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Ejemplc 74

Resolver las siguientes desigualdades:

a) z(x—l)}%w!

b) 2(x —1};:»%—4
Solucion

a) Z[X—l)}SXT‘H+4=:-3[Z{H—1)]}3|%+4I=}E[x—1):&Ex+l+12

=B¥ -6>6%+13

Al restar 6x de cada lado de la desigualdad, obtenemos —8 > 13, 1o cual es un absurdo.

Esto significa que 1a desigualdad no tiene sclucién; en ctras palabras, el conjunto so-
lucion es el conjunto vacio: .

b) z(x—1)>ﬁ‘*':3—“—4=>3[2{x —1)]>3l%—4I=>s(x—1):>sx+1—1z
=By -6>6x-11

Al restar 5x de cada lado de la desigualdad, obtenemos —6 > —11, 1o cual es ver-
dadero. Esto nos indica que cualquisr nimero es solucicn, el conjunto solucién es

(—oxy o0) = R.

Desigualdades cuadraticas

Una desigualdad cuadritica siempre contiene un términe ax® con @ = 0. Por tanto, una

desigualdad cuadratica siempre puede reescribirse en alguna de las siguientes formas:
a) ax’+bxtec<O
b) ax’+bx+e<O
¢ ax’+bx+e>0
d) ax®+bhx+c>0

Para resolver cualquiera de las desigualdades anteriores, primero se calculan las raices
del polinomic cuadritico. Este divide la recta numérica en tres, dos o un intervalos.
Después, se evalia con algiin punto en cada intervalo, para determinar el signo en diche

intervalo. Por dltimo, se eligen &l o los intervalos que satisfagan la inecuacién.
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Ejemplo 75
Resoclver la desigualdad:

3x* —10x —10> 2% +5
Solucion
Primero, pasamos los términos del lado izquierdo:

3x°-12x-15>0
31 dividimos cada término entre 3, la desigualdad no se altera:
x*—4x-5>0
Entonces, factorizamos el polinomio enadratico come:
x'—ax -85=(x-8){x +1)

Come podemos okservar, sus raices sen X = 5 y x = —1, las cuales dividen la recta
numerica en tres intervalos cerrados, porque la desigualdad no es estricta.

Entonces, sustituimos en la expresion cuadratica un valor arbitrario en cada intervalo
(crue no sea un extremo del intervalo):

Intexvalo Valor de x ' Sastitucion S-ignn en el
intervalo
{—ea, 1] -2 (—2) —4{-2}-5=10 5
5] 0 (0)' - 4(0)-5= -5 -
[5: 0a) 6 () —4{B)-5=1 +
+ -1 - 5 +
{ 1
T T
Figura 235

Come se nos pide encontrar los valores en 1os que el polinomio s mayor o iqual que
cero, la sclucion es el conjunto:

(—oxe —1]U[B, =)
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Ejemplc I8
Resolver la inecuacién:
x*—10x + 32 <10x - x°
Solucidon
Primero, pasamos los términos del lado izcuierdo y dividimos enfre 2:
2x*-20x +32<0=x*-10x +16<0

Las raices de la expresion cuadratica son ¥ = 2 ¥ ¥ = 8, las cuales dividen en tres in-
tervalos (abiertos, porque la desigualdad es estricta) la recta numerica.

Luego, sustituimos un valor de cada intervalo en el polinomio cuadratice.

Intervalo Valor de x Sustitucian S‘igna en el
intervalo
{—o0, 2) o (o) —10{c}+16=18 +
(2,8) 3 (3) —10{3)+16=-5 -
{8, 0a} 8 (9)" —10({9)+16 =17 +
+ - +

2 8

4 1

! ]

Figura 2.36

Cormo necesitamos los valores en los que el polinomic es menot que cere, 1a sclucidn
es el conjunto:

(2.8)

Ejemploc T1
Resolver la siguiente desigualdad:

—x*_2x+1>D0

Solucion
Las raices del polinemio cuadratico son:

x=—1+\f!§1y X:—l—w@

111



112

Introduccién a las matematicas. Ejercicios v proeblemas

Estos valcres dividen la recta numérica en tres intervalos, para cada unc de los cuales
evaluamos el polinomic de la desigualdad.

Intervalo Yalorde x SusztHtucion S.:gno en el
intervalo

(~oa -1- V2] -3 (-3} —2{-3)+1= -2 -
[-1-v2, ~14V2] 0 {0} —2(0)+1=1 +
|1+ Ve, o) 2 —{2) -2(2)+1=-T -

Como necesitamos tener los valores de x, que hagan la expresion cuadratica mayor o
igual a cero, concluimos que 1a solucidn es el intervalo:

12, 14 e]

Ejemplo 78

Resclver las siguientes desigualdades:
a) x°+2x+5>0

b) x*4+2x4+5<0

Solucion

Como ¢l polinomio cuadratico tiene discriminante, A = 2 — 4{1){5) < 0, sus raices
son complejas. Esto significa que no tiene raices reales. Por tanto, en este caso larecta
numerica no se divide en intervalos, perc igual debenlos evaluar:

Intervalo Valordex Sustitucion S‘ig'no en el
intervalo
{20, o) 0 (0) +2{0)+5=8 +

Lo que significa que esta expresion cuadratica siempre es positiva.

a) Como aqui se nos pide encontrar donde es mayer o igual que cero, la solucién es
el conjunto de nimeros reales H.

b) Como aqui se nos pide encontrar dénde es menor que cero, 1a solucion es el con-
junrto vacio .
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Ejemplo 79

Resolver las siguientes inecuaciones:
a) x*-6x4+9>0

by x*—-6x+9<0

Solucion

En este caso, solo hay una raiz del polinonio cuadratico, x=3, la cual divide la recta
numeéricz en dos intervalos:

Intervalo Valorde x Sustitmecidn S.igno en el
intervals
(o0, 3) 0 (0 —6{0)+9=9 r
(3 0] 4 (4) -6(4)+9=1 +

a)} Como aqui necesitamos encontrar los valores donde el polinomio es estrictamen-
ta mayor que cero, la solucion son los nuimercs reales, excepto el nimero 3:

R—{3}
La cual también se expresa como:

l’_mr 3) U(EI m]
b} Como en este caso se nos piden los valores en los que la expresion cuadratica es

menor o igual que cero, la solucién es el nimero x = 3, porque zhi es donde 1a
expresion cuadratica se anula.

Desigualdades con valor absoluto

En esta seccion se estudian las desigualdades del tipo |ax—|— b| g, |a;x+b| <e, |ax+bl>c
¥ |ax+b| >¢, parac > Q.

Para resolverlas, existen varios camines. El primero, consiste en utilizar alguno de los
siguientes resultados que surgen facilmente de la interpretacién del valor absoluto como
una distancia.

W) |ax+b|<ce—c<an+b<c
{11} ‘mx—l—blgc@—{:gax—kbgc
{(IID ]ax+bl>c¢>ax+b>coax+b<—c

{1V} ]ﬂx+b|zc¢>ax+b2c0ax+b£—c



114 Introduccién a las matematicas. Ejercicios y problemas

La segunda forma de resolver una inecuacién con valor abscluto, consiste en elevar al
cuadrade cada lado, para obtener una desigualdad cuadratica como las que se vieron en
la secciGn anterior.

A continuacién se dan algunos gjemplos.

Ejempla 80
Resolver 1a desigualdad:

|2x -3 <5

Solacidn

Primero, utilizamos el resultado (I} anterior:
|22 —3/ <54 -5<2x -3<5=>-5+3<2x—3+3<5+3=-2<2x <8

2 BX B, joxc4
2 2 2

.

Por tanto, 1a solucién es el intervala:
(—1.4)

Otra forma de resclver esta desigualdad, consiste en elevar al cuadrado cada lado de
1a inecuacidn:

(lox —3) <5*=({2x - 3)" <5 =2 4%’ ~128% + 925> 45" —12% - 16 <0=> x* —3x — 40
Esta fltima inecuacién se resuelve como en la seccidn anterior. Esto es, las raices del

polinomio cuadratico, x = —1 ¥ ¥ = 4, dividen la recta numérica en tres intervalos vy
observamos el signo en cada uno de ¢llos:

Intervale Valorde x Sustitucién Sf‘gm’ en el
intervalo

(—o0, —1) -2 (—2) —3(-2)-4—=6 +
- 1,4) 0 (0) -3(0)- 4= —4 —
(4, o0) 5 (8 —3(5)-4=6 4

La solucién es el intervalo donde la expresion cuadratica s negativa:

(—1.4) que coincide con el resultado que encontramos anteriormente.
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Ejempilo 81
Resolver la siguiente desigualdad:

- 4x

<2

Solucion

Primero, recurrimos a la propiedad (II):

l—4x/<2=-2<1-43<2= -3<dx<los—L > x> L

Como podemos observar, en el dltimo paso las desigualdades cambian de sentido
por haberse dividido entre —4, que es un mimero negativo.
La desigualdad 3 el 1 eruivalente a 1 LX< 3 Por tanto, la solucion as el
intervalo: 4 4 4
ST
4’4

Por una de las propiedades del valor abscluto tenemos que [1— 42| = |[4x —1|. As{ que
la solucién también puede cbtenerse como sigue:

[i-4x|=|4x -|<2=-2<4x - 1<2=> —1<4x <3=>— gxgﬁ

W | =

Recordemos que también es posible elevar al cuadrado v resclver la desigunaldad
cuadratica resnltante como en la seccién anterior.

Ejemplio 82
Resolver la inecuacion:

|3x —2/>4

Sclucién

En este caso, utilizamos &l resultado (IV) anterior:

ﬁx—ﬂ}4#3x—32493x—2£—4#3x2603x§—k$x2§=zoxg—%

3

La “o” entre ambas desigualdades significa que los conjuntos sclucién se unen. Por
tanto, la solucion de la desigualdad es:

ot
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_2
3 2
@ @
Figura 2.37
Ejemplo 8§3
Encontrar el conjunto solucidn de:
Bx +1Y>18

Solucidn

De acuerdo com el resultado (1I1), tenemos:

Bx +10>15=8x +11>15u 82 +11<—15=>8x% >4 u 82 <—Eﬁ=bx:>%o x-::—%

#X}éoﬂ'{—&

4

El conjunto solucion es la unidn de los intervalos encontrados:

(o=l

0.5
o |-

Figura 2.38

Ejemplo 84

Resclver las siguientes desigualdades:
a) |x+6|<—3

b) | +6/>-3

Soluciém

a) Eneste caso, no es posible utilizar el resultado (I), como en el ejemplo 80, porgue
el nimero a la derecha del valer absoluto as negative. Por la definicion de valor
abscluto, para cualquier valor de x (real), IX + 8| es un némero mayer o igual que
cero, por lo que nunca puede ser menoer o igual que un nimero negative, coma
lo es el —3. De esta manera, concluimoes que la desigualdad no tiene solucidn, el
conjunto solucién es el conjunte vacio: .
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b) En este caso, observamos, igual que en el incisc anterior, que ninguno de los re-
sultados (I) a (TV! se puede utilizar, dado cque el nimerc a la derecha es negativo
en nuestro caso. Sabemos que para cualquier valor de x, 1a expresién |[X +6| es
mayeor o igual que cere, por lo que slempre es mayor que un nimero negativo,
en este caso el —3. En otras palabras, esta desigmaldad se cumple para cualcuier
nimero real x, por lo que el conjunto solucién es el intervalo [—og, co)-

Ejemplo 85

Resclver las siquientes Inecuaciones:
a) |4 x|>-86

b) [4-x%|<-6

Solucion

Lo primero que debemos observar en este caso s que los resultados (I) a {IV) no se
pueden aplicar, debido al signo negativo del niimero a la derecha de las desigualda-
des. En segunde término, advertimos que para cualquier valor real de x, 1a expresién

|4 — x| es mayor o igual que cero.
a) La desigualdad tiene como solucién cualquier nimerc real, porque la cantidad

positiva o cero, |4 — %], siempre es mayor que cualcuier nimero negativo. De esta
marera, el conjunto sclucicn es el intervalo:

{—ou, o)

b) La designaldad no tHene solucién, porgque un nimere mayor ¢ igual que cero no
puede ser menor que un numero negativo.

Ejemplo 86

Resolver las siguientes desigualdades:
a) [2x-§/>0

b) |2x—6/>0

c) |2x-6/<0

d) |2x-6]<0

Solucion

La expresidn |2% - 6| es mayor o igual que cero para cualquier valor de x. De hecho,
podemos ser un poco mas precisos. es cero solo para x = 3, como deducimos al re-
solver [4x —6|=D= 2% —6 =0= x = 3. Entonces, si x = 3, la expresién [2% — 6 es es-
trictamente positiva.
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a) La desiqualdad|2x - 6| >0 se cumple si x = 3, el conjunto sclucién es:

{—o0, 31U{3, ool

b) La desigualdad |2x — 8| 0 se cumple para cualquier ntimero real x. Por tanto, el

conjunto solucién s el intervale: {(—oc, ~c)

¢) Ladesigualdad t2x - 8} < 0 se cumple solo para laigualdad con cero, que sabemos

tlene cotno conjunte sclucidn un mimero: x = 3.

d) La desigualdad 2x —6| < U nunca se cumple, ya que como mencionamoes antes, la

expresién |2X - 6 siempre es mayor o igual que cero, el conjunto solucién es el

conjunto vacio: 1.

Otras desigualdades

La técnica propuesta para resolver desigualdades cuadréticas, se puede generalizar fa-
cilmente para resclver desigualdades dadas por polinomios de mayer grado o funcicnes
racionales mayores, menores, mayores o iguales y menores o iguales que cero. La clave es
tener las raices de cada pelinomio. Cuando esto sea posible, la solucion de la desigualdad
se encuentra al dividir, mediante las raices, la recta numérica en intervalos y determi-
nar et signo del polinomio en cada intervalo, tal como se hizo al resolver desigualdades

cuadriticas.

Ejemplo 81

Resolver las sigquientes desicialdades:
A (x-3)(x+l(x-1{x+2)=0

bl x_3)x+1)(x-1)(x-2)<D

Solucién

Como el polinomic ya esta factorizado, sus raices ya estan determinadas: x
x = -1, =1y x = —2. Estas raices dividen la recta numeérica en cince intervalos
(cerrados, porcue la desicualdad no es estricta para el incisc a y abiertos para el
inciso b). Entonces, debemos calcular el signo del polinomio para un valor en cada

intervalc. que no sea 2l exiremc del misme.

Intexvale Valox de x Sustitucidn

{—oo, —2] -3 {-3-3)(—3+1){-3-1){(-3+2)=48

Signo en el
intexvale

+
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[2-1]  -15  {-L8-3)-LS+I-LE-1)(-15+2)=28 -
Ll 0 (0-3){0+1){0-1){D+2)=6 +
L 3] 2 (—3-3)—3+I){-3-1){-3+2)=-12 —
I3 o) 4 (~3-3)(~3+1)(~3-1)(~3+2) =50 +

a} La solucion de esta desigualdad corresponde a la unién de los intervalos {cerra-
dos), donde el signo es positivo:

(—oo, —2]U[-1 1]U[3, )

b) Para este caso, elegimos los intervalos iabiertos) con signo negative:

Ejemplo 88
Resolver 1a designaldad:

x'<IX+6
Solucion

Primere, acomodamos la desigqualdad como:
¥*-Tx-6<0
Ahora, factorizamos el polinomio del lado izcuierdo de la desigualdad:
x*-Tx-6=(x-3)x+2){x+1)

Asl que susraicessonx = 3,x = —2vx = —1,1as cuales dividen la recta numérica en
cuatro intervalos, en los cuales determinameos el signo:

Intervalo || Valordex ‘ Snstitucicn S_ignn en el
intervalo
(oo 2] —% (-3-3){-3+2)(-3+1)=-12 —
-2 -1 ~15 (—1.5-8){-1.5+2)(—1.9+1)=1.128 +
(-1 3] o (0-3)(0+2)(0+1)=—86 _

[3, ) 4 (4-3)(4+2)(4+1)=30 +
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Entonces, la solucién es el ecnjunto:

(~o0, ~2]0[ -1 3]

Ejempla 89
Resclver las siguientes desicualdades:

43 .

a =
) X -2

xX+3
h) ﬁ}ﬂ

Solucidén

Las raices del numerador y denominador son, respectivamente, x = -3y x = 2, las
cuales dividen la recta numérica en tres intervalos. En el caso del cociente, 2] deno-
minador no puede ser cere, por lo que los intervalos donde esté su raiz, ¥ = 2, deben
ser abiertos. Los otros intervalos son cerrados porgue la desigualdad no es estricta.
De manera similar a los ejemplos anteriores, evaluames en un puntc en cada intervalo
para determinar el signo:

Intexwvalo Valor de x Sustitucion S:_lg'no en el
intervalo

-44+3_1
—rxy, — 3 — ==
{—ra, -3 4 7% +
[—3. 2:] 0O 0+3__3 —
0-2 2
3+3
2, 3 —==8
(2, o) 17 +

a) La solucidn es el intervalo:

[-3.2)

b) El conjunto solucidn es:
{—o0, —3)U(2, o)

Los intervalos som akiertos pordque la desiqualdad es estricta.
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Ejemplo 90
Resolver las siguientes desigualdades:

2
a) x_—H}ﬂ
2x -3

2
b) E —X-Bp
2x -3

Solucion

Lasraices del numeradorsonx = —2 ¥y & = 3, ylaraiz del denominadores ¥ = g Estos

numeros dividen en cuatro intervalos la recta numeérica. Como siempre, evaluamos en
un punto interior del intervalo para determinar el signeo:

Tabla 2.10

r

taervale  Valordex ] Sustitucién | Signoena |
S e 2 -
(3, o0) ’ %ﬁ .

a) De latabla, podemos observar que el conjunto solucién es:
2
—2, =|U{3, oo
-2 2ju(s. =)

Los intervalos son abiertos porcue la desiqualdad es estricta.

b} La desigualdad no es estricta, pero solo se incluyen las ralces del numerador fin-

tervale cerradc), ya que la raiz del denominador no puede incluirse, porque inde-
termina la expresion. Por tanto, la sclucién es el conjunteo:

[—o0, —Z]U[g, 3]
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Ejemplo 91
Resclver las sigquientes inecuaciones:

X_'H{a

a
) X —2

) XFlsg
r -2

Solucidn

a) Lo primero que debemos tomar en cuenta es tener una desigualdad con cero de
un lado, asi que restamos 3 a cada lado y simplificamos:

. X+1-3(x -2 _
X—F—1{3=:~X+1—3<3—3=> ( ){D#T ZH{D
x -2 x-2 xX¥-2 ¥-2

Lasraicessonx = % v % = 2. En la tabla presentamos los intervalos v su signo. Los

intervalos son abiertos porcue la desiqualdad es estricta.

mm Sustitacisn W
intervalo

{—o0, 2) D i;ﬂ:? = —% _
7_2(3) _

(Zg) I {m—z_l *
1-a(s) _

(5] 2 i -

Came podemos observar de la tabla 2.11, Ia soluecidn es:

o anfle

b) En este casc. el procedimiento es similar. Primero, buscamos un cero de un lado
de la desigualdad:

x+1:_,3:>1’—2x::0
X -2 x -2

Asi que la misma tabla sirve para los signos, la diferencia es que los intervalos son

cerrados en % v abiertos en 2.

Entonces, el conjunto solucién es:
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Ejercicios propuestos
En los ejercicics 152 a 156 describe y dibuja los intervalos.

152. (1.8, oo)

183. (— o, 2]
154,

(
155. [l. E)
156. (

En los ejercicics 157 a 165, dibuja y simplifica el conjunta dado.
151. (1.8, 0o)U(~cc, 1.8]

158. {2, 2)n[0, o)

159. (-3, 5|n[-1 8|

160. (~00, 3)U(~2, o0]

161. (0, 2)N[3, )

182. (-3, 5]u[-3, -1]u(1, 8)

163. {(-0, 3)u{-2, col} N(0, 4)

164. (0, 2)n[-17, )

165. (~00, 5]u(~o0, 3

En los ejercicics 186 a 176, rasuelve la desigualdad lineal.
166. 6 + 2x > 5

167. 2 —&6x= -5

168. 2 — 3x>1 + 2x

169. 52+ x) < (3£ H)
170. 2{1+3x)>6x +7

171. (%)<3x+5

172, (ZX+6]S[3X+1)+1
2 4

173. 2{2+(Bxr+1)> (g)— 3
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(i<l (3

175. (3_3)>(3—-"')+1
1/°\3
176. 8(2-3x}-15>0

Enlos ejercicios 177 a 186, resuelve la inecnacion cuadratica.
177. x*+4x-5<0

178. x2 - 10x+ 24 >0

179, 222 +3x + 20 <3x2+6x -8

2 2
180. [-X-]+zx >(5—)+1
3 B

181. x* - 2x+ 110

182. x* —d4x+6<0

183. 9x=+ 30x + 26 =0

184, 9x- —T2x + 144 <0C

185. (2x+ 1P+ 1>4x2+3x— 1
186, x* + x<C -2

Enlos ejercicios 187 a 199, resuelve la designaldad con valor absoluto.
181. |6x — 4|<17

188. [3—2x[>3

189. |x+2+1>4

180. l6x —1+1<4

181. 5_2/4x +3|<8

192. 4-3]3x-1>2

193. [x -1 «|5x +3]

184. |6x —7|>=|3x -}

198. (@) <|x +2 +1

196. [3x - g <0
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197. |2-5x|>0
198. |9x —18/+4>2
199. |2x+6/+17<4

En los ejercicios 200 a 210, encuentra el conjunto solucién de la desigualdad.
200 x* —2*—9x+9<0D
201. x*—3x*—4x+12=10

202. (X_H)ED
X -8

203, .M);_:D
x-7

204. (X—H)+1<3
2x —5

205. (-“‘_2)—z>4
1—3x

206. x*—5x -2x+30<8

207. (x-1){x-3)(x+2){x+1)>0

2
208. (-‘f —41<p
% +1

209, (333'——5)23
X" —4x -8

2
210. (M)}g

x¥ -1
211. Una microempresa vende x unidades de su producto a p pesos, donde
p = 1400 — 40x. Encuentra cuantas unidades debe vender la microempresa
para cbtener ingresos mayores a $12000.00.
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Al final de este capitulo el alumno sera capaz de:

+ Conocer el plano cartesiano.

+ Estudiar analitica y geomeétricamente €l concepto
de recta.

+ Comprender el concepto de funcidn.

+ Graficar funciones bésicas.

+ Realizar operaciones con funciones.

+ Encontrar funciones inversas.
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Introduccion

Las funcicnes son el concepto base del célculo, asi que un curso de precdlciulo es, en
esencia, el estudio profundo de las funciones y todas las ideas y los conceptos que surgen
alrededor de ellas. Muchas situaciones en la vida cotidiana se pueden modelar mediante
una funcion, de ahi su gran importancia. Por ejemplo, en economia, la oferta y la deman-
da se representan can funcién {figura 3.1). Este capitulo es una intreduccién a las funcio-
nes ¥y a sus graficas, pues en capitulos posteriores se estudian diferentes tipos de funciones
utilizando los conocimientos desarrollados en este capitulo.

Curvas de oferta y demanda

’ N

»

Precio unitario

Demanda
excedente

Pmax

Pa

Pa

5 Do D* Contidad
.

Fignra 3.1 En cconoamia, la oferta v la demanda san ejemplos de funciones.

Fuente: http.f/igomere.blogspot comy/2010_(9 01 _archive.hinil

3.1 El plano cartesiano y gréaficas de ecuaciones

Antes de comenzar el estudio propio de las funciones, es pertinente presentar el plano
cartesiano v aprender a graficar ecuaciones en él. El plano cartesiano debe su nombre a
su creador, el matematico y filésofo francés René Descartes (1595-1650). El planc car-
tesiano es una herramienta que a partir de aqu{ se usa en forma constante a lo largo de
todo el libro.
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El plane cartesiano (también llamade planc de coordenadas rectangulares! cansiste en
dos rectas reales perpendiculares; una horizontal, llamada eje x o eje de las abscisas, y
otra vertical, llamada eje ¥ o eje de las ordenadas. Ambas rectas se cruzan en un punto
llamado origen, el cual se sittia donde se encuentra ef cero de ambas rectas. Al origen se
le suele representar con la letra mayuscula Q. El planc cartesiano {que de aqui en ade-
lante solo se denominara come plane) se divide en cuatro cuadrantes, los cuales quedan
separados por los ejes x v y, como se ve en la figura 3.2.

4’
3 -
Cuadranteli 2l {vadrantel
1 e
o| O P
i 4 } : } i } ! : } } i i ! e
-2 —4 -5 —4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4 5 & 7
_‘| 1l
{uadrante Il -2 Cuvadrantal¥
_3 1
_4 -

Figura 3.2 El plano cartesiano y sus cuadrantes,

En el plano se pueden ubicar puntcs, cada uno de los cuales tiene dos coordenadas, la
coordenada x y la coordenada y.

Por ejemplo el punto 13, —2; tiene coordenada x (o abscisa) igual a 3 y coordenada ¥ {u
ordenada} igual a —2.
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Ejemplo 1

Ubicar los puntos &( —4, 3}, B(0, —2) y C{2, —3) en ¢l plano cartesiano.

Seolucidn

De acuerdo con las coordenadas, los puntos dados se ubkican en el planc como se
muestra en la figura 3.3. Como podemos apreciar en la figura, el punto A esta en el
cuadrante I[; el 8 no estd en ningun cuadrante, ya gque se halla sobre el eje ¥ negativo,
y el puntc C se ubica en el cuadrante [V.

A
4“)'

A3) 9|

W

& Bip,-2)

o((2 -3}

Figura 3.3 Posicion de fos puntos AI[ —4, 3], B Ei(}l. —2] ¥ Cf 2, —3} £0 ¢l plano cartesiano.

Distancia entre dos puntos

Ahora, se chtendra una formula que mide la distancia entre dos puntes en el planc. Sean
Aix, y) vy Bix, y,) dos puntos cualesquiera en el plano, para obtener la distancia entre
ellos, primero se introduce un tercer punto, C{x,, ¥, |, para formar el tridngule rectangulo
ABC, el cual se muestra en la fisura 3.4. En esta figura, puede verse que el cateto AC
mide x, — x, ¥ el cateto BC mide y, — y,. Entonces, por el teorema de Pitdgoras, se tiene
que la hipotenusa AB, que es la distancia entre {os puntos 4 y B, mide:

dA B ={x,—5 ) +(3,—3,)

Esta es la formula para encontrar la distancia entre dos puntos cualesquiera 4 v B.
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*J-’
Bix, y,)
Fz —-= ,! J—
-
- i
.-'f! !
- LD P §
- I
Pl !
‘__J-"' |
y, —~ Al yle— — — — — - — — - - - - — 4 1
‘ n Clt,e )
I X—x ————i
1 t )-x
x1 x!

Figura 3.4 Determinacion de la férnivla de la distancia entre dos puntos.

Ejempio 2

Determinar la distancia entre los puntos & —4, 3) y 81 —2, 7).

Solucion
Primero, aplicamos la férmula que se acaba de deducis, se tiene que:

2B = y|-2—(~4)f +(~T -3 = y2* +(~10)° = V4 +100 = V104

Se puede simplificar ese resultado si se obhserva que:

V104 = Va.26 = V4 .26 = 226

Para tener una idea mas precisa del resultado, podemos aproximar el misme con una
calculadora. Entonces, obtenemaos:

AB = 2v26 ~10.2

Punto medio

En algunos problemas de geometria es importante saber localizar el puntc que se en-
cuentra exactamente a la mitad de dos puntos. En este caso, de nuevo se consideran
dos puntos cualesquiera en el plano, A{x,, ¥} y B(x, y,), como se muestra en la figu-
ra 3.5. A partir de ahora, al punto medio entre A y B se le llamara M(x, ). Por tan-
to, resulta indispensable encontrar férmulas para las coordenadas del punto M, que se
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encuentren en términes de las coordenadas de los puntos A y B. En fa figura 3.5 se puede
observar que las distancias x — x, ¥ x, — x son iguales, ya que se supone que el punto M
estd exactamente a la mitad entre A y B. Entonces, se ipualan esas distancias y se despeja
x. Asi:

A—X =x,—X

X+Ax=x%,+x

M:a+%
x:%+%
2

Esta es la férmula para obtener la coordenada x (abscisa) del punto medic. Ahora, usan-
do el mismo razonamiento se puede obtener la formula para la coordenada y {(ordenada),

que es:
y_:ﬂ"'-}'z
2
AY
¥, + B{xzry:r{:'T
-
7
-~
/’ ! YI—]"
.f"‘ b
My - .
¥ + A T
-
-
-
-7 ! Y-
” |
|
ML LS. 1
! X-x, } X-x —|
‘é : ' —
11 ¥ Il '

Fignra 3.5 Preterminacion de fa formula del punto medio entre dos puntos A v B,

Ejemplo 3
Encontrar el punto medic entre los puntos A(8, 71y B —2, 4).

Solucién
Usames las fdrmulas para determinar el punto medio, se iene que:
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Asl, el punto medio M es:

Graficas de ecuaciones

En el plano no solo es posible ubicar puntos, sino también se pueden graficar ecuacicnes.
Para trazar la grafica de una ecuacién, existen varios métodos; en esta seccion se estudia
el métode mas simple, el cual consiste en obtener puntos de la ecuacién y luego unirlos
{para formar la grafica). Este método se conoce comeo tabulacion.

Ejemplo 4
Trazar la grafica de la ecuacion 2y = x.

Solucidén

Antes que nada, necesitamos hacer notar que Unicamente podemos graficar en el
planc ial menos por ahora) ecuaciones que tengan sclo las variables x v y, que son las
variables asociadas a los ejes del plano cartesiano. (En cursos posteriores de calculo
multivariable se estudian graficas en tres dimensiones.)

Para obtener los puntos de la ecuacidn, siempre debemos tener alguna de las varia-
bles despejada. En este caso, sn nuestra ecuacion, la x ya esta despejada, entonces
debemos darle algunos valores ala y, ¥ con la ecuacidn obtenemos los valores corres-
pondientes para la x.

Luego, raalizamos una tabla como la siguiente:

I
-3 -6
-2 -4
-1 -2
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Entonces, interpretamos los valores de 1a tabla. Asi, comoe ejemple, retomamos el pri-
mer renglon de valores. Este nos dice que si p = —3. entonces:

x=2y=2{-3)=-6

Estos dos niimeros forman un punte en &l plano, el punto es {—6, —3). Entonces, tene-
mos en total siete puntos en la takbla. Bhora, vamos a ubicar esos puntos en el planc y
1 unirlos con una linea, como se muestra en la figura 3.6. Como podemos observar, la
grafica resultante es una linea recta.

AY

a4

31

21

11

! X
+ 4 n 4 + —t } 4 + —»

4 -5 4 -3 -2 A6 1 2 3 4 5 4

T4

24

31

Al

Figura 3.6 Grifica de los puntos dados cn la tabla anterior.

En este ejemplo fueron suficientes siste puntos para visualizar la forma de la grafica;
pero, en otros casos, pueden ser necesarios muchos mas puntos para tener una idea
precisa de come es la grifica. Por tanto, este métode no es muy eficiente para graficas
mas complicadas. Mds adelante se estudian ofras técnicas de graficacidn.

Ejemplo 5

Graficar la ecuacion y = +/x + 4 — 1 usando el método de tabulacién estudiade antes.

Solucién

Caomeo en este caso la variable y es la que estd despejada, necesitamos darle vale-
res a la variable x ¥ luego obtendremos los valores correspondientes para y usando



la ecuacién dada. Alguien podria preguntarse: ;qué valores debo asignarle a x? Por
lo general, es recomendable empezar a asignar valores cercanos al origen, en este
ejemplo vamos a darle valores enteros a ¥ desde —§ hasta 5. Entonees, 1a tabla que-

daria de la siguiente manera:
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¥
-5 No exaste
-4 —1

-3 0

-2 J2 _1:20.41
-1 J3_1=0.73
0 1

1 V5 _1a1.24
a J6_1a1.45
3 VI -1=21.65
4 JB_1~1.83
it 2

Es importante resaltar que cuando x = —5, y = y—5+4 —1=+—1 -, pero este niime-
Yo neo existe en los nimeros reales. De hecho, para cualquier valor en el cnal x < —4,

la y no existe.

Al ubicar los puntos en el plano como en la figura 3.7, podemos ver que en este caso
la grafica no es una linea recta, mas bien es una curva que va creciendo poco a poco,

mientras x se hace mas grande.

AY

al

Figura 3.7 Grilica dr los puntos dados en la tabla anterior.
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Intersecciones conlos ¢jes

En la grafica de una ecuacion, existen algunos puntos importantes llamados interseccic-
nes o cruces con los efes, que son los puntos donde la grifica toca o cruza a los ejesx v
y. En el ejemplo anterior, estos puntos aparecen en la tabla. Asi, el cruce con el eje x es
el punto i —3, 0) v el cruce con el eje y es el punte (0, 1). Es importante hacer notar que
los cruices en x tienen ordenada y = 0; y los cruces en y tienen abscisa x = 0. En general,
una ecuacion puede tener mas de un cruce con el eje x o con el eje y, o puede no tener
ningln cruce con los ejes.

Ejemplo §

Encentrar las interseccicnes con los ejes de la ecuacion

Solucién

Come se menciond antes del ejemplo, los cruces en x tienen ordenada y = 0. Por tan-
to, en este caso, en la ecuacién sustitmimos la y por 0, v queda:

a(njzi
Luego despejamos X:
o=_%
x-1
0{x-1)=4
0=4

Come podemos ver, al intentar despejar &, resuita una igualdacd que no es verdadera,
esto significa que la ecuacién no Hene solucidén para x. Por consiguiente, asto nes in-
dica que no hay cruce con el eje x.

Bhora, comao vimos antes, los cruces en y tienen crdenada x = 0, asi que esta vez sus-
tituimos x por C en la ecuacidn y despejamos

4
ay=—
¥ 0-—1

4
Jyr=_=
¥ -1
3y =-4
p4
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De esta manera, podemos observar que el cruce con el eje ¥ es en el punte:

=

En este caso, no graficaremos esta ecuacion, porgue con el método de tabulacicn ne-
cesitarlamos muchos puntos para trazar una grafica precisa. Mas adelante se estudian
ofras técnicas para graficar este tipc de ecuacicnes.

Ejercicios propuestos

Enlos gjercicios 1 a 4, halla la distancia entre los dos puntos, asi como su punto medic.
1. Ai5,4).B7.2)
2. A(-9,1),B(-3,-4)

3. A(8, —5), B[U, %)
4. A(—%, 1), B(2, 2)

5. Demuestra que los puntos Ail, —1),8—2, -3}y C (3, _E) son los vértices de un
triangulo isdsceles. ¢

§. Demuestra que los puntos A(l, 2], Bi—2, —2) v C‘(—S, &] son los vértices de un
tridngulo rectangule. (Pista: usa el teorema de Pitdgoras. )

Enlos ejercicios 7 a 16, traza la grafica de la ecuacion usando el método de tabulacidn
v determina las intersecciones con los ejes.

1. y=-x+3
8. yp=4

9. x=3(y+ 1)
10. y =v2x
1l y=x*-1
12. x = —y*
13.y=(x+ 1)
14. 2y = ¥x
15. y =|x|+1

16. x=|y" -1
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3.2 Rectas

En esta seccidn se estudia un tipo de ecuaciones particular y la manera de realizar sus
graficas, las cuales son muy utilizadas debido a que con estas se pueden medelar diversas
situaciones de la vida cotidiana, ademas de que constituyen un concepto fundamental en
el estudio de! célculo diferencial: las rectas.

En el ejemplo 4 de Ja seccién 3.1 se graficé una recta cuya ecuacion es 2y = x. La ecuacinn
de una recta puede contener tanto a x como a y, o sole a x, o sola a y; pero dichas varia-
bles siempre deben estar elevadas a fa potencia 1. Por ejemplo, la ecuacion y = a2 + 2,
no es una recta porque x astd elevada al cuadrado.

Una caracteristica muy importante de una recta es su pendiente, la cual constituye una
medida de su inclinacién. La pendiente de una recta se representa con la letra m v se
define como:

_ By
Ax

s

Donde el simbolo A representa un cambio; de esta manera, la pendiente es el cociente
del cambio en y, respecto del cambic en x, que hay entre dos puntos cualesquiera de una
recta (véase la fipura 3.81.

7% Blx,, 7)

Y

Figura 3.8 Pelinicion de la pendiente de un recta.

Entonces, de acuerdo con los términos de las coordenadas de dos puntos que estan sobre
una recta, como los puntos (x, ¥,y {x,, ¥,) de la figura 3.8, la pendiente puede escribirse
como:

yz - yt

" = ——

Xy =
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Ejemplo 7

Hallar ]a pendiente de la recta que pasa por los puntos 4i—3,9) y B2, 5.

Solucidon

En este caso, primero tomarmos el punto A como el primer punto. es decir (x,,¥,). vy el
punto B como el segundo punto, es decir ix,, y,). ¥ luego aplicamos la férmula de la

pendiente. Asi, tenemos que:

= 5__9 = _4 =__l4
2—{-3) 2+3 &5

El valor de esta pendiente significa que al moverse del
punto A al punto 5 sobre la recta, hubo un cambio en x de
5 unidades y un cambio en y de —4 unidades, tal como
podemos observar en la figura 3.9. En este caso, que el
cambioc en ¥ sea negativo significa cue al moversede fa
£, el desplazamiento en y es hacia abaje. Pero, si el cam-
bio en y hubiera sido positive, el desplazamiento habria
sido hacia arriba. De forma analoga, los cambios positivos
¥ negativos en x implican desplazamientos hacia 1a ders-
cha y hacia la izquierda, respectivamente, cuando se pasa
de un punto a otro scbre la recta.

El valor de la pendiente m es independiente de cudl de
los dos puntos se tome come punto A y cudl se tome como
punto B. Esto es, €l resultado siempre sera el mismeo.

Existen diversas formas en las que se puede escribir la ecuacién de una recta, a continua-

cion se listan las méds importantes.

Tabla 3.1 Formas de Ia ecuaciom de una recta

Figura 3.9

‘ Forma general Ax+BF+C =6

Forma punto-pendiente vy = m[',_X —x,)

‘ Forma pendiente-ordenada al origen

En los siguientes ejemplos se ve como y cudndo usar estas formas de la ecuacién de una recta.

Ejemplo 8

y=mx+h

Escribir la ecnacién de la recta 82 — y + 3 = 0 en la forma pendiente-ordenada al

arigen.

Solucion

En este casc, la ecuacidn esta en la forma general, porcue esta igualada a cero. Pode-
mos decir que esta forma es, en cierto sentideo, la mas elegante, aunque no es la mas utl.
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Carme podermos notar, en la forma pendiente-crdenada al origen, la y esta despejada;
entonces, €50 €5 todo lo que tenemos que hacer (despejar ¥), vy nos queda:

y=2x+3
De esta manera ya tenemos la ecuacion en la forma pendiente-crdenada al origern.

Pero, ;por qué se llarma asi? Su nombre se debe a que en esta forma podemos apreciar
la pendiente de la recta, que es m, v la interseccidon de larectacon el eje v, cque es b.
También conocida como ordenada al origen.

Bsi, en este ejemplo podemos observarquem =2y 5 = 3.

Ejemplo 9
Graficar 1a ecuacidn de la recta del ejemplo 8.

Solucién

Come va sabemos graficar ecuaciones con el método de tabulaciérn, pero en este
caso vamos a utilizar 1a pendiente para trazar la grafica de esta recta.

De esta manera, del ejemplo 8 tenemos cue el cruce de la grafica con el eje p es
b = 3. Entonces, ubicamos el punto (0, 3) en el planc. A partir de este punto, vamos a
encontrar otros puntos usando la pendiente.

En este caso, sabemos que m = 2, aungue también podemaes escribir que m= % v

come m= % , entonces podemos decir que Ay =2 y Ax =1. Esto significa que a

partir del punte (0, 3), debemos desplazarnos dos unidades hacia arriba y una unidad
a la derecha, lo cual nos lleva al punto (1, 5).

Si hacemos lo mismo a partir del punto (1, §), ahora llegamos al punto {2, 7}, v asi po-
demos seguir ubicando puntos.

Pero, la pendiente de esta recta también puede escribirse como:

_—a
-1

n

De esta forma. tante Ay como Ax son negativos, e interpretado de esta forma. esto
sigmifica cue por cada unidad cuie nos desplacemos a la izquierda, tenemos que des-
plazarnos también dos unidades hacia abajo. Esto nos lleva al punto (—1, 1) si se parte
del cruce en y.

Ahora, al repetir el procese, llegamos al punto {—2, — 1}, Como hasta aqui ya tenemos
cince puntos en el plano, podemos considerar que estos son suficientes para unirlos
con una linea recta y podemos trazar la grafica (véase la figura 3.10).
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4 12 - B

i § 3 w12 1

Figura 3.1¢ Gralicade la recta y = 25 + 3.

Ejemplc 10

Escribir la ecuacion en forma general de la recta que pasa por el punto (2, 1} v tiene
pendiente —% .

Solucidon

En esta ocasidn. el objetivo es escribir la ecuacidn de la recta en su forma gene-
ral; no obstante, los datos que tenenos son sclo un punto por el fque pasa larecta y
su pendients. Por consiguiente, con esta informacicén podemos usar la forma punto-
pendiente, cue se llama asi precisamente porque solemos emplearla cuando conoce-
mos cualquier punte por €l que pasa la recta y su pendiente.

Enla forma punto-pendiente, y — v, = m{x — x,), donde {x, ¥, | representa el punto por
el gque pasa la recta, ¥ como siempre, i representa la pendiente.

Como en este efemplox, =2,y =1lym= —l, entonces escribimos la ecuacién en
forma punto-pendiente y tenemos:

1
S P W
y Sx-2)

Cormo podernos cbservar, esta ya es la ecuacion de la recta; sin embkarge, se nos pide
expresarla en la forma general, que es cuande estd igualada a cero, entonces debe-
mos manipularla algebraicamente. Asi tenemos que:
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3(y-1)=—(x-2)
3y -3=—-x+2

x+3y-3-2=0
x+3y-6=0

Y listo, ¥a tenemos la ecuacién en su forma general.

Rectas paralelas y perpendiculares

Dos o mis rectas son paralelas entre si, si tienen la misma pendiente; por ejemptlo, fas
rectasy = —x + 3yy = —x — 1 son paralelas, porque la pendiente de ambas es i = — 1.
Como se recordard, en estas ecutaciones es posible ver rapidamente la pendiente, por-
que estdn escritas en forma pendiente-ordenada al origen. Las rectas que son paralelas

nunca se tocan, como se ve en la figura 3.11, donde estan graficadas las dos rectas que se
acaban de citar como ejemplo.

¥

Figura 3.1} Graficadelasrectasy = —x+ 3 [:arriba-} yy=—x—1 {abajo-_}.

Dos rectas son perpendiculares entre si, si el producto de sus pendientes es igual a —1.
Es decir, si una recta tiene pendiente s, y otra recta tiene pendiente s, para que sean

. . R _1
perpendiculares debe cumplirse que m = —1; es decir, m, =—.

m,
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Ejemplo 11
Deaterminarsilasrectas4x + 3y —4 =0y 6x — By + 1 = 0 son perpendiculares,

Solucion

En este caso, para saber si las rectas son perpendiculares, primero debemos obtener
las pendientes de ambas rectas escribiendo sus ecuaciones en la forma pendiente-
ordenada al crigen.

Asi, para la primera recta:
4x+3y-4=0

3y =—4x +4

4 4
= —X +_
¥ 3 3

De esta marnera, tenemaos quel

__4
=3

Ahora, realizamos el misme procedimiente para la segqunda recta:
6x -8y +1=0

-8y =—Bx-1

p=8yp 1 3,1
B g 4 B
Para la sequnda racta tenemos gque:

m3=

3
4

Entonces, mm, = _4 .3.] = —1;por tanto, podemos afirmar cuie amixas rectas son per-

34
pendiculares (véase la figura 3.12).

b ¥

Figura 3.12 Gralica dc las rcctas

S J =31
y=—3zx+3 ¥ y=7x+4
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Ejemplo 12

Determinar la ecuacion en forma general de la recta que pasa por el punto (—1,6) ¥
es paralela alarecta 6x — 2y = 8.

Solucién

Comeo la recta que buscamos es paralela a la recta que se da en el planteamiento, sus
pendientes deben ser ignales. De esta manera, primero escribimos la ecuacion de la
recta dada en forma pendiente-ordenada al origen, para poder obtenear su pendiente.

Asi:
6x -2y =8
-2y =-6x+89
g
=3x =
¥ 2

Entonces, la pendiente de la recta dada es m = 3,1a cual debe ser la misma pendiente
para la recta gue se quiers.

Come también tenemes el dato de un punto por el que pasa la tecta, usamos la forma
punto-pendiente para escribir su ecuacidn:
y—6=3{z+1)
Por dltimo, hacemos un poco de algebra para obtener la forma general:
y-6=3x+3

3x -y+9=0

Rectas horizontales y verticales

;Cuadl es la ecuacién de la recta horizontal que cruza el eje y, en ¥y = 3? Para escribir su
ecuacion, primero es necesaria conocer su pendiente. Para tal efecto, primero se pueden
tomar dos puntos cualesquiera sobre esta recta, por ejemplo los puntos A(1, 3} y B(4, 3),
y aplicar la formula de 1a pendiente:
= 3-3_0_ {]
3

L

NN
[a—

Una vez que se tiene la pendiente, se escribe la ecuacién en la forma punto-pendiente
usando el punto A:

y—3=0{x—-1)
y—3=40
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Entonces, se tiene gue la pendiente de una recta horizontal es cero, y se puede escribir
la ecuacién resultante como: ¥y — 3 = 0. En forma pendiente-ordenada al origen queda:

¥=3
donde la prafica de la recta cruza al efey en y = 3.

Esta dltima ecuacidn indica que no importa cuanto valga x, ¥ stempre serd igual a 3, lo
cual es cierto puesto que todos los puntos gue estin sobre esta recta tienen ordenada
igiral a 3.

Enseguida, es necesario realizar el mismo analisis para una recta vertical; por ejemplo, la
recta vertical que cruza el eje xenx = 3.

Ahora, se toman dos puntos cualesquiera sobre la recta; por ejemplo, A(3, 51y Bi3, -2},
y se halla la pendiente:

Pero, como se sabe que la divisidn entre cero estd indefinida, esto lleva a la conclusién de
que una recta vertical no tiene pendiente.

Es importante resaltar que no debe confundirse el hecho de que la pendiente de una
recta sea cerc (rectas harizantales! con el hecho de que no exista la pendiente irectas
verticales). Pues, aunque una recta vertical no tenga pendierite, si tiene ecuacion. Asf, en
la recta gque hasta ahora se ha citado como ejemplo, todos los puntos scbre esta tienen
abscisa x igual a 3, por tanto esa resulta ser la ecuacion: x = 3. La cual, en su forma ge-
neral, se escribe como:

x—3=0

Resulta importante destacar que la ecuaciin de una recta vertical no se puede escribir
en la forma pendiente-ordenada al origen ni en la forma punto-pendiente, debido a que
precisamente no hay pendiente.

Aplicaciones de las rectas

Los siguientes ejemplos ilustran como se pueden usar las rectas para modelar situacio-
nes reales.

Ejempio 13

Una empresa dedicada a la preduccion de lacteos vende un determinado tipo de le-
che a 10 pesos el litro. Cada semana, la empresa vende alrededor de 8 millones de
litros de este tipo de leche. Un estudio de mercado calculd que sila empresa eleva el
precic a 14 pesos el litro, solo vendera alrededor de 3 millones de littos por semana.
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aj

h)
C)

Hallar una ecuacién que modele esta situacién v que dé la cantidad de litros ven-
didos por semana de acuerde con el precio fijado, suponiendo que la relacidn
entre estas dos variables es lineal.

Si el precio del lito frera de 11 pesos, jcuantos litros por semana se venderian?
i Qué conviene mas ala empresa, dejar €l precio en 10 pesos o cambiarlo a 11 pesos?

Solaocidn

a)

Para la solucion de este inciso, podemos usar 1a ecuacién de una recta, con €l fin
de modelar esta situacidn. ya que en el planteamiente se nos dice que podemos
suponer que la relacién entre el precic y la cantidad de litros s lineal, 1o cual
significa que la ecuacicn que relaciona a estas variakles debe ser una rectza. Para
escribir dicha ecuacion, primerc debemos tener claras las variables. Esto es, no-
sotIos queremos que el precio sea la variable independiente, porque de acuerdo
con el pracio que pongamos, la ecuacion debe darnos la cantidad correspondien-
te de litros que se venden por semana.

En la forma pendiente-ordenada al origen de una recta. y = mx + b, ¥ es la va-
riable independiente y y es la variable dependiente, porgue de acuerdo con el
valer que le demes a x,1a ecuacidn nos dara €l valor de y. Entonces, para nuestro
ejemplo, x debe representar el precio y y debe representar la cantidad de litros
vendidos por semana. Sin embargo, en esta ejemplo no usaremes las variables xy y,
sino que las cambiaremos por p, para el precio, y  para la cantidad de litros ven-
didos por semana. De esta manera, la ecuacion queda come sigue:

I=mp+b

En este caso, solo se nos da la informacidn acerca de las cantidades de litros por
semana Jque se venden con respecto a dos precios distintos; es decir, tenemos dos
puntos, el punto A(10, 6) (que dice que se venden & millones de litros a 10 pesos
el litrei y el punto B(14, 3} | que dice que se venden 3 millones de litros a 14 pe-
sos el litro), donde la abscisa corresponde a p, el precio, ¥ 1a ozdenada corres-
ponde a !, la cantidad de litros vendidos por semana i medida en millones}. Con
estos datos, podemos obtener la pendiente con la fézmula que ya conocemos, la
cual hemos adaptade con las nuevas variables que elegimos:

L-4 _3-8 _-3__ 3
p,-p 14-10 4 4

m=

Ahora, usando el punto A ¥ la pendiente obtenida, escribimos la ecuacién en foz-
ma punto-pendiente y finalmente la convertimos a la forma pendiente-ordenada
al origen:

3
I-B=—=[p-10
4{‘ )

3 .30
I=—Zp+=+8
LA

r=—2

3 27
4=
4p P
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Si fijamaes el precio en 11 pesos, la cantidad de litros vendidos por semana (en
millones) serd de:

=3y EL_ 33,27 _2l_ga5
! 2 4

4 a

Esto significa cue si el litto de leche costara 11 pescs el litre, la empresa venderia
5.25 millones de litros a la semana.

Dada gque el litro de leche se vende a un precio de 1¢ pesocs, la empresa cbhtiene
ingresos semanales de 10(6) = 60 millones de pesos. Mientras que silavendieraa
un precic de 11 pesos el litro, el ingreso seria de 11(5.25) = 57.75 millones de pe-
sos. En apariencia, al menos en términos del ingreso, es mejor seguir vendiendo
el litroc de leche a un precio de 10 pesos. o obstante, habria que considerar otras
variables, como el costo de produccion, para poder tomar una decision acertada.
Sin embargo, este modelo constituye un buen parametro de cara a una decision
importante para la empresa. Se deja come ejercicio para el lector caleular el in-
greso, si el litro de leche se vendiera a un precio de 14 pesos.

Ejercicios propuestos

Enles gjercicios 17 a £6 escribe la ecuacion, en forrma general, de la recta que cumpla
las condiciones dadas y traza su gzafica.

17. Pasa por (4, —7), pendiente 3.

18. Pasa por (-2, —3), pendiente —1.

19. Pasa por (% 5),pend.iente —%.

20. Pasa por (E, - %) pendiente 2.

21. Pasaporlos puntesil, 1]y (—2,0).

22. Pasa por los puntos (7, —3} v »(U, E) ;

2

23. Tiene pendiente —% y cTuza al eje yen —3.

24. Tiene pendiente 8 y cruzaal eje xen —1.

25. Tiene cruce enyen 6 y cruce enxen 3.

26. Tiene pendiente 1 y pasa por el puntc medio entre los puntos (4, 5} y (3, 3).

En los ejercicios 27 a 32 escribe la ecuacion, en forma pendiente-ordenada al origen,
de la recta que cumple las condiciones dadas.
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27. Pasapor(2,8) yesparalelaalarectaZx + 3y — 1 = 0.
28.Pasaporil,—1l)yesparalelaalarectabe —y+ 3 =0.

29. Pasa por (4, —2) y es perpendicularalarectax — 2y + 8= 0.
30. Pasa por (—3,8) y es perpendicular alarecta 3x + 4y = 0.
31. Pasa por {—5, 3} ¥ es paralela al eje x.

32. Pasa por (4, 1) y es paralela al eje y.

33. Un bebé promedic pesa al nacer alrededor de 3 kg y al cumplir 12 meses de vida
pesa alrededor de 8 kg.

a) Escribe una ecnacion que deé el peso p del bebé de acuerdo consuedadtien
meses|, supaniendo que la relacidn entre peso y edad es lineal.
b) ;Cudl seria el pesc del bebé al cumplir los 6 meses y medio de vida?

34. Una empresa adquirisd equipe de oficina con un valor de 30 mil pesos. Al paso del
tiempo, el equipo se depreciara, es decir, ird perdiendo su valor. Asi, se estima
que el valor del equipe después de 8 afios serd de 8 mil pesos.

a) Escribe una ecuacidn gue dé el valor v del equipo de acuerdo con €l tiempo ¢
{en afios) después de su compra, suponiendo que la depreciacidn es lineal.

b) ;Cual sera el valoer del equipe tres afics después de ser adgquirido?
¢) ;En qué momento el valor del equipo seria de cero pesos?

3.3 Definicidén de funcidén

A partir de este momento se inicia el andlisis y tratamiento de la idea mas fundamental
en el estudio del célculo: las funciones.

Una funcidn censtituye u#xa regla que asigna a cada elemente de un conjunte llamado
dominio, solo un elemento de otro conjunte llamado range o imagen.

Considérese como efemplo la funcion “elevar al cuadrado” Esta funcién le asignari a
cada nimero del dominio, su cuadrado; es decir, al 1 le asignard el 1, al 2 le asipnara el
4, al —3 le asignaré el 9, etcétera. ;Cuidles son tados los elementos del dominio de esta
funcién? Pues son todos los mimeros que se puedan elevar al cuadrado; esto es, todos los
niimeros reales. ; Cudles son todos los elementos del rango? En este caso, son solo los ni-
meros reales positivos y el cero, ya que cualquier niimero elevado al cuadrado da comno
resultado un mimero positivo o el cerc. En notacion de intervalos, se puede decir que el
dominic para esta funcion es el intervalo {—oo, o} v el rango es el intervalo [0, oo

Esta funcién, "elevar al cuadrado’, puede representarse con una ecuacién. Si al dominio
se le asigna la variable x v al rango se le asigna la variable y, entonces la ecuacion de esta
funcién seria:

y=x*
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Donde x representa cualquier nimero del dominio y ¥ es el nimero del rango que le

2
carresponde a diche nimero del dominio. Es decir, si x=+/2, entonces y= ('HE) =20
L1 (1)2 1
sl x=—entonces y=|—| =—.

3 3 9

En una funcion siempre hay una variable independiente y una variable dependiente. Por
lo general, x siempre es la variable independiente y ¥ es la variable dependiente. Toman-
do como ejemplo nuevamente la misma funcién, “elevar al cuadrade’, x constituye la
variable independiente, porque x puede tomar cualquier valor del dominio v de acuer-
do a ese valor entonces ¥ tomara su cuadrado. En una funcién, Ia variable dependiente
siempre es la que representa al rango y la variable independiente es la que representa al
dominio.

Ejemplc 14

Hallar el dominio vy el rango de la funcidén “cbtener la raiz cuadrada” representada por
la ecuacicn y = Vx.

Solucion

Nuevamente, como casi siempre sucede, en este caso x es la variable independiente y
¥y esla variable dependiente. Entonces, el dominio son los valores cque ¥ puede tomar,
es decir, cualquier namerc gue tenga raiz cuadrada. Por tantc, después de realizar
un analisis, podemos decir que el dominio seran todos los reales positivos y el cero,
porque no es posible sacarle raiz cuadrada a un nlimero negativo; de esta forma, el
dominic de esta funcién es el intervale [0, oo}, Asimisme, podemos afirmar que el ran-
go seran todos los nimeros que dan como resultado la ralz cuadrada de los nimeros
del dominio, es decir, tamkién son todos los reales positivos ¥ el cero. Par tanto, en

este caso el rango es igual al dominio; esto es: el intervalo [ﬂ. Gu].

Ahora, se retoma la funcion “elevar al cuadrado” En este caso, ya se sabe que su ecua-
cion es y = x2, sin embargo, cuando se habla de funciones, hay una forma distinta de
escribir las ecuaciones. De esta manera, esta ectacion, y = x?, también puede escri-
birse como:

yix) = x?
Donde yix} no indica multiplicacién.

En notacién de funciones, yix} significa que la variable y depende de la variable x. Pero
esta ecuacién suele escribirse como:

fi) = x°
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Donde ftoma el papel de . Asimismo, f también sirve como el nombre de la funcién.
Aunque a esta funcién se le habia llamado “elevar al cuadrado’, esa es en realidad la regla
matematica que dicta cémo asignar los valores del rango a los valores del dominio. Pero,
en vez de ftambién se le podria dar el nombre de g, y asi la ecuacidn de la funcién seria
gix) = 2%, lo cual no cambia la regla de “elevar al cuadrado’, sino que lo unico que cam-
biar(a serfa el nombre de la funcién.

A manera de ejemplo, ;como se calcula el velumen de un cubo? Como ya es sabido, la férmu-
la para el célculo del volumen de un cubo de ladc 2 &5 V = & Pues esta es una funcion que
se puede escribir como V (g} = a’, donde V es el volumen, la cual constituye la variable
dependiente, y a es la medida de la arista, la cual constituye la variable independiente.
Cuando aqui se hace referencia a “la funcion’, en realidad se estd haciendo referencia a la
variable dependiente. Por ejemplo, en fa funcién anterior del volumen de un cubo, si se
pregunta: ;cuande esta funcion es mavor que 8%, en realidad se estd preguntande: ;cudn-
da el volumen es mayor que 87

Al plantear la pregunta con la palabra “cuando’, en realidad se estd haciendo referencia
a lo stguiente: ;con qué valores de la arista el volumen serd mayor que 87 Después de un
momento de analisis, se puede decir que esto sucede cuando a > 2.

Entonces, al plantear la pregunta: ;cudndo sera negativa la funcioén f(x) = x?? Lo que en
realidad se estd preguntando es: ;cuindo serd negativa f?, o jcudndo seran negativos los
valores del rango? Es clare que esta funcién nunca serd negativa, puestc gie como ya se
dijo antes, su rango es el intervale [0, co).

Ejemplo 15

Determinar &l dominio y el rango de la funcién # (x) = —|x|, asi como establecer cuan-
do es mayor que —1.

Solucién

Come ya vimos antes, el dominic son todos los valozes que puede tomar la variable
independiente, es decir, x. En este caso son todos los reales, ya que cualgquier mimero
tiene valor absoluto. En tanto, para cbtener el rango debemes cbhservar cue al ob-
tener el valer absoluto de un mimeroe, &l resultado siempre sera positive o cero; por
tanto, ensequida debemos multiplicar ese resultade por —1. Asi, finalmente tenstnos
que los valores del rango, o bien los valores de la funcion, siempre seran negativos
o cero. Entonces, tenemos gue el dominio es el intervalo (—oo, o) ¥ €l rango es el
intervale (—ox, 0].

Ya sabemos cque los valores de la funcion son los reales negativos v el ceto, asi que
los unicos valeres de la funcién que sean mayores que — 1 seran los valores del rango
que estén en el intervalo (-1, 0].La pregunta es: ;para qué valores del dominio obten-
dremos este intervalo en el rango? La respuesta nos la dard resolver la desiqualdad
—|x] > —1.Dela seccién de desigualdades en el capitule 2, sabemos que 1a solucién es
el intervalo i —1, 1. Entonces, la funcion serd mayor gque —1 cuando —1 <x < 1.
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Ejemplo 16
Hallar el dominic de la funcién:

[{x)=vi-x*

Solucion

En este casco, tenemos una raiz cuadrada, al igual que en el ejemplo 14. Sabiendo cue
solc podemos obtener raices cuadradas de nimeros positivos o del cero, la condicién
que debe cumplirse es cque 1 + x? > 0. De nuestro estudio de desiqualdades del capi-
tulo 2, sabemos gue la solucién de esta desigualdad es el intervalo [—1, 1] y, por tante,
este intervalo es el dominio de la funcion.

Ejemplc 127

Hallar el dominic de la funcién:

Solucion

Como podemos observar, esta funcién es una suma de fracciones. Recuérdese que
una fraccion siempre estari indefinida cuando el denominador sea cero, porque no
se puede dividir entre cero. Por tanto, los tnicos numeros que no pueden astar en el
dominic son los mimeros cque hagan cero a los denominadores. En el caso de la pri-
mera fraccidn. ese niumero es el 3 ¥ en la sequnda es el 4. Por tanto, el dominio escrito
en notacién de intervalos es:

(—ox, 3)U(3, 2)U{4, o)

Evaluacion de funciones

Evaluar una funcidon no es mas que encontrar el valor de la funicién para determinado
valor de la variable independiente. Por ejemplo, si se tiene la funcién gfx; = x3 + 1,
evaluar la funcién en 2 significa determinar el valor de la funcién cuando x = 2; en otras
palabras, es determinar el valor del rango que le corresponde al valer del dominiox = 2.
Esto se escribe asi: g{2) = 2* — 1 = 8 — 1 = 7; y se lee de la siguiente manera: “g evaluada
en2esiguala 7"

Ejemplc 18

Si A(x)= j:; evaluar: (1), a(—1), 4(—31 y h().
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Solucion
En este caso, solo sustituimos el valor indicado en todas las x de 1a funcion:

—1+3 2
N
2
.h aﬂ — o _]
{ ) a®+3

Como se puede observar, la tercera evaluacion se trata de una divisién entre ceio, la
cual sabemaos que es indefinida; esto significa que 1a funcién no existe cuando x = —3.
Lo que sigmifica que esto excluye al nimero —3 del dominic de esta funcion.

Modelado de funciones

Aqui se estudia la manera de censtruir funciones a partir del planteamiento de determi-
nado preblema. El objetive sera encontrar la funcién a partir de un planteamiento dado.

Ejemplc 19

Sea p el perimetro de un triangulo equilatero. Escribir una fdrmula que dé el dres, &,
del tridngulo en funcién de p.

Solancion

La f6rmula del area de un tridngule de base, b, v altura, b, es: A = % Caomo es sa-

bido, esta es la #drmula que nos permite calcular el area de un triangulo cualquiera,
en funcion de su base y altura, pero nosotros queremos gque €l area esté en funcidén
del perimetro para el caso particular de un fridngulo equilaterc. De esta manera, lo
primezo que tenemos que hacer es expresar tanto la base como la altura en términos
del perimetro ¥ luego sustituir estas expresiones en la férmula original. Sea AABC un
tridangulo aquilaterc cualouiera con perimetro p, como se muestra en la figura 3.13.
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=

-]

-
-l

LT

Figura 3.12 ‘lriinguic cquilatero de perimetro p.

Como podemos notar en la figura, la base del tridngulo mide lo mismo que cualguie-
1a de los lados del tridangule, es decir, un tercio del perimetro, ya que el riangulo es
equilatero y tedos sus lados miden lo mismo. Entonces, podemos escribir:

b=£
3

Ahora, enfoquémeonos en el triangulo rectangulo que se forma al dividir el riangulo
ecuilatero a la mitad. En este caso, los catetos de este tridngulo rectdngulo miden

hy —*:- ¥ su hipotenusa mide % Siendo asi, por el teorema de Pitdgoras podemos

escribir.
2 2
+[2]-(2
5] 3
Luegoe, simplificamos ¥ despejamaos h:
w-P _p _3p
9 36 36
no 300 _ N3P
36 G

Una vez que ya tenemos & ¥ & en términos de p, solo sustituimos sus expresiones en
la férmula del drea:
p l "EP ] J3 p° s
al s 3nt
p)="" __18 _ Nap

A

2 P 36
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Ejemplo 20

Je desea construir una pecera rectangular sin tapa. Determinar:

a) Una formnla que dé el &rea de todo el vidric necesario para su construccion, en
funcién del ancho de la base, si se quiere que el area de la base sea de 800 ey
su altura sea de 30 ol

b) ,;Cual es el arsa del vidrio necesaric si €l ancho de la base es de 40 cm?

Selucion

a} Lo primero que debemaos hacer es escribir la férmula gue nos permita determinar
esta drea en términos de las variables necesarias. Lia figura 3.14 nos ayudara.

'

1
>

4

—_—
.

k
| |
Figura 3.14 Prisma cuadrangular de large ¥, anchox y altura b

Entonces el area total serd la suma de las areas de las cinco caras de la pecera, donde
estas caras son rectangulos. Por tanto, en este case, la formula del drea es:

A=uxy+ 2xh + 2yh
Comeo ya sabemos, el area de la base debe sex 800 cm?. De esta manera, tenemos que:
xy = 800
De esta ecuacién pedemos despejar ¥, asi que:

BOQ
y===
X

Asimismo, sabemos que i = 30.

Bhora, debemoes sustituir estas expresiones para y y para h en la formula que ya se
establecio para calcular el area. Asl:

A= xy +axh+ ayh

Alx)=800+2x(30)+ z(@)ao
X
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Luego, simplificamos y nos queda:

48000
X

A[x}: BOOD + BOx +

b) Sielancho de la pecera es de 40 cm, entonces el arsa sera:

48000

A{40)= 800 +60(40) + = 800 + 2400 +1 200 = 4 400 cm®

Ejercicios propuestos

En los ejercicios 35 a 40, encuentra &l dominio y el rango de 1a funcidn.
35.f(x)=3x+ 2

36. gix) =12+ 1

31. A(x)=|x|-2

38. f{x)=vx+3

39. F(x)=vx 43

40. G(x)=¥x

En los ejercicios 41 a 48, halla el dominio de la funcidn.

41. f{x)=V3x +2
42. g{x)=¥3x+2

43. h[szﬁ

44. T[x]:ﬁ

45. f{x]=%x+ =
26. g(x)=¥r*+2x-3
47. H(f}:\/-;Tm-

48. fI:z}=JE
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49_ Escribe una férmula que dé el drea, A, de un cuadrado en funcidén de su perime-
tro, P.

50. Escribe una f6rmula que dé el perimetro, F, de un circulo en funcién de su area, A.

51. Escribe una formula que dé el volumen, V, de una esfera en funcidn de su circun-
ferencia, C.

52. Se va a construir una caja sin tapa a pariir de una pieza rectangular de cartén
de 16 cm de ancho y 20 cm de largo, cortando esquinas cuadradas de lado x v
doblando las “pestarias” resultantes hacia arriba. Escribe una formula que dé &l
volumen de la caja en funcidn de x y determina cudl seria el volumen de la caja si
k¥ =3dcm.

53. Escribe una fSrmula que dé el area total, &, de un cilindro en funcidn de su altura,
h,sisuradio, r, esde 10 cm.

54. Un cilindro de radio r estd inscrito en una esfera de radic 2r. Escribe una férmula
oue dé &l volumen del cilindro en funcién de r.

3.4 Graficas de funciones

Hasta aquf va se ha estudiado cémo graficar ecuaciones, y en la seccidn anterior se vio
que una funcién tiene una ecuacion. Por esta razodn, una funcion también se puede re-
presentar cen una grafica.

Todas las funciones con las que se trabajard, serdn funciones de x; es decir, x siempre serd
la variable independiente, o al menos la variable independiente siempre se graficar en
el eie de las abscisas. En este sentido, no cualquier grafica serd la gréfica de una funcién.
Par ejemplo, la grifica de 1a ecuacién x = y?, que se muestra en la figura 3.15, o es una
funcién de x, porque para cada valor de x hay dos valores de ¥; lo cual no puede suceder
en una funcién si x va a representar al dominio. Come se recordara, en una funcién a
cada elemento del dominio le corresponde solo un elemento del rango.

!

b

|
|

4

0 £
: ' K " M M ' 3 I ' ' : '
=T - =5 =i -3 -2 -1 ] 1 3 4 5 ] T

-]

Figura 3.15
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Sin embargo, esta grafica podria considerarse una funcion dea y, es decir, donde ¥ sea la
variable independiente v x la variable dependiente. Pero, como va se dijc antes, para este
libra {y en peneral para el estudio de funciones) las funciones siempre deberan tener
como variable independiente a x (o a cualquier variable ascciada al eje de las abscisas).

Es importante resaltar aqui que existe una prueba visual para identificar ta grafica de una
funcién, que se concce con el nombre de Priceba de la Recta Vertical, la cual dice que si
una grafica puede ser cruzada por cualquier recta vertical mds de una vez, entences esta
no es una funcién.

Ejemplo 21
Determinar si las siquientes graficas scn funciones.
a) o
9 4 & a4 a3 ¥ . [ E] 1 [ ) T >
b} w

c)

Figura 3.15
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De estas tres graficas, la primera y la tercera pusden ser cruzadas mas de una vez por
alguna recta vertical, como se muestra en la ficura 3.17; por tanto, estas no son fun-
cicnes. Sin embargo, esto no pasa en Ia segunda grafica. la cual nc puede ser cruzada
mas de una vez por ninguna recta vertical, asi que esta s es una funcion.

o'

wr

/

Figura 3.17 Grilicas de curvas que xe son funciones.

I T U B

\

En la seccidn 3.1 se estudié cémo realizar graficas de ecuaciones simples usando el mé-
todo de tabulacion. Pero aqui se emplea otre métode para graficar funciones con ecua-

ciones mas complicadas.

A continuacién se presentan las graficas de algunas funciones basicas que se pueden
graficar tabulando. Asi, a partir de estas funciones basicas se elaborardn las grificas de
funciones mas elaboradas. Se recomienda aprender de memaoria estas praficas y enten-

der sus propiedades bdsicas.

Figura 3.18 Grdfica de f{x} = x.

e

5

i
-|—r—_:r—h-

&
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Figura 3.19 Grilicadef I:x\,l = x%

-

(=]
-
~
(N
—
(=]
o
-

i _t & 4 -3

Figura 3.20 Gralica dcf{x} = x*
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Y =

7 6 -5 4% 3 -1 1 gt 2 3

Fignra 3.21 Gréfica de f{:x]z\f;

Figura 3.22 Grifica de _.I"I[x}z\j-f;.

-
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Graficacion con transformaciones

Ahora es momento de estudiar la graficacion de funciones mediante el método de
transformaciones.

Como su nombre le indica, este método consiste en partir de la grafica de una funcién
bésica y transformarla. Las transformaciones que se utilizan en este método son estira-
mientos, encegimientos, reflexiones y desplazamientos. La tabla 3.2 resume estas trans-
formaciones. Acto sepuido se presentan algunos ejemplos para ilustrar su uso.

Tabla 3.2 Transformaciones de fanciones
Transformacion Efecto sobre la grafica de £(x)

1. af{x) a>l Be estira verticalmente en un factor de a.

2. af{x) ODxa<l Se encoge verticalmente en un factor de a.

3 f[:ax} ax=1 e encoge horizontalmente en un factor de é .

4. flax} O<ax<l Se estira horizentalmente en un fzctor de 1 -

a

5. —f{x) Se refleja con respecto al eje x.

. Ffi—xl Bereflefa conrespecta al ele .

1. f(x :| +a a=0 Be desplara hacia atriba 2 unidades.

8 f (g} —a a=0 5e desplaza hacia abajo a unidades.

a. f(x+aj a=0 Se desplaza hacia la izquierda a unidadss.
10. f(x— a) a0 Se desplaza hacia la derecha 3 unidades.
11. | flx ]| La parte negativa de la funcidn se refleja hacia arriba.
12 f{| ” Lia parte de la grafica que estd en el dominio positive se copia

. x

hacia Ia parte negativa.

Ejemplo 22
Trazar la grafica de la funcidn:
fix)=2x*+1

Solucion

En este caso, lo primero que tenemos que hacer es partir de la grafica de la funcién
bésica:

flx)y=x*

Luegoe, nuestra funcion se graficard con dos transformaciones: una dekido al 2, que
multiplica, ¥ la otra por el 1, que suma. Cabe hacer notar aqui que el orden de las
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transformaciones es muy importante. Esto es, primerc debemos hacer las transforma-
ciones tomando en cuenta €] orden de las operaciones que indica la ecuacion de la
funcién. En nuestro ejemple, al valor de x2 primero se le muitiplicara por 2 y después
se le sumara 1. Entonces, primero aplicaremos la transformacion 1 de nuestra tabla, lo
cual implica estirar la gréfica de f(x) = %2 en un factor de 2. El sfecto de esta transfor-
macién se aprecia en la figura 3.23.

AY
| T !

h

Figura 3.23 Gralicas dcﬂjx}l =xt (curva negra) ¥ def{x:l = 2% (cur\ra gris}.

Come sa puede observar de la figura 3.23, 1a grdfica de f(x) = x* es la curva negra,
mientras crue la grafica de fix) = 257 es la curva gris. Ndtese que todos los puntos de
la grafica basica f(x) = x* se recorTieron al doble con respecto a su coordenada y. De
esta manera, por e]emplo el punto (1, 1) ahora es el punto {1, 2} y €l punto (2, 4) ahora
s sl punto 2, 8}; el 1inico punto que no se movio fue el (D 0) porque su cocrdenada
y es 0y el doble de 0 es 0. Entonces, decimes que la grafica de fix) = x? se estiré al
doble verticalmente; por tanto, el resultado es la grafica de la funcidn fix} = 2x2

Pero, atn falta aplicar otra transformacion, debido al 1 que se suma en la ecuacidn
fix) = 2x* + 1, que es la transformacion T de nuestra tabla, asi lo que haremos serd
desplazar la grafica de f{x! = 2»% un lugar hacia arriba, que nos da como resultads la
grafica final, que estd marcada en gris claro enla figura 3.24.

Ahora, cada punto de la gréfica de fix) = 2x° se movid hacia arriba una unidag; por
ejemple, el punto (0, 0i ahora es el punto (0, 1 y el punto (—1, 2) ahora es el punto
( -1, 3}; es decir, a la coordenada y de cada punto se le sumad 1.
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b A

-2

Figura 3.24 Grilicas de ff'.x} =a? (curva negral, de fla) = 22 fcun'a gris intu:rmedia]
¥ de flx} = 257 +1 {curva gris clara o superior}.

Ejemplo 23
Trazar la grafica de la funcidn:

f(x)= —é@
Solucion

En este caso tenemos tres transformaciones, la primera debida al 2 que multiplica a x,
la sequnda por el % gue multiplica a la fancidon @ ylatercera por el signe — {menos)
que muitiplica a la funcién %wfi ;

Por tanto, partimos de la funcidn bésica f{x)= Vx. Entences, la primera transforma-

cidn que debemos realizar es la nimero 3 de nuestra tabla para considerar el 2 que
multiplica a x dentro de la raiz; el efecto serd encoger horizontalmente la grafica de

\.G en un factor de % lo cual s& muestra en la figura 3.25.
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A

-1
-1
-3

4

Figura 3.25 Grilicasde f{x)= Vx icurva infcrior) yde fix)= V2x (cur\ra superior‘_‘J.

La grafica inferior corresponde a la de V{; v la grafica superior corresponde a la de
V2x . Como podemos observar, cada punte de la grafica de J; se recorrid horizon-
talmente a la mitad, con respectc a su coordenada x, de esta manera, el punto (1, —1)

cambié al punto (-;E 1) y el punto (4, 21 cambid al punto i 2, 2). Es decir, la cocrdenada
x de cada punto dela grafica de Jx se muitiplics por %,para obtener los nuevos pun-

tos de la grafica de 2x; esto s, se produjo un encogimiento horizontal de la grafica.

La siguiente transformacion, debida a % que muitiplica a JE es la numero 2 de
nuestra tabla; por tanto, el efecto sera un encogimiento vertical de la grafica de Jz? .
en un factor de % Esto implica multiplicar 1a ordenada de cada punto de la grafica
de \/ﬂ por % lo cual resulta en la grafica inferior (gris clare) que se muestra en la
figura 3.26.
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b

2 % 5 4 1 3 o e 1 2 3 & 3§ 7

-4

Figura 3.26 Grificas de f{x}= Vx (curva mtermedia} de flx)= V2x {curva superior] yde
f{x)= %\"FE—; {curva infcric-r).

Comeo podemos comprebar, el punto (é 1) de y2x, ahora es el puntc (é %) . v el

punto (2, 2) en la grafica de v2x, ahora es ¢l punto (2. g) Esto es un encogimiento

vertical, como sila grafica hubiera sido aplastada haciz el eje x.

Hasta acui hemos notado gue un estiramiento o un encegimiento vertical tiene un
efecto en la ordenada de los puntes de una grafica, mientras que un estiramiento oun
encogimiento horizontal tiene un efecto scbre la abscisa de los puntos de la grafica.

Ain falta la transformacicn debida al signo menos cque multiplica a % 2% queesla
transformacién § de nuestra tabla (se reflaja con respecto al eje x); por tanto, el efecto
es un reflejo de la grafica de %w" 2x conrespecto al gje x. De esta manera, la grafica

final de f(x)= —%fzx se musstra en el cuadrante I'V en la figura 3.27.

1635
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Y
]IN
il
R _ —e————
)| o
ff'ﬂ_'-#_'-
o X
3 % 5 4 -3 -2 a1 Jle 1 2 3 a1 5 & 3 =
-1
_2 |
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Figura 3.27 Grificas de f{x)= Jx {curva intermedia cn ¢l primer cuadrankc); de f(x]:w‘"ﬂ {curva
supcrior en of primer cuadrantc): de f{x) =§ Jax (t:urva inferior on of primer cuadrante} y

de f{x)= —% vax {curva gris en el cuarto ::l.lﬂdmntn]l.

Ejemplo 24
Trazar la grafica de la funcion:
I{x}:(—lx)s —2
2
Solucién
Aqui partiremos de la grafica de la funcién basica f(x) = x°. En este caso {como en
otros anteriores], nuevamente tenemos tres transformaciones: 1a primera, debida al

-;- gque multiplica 2 la x; 1a segunda, debida al signo menos que muitiplica a %x, ¥la
3

tercera debida al —2 cque se resta a (—% x) . Estas transformaciones saon, respectiva-

mente, 1as transformaciones 4, 5 y 8 de la tabla de transformaciones.

La figura 3.28 muestra las graficas de las funciones resultantes después de aplicar

estas fransformaciones. Asi, primerg, en negro, tenemeos la grafica de x° después, en
a

gris oscuro, encontramos la gréafica de (éx) . donde la transformacién aplicada fue

un estiramiento horizontal en un factor de 2; luego, en gris clare, tenemeos la grafica
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3
de (— % 3) , donde se aplicé un reflejo respecteo al gje p, ¥ finalmente, en gris tenue,

3

a
esti la grafica de (—-é- x] — 2, que es la grafica de (—-é x) desplazada hacia abajo 2

unidades.

Vi

3

3
Figura 3.28 Graflicasdefas hncionesﬂx} =x (negmh de f(x)= (% x] {gris oscuro); de fix) =(—%x)

{gris claro), y de f(;;):{_%x 1

—2(nea discontinua_'l.

Ejemplo 25
Trazar la grafica de la siguiente funcion:
glx)=|x+2

Solucidon

Ahora, partimos de la grafica de la funcién basica fix} = x. Por tanto, solo hay dos
transformaciones. Primero, una traslacion de dos unidades hacia la izquierda debi-
da al 2 que se suma a &; esto es, la transformacion 8 de la tabla { se desplaza haciala
izcquierda a unidades). Luego, tenemos €l valor absoluto, la transformacién 11 de la
tabla (la parte negativa de la funcidn se refleja hacia arriba), cuyo efecto es un reflejc
de la parte negativa de la funcién con respecto al eje x.

En la figura 3.29 podemos observar las graficas de las funcionesxyx + 2, ennegro y
gris, respectivamente. Notese dque, en este caso, mover la recta y = x hacia la izquierda
es lo mismo gue subirla; esto sole pasa para la funcién ¥ = x, porque sumarle a la fun-
cién (gansformacion 7) es lo mismo que sumazle a la variable {transformacion 9). De
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hecho, también pudimoes haber graficado la funcidn x + 2 como una recta; del estudic
de la seccién 3.2 sabemos que esta es una recta con pendiente 1 y ordenada al origen 2.

Por su parte, la fiqura 3.30 muestra, también en gris claro, 1a qrdfica de f(x) =z + 2.
Esta grafica es la misma que la de f{x} = x + 2 en el intervalo {2, ~c}, que es donde

f{x) = x + 2 es positiva; sin embargo, en el intervalo {—=c, —2] esta funcién es nega-
tiva, asi que el efecto del valor absclutc es reflejar esta parte negativa hacia arriba.

n

A

Figura 3.29 Griiicas de_j'{x} =x {negru) ¥ di_f(x}

=x+2 {gris).

A A

-1
-1

,
k4 d
e -3
p

-

W=
v
=

Figura 3.3D0 Grilicas dr:f{x} =x {ncgm). dnf{x:} =x+2 {gris} ¥ deﬂ.x} =|x+2 {gris ::Ea.m}.
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Ejemplo 26
Trazar la grafica de:

hix)=./|x -3

Solucion

En este ejemplo, partimos de la grafica delafuncién {(x) = Vx. Siempre cque haya un
valor absoluto directamente en la variable, es conveniente que primero aplicue-
mos la transformacién de dicho valor absoluto {transformacién 12}.

En la figura 3.31 se muestra la grafica de Jl?i Jueeslade v'{; . pero se le afiadid una
copia de sl misma hacia la parte negativa del dominio. Es decir, se esta reflejando con
respecto al eje y; pero la grafica original no se elimina, se mantiene.

k¥

A

-
Tt =4
il <4
e
W
[
=y

7 4 5 4 32 -2 o o

Figura 3.31 Gralicade f(x}=xf|:| .

Por ltimo, el 3, que resta, hace que esta grafica de JE| se traslade hacia la derecha
3 unidades, como podemaos et en la figura 3.32.
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-1 1
-3 1

-3 1

Figura 3.32 Grilicade f{x)=y]|x—3}.

Funciones seccionadas

Las funciones seccionadas son funciones que estan conformadas por partes de diversas
funciones, cada una graficada en una seccion o un intervalo diferente.

Ejemplo 21
Trazar la grafica de la funcion:
x+1 s1x<0
f{x): 3 siD<x <4

Ny six>4

Selucién

En este caso, la grafica de f(x) = x + 1 es la gréfica de f{x} = x subida una unidad;la de
i {x] = 3 es una funcidén constante gue siempre vale 3, es decir, es una recta horizontal
que cruzaeleje yeny =3;ylade f(x)= —Vxeslade f{x)= Vx reflejada con res-
pecto al eje x.

Por tanto, trazamos todas en el mismo plano, perc cada una restringida al intervalo

correspondiente que marca la definicién de fix). La grafica resultante se muestra en
la figara 3.33.
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b ]

x+1 st x<00
Figura 3.33 Graficade f{x1=13 5 0<x<d

Ny sad>a

Como podemos notar, f{0) = 3, lo que significa que la funcién evaluada en 0 es igual
a 3, porque el valor del dominio x = 0 estd en el intervalo [0,—4), que es el intervalo
asignado para flx] = 3. Este se marca con el punto cerrado (0, 3} en la grifica de
f(x), mientras cue el punto akierto (0, 1) indica premsamente cue el valor del domi-
nic ¥ = 0 no es parte de la grafica de f(x) = x + 1. Lo mismo sucede con el valor del

dominio x = 4, que estd asignado a f(x)= ~Vxynoa f{x} =

Asi, el dominio de f{x} estd dado por los tres intenralos de las funciones de las cue se
forma. En este caso, los tres intervalos juntos, (—~c, 0), [0, 4) ¥ [4, oo}, forman el domi-
nic | —=c, oc) para la funcién f{x). Podemos cbtener el rango de la grafica, debido a
cue los valores que toma la funcién son (—oo, JU{3} .

171
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Ejercicios propuestos

55. ;Cudles de las siquientes graficas son funciones?

¥
4_

3-
2-

Ty

I T T T ST BT IIIILIIE
-1 454 -3-A1_01 2 3 4 5 & 7

X

—H-12-10 8 -5 0121

Figura 3.34

En los ejercicios 56 a 66 traza la grafica de la funcién usando transformaciones y de-
termina las intersecciones con los ejes.

56.fix) =3z -2

57. g(x)=3|x|

58. h{x)=|3x — 2

59. f(x) = —x2+1

60. g(x)=—-x+1



El.H[x}:ff;

62. T(x)=(x-4) -2
63. v (x)=|-Vx +2
64. F(x)=2V-x

65. g{x)= %E

66. h(x)=1+(x +2J

En los ejercicios 67 a 70 traza la grafica de la funcion y determina los intervalos del

dominic y del rango.
—a six—1

6. f(x)= ‘
—x six =0

2x—1 s x <2
B8. g(x)=1{|x -1 siz<x<4

J;—I—l gix >4

—éx+3 sl —2<x <0
69. pix)=1-x* si0<x<2
¥x-2 8l x >2

x+1 s -1lcx<0

70 [ } x sll«<x <1
. flx)=
¥*-1 sl<cx<2

X2 sid<x<3

3.9 Funciones cuadraticas

Una funcién cuadritica €s una funcién de la forma:

Capitulo 3 = Funciones ¥ graficas

fixy=ax*+bx+ccon a0

173
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La principal caracteristica de una funcién cuadritica es que su grafica es una pardbola
vertical que abre hacia arriba si @ = 0 (véase la figura 3.35ab} y que abre hacia abajo si
@ <. 0 (véase la fipura 3.35h).

a} Parabola que abre hacia arriba. b) Paribola que abre hacia abajo.
Figura 3.35

Las raices de la funcion cuadritica representan los puntos donde la grifica interseca al
eje x |véase la figura 3.36).

¥ a
1—.—

raiees

Figura 3.36 Raices de una funcisn cuadrética.

La grifica de una funcién cuadritica y = ax? + bx + ¢ se obtiene mediante las transfor-
maciones vistas en la seccion anterior, es decir, con desplazamientos, encogimientos y
reflexiones.
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1. La grafica de y = ax® se obtiene de la grafica de y = a2 al estirarla verticalmente por
el factor &, si @ = 1, ¢ al comprimirla verticalmente si 0 << < 1. En este caso, sia
es negativa, ademas del estiramiento o compresidn vertical, también existe una re-
flexién con respecto al eje x (véanse las figuras 3.37 a 3.40).

3 y=oxif a2l
. b
N .Ir
5 P ,
hJ s F=E
N ‘
. ’
. ", r ST BT I T S N =T | N - - -
SRR IR U BB TE o ] e i -5 4 3 2 1 ¥ 3 4 5
54 4 24 12 1 4 %
Figura 3.37 Fignra 3.35

Figura 3.39 Fignra 3.40

2. Si h es un niimero positivo, se tiene:

a) La grifica de y = alx — ki? se obtiene al trasladar / unidades horizontalmente
hacia la derechia la griafica de y = ax®.
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b} La grifica de ¥ = alx + h)* se obtiene al trasladar # unidades horizontalmente
hacia la izqrierda la grafica de y = a2 (véase fipuras 3.41 y 3.42).

y=tis - t? Fealh A y=art

F=ar' r
f

\\ 42 ;
!
. 3- /
!
L) 1- ,-'r
\
v T s z,

T ¥ - - x
EEREREREE A R [ | vk IR S IR I = b e | - e
-5 4 -3 -2 -1 12 3 4 % & 7 B9 4 4 -7 4 -4 -3 -2 1 2 3 4 5
Fignrz 3.41 Figurs 3.42

3. 5ik es positivo, se tiene:

a} La grifica de y = afax + k' + k se obtiene al trasladar & unidades verticalmente
hacia arriba la grafica de y = a{x + h)? (figura 3.43).

b) La grifica de y = a{x + h'* — k se obtiene al trasladar & unidades verticalmente
hacia abaje la grafica de y = aix + #)* (igura 3.44).

"'«‘h -
[

- -~
L R D i S S R B

Fignra 3.43 Figurz 3.44
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Se supiere seguir el siguiente orden al graficar:
1. Lo primerc es la compresion o el estiramiento.

2. 5i hay en signo menos multiplicando a la funcidn, se realiza la reflexién respecto al
eje x.

3. Acto seguido, se efectia la traslacion horizontal.
4. Por ultime, se realiza la traslacion vertical.

No obstante, este no es el 1inico proceso que puede seguirse para graficar una funcién
cuadratica.

Ejemplo 28
Encontrar las raices y elaborar la grafica de la funcion:
flx) =2x? — 8x + 11

Solucidn

Las raices son la solucidn de la ecuacion 2x% — 8x + 11 = 0. Cuando utilizamos la fér-
mula general (capitulo 2], obtenemos nimeros complejos, debido a que el discrimi-
nante es negativo. Eso significa que la parabola no cruza los ejes coordenados.

Entonces, para graficar debemos completar el cuadradao.
f{x)=2x* -8x +11=2(x° — 4x)+11=2(x* 4z +4-4) +11
—2(x2-4x +4)-8+11=2(x -2} +3

La pardbela y = 2{x — 2)% + 3 se obtiene de la grafica de y = &%, al estirarla vertical-
mente por un factor 2 (y = 2x°). Esta ulfima gréfica se desplaza horizontalmente 2
unidades hacia la derecha {y = 2{x — 2)?) y finalmente se desplaza verticalmente
3 unidades hacia arriba {y = 2(¥ — 2)? +3). En las figuras 3.45, 3.46 y 3.47 se muestra
cada uno de los pasos.

a

™
——1——— -
-5 -4 3 -2 -

Figura 3.45 Figura 3.46
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R

J-4

y=2x—21+3

A y
I S
5+ N s y==2)
[N
N -7
- - A
— 4 ’- + re... o T - } 4oy
- 1 2 3 4 5
Figura 347
Ejemplo 29
Graficar 1a funcisn:
f{x)= _iyriax-8
2 2
Solucion

Como —lxz +3x —g =0= X% =5,x= 1,]a grafica cruza el eje x en estos valores.

Entonces, completamos el cuadrado:

—ixg+3x—§—1[x*—ax +9—9]—§:—-1-(x—3)2+2
o a2 2a 2 a

En este caso, partimos de la grafica de y = %7, la cual primerc se comprime vertical-
mente por un factor de 1 |POr 1o que se ensancha) v luego se refleja con respecto al

gje x. (y = —%:2).
Lo siguiente gque debemos hacer es trasladar 1s grafica horizontalmente 3 unidades

hacia la derecha ( F=- % (x - 3]2] .Finalmente, también debemos trasladarla 2 unida-

des hacia arriba ( y= —%{x - 3}2 + 2) .Podemos observar cada paso descrito antes en

las figuras 3.45 a 3.51.
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Figura 3.48 Figura 3.49

¥ ¥
[T I UOT O RS IS S T PRSI T - A
3 —+II ji '_—‘Z’:‘I) . LL £ :}4—1*' - }l=_(_})[l_;”?+2

Figura 3.5¢ Figura 3.51

Ejemplo 30

Encontrar la ecuacién de la parabola que se obtiens de la grafica de y = &7, al estirar-
la verticalmente por un factor de i— ¥ trasladarla horizentalmente 8 unidades haciala

derecha y 6 unidades verticalmente hacia arriba.
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Solucion
Comenzamos con la ecuacion y = x?. Estirarla verticalmente nos lleva a la ecuacion

y= % x* B suvez el desplazamientoe horizontal de 8 unidades hacia la derecha nos

da y= %{x — B}a . Por (iltimo, con la traslacidn hacia arriba de 6 unidades, tenemios la

gcuacién ¥y =

W fon

[x—3}3+60y=%x2~20x+36.

El punto més alte o mas bajo de una parabola se conoce como su vértice (véase el capitulo
71. Como se puede ver en los ejemplos anteriores, las coordenadas del vértice son los nit-
meros que trasladan horizontal y verticalmente la pardbola; esto es, si la parabola esta dada
pory = alx — ki? + &, su vértice se ubica en el punto Vik, £). Por las férmulas del capitulo
2, se conoce que al completar cuadrados, sila parabola es y = ax* + bx + ¢, entonces:

ho by o bt

2a o

Mis que usar estas férmulas, se recomienda completar el ciradrado para obtener las co-
ordenadas del vértice de una pardbola.

Ejemplo 31
Encontrar las cocordenadas del vértice de las siguientes parabolas:

a) y=x"+6x+14

b) y:%xﬂ —6x +30

Solucidn

a) Al completar el cuadrado, tenemos:
p=x+6x+14={x+37+5

Por consiguiente, las cocrdenadas del vértice son Vi —3, 5). Como podemos notar,
también es posible utilizar Ias {érmulas antericrescona =1,b =6,c = 14:

2 _
he b _ 6 _ g, b -tac_ 3 4(14) _ a0

2a a(l) 4a a(1) i

b) Como en el inciso anterior, al completar el cuadrado obtenemeos:
¥ =%(x—6]2+12

Asi que podemos decir que el vértice tiene coordenadas: Vi6, 12).
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Ejemplo 32

Un granjero desea cercar un terreno rectangular doble, conle el que se muestra en
la ficura 3.52. 8i tiene 2 304 metros de cerca, encontrar las dimensicnes que le daran la
maxirna superficie.

Figura 3.52

Solucién
Sean xy y las dimensiones de uno de los rectangulos.

Figura 3.53

De acuerdo con los datos, podemos decir que su perimetro es:

3x + 4y = 2304 (1)
En tants, la superficie es:
A=2xy {2}
Entonces, despejamos y de i 1}:
=2304—3x=516_%x (3}

Luego, sustituimos (3} en (2] y tenemos que el drea como una funcién cuadratica es:
A=f(x)= zx(am—i;ix) — f(x)=1152x —%xz

Como podemos compzobar, esta parabola abre hacia abajo, por lo que el vértice es el
punto maximoe. Por tanto, al completar £l cunadrade tenemeos:

f{x)=1182x —%x* — 221184 —g(x —384)"
De esta manera, el vértice tiene coordenadas 11384, 221 184). Esto significa que el

valor dptimoe de x es 384 m ¥ de la ecuacion (3): ¥ = 288 m. Las dimensiones de cada
Tectangulo son 288 X 384 m?.
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Ejercicios propuestos

En los ejercicios 71 a 81, dibuja la grafica de la parabola.
1. y=2x*—-8x+8
2.y =6x — x°
13.y=3x*+6x+85
4. yp=—x*+2xr—2
5.y =28+ 8x + 13
6. y=x*—8x—-1
7.y =4dx®*— 4z + 1
B.y==2x>+4x+2
. y=—x*+4x—4
80.y=—x*—10x— 2B
8l.y=—x*+2x+8§

3.6 Operaclones con funciones

En esta seccidn se estudia como realizar operaciones con funciones de la misma forma
en que se hacen las operaciones con niimeros. Las operaciones que se realizan son: suma
¢ adicion, resta o sustraccién, multiplicacién, divisién y composicién de funciones.

suma, resta, multiplicacidn y divisién de funciones
Ejemplo 33
Sifix) =x + Ly gix) = 2x — 3, hallar (f + g)(x), {f — g){x), (fg){x) ¥ [é]{z} asi como

su dominio,

Solucion

Iniciamos con (£ + g}{x}, 1a cual sera una nueva funcién cuyc nombre es f + ¢ y que se
define como fix) + g{x']. Entonces:

(fro)(x)=f(x)+g(x}=(x+])+(2x -38)=x+2x+1-3=3x-32
De forma analega encontrameoes las otras tres funcicnes:
(f-g)x)=1f{x)—g(x)={x+1)—{2x-3)=x —2x +14+3=—x+4

(fgi{x)=f(x)-g{x)={x +1}{2x -3)=2x" -3x+2x -3=2x"—x-3

li](x]=f(}f} _ x+1

glx) 2x-3
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Para hallar el dominio de estas cuatro nuevas funciones, es muy importante que recor-
demos que estas se formaron a partir de dos funciones, f{x) y g, asl que el dominic
de las nuevas funciones seran los nimeros que ambas funciones, tengan en comiin en
sus respectivos dominios. Es decir, el dominio de las cuatro funciones resultantes de
las operaciones de suma, resta, multiplicacion y divisién de £1x) con g{x) serd la inter-
seccién del dominio de f(x) con el dominio de gix|, en otras palabras, la interseccién
estard donde ambos dominios coineidan.

En este caso, tanto el dominio de fix) como €l de gix) es el intervalo {—oc, ~c), asi que
la interseccion es el mismo intervale { —-oc, 5:;) Por tanto, este también seri el domi-

nic para las cuatre funciones, a excepcidn de la luncicn

é](lr], la cual estd definida

{x)= iiz_r_)' Esto no permite que gix} = 0, porque si esto sucede, entonces

como [i v {X}

g

%‘Y)} se indeiine, debkido a que nc se puede dividir entre cero. Por tanto, dekemos
glx

cuitar del dominio de [é]{x} aquellos valores de x que hagan que gix) = 0, en este

caso: x = -;1 ya que g[-:i) = Z(-‘;‘l] —3=3-3=0.Por lo tanto, el dominio de {i](z} es
g
o 2l
27 A2
Ejemplo 34

Sif{x)=vx+1yg{z)=v3- x hallar{{ + gi(x}.{f — gilx}, (fg}(x} Y'{L](X}, asi como
sus dominios. g

Solucion
Primero, hallamos las nuevas funciones:

(F+@)(x)=f(x)}+g(x)=Vz+1+V3—x
(1-g)(x)=fix)-glx)=Vx+1-V3-x
(fg:l(x:]=!{x}-g(x}=v’rx—|—1\f3—x = V'f(x—]-l)(B—x}

[L]{x)_ fx) _~x41 z‘jx-H

g Cglx) Va_x 3—x

Ahora, para los dominics, primero debemos hallar el dominio de f(x) ¥ gix). De nues-
tro estudio de la seccion 3.3 sabemos que el doniinio de !r':r] ez el intervalo [— 1, m:l
v que el dominio de g%} es el intervalo (—oo, 3], asi que la interseccién de estos dos
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dominics da el dominio de las cuatre funciones nuevas. y que es €l intervalo [— 1, 3], el

cual para [é (x) en realidad es el intervale [-1. 3], debide a que x = 3 es el valor que

hace que gix: = .

Composicién de funciones

Hay una eperacidon entre funciones que se llama composicién, la cual consiste, por asi
decirlo, en introducir una funcién dentro de otra. Enseguida se estudia con detenimien-
to como se hace.

La composicion de dos funciones, f{x) ¥ g1x) se denota, por ejemplo, come { fog(x}, don-

de el simbolo “o" significa composicidn. La operacidn de composicion no es conmutativag
es decir, no es lo mismo { fogl(x1 que (gof ){x), mds adelante se veri por qué sucede esto.

La composicién { fog)(x1 se lee fcompuesta con g, y se define como i fop)(x) = fig{x1i. Esto
significa que se tiene que evaluar la funcién f pern no con un niimero, como se ha hecho
antes, sino con la funcién gix). Ciertamente evaluar una funcién con otra funcién suena
raro, asf que para una mejor comprension del tema enseguida se presenta un ejemplo.

Ejempla 35

Si f{x)="x y g(x)=x+1 hallar (fog)(x: y (gofi(x).

Solucién

Entonces (fog)(x) = f{g{x)}, este implica sustituir toda la funcién gix) enlax de la
funcién fix), es decir:

(fog)x)=1f{g{x))=Fflr +D)=+x+1
Asi ya tenemos la funcidn compuesta {fog)(x].
Ahora, hacemos lo mismo para {gori{x):

(got)(x)=g(r(x}) = g(Vx)="x +1

Come podemeos ver, estas dos composiciones no dieron como resultado 1a misma fun-
ciérn, es por eso que la operacién de composicion ne es conmutativa, es decir, en

general {gafiix) # (fog)(X)

Ejemplo 36

Evaluar ifog}(31 v (gof1{4) para las funcicnes {fog)ix) ¥ (gofl{x} del ejemple 35.
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Solucion

Si (fog)(x)=+x+1, entonces es logico pensar que (fog}(3)=V3+1= V4 = 2. Esto
es correcto, siempre y cuando sepamos con anterioridad que el valor ¥ = 3 estd en
el dominio de 1fog)(%), pere agui no conocemoes ain el dominio, asi que evaluar una
composicion de esta forma pusde conducirnos a un errer.

La forma mds segura de evaluar ss la que presentamos a continuacion. Como ya sa-

bemos que (fog}{x)= f(g(x)). entonces (fog)(3)=f(g(3)) = f(3+1)=1{4)= Ja-2.
Cormo podermes ver, nos da el mismo valor que antes, esto es porque el valor x = 3 si
estd en el dominio de |fog) {¥], pero como antes no sabiamos eso, evaluar de la prime-
ra forrna no era seguro. (En el siguiente ejemplo mostraremos por qué No s Seguro. |

Ahora, queda evaluar {gof}{4). Por tanto, hagamoslo de la forma segura:

(gof)(4) = g{f(4))=g(Va)=g(z)=2+1=3
Ejemplo 37

Sif(x)=1 y glx)="2 nallar (fog)(x) y evaluar (fgi(0).
X X
Solucion

Primero, tenemos que: (fog){x)=f(g(x))=r (g) === %. Si evaluamos directamen-
x

& [oa [—

te en la ecuacién de (fog){x), tendriamos que: (fog}(0) = % =0.

Ahora, vamos a evaluar de la forma segura:

(fog)(0) = #{g(0)) = £[2)

0

Sin embargo, aqui surge un problema: g es indefinido. Esto nos dice que entonces no

podemos evaluar {fog)(0). 1o cual sigmitica que x = 0 no estd en el dominic de (fogi(z).
Por esta razén, evaluar directamente en la ecuacién ds la composicion es peligroso;
ne obstante, si lo podemos hacer, siempre y cuando sepamos antes que el valor con
el cual se va a evaluar esta en ¢l dominio de la compoesicion.

Pero, entonces, ;como se halla el dominic de una composicion?

Para su explicacién, retomemos las unciones del ejemplo 35, f[x):v{;y glx)=x+),

¥ su composicién { fop){x)=+vx +1 En este case, el dominic puede obtenerse directa-
mente de la ecuacién de la composicion. Asi, el deminio aqui serfa {—1, ~c). Sin embargo,
al igual que evaluar directamente en la ecuacion de la composicion, ebtener el deminio
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asi no siempre es una forma segura. Esto resulta seguro siempre y cuando la ecuacidon
de la funcidn no se simplifigue o, si se simplihica, que no se efecitie una simplificacion de
fracciones {informalmente conocida como "ley del sindwich™) o no se elimine una raiz
con Indice par.

Ejemplo 38
Hallar el dominic de la composicién 1fog)ix) del ejemplo 37.

Solucién

Como vimes en €l ejemplo anterior, esa composicién es {fog)(x) = %, asi que si obtu-

viéramos el dominio directamente de esta ecuacion, dirlameos que son todos los reales.
Pero, ya en &l ejemplao 37 se concluyd que x = 0 no esté en el dominio de (fog)(x), asi
que no pueden ser todos los reales. Si revisamos el ejemplo 37, encontramos que

para llegar a la expresién simplificada (fog){x )= g— se realizé una simplificacién de
fracciones, lo cual provoca que oktenet el dominio de la expresion simplificada % ya

no sea confiable. Cuando esto sucede, debemos obtener el dominic de la expresidn
anterior a la realizacién de la simplifcacién de fracciones, es decir, de la expresién

(fog)(x) =%-

A
Como podemos notar, eh esta expresion tenemos dos fracciones, la principal que

divide 1 entrs % v €l denominader por sl misme, que divide 3 entre x. Recordemos

que al obtener dominics de funciones que incluyen fracciones, debemos asegurarnos
de que los denominadores no sean iguales a cerc. Entonces, la fraccion principal se

indefiniria cuando P C, pero esta ecuacion no tiene soluciorn; entonces, la fraceion
principal no se indefine nunca y ahi no hay problema. La segunda fraceion, <5 inde-

fine cuando x = 0, por lo que el valor x = 0 no puede ser parte del dominio de {fog)(x).

Ejemplo 39
Sif{x)=x* y g(x)=vx -1, hallar (fog}{x ysu dominio.
Solucidn

2
Primero, hacemos la composicién, {fog][x}:(vx —1) = x —1, donde. en el ultimo
paso, eliminamos la raiz con el exponente.

Comeo dijimos antes, si al simplificar la expresion de la composicidn se elimina una
raiz de indice par, he es confiable obtener el dominio de la expresidn simplificada,
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pues, si en este caso lo hiciéramos asi, tendriamos que ¢l dominic serian todos los
reales, lo cual no es cierto. Para prokar esto, podriamos evaiuar 1fog}{—2), que nos da:

(fog)(-2)=t{g(-2) = r[V-2-1)=r(-3]

Peroc, como podemos observar, V-3 no es un niimero real. Entonces, no podemos eva-

luar :fog){—2) ¥, por tanto, x = —2 no estd en el dominio de (fog)(x). Asl, comprobamos
cue efectivamente el dominio ne pueden ser todos 1os reales. Nuevamente debemos
abtener €l dominio de la expresion anterior a la eliminacién de la raiz cuadrada, es

. =
decir, de la ecuacién (fog)(x)= ('v‘ X - 1) . Entonces, para hallar el dominio, debemos

asequrarnos de cue x — 1 > 0, ¥ 250 sucede cuando x > 1, por tantc el dominio es el
intervalo [1, o).

Ejemplo 40
Si £{x) = ¥x" +1, g(x)=—2_ y h(x)=|x|. hallar (fogoh)(x) y (hogof)(x)

Solucisn

Ahora, para este ejemplo haremos composiciones de fres funciones siquiendo el mis-
mo procedimiento. Tenemaos gue:

(oger)(x) =g (G = o (D)= =

(rogef )= hlg (1)) = g ¥ +1)= [sz il—z}=i%‘xz il—z
Ejemplo 41
Si F(x)= Jlfgx y F{x)=(fogoh){x), hallar f(x), g(x)y h{x).
Solucion

Adqui ya nos dan una funcion compuesta ¥y debemos dar las funciones con las cuales se
formé. Acrui no hay un procedimiento analitico que seguir, solo es cuestidn de visua-
lizazrlo. Después de un rate de analisis, determinamos que las funciones pueden sex:

f(x):w";
g{x)=—"
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Camec se puede observar, esta no es la unica respuesta posible; por ejem-
3x
Nx =‘J'r; gix )=
plo, f{x) glx)=r"07
F{z)={fogoh){x), sin embargo este es un caso trivial. Por lo genezral, se desea que

y hix)=x son otas funciones que cumplen

ninguna de las funciones sea la funcién identidad fix) = x.

Ejemplo 42

Escribir una 16rmula qite propercione el Area de un tridngulo equilatero en funcién de
la longitud de uno de sus lados.

Solucion

{ 4
En ¢l ejemplo 19 {seccién 3.3) se llegé a 1a formula A{p) = —35 que proporciona el

area de un triangulo equilaters en funcién de su perimetro. Como ya sabemos que
el perimetro en funcidn de unc de los lados es p{f) = 3/, la férmula que proporcio-
na el area en funcién de unc de los lados es la composicién:

V3@ _ovar _ Var

36 a6 4

(Aop)(1)= 4(p(1)) =

Ejercicios propuestos

En los ejercicios 82 a 87 halla (f + g}fz), if — gi{x), (ig)(x) v [1][3 ), asi como sus
dominios. g

82. f(x)=4,¢g
B3. flx)=x4Lg(x}j=x"+3
84, f(x):i,g{r}=x+l
85. f(x)=vx, g(x)="1-x

86. f[x):-:’i-g, g{x)=X+1

BI. f(x)=

Enlosejercicios 88 a93halla (fog}(x).{gof i(x).{fof ) (%), igog)} ¥}, asi como sus dominios.
B8, f(x)=4+x glx)=-x
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89. f(x)=x", g{x}=—

90. f{x)= Ve, glx)=x+5

al. f[x]=zxx+].g{x}=x—ﬁ
92, f(x]zﬁ;,g[x]zﬁ—z—

1-x

93. f(x)=vVr+3, g(z)=V1-x

Enlos ejercicios 94 y 95 evalia {fog}(1), (gof (0}, (fofi(—2} v {gog){4).

94. 1(x)=¥x, g(x)=2

95. f[x}:‘f‘:z‘, glx)=4x

En los ejercicios 96 y 97 halla (fogoh)(x) y (hogofi(x).

96. f(x)=|x+2

,g(x)=xT‘3. n(x)=—x
97. f(x)= x+4 g{x)=%'ri—_x‘, h{x}=x*

xr—4

En los ejercicios 98 y 99, Fix) = (fogoh)(x). Halla f(x), g (%) y A{x).

98. F{x)= HE_TX +3

(z-1)°

o Fix= (x—1) +1

100. Encuentra una férmula cue dé &l area, A, de un circulo en funcién de su diametro 4.

101. Una empresa que fabrica cierto producte ha encontrade que pusde modelar su
10000g
q+20

so mensual en délares por €l concepto de venta del producte ¥ g es 1a cantidad
demandada del producto. A suvez, la demanda del productc depende del precic

250000

ingreso con la siguiente funcion {g) =

. 0 < g < 2500,donde /es el ingre-

que la empresa le ponga al mismo de acuerdo con la funcién q{ p} =

189



190  Introduccién a las matematicas. Ejercicios y problemas

a) Escribe una férmula que dé el ingreso en funcién del precio.

b) Cudl seria el ingreso para un precio de $100.007

o) ;Conviene elevar el precic a $120.00? Explica con detalle fu respuesta.
d) ,Cual seria el ingreso si el precic es de $80.007

e) ;Cual es el problema al fijar el precio en $80.007

3.7 Funciones inversas

En esta dltima seccidn del capitulo se estudia cémo obtener la inversa de una funcion.

Las operacicnes matemdticas se presentan en parejas, donde una de estas deshace lo que
hace la otra; por ejemplo, si se suma 3 a un niimero, se vuelve a obtener ese nitmero si
le restas 3; lo mismo ocurre con la multiplicacién y la divisién y con la potenciacién y la
radicacion.

Por ejemplo, si f(x} = x*entonces f{2) = 8; por tanto, la funcién inversa de f{xi debe dar
2 al ser evaluada en 8. Es oportuno resaltar un detalle importante: los valores del domi-
nio de una funcién deben ser, entonces, los valores del rango de su funcién inversa, y los
valores del rango de la funcién seran los valores del deminio de la funcién inversa.

Pero, ;como se obtiene la funcién inversa? Es sencillo. Frimero, considérese la funcidn
f1x} = x* Cuando se le asigna un valor del deminic a x, esta funcién eleva dicho valor
al cubo, entonces la funcién inversa debe realizar la operacién que deshaga la potencia,
es decir, debe abtener la rafz ciibica. Por tante, la funcion inversa de f{x) = x* debe ser
la funcion f'{x)= ¥x. en la cual el superindice —1 a manera de exponente en realidad
representa que esta funcién es la inversa de f. Esta es una notacién comin que se usa
cuando estamos tratando con funciones.

Pero, jcudl seria la funcién inversa de f{x) = x*? 5in duda, podria pensarse que la fun-
cion inversa es f "{x):x/; . Sin embargo, aqui hay algo que debe notarse. Se sabe que
Si2) = 22 = 4 y que entonces f'{4)= Ja=2, v esto cumple con el concepto de funcidn
inversa, pero se sabe también que fi —2) = {—2}? = 4; entonces también deberia suceder
que f ‘Wc}};ﬁ =-2, pero desde luepo esto no es ciertn, parque no se pueden asignar

dos valores distintos a f ~'{4}; como se recordara, en una funcion, a cada valor del domii-

nio le corresponde solo un valor del rango. Esto nos indica que no todas las funciones
tienen inversa.

Para que una funcién tenga inversa, esta debe ser una funcion “unc a uno’, también lla-
mada biuafvoca o invectiva. Una funcidn uno a une es aquella gue nunca repite un valor

de su ranpo; en otras palabras, cada valor de su rango es asignado solo a un valor Gnico
del dominio.
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La grafica de la funcién fix) = x? en la figura 3.54 ayuda a visualizar lo que se acaba de
tratar. Esta funcién asigna cada uno de sus valores a dos valores del dominio (excepto el
cero, gue solo se e asigna al cero) a dos valores del dominio. Por ejempla, el 4 se le asigha
ax = —2yax = 2, como va se habia mencionade. O el 9seleasipnaax = —3yax =3,
etcétera. Esto no puede suceder en una funcién uno a uno.

L

Figura 3.54 Gréfica dc fix] = x%

Sin embarge, aungue f{x} = x? nc sea uno a uno y, por tanto, o tenga inversa, puede
restringirse su dominio para formar una funcién uno a unoe. Por ejemplo, si se define la
funcidén:

flx)=x%x>0

Se estd restringiendo el dominio de la funcién fix! = x? solo a los positivos y el cero.
La grafica se muestra en la figpura 3.55. Esta nueva funcién si es uno a uno v, por tanto,
si tiene inversa, que asi serd la funcién f~'(x)= \G, porque par ejemplo: fi2; = 4y
f Y4} = 2. Ya no existe el problema que se tenia con el dominic completo, dado que
esta vez f{—2) no esta definido.
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R e T
-4 -12 i) -B -6 -4 - ) ! 4 ] E 1 12 "

-2 |

-4

_ﬁ_-

Figura 3.55 Grifica dcf[f.x} =z parax > Q. T

Véanse las praficas de la figura 3.56; en negra aparece f(x) = x%, x > Q; en gris f (%)= Jx
y en gris claro /(x) = x. Notese que las graficas de f{x) y su inversa f ~'ix) son simétricas
con respecto a la recta y = x. Esto siempre sucede con una funcion v su inversa debido a
que, coma ya se dijo, el dominic de una es el rango de 1a otra y viceversa. Esto produce que
les puntos “intercambien sus coordenadas” de una funcidn a otra; por ejemplo, el punto
(2, 41en fix), es el punto {4, 2} en f Y«

i4

o
e
=
P
—
—
=
par

M 12 -8 - % -4 -2

Figura 3.56 Grificas de functones inversas.
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Ejemplo 43
Encontrar la funcidn inversa de f{x) = ¥, ¥ < 0y trazar sus grificas en el misme plano.

Solucidn

Esta es 1a misma funcién con la que hemes venido trabajando hasta ahora, pero agqui
su dominio esta restringido solo a los negativos y el cero. Esto nos indica que la inver-
sa debe tener come rango precisamente todos los niimeros negatives ¥ el cero.

Un procedimientc estandar que nos permite encontrar la inversa de una funcion es

despejar x i o cualquiera cue sea la variable independiente} de la ecuacion de la fun-
cidén original. En este caso al despejar x tenemos:

y=x'
X = i\/;
Ya despejada x, simplemente intercambiameos x ¥ y et la ecuacién:

y=2x

En realidad, como aqui queremos que los valores de la inversa sean negatives. sclo
nos quedaremos con la raiz negativa. Por tanto, la funcidn imversa queda como:

1 {x)=—Vx

En la figura 3.87 podemos ver graficadas fix) en negro v f (x| en gris: como vemos,
se aprecia nuevamente su simetria conrespectoc alarectay = x.

pd!
ﬁ -
a)
2--
X
| } b ' t : i . : i ¢ : 4 >
-4 -12 -10 - -4 —4 -2 1 4 ] 2 H 12 14
_1 |
_4 1
_ﬁ--
_a--

Figura 3.57 {aralica de funciones inversas.
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Ejemplo 44

dx —1
x+2°

Encentrar la inversa de la funcién f {1'} =

Solucidn
Aplicames el mismo procedimisnto del ejemplo anterior; £sto es, despejamos X ¥
luego intarcambiamos x y

:32—1
x+2A

y{r+2)=3x-1
xy+2y =3x —1
xy—3x=-1-2y

x(y—8)=-1-2y

__l+2y
y—3
x=3?+1 s por lo que intercambiando X por ¥, queda:
-y
y=%{i—1;asi que la funcién imversa es
- X
- 2x +1
fix)=2512
(£)=5_,

Ejercicics praopuestos

En los ejercicios 102 a 108 encuentra la funcidn inversa y traza arnbas funciones en el
mismo planoc.

102 f{x)=¥x+1

103, g{x}=(x-2), x>2
104. h{x}=3x+1
105. F{x}:%x—a}
106. G{x)=vx-2

107. H{x)=(x-3) +1

108. f{x)= 1 {grafica tabulando)
X
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En los ejercicios 108 a 113 halla la inversa de la funcidn.

108. f{x)=—2_

110, g{x)=2+1

111. k{x)=

112, f{x)=3%+2

113, f{x)=1=%






Capitulo

Funciones
polinomiales
y funciones
racionales

Al final de este capitulo el alumno sera capaz de:

+ Conocer y operar funciones polinomiales.

+ Realizar divisiones de polinomios.
Obtener e interpretar las raices de polinomios.
Concocer y operar con funciones racionales.

+ Realizar e interpretar graficas de funciones
polinomiales y racionales.
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Introduccion

Las funciones polinomiales y las funcicnes racionales tienen diversas aplicaciones en
fisica y matematicas; por ejemplo, pueden utilizarse para describir el comportamiento
de materiales eldsticos o el comportamiento de poblaciones de animales como funcién del
tiempo. Asimismo, para estimar la variacién de los ingresos y egresos de una empresa
como funcién del tiempo. Pueden modelarse como una funcidn polinomial de tercer o
cuarte grade para estudiar las raices de la funcién y sus puntos extremos, con el fin de
obtener informacién util de en gqué momento es conveniente aumentar o disminuir la
produccién de una empresa; incluso, se puede predecir el comportamiento de las ventas,
suponiendo que estas siguen un modele pelinomial conccide.

Como se estudia en el capitulo [, un polinomia es una expresién que puede escrihirse

como la suma de uno o més términos de [a forma ax"x,*---x =, donde 4 es una constante

Y X, X ... X_50n las variables elevadas, cada una, a una potencia #_.

4_1 Funciones polinomiales

Para iniciar esta seccion, primero se hace un breve repaso de la definicion de polinomios,
a fin de recordar este concepto que seré de gran utilidad a lo largo de todo este capitulo.
Asi, la forma estdndar de un polinoinio en una variable x es:

n n-1
ax"+a _x" +---+ax+a,
Donde los coeficientes #_ son constantes y # es el grado del polinomie.
A su vez, una funcidn polinomial es una funcion dada por la siguiente relacion:
. Ul n—1 .
fix—ax"+a x" +--axta

Dondea_# 0y nes el grado de la funcién polinamial. A menos que se indigue otra cosa,
el dominio de la funcién polinomial son los niimeros reales [

Como se trata en capitulos anteriores, algunos casos particulares de funciones polino-
miales son:

+ Sin=0,fx) = a,eslafuncién constante y su grifica es una recta horizontal.

» Sin=1,flx) =ax+ a,eslafuncién lineal y su gréfica es una recta con pendiente

a,.

o Sin=2f(x) =ax’+ ax+ a,eslafuncion cuadrética y su grafica es una pardhola.

Funciones con potencias enteras

Si fes un polinomio de grado 'y tados los coeficientes son cero, excepto & , entonces fix)
= a x", donde g+ 0. Asi, si n = 1, la grafica de f{x] es una linea recta que pasa por el
origen. Pero si # = 2, la grafica de f{x) es una pardbela con vértice en el origen. Si # es un
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entero impar, entonces f{x] es una funcion impar y ta grafica de fix) es simétrica respecto
del arigen. Por otre lado, si 1 es un entero par, entonces f{ x) es una funcion par v la grafica
de fix) es simétrica respecte del eje y. Las fipuras 4.1a y 4.1b muestran las graficas de las
funciones impares f{x} = &’ y fix) = 23, respectivamente. Mientras que las fipuras 4.2ay 4.2b
representan las graficas de las funciones impares: fix) = ¥ vy fix) = »*, respectivamente.

&
L

S

'
t
-1

[h] b

Figura 4.1 Grificas de funciones impares. a) Grifica de la funcion f{x) = x. by Grificade la funcion fx) = x*.

L]
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+ ] > -t 2 - 1ot or
H i -1 -1 a 1 1
v I I
H
-|.L -1+
!
_1J;. 1L
1
-2 RS
3 b

Figura 4.2 Graficas de funcioncs pares. a) Graiica de la funcion f{x] = x% b) Grifica de la funcion f{x) = x*.
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Sific) = 0, entonces a ¢ se le conoce como una raiz (o un cero} de la fancion polinomial

fx)

4.2 Divisidén de pelinomiocs

Como se ve en la seccién 1.4, del capitulo 1, si un polinomio glx) es un factor de ctro
polinomio f{x), entonces se dice que f{x) es divisible entre g(x). Asi, por ejemplo, x> — 1
es divisible entre x — 1 y también entre x + 1. De ctra manera, si un polinoniio no es di-
visible entre otro, es posible emplear la técnica de la divisién larga para hallar el cociente

y el residuo, como se desarrolla en el siguiente ejemplo (véanse también los ejemplos
15 y 16 del capitulo 1):

Ejemplo 1
Encentrar el cociente y el residuc de los polinomics
fixy=2x -3 +3ygx)=x+x— 1

Solacidén

Primero, ordenamos los términos del dividendo y del divisor en potencias decrecien-
tes de x. Enseguida, insertamos los términos con coeficiente 0 y usamos el escuema
de divisién larga.

2x* _-3x+5
x*‘—l—x—l) ax*—x 4443
—2x' —2x° +2x¢

—3xi4axt
+3x* +3x%-3x
5x%-3x+3
—5x%_Bx 45

—-8x+8
De esta manera, el cociente es 23 — 3% + 5 y el residuo es —38x + 8. Por tanto:

1 k1
2X —X"+3 _ogut_3p.g54 —Bx +8
2 4x-1 2 +x-1
Es decir:
2x* —x°+3=(2x* -3x +5){x¥*+x -1)-8x+8

Por ditimo, podemos comprobar esta igualdad desarrallando el lade derecho y corro-
korande que es igual al lado izquierdo:

(2x* -3x+8){s*+x-1)-Bx+8
=z2x*4+9x* 2x* 3x* - 3x*+3x45x*+5x-5-8x+8
=2x'—x*+3
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Divisidn algoritmica de polinomios

Sifix) v ¢{x) son polinomios, con g(x) ¥ 0, entonces existen polinomios tinicos g(x} y

r(x), tales que:
Sl (x)+ r{x)

glx) -4 zlx)

Es decir:
flx)=glx)q(x)+rix)

Donde hay dos posibilidades para el polinomic rix); o bien, r{x) = 0 [en este caso se dice

que flx| es divisible entre g{x]], o el grado de r{x; es menor que el grado de g{x).

Por tanto, es posible concluir que si g{x) es de grado 1, entonces #{x) es de grado G v, por

consiguiente, el residuo es la funcién polinomial constante r.

Ejemplo 2

Encontrar el cociente y el residuo de dividir 3x° — 2x* + ¥ — 6 entre x* + &x — 1, me-
diante el usc del método de divisién larga.
Solucidon
Primere, colocamos los polinomics en orden decreciente de potencias de ¥ y luego
procedemos cor la divisidn. Entonces:
Jx -8
x2+2x—1) 3x*-28"+x—86
-3x°-6x"+ 3x
0-8x*+ 4x-6
+8x%+16x -8
20x —-14

Paor tanto, el cociente es 3x — 8 y el residuo es 20x — 14.
Asi ques
-2 +x-6=(3x—-8)(x+2x— 1) +20x— 14

Por iiltimo, desarrcllande el lado derecha, se puede comprobar que coincide con el
lado izquierde.

Ejemplo 3

Encontrar el cociente v el residuo de los polinomios fix) = x* — x 2 — 6x + 3 dividido
entregix) =x— 2.

201
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Solucion

Cormo en el ejemple anterier, primere colocames los pelinemios en orden decrecien-
te de los exponentes de la variable x.

Entonces:

¥*rx—4
x—z] ¥ —x*_6x+3

—x4+2x%
xt-6x

2 4+ 2x

-4x+3
4x -8

-5
En este caso, el cociente es x° + ¥ — 4 v el residuo es el polinomio constante —8§. Asi
que:

3 F
X' -x"-6x+38_ 2 , 4, B
X-—-a X¥-2

E=s decir:

¥'—x*-Bx+3=(x"+x—-4){x-2)-5

Divisidn sintética de polinomios
Como se estudia en la seccion 1.4, “Expresiones algebraicas’, del capitulo 1, cuando se

realiza la division de un polinomio f{x} entre un polinomio de la forma x — ¢, es conve-
niente utilizar el metodo de division sintética.

Ejemplo 4

Usar el método de divisidn sintética para encontrar el cociente y el residuo de la divi-
s5ién de polinomios del ejermplo anterior.

Solucidn

Cornc en este caso ¢ = 2, primero ordenamos los coeficientes de x* —#* — 6x + 3enel
primer renglén de un arreglo de tres renglones y luego kbajamos el primer coeficien-
te, en este caso 1. Enseguida multiplicames por 2 (en este casc, ¢ = 2) y lo ponemos
en el segundo renglon, para sumarlo al -1, que es el coeficiente del segundo términe
(—x1. Acto seguido, escribimos el resultads en el siguiente lugar del tercer renglén y
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repetimos esta secuencia (1 x 2 = 2, que ponemeos abajo del —€, 1o cual al sumar nos
da —4, etc.) hasta llegar al ditimo coeficiente del arreglo. Entonces:

z|1 1 -6 3
2 2 -8

1 l -4 -5

Comoao podemaos ver, los primeros términes del tercer rengldn {en este caso: 1, 1 y —4)
son los coeficientes del cociente, mientras que el tiltimo término del tercer renglén
{en este caso: —5) es el residuo. Es decir, al igmal cue en &l ejemplo anterior, el co-
ciente es ¥* + x—4 y el residuc es —&.

Ahara, para continuar con el tema de estudio de este capitulo, resulta pertinente enun-
ciar el teorema del residuc.

Teorema del residuo

Cuando un polinomio f{x} se divide entre un binomio x — ¢, entonces ¢l residuo es fic).

Ejemplo 5

Demostrar el teorema del residuo.

Solucidén

Por el algoritmo de la division, sabemeos que existen polinomics gix) ¥ rix), tales gque:
fx) = qlz){x—c) + rix}

Dado que el grado de r{x) es menor cque €l grado de x — ¢, es decir, menor que 1, en-
tonces el gradoe de r{x) debe ser 0. Asi que r(x) e= una constante, lamémeosla r.

De esta manera, para toda x tenemos que:

flx) = quxpx—c) +r
En particular, sea x = ¢, asi que

fic) =gicife—¢cj +r
Esto es:

fic)=r
Asi que:
fix) = gx){(x—¢c) + fic;

En otras palabras, fic) es el residuc de dividir f{x) entre (x — ¢), que eslo que queria-
mos demostrar.
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Ejemplo §

Verificar el teorema del residuo cuandao se divide ¢l polinomio x* — ¥ — 6x + 3 entre
x—2.
Solucidén
Primero, evaluamos el polinomio dadoenx = 2:
fl2y=2"-2"-6{(2)+3=-5

Como podemos observar, este coincide con el residuoc encontrado en los dos ejem-
plos anteriores y da soporte al tecrema del residuo.

Ejemplo 7

Usar el métoede de division sintética para caleular el residuo de la siguiente division y
verificar el resultado usando el tecrema del residuo.

2x*—2x"+8x
x+3

Solucién

Primero, colocamos los coelicientes del primer polinomic en crden decreciente de
los exponentes de x, agregando el cerc para los exponentes que 1o estan presentes.
En este caso, € = —3, asi que la division sintética queda:

312 0 -2 8 0

-8 18 -48 120

2-6 18 -—-40 120

Come podemos ver, 2l cociente es 2x° — 83 + 18x — 40 y el residuc es 120.
Por otro lade, de acuerdo con el teorema del residuo, vemes que:
£F—3)=34(—3)*—-2{—-3)+8{—3)=162—-18 — 24 = 120

Asi que este también coincide con el resultado anterior.

Ejemplo §

Usar el método de division sintética para encontrar el cociente y el residuo cuando
2x7 —4x® —7x* + 6x — J se divide entre x—2 y verificar el resultado usando el tecrema
del residuo.

Solucién

Come enlos ejemplos anteriores, primero ordenarcs los coeficientes del primer po-
linomio en orden decreciente de potencias de x, agregando 0 para las potencias que
no estan presentes. En este caso, © = 2, asi que la division sintética queda:
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22 0 -4 -7 3] -3

4 8 8 a 16

a2 4 4 1 8 13

Por tanto, el cociente es 2x* + 4x° + 42 + ¥ + By el residuo es 13.
Por otro lade, fi2) = 2(2)° —4{2)* —7(2)?+6(2) 3=64 - 3228+ 12-3 =13, 1o

cual coincide con el teorema del residuo, que establece que si f{x) se divide entre
X—c,entonces fic) = res el residuo.

Asl, en este caso, tenemos gue:
f2y=13

Ejemplo 9

Encontrar ¢l cociente y el residuo de dividir 4x* -2x +7 enfre x + ';T

Solucion

Una vez mas, primero usames la division sintética, crdenando el polinomio dividendo
en potencias decrecientes de x v agregando un cero en el término que falta para x°.
Entonces:

2
2
4 -2 —1 18
2
15

Asi que el coclente es 4x° — 2x —1 y el residuo es —.
o 2
Lo cual se verifica comprobando que:

4x* —2x +7=(4x* —23—1)(3 +%)+%

Un corolaric importante del teorema del residuc que vale la pena resaltar es el teore-
ma del factor el cual establece que un polinomio fx] tiene un factor x — ¢, si y solo si
fle) = 0. Asique x — ces un factor de un polinomio si y sole si ¢ es una raiz de!l polinomio.
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Ejemple 10
Demostrar ¢l teorema del factor.

Solucidn

Por el teorema del residuc sabemos que cuando fix) se divide entre x — ¢, el residuo
as fic). Bi ¢ es un cero de fix), entances fic) = 0. De esta manera, por el tecrema del
factor tenemaos que:

fx) = qlx)(x — ¢} + fic) = gx)(x — €]
Esto significa que x—c es un factor de fix).

De manera inversa, suponemocs cque ¥ — ¢ es un factor de £{x}, ast que cuando {{x) se
divide entre ¥ — ¢, €l residua debe ser cera. Por el teorema del rasiduo, el residuo es
fic), asi que fic) = 0.

Ejemplo 11
Usar el teorema del factor para verificar que x — 2 es un factor de x* — 16,

Soluciéon
Seafix) =x' — 16, as{ que:
R2)=(2)¢—-16=16—-16=10

Entonces, x — 2 es un factor de iz

Ejemplo 12

Usar la férmula cuadratica y el teorema del factor para factorizar:
a) ¥ —-Bx+2

b) ¥ —dr+ 12

Solucion

a) Las raices de fix) = ¥* — Bx + 2, es decir, las soluciones de #° — 8x + 2 = 0, las
encontramos usando la formula cuadriatica.cona = 1, b= —8yc =£.

xzsi\fﬁg—szsi;fs_a:ﬁm

&

Come los ceros (es decir, las raices son4 + J14 .los factores de f(x) son:
::—(4+J11] v :.:—(4—\@)
Asi que el polinomio original se puede factorizar como:

xt-Bx+2=(x - 4+ V1a)(x —a—V1a)=[(x —4)+ Via]|(x - 4)- V14|
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b} Como en el inciso anterior, usamos 1z férmula cuadratica para hallaz los cezos del
polinomio fx) = ¥? — 4x + 12; es decir. las soluciones de la ecuacidn

F—4x+12=0,cona=1,b=—-4yc= 12

Entonces:

x

_as16-48 _AEN32 o, foia4aai
s 2

Como las raices son 2= 22 .1os factores de fix) son:

x—(z+z~J'§j] y :—(z—z«ﬁ;‘]

De esta manera, podemos factorizar el polinemio original como:

x*—ax +12=(x -2+ 2V2i){x - 2- 2v2i) =z - 2)+ 2V2i|(x - 2) - 2V2i]

Ejercicios propuestos

1. Usa el matodo de division larga para hallar el cociente y el residuc de dividir
¥*—x*+lax+25enfrex — 3.
)

f
2. Encuentra &l cociente y el residuo de dividir ——

g(x)
Siflx) =6x% — 188+ 9x2 — 4 ygx) =2+ —x - 3.
. . F Jr}
3. Encuentra ] cociente y el residuc de dividir T“j
g X

Sifix) =8x%— 148* -9x + Tygix) = 4x — 1.
4. Encuentra €] cociente y el residuc de dividir
8x° —8x* — 24x° + 29x* + 13x — 13 entre 227 + x — 4.
5. Encuentra ] cociente y el residuc de dividir
3x° — Tx¥+ Bx*+ Bx—Benrex® —x+ 2.

6. Usa el método de divisién sintética para hallar el cociente y €l residuo de dividir
los polinomics del ejercicio 1:x* — x* + 12x + 2B entre x — 3.

7. Usa el método de divisién sintética para hallar el cociente v el residuc de dividir
X'+ 8x*+ 10x2 — 8y —Bentrex + 2.

8. Usa el meétodo de divisién sintética para hallar el cociente y €l residuo de dividir
2x* — Bx° + 6x — J entre x—é.
8. Encuentra el cociente y el residuc de dividir 3x* + Bs* —x*+ 7x + 2entre & +§.

10. Encuentra el cociente y el residuc de dividir x* —16 entre * + 3x +1.
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11.
12.

13.

14.
15.

16.
17.
18.
19,

Encuentra ei cociente y el residuo de dividir x* —3x* + x + Sentre x — 2.

Verifica el tecrema del residuo cuando se divide el polinomio 2x% — x2 + 5y + 2
entre x — 2.

Verifica el teorema del residuc cuando se divide el polinomio 255 + 5x? — 3x —8
entrex + 3.

Usa el teorema del factor para verificar que x — 3 esun factor de x* — 27.
Usa el teorema del facter para verificar que x + 4 es un {actor de

X3+ 2xi—8x + 12
Usa la #érmula cuadratica y el teorema del factor para factorizar x* + 5x —3.
Usa la formula cuadratica y el teorema del factor para facterizar x* + 8x — 6.
Usa la formula cuadratica y el teorema del factor para factorizar x* + Ix — 2.

Usa la #ormula cuadratica y el teorema del factor para factorizar x* — 6x + 10.

4.3 Raices de polinomios
Teorema fundamental dei dlgebra

Todo polinomio de grado positive, con coeficientes complejos, tiene por lo menos una raiz
compleja.

Como consecuencia del teorema fundamental del algebra se tienen los sipuientes
corolarios:

L.

2,

Todo polinomic de gracdo positive # se pueade factorizar de la forma:
Px)=a, (-1 )(x—r){s-r)

Dende a_ es el coeficiente principal de P{x}) y las r, no son necesariamente distintas.
Si en la factorizacién x — r, ocurre m veces, entonces se dice que r, es un cero de mul-
tiplicidad m. Sin embargo, no necesariamente es posible encontrar la factorizacion
usando métodos algebraicos exactos.

Un polinomio de grado # tiene a lo mds # raices complejas. Si una raiz de multiplici-
dad m se cuenta comao m raices, entonces un polinomio de grado » tiene exactamen-
te # raices.

Ejemplo 13

Escribir el polinormio P{x} = x* — Tx°+ 13x* + 3x — 18 come el producio de factores
de primer grado, dado que 3 es una raiz de muitiplicidad 2.

Solucidén

Dado que 3 es una rafz de multiplicidad 2, existe un peolinomic gix) tal cque
Pix) = ix—3)* g{x). Para encontrar g{x:, usamos el esquema de divisidn sintética entre
¥ —c,conc = 3. Asl:
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3;1 -7 13 3 -18

3 -12 3 18

3‘1—4 1 6 0

3 -3 &

i -1 -2 0
Asl que
Py=(x-3x- x> -x-P=(x—-3)x—-3)(x-2)x+ 1)

Ejemplo 14

Escribir el polinomio Plx) = x* — 9x* + 28x2 — 36x + 16 come producto de factores de
primer grado, sabiende que 2 s una raiz de multiplicidad 2.

Solucion
Dado que 2 es una zaiz de muitiplicidad 2, existe un polinomic gix) tal que
Piz) = (z—2)° gix). Entonces, para enconfrar gfx) usamos el escquema de division sin-
tética entre x — 2:

21 -9 28 -36 16

a -14 28 -1&

3‘1 7 14 -8B O
2 —10 8
1 -5 4 0

Asique Plx} ={x — 2)x—2){x* - Bx+4)=(x—2){x — 2){x — \){x — 4).

Tecremas de las raices de un polinemio

1. St Pix) es un polinomio con coeficientes reales v si z=a—&i es una raiz compleja
de P{x}, entonces el complejo conjugade z = a— bi también es una raiz de P{x}. Esto
es, [as raices complejas de un polinomio con coeficientes reales ocurren en pares de
complejos cenjugados.

2. Cualquier polinomio de grado n = © con coeficientes reales se puede factorizar por
completo usando factores lineales y cuadréticos, multiplicados por el coeficiente
principal del polinemio. Sin embargo, no necesariamente es posible encontrar la
factorizacion usando métados algebraicos exactos.
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3. Si Play=ax"+a_x""'+--+ax+a, es un polinomio con coeficientes enteros y

r=2 o5 una rafz racional de P(x), en los términos mas bajos, entonces P debe ser

4q
un factor del téérmine constante 4, y g debe ser un factor del coeficiente principal .

Ejempla 15

Escribir el polinomio P{x) = 3x* + 6x% — 9x — 30 como producte de factores de primer
gradoe, sabiendo que —2 — { es una raiz, y encontrar las raices de P{x.
Solucion
Dadc que Pix) tiene coeficientes reales y —2 — { es una raiz, esto significa entonces
que —2 + { también es una rafz. Por tanto, existe un polinomioc gix} tal que

Pix) = [x—(-2 — D][x—(-2 + D]g(x).

Entonces, para encontrar g ) usamos el esquema de division sintética entre x — ¢,
gonec=—-2—-iyc=—2+1

-2-if3 8 —g —30
. —6-3i —3+6i 30
—z+fﬂa Y —12+8Bi 0
—6+3i 12-6i
3 -6 0

Asique
Pry=x—(—2-0]x—(—2+ }]{3x— 6)

Lasraicesde Pixison:—2 — 1,2 +iy2

Ejemplo 16

Encontrar un polinomio Pix) del menor grado posible, con coeficientes reales, tal que
—1 es una raiz de multiplicidad 3, 3 es una raiz de multiplicidad 2, Cesunaraizy 4 +
2i es una raiz.

Solucién

Dade que Pix) tiene coeficientes reales y que 4 + 2{ es una raiz, entonces ¢ — 2i tam-
bién es una raiz. Por tanto, podemos escribir:

Pr)=ax— (—-1)PFlx-3%x - 0)[x — (4 + Bfi][x — (4 — 2i"}
=alx+ 1Pxr -3 x[{x -4 - 20][{x — 41 + 21]
=alx+ 1P3¥x—-3Px{x?*—8x+20)

Decnde 3 es url nimero real distinto de cerc.
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Ejemplo 17

Encontrar un polinomic Pix) del menor grade posikle, con coeficientes enteros, tal
que é % y —?2 sean raices (ceros) del polinomio.

Solucion
En este caso, escribimos:

R k!
e g Yo
sy

o2

= b(2x —1)(3x — 2){6x + 2)

Donde b es un numero entaro distinto de cera.

Teoremas usados para localizar raices de un polinomioc

L. Teorema del valor intermedio: Dade un polinemic fx) con a < b, si fla) = fib],
entonces f{x) toma tocos los valores entre fla) y f{b) e el intervalo abierto {a, b).

2. Corolario: Para un polinemic fix), si fla) v fi b) tienen signos epuestos, entonces fi x)
tiene por lo mencs una raiz entre g y b.

Esto significa, por una parte, que si los términos en el tercer renglén de la divisién
sintética de fix) entre (x — ri son tedos ntmeros positivos para alguna r > 0, enton-
ces res un limite superior para las raices de f{x); es decin, no hay raices mayores que r.

3. Silos términos en el tercer renglon de la division sintética de f{x} entre (x — ) alter-
nan en sigho para alguna r < 0, entonces r es un tlimite inferior para las raices de fix);
es decir, no hay raices menores que r.

Cabe resaltar que todas las funciones polinomiales son funciones continuas; es de-
cir, que sus graficas se pueden trazar sin ninguna interrupcion. Una funcién polino-
mial puede tener varios puntos mdximos o minimos locales llamados usualmente
puntes extremos de la funcién.

En un punto extreme, ka funcién f{x) cambia de una funcién creciente a una funcién
decreciente, o viceversa. Asimismo, se cumple que un polinomio de grado » tiene a
lo méds # — 1 puntos extremos.
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Ejemplo 18

Probar que fix) = 2x° — 8 tiene una raiz entre 1 y 2.

Solacidén

Primero, evaluamos fil) = 2(1FP -8 =2 -8=-6vf2) =22 -8=16 -8 =48

Vemos que fil) y 12 tienen signes opuestos, asi que el polinomio f{) tiene al mencs
una rajz entre 1 v 2.

Ejempla 19

Mostrar que fix| = 2x° — 28* + 652 + 2% + 8 tieneunaralzentre -2y -1.

Solucidn

Una manera en la que podemos proceder es usando el método de divisidn sintética
entrex — ¢,conc = —2y ¢ = —1, para gvaluar i —2) y fi —1). Entonces:

—2] 2 0 -2 6 2 8
-4 8 -—i2 12 —-28

—-1] 2 0 -2 6 a
-2 2 cC -6

2 -2 ¢ 6 —4 12

Como podemos ver fi—2) = 20y fi—1) = 12. Como fi—2} y £—1) tienen signos
opuestas, por el corclario del teoTema del valor intermedio, sabemos que el poline-
mio {1x) tiene por 1o menos una raiz entre -2 y —1.

Ejemplo 20

Encontrar el entere positive mas pequefio ¥ el enterc negative mas grande que cons-
tituyan, respectivamente, los limites superior e inferior de las raices del polinomio
fix)=x*—2x%* — 4x? + 3x — 6.

Solncion

Usamos el método de divisidn sintética entre ¥ — ¢, con ¢ = valores sucesivos de ente-
ros, desde un nimero negativo apropiada hasta un nirmero positivo apropiado (pero,
an este caso solo se muestra el dltimo renglén de la divisidn sintética i:
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o
I
=]
|
B
[ £}]
I
(4]

-4y 1 -6 20 77 302
-3 I -5 11 -3 84
-2 1 —4 d -3 4
-1 1 -3 -1 ¢ 10
e I -2 —4 3 -8
i] I -1 -8B -2 -8
al 1 o -4 -5 -18
3] 1 I -1 g -£€
4] I 2 4 I8 D
5] 1 3 Il 58 2684

Dado que los mimeros del Gltimo rengldn de la division sintética entre x + 2 alternan
de signo v que los nimeres del dltimo renglon de la division sintética entre x + 1 no
alternan de signo, podemos concluir que —2 es el enterc negativo mas grande, el cual
es un limite superior para las raices de fix); esto significa que no hay raices menores

que —2.

Dado gue los nimeros del 1ltime renglon de la division sintética entre x — 4 sontodos
positves y que los nimeros del dltime renglon de la divisién sintética entre ¥ — 3 no
son todos positives, concluimes que 4 es el entero positive mas pequefio, el cual cons-
tituye un limite superior para las raices de fix); es decir, no hay raices mayores que 4.

Para corroborar estas afirmaciones, realizamos la grafica anexa de
fix) =x*— 8¢ — 4x* + 3x — 6 (véase la figura 4.3).

Figura 4.3 Gralica de la funcién fix) =2 — 2x* — 42’ + 3x — 6.

213
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Ejemple 21

Usar el corclario del teorema del valor medic para localizar, enire entercs sucesivos,
las raices de fix} del ejemplo antericr:

fix)=x*—2x5 - 4x* +3x -6
Solucion

B partir de las divisionss sintéticas desarrolladas en el problema antsrior, vemos
que fi —2) v fi—1) tienen signos opuestos, asi que fix) tiene una raiz en ¢l intervalo
(—2, —1).De manera andloga, come £ 3} y f4) tienen signos opuestos, concluimos que
f{x: tiene un cero entre 3 y 4 (véase l1a figura 4.3). Como podemos observar, las otras
dos raices de f{x) son complejas.

Ejemplec 22

Usar el corclario del teorema del valor medic para localizar, entre entercs sucesivos,
las raices del polinomio fix) = x5 — 2x3 + 8x% — 4.

Solucién

Comenzamos usando el método de divisidn sintética entre ¥ — ¢, con ¢ = valores
sucesivos de enteros desde un nimero negative apropiado hasta un nimero positivo
apropiadeo. En este caso, solo mostraremos €l dltimo rengldn de la division sintética:

I g -2 g8 0 —4

-3] I -3 T —13 38 -—i2!
—-2] 1 -2 2 § -8 i2
-] I -1 =i -8 g
0 1 o -2 8 0 —4
1] 1 1 -1 I I d
2] 1 2 2 12 24 44
3 1 3 I a8 BT 257

Come podemos ver. fi—3) y i —2) tienen signos opuestos, asi que fix) iene una raiz
eh el intervalo {—3, —2). En este caso, —3 es un limite inferior para las raices resles
negativas.

Del mismo modo, i — 1) v £0) tienen signos opuestas; asi que f(x) tlene una ralz en el
intervale (—1,0.También f{0) y f1) tienen signos opuestos, asi que f{z) tiene otra raiz
en gl intervalo (3, 1). Ho se pueden aislar otras raices reales positivas a partir de los
datos de la tabla, asi cue £ es un limite superior para las raices reales positivas (véase
la figura 4.4}. Es importante resaltar que las otras dos raices de f{x) son complejas.
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I ¢« v 0 1 1 & 0 ] &
-5 —A -1

Fignra 4.4 Grifica de la funcién fix) =25 — 2¢* + Ba® — 4.

Ejemplo 23
Encontrar las raices del polinomio fix] = x* + 3x? — 43 — 12.

Solucion
A partir del teorema de las raices racionalss de un pelinomioc con coeficientes ente-
I0s, podemos establecer que las raices racionales posibles de fix) son:

Factores de —12  +1 +3, 13, +4, 46, +13

=41, £33, 13, 4, 45, 112
Factores de 1 +1

Ahora, usamos el método de division sintética entre x — ¢, con ¢ = enteros positi-
vos sucesivos a partir de esta lista 50lo se muestra el dltimo renglén de la divisidn
sintética):

1 3 -4 -1z
4] 1 -1 0 -12
3] 1 0 -4 0
-2 1 1 -8 0
-1 1 2 -6 -8
o] 1 3 -4 -12
1] 1 4 0 -12
2] 1 5 8 0
3 1 6 14 20
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Corme podemoes ver, —3, —2 ¥ 2 son ceros de fix). Adermnds, —4 es un limite superior
para los ceros reales negativos de f{x) v 3 es un limite supericr para los caros reales
positivos de f(x|.

Por tanto, izl = {x + 3){x + 2){x — 2).Véase mas adelante la fiqura 4.10.

Ejemplo 24
Encontrar las raices del polinomio fix) = 2x* — 3x% — 1lx + 6.

Solucién
A partir del teorema de las raices racionales de un polinomio con coeficientes ente-
ros, tenemos que las ralces racionales pesibles de fix) son:
Factoresde & t], 124, 13, 14, 16
Fartores de 2 +1, +2

=+] 42, 43, ¥4+ 6+ — +

o | e
b | g

Bhora, usamos el método de divisidn sintética entre ¥ — ¢, conl ¢ = humeros sucesivos
a partir de esta lista. En este caso, solo mostramos el dltimo renglén de 1a divisién
sintética:

2 -3 -1l &

-3 &2 -% 1§ —42
-2{ 2 -7 3 ¢
-1 2 -5 -8 12
a 2 -3 -1 6

i1 2 -1 —-12 -6

2] 2 1 -8 -1z

3 2 3 -2 0

% | 2 -2 -12 ¢

Caomo podemos ver —2, é ¥ 3 son raices de {1x). Ademas, fil) = 6 v fil) = —6 tienen

signos opuestos, lo cual implica que fix) tiene una raiz en €l intervalo (9, 1}, que de
acuerdo con la lista anterior para las raices posibles de fix}, esta ralz debe ser %
& fin de comprecbar esto, usamos la divisidn sintética con ¢ = % (wéase el iltimo ren-
glén de la division sintética anterior). De esta manera, tenemeos que:

fix) = (22— 1)(x+2){(x—-3)
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Solucidn de ecuaciones polinomiales vy graficas de polinomios
A continuacion se presentan algunas afirmaciones que son equivalentes:

L. ces una raiz de Pix).
2, c es una solucion de la ecuacion P{x) = 0.
3. x — ces un factor de P{x}.

4, 5i ¢ esun nimero real, la prafica y = P(x) interseca al eje x en el punto ¢.

Grdfica de una funcion polinomial para la cual se pueden encontrar todos sus factores

Para la realizacion de una grifica de una funcién polinemial, es conveniente seguir los
pasos que se citan a continuacion:

1. Se escribe el polinamio en términos de todes sus factores.

2. Se determina el comportamtiento de los signos del polinomio a partir de los signos de
sus factores.

3. Se recomienda formar una tabla de valores de la funcién.

4. Se construye un bosquejc de la grafica del polinomio con una curva suave.

Ejemplo 25

Construir las graficas de las siguientes funciones polinomiales:
a) fix,=2x*+ 4

b) fix)=(x+2»

ey f(x)= —%{x - 3}5 +8

d) fix)=-3x+1¥-2

Solucién !

a) La grafica de
fix) =2x*+ 4 es '
similar a la gra- :
fica de flx) = x*, i
solo que la pri-
mera se estiza
por un factor de e s R R A R RS E
2eneclejedelas I ’
¥. ¥ se desplaza
4 unidades hacia
arriba (véase la
figura 4.5). Figura 4.5 Grifica de la functon fix) = 2¢* + 4.

!
=L
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b) La grafica de fix) = (x + 2)* es shmilar a ]a grafica de fix) = 23, desplazada 2 uni-
dades hacia la izquierda (véase la figura 4.6).

t
I

L3

1
Figura 4.6 Gralica de la funcian flx) = {x + 2}~

c) La gréafica de f(: } = —é(x - 3)5 + 8 es similar a la grafica de f{x) = x5, desplazada

3 unidades a la derecha, se reduce en un facter de 2 respectc del eje de las v, se
refleja respecte del eje de las p, ¥ se desplaza 8 unidades hacia arriba (véase la

figura 4.7).

FLY Y

b

_i4

-

Figura 4.7 Grifica de la Funcidn f{x) =-é[.::— 3}5 + 8,
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d) La grafica de fix) = —3/x + 1)? —2 es similar & |2 grafica de ¥} = x?, desplazada
I unidad a la izquierda, aumenta en un factor de 3 respecto del eje de las y, se
refieja respecto del eje de las x, v se desplaza 2 unidades hacla abajo {véase la
figrura 4.8).

Fignra 4.8 Grifica de la funcidn fix) = —a(x + 1Y -2

Ejemplo 26
Construir un bosquejo de la graficay = x (x + 2}{x — 1).

Solucion

Comenzamos fonmando la “tabla de signos™ del polinomioc, como se muestra a con-
tinuacion. En esta, primerc notamoes que las raices del polinomie senx = —2,x =0y
X = 1. Luego. dibujames el eje de las ¥ como una recta, con el ¢je positive a 1a dere-
cha, ¥ marcamos sobre este eje las raices del polinomisc. De esta manera, estaremos
formande intervalos abiertos alrededor de las raices.

A continuacion mazcamos en la tabla el signo de cada uno de los factores del poli-
nomio en los intervalos que hemos identificado. Asi pues, vemos que x << 0 en los
intervalos (—~c, —2) ¥ (—2, 0). Sin embargo, ¥ > ¢ en los intervalcs (0, 1} ¥ (1, =),
como podemos observar en el primer renglén de la tabla de signos. De 1a misma ma-
nera, el factor [x + 2) < 0 en el intervalo (—o~c, —2), pero (x + 2) > 0 en los intervalos
(—2,0),(0,1) ¥ {1, ~c). Ver el sequndo renglén de la tabla de signos.

Finalmente, el ultimo factor del polinomio, {x — 1)} < 0 en los intervalos {—~c, —2),
{—2,0), (0, 1}, pero (x — 1} > 0 en el intervalo (1, ) (tercer renglén de la takla de
signos).

219
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signo de x

signo de {x 1+ 2}

il
+ |
i1
H+++

|
|
[ signo de {x — 1)
(

signo del resultado

¥

o]

H]
I+

=

El dltimo rengldn de la tabla de signos es &l signo del polinomio fix); es decir, &l sig-
no del producto de cada une de los factores que conforman al polinomic.
En resumen:

* fi¥y=0enx=-2,0v1
* fixy<<0en{—oc, —2)

* fixy>0en(-2.0)

* fixy<0en(G,1)

* fixj>0en{l, )

Para ayudarnos a construir la grafica de £fix), es conveniente construir una takla de
valores de [(X) para valores de ¥ cercanos a los ceros del polinomio, como se muestra
enlatabla 4.2:

N T e S S S
—12 0 —2 D —0625 | o0 | 8 |

Asi que la gridfica de ¥ = fix) vs. x. queda
como se muestra en la figura 4.9.

Figura 4.9 Grifica det polinomio fix) = x{x + 2){x — 1).
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Ejemplc 27
Construir la grifica del polinomic fix) = x* +3x°* — 4x —12.
Solucion

Enelejemplo 23 vimos que fix) =5 + 3 —dx — 12 = (x — 2)(x + 2)({x + 3). Asi que
va sabemos ¢que lasraices de ix) son —3, -2y 2.

Ya en el ejemplo anierior, pudimos ckservar el signo de cada uno de los factores del
polinomic en cada une de los intervalos alrededor de las raices. Asi que

* (¥ — 2) < Qenelintervalo {(—oc, 2}
{¥ — 2) = G en el intervalo (2, ~c}

(% + 2) < Jenel intervalo {(—oc, —2)
(% + 2) = Cenel intervalo {2, oc)
{x + 3) < G enel intervalo (—oc, —3}

{2+ 3) > Cdenel intervalo i —3, =)

Con esta informacion, ya estamos en posibilidad de construir la tabla de signos del
polinomic. De esta manera. tenemos:

signo de (x — 2} — — — +
signo de {x + 2) — — + +
signo de (x + 3) - + + +
signo del recultado ‘ - + — +
] { L -
x=—3 x=—2 x=2

Como podemoes ver, el tltimo rengldn de 1a takla de signos es el sigrie del polinomio
fix); es decir, el signo del producte de cada uno de los factoras cuue conforman al
polinomio.

En resumen:
* flxi=0enx=-3,-2y2
* fix}<0en(—oc,—3)
fix)>0en{-3,-2)
flx)<0en(-2,2)

flx} = 0en (2, ~c)
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Para ayudarnos a construir la grafica de f(x) es conveniente construir una tabla de
valores de (%) para valores de x cercanoes a las raices del polinomio, como se muestra
en la siguiente takla:

x —4 -3 —2.5 -2 -1 4 1 a 3
fix) -12 0 1.125 ¢ —6 —-12 -1z 0 30

Asi que la grafica de ¥ = fix) vs. x, que vamos a construir queda como se muestra en
la ficara 4. 10.

16T

Y

-

-16 )

Figura 4.10 Gralica det polinomio fTx) = {x — 2)}{x + 2)x + 3).

Ejercicios propuestos

20. Escribe el polinomio Pix) = x* — 3x* — 18x% + 32x +96 como producto de factores
de primer grado, sabiendo que 4 es una raiz de multiplicidad 2.

21. Escribe el polinomio P(x) = x* + 8x* + 2x? — 80x — 75 como producto de factores
de primer grado, sabiende cque —5 es una raiz de multiplicidad 2.

22. Encuentra un pelinomio P;x) del menor gradc posible con coeficientes enteros,
tal que —£ es una raiz de multiplicidad 2, v 3 v 1 son raices da Px).



23.

24.

25.

26.

21.

28.

28,
30.
31.
32.

33.

34,

35.

36.
3%.

38.

38.
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Encuentra un pelincmio Plx; del menor grado posible con coeficientes enteros,
tal que 2 es una raifz de multiplicidad 3, —1 es una raiz de multiplicidad 2 y 4 es
una raiz del P{x).

Escribe gl polinomio Pix) = 3x° — 11x* + 11lx + 5 come producte de factores de
primer grado, sabiendo que 2 + § es una raiz de Pix), y encuentra todas los ceros
de Pix).

Escribe el polinomio Fix) = 4¢3° — 26x% + 64x — 26 como producto de factores de
primer grado, sabiendo que 3 — 2{ es una raiz de P{x} y encuentra todos las raices
de Pix).

Encuentra un polinemic Pix) del menor grado posible, con cosficientes reales, tal
que —2 es una raiz de multiplicidad 3, 1 es una raiz de multiplicidad 2, 0 es una raiz
v 1 — 3fesunaralz

Encuentra un polinomio Pixi del menor grado posible, con coeficientes enterocs,
talcue 1, -2 2 son rafces del polinomis.

Encuentra un polinomic Pix} del menor grado posible, con coeficientes enteros,

tal que i —?2 ¥ _?3 son raices del polinomic.

Prueka que fix) = 3x* — 17 tieneunaralzentre 1 y 2.
Muestra que fix! = 4x°>— Tx? + Btiene unaraiz entre —1 y 0.
Muestra que fix) = —2x* — Bx®* + 2x* + 3x — 6 tiene unaraizentre —2y —1.

Usa el corclaric del teorema del valor intermedio para localizar, entre enteros
sucesivos, lasraicesde fiz) =x* — 4x* - 3x? + 1lx + 4.

Usa el corolario del tecrema del valor intermedio para localizar, entre enteros
sucesivos, lasraices de fix) = x* — 3x3— 6x% + 33x — 36.

Usa el métede de division sintética y el corolario del teorema del valor interme-
dioc para localizar, entre entercs sucesivos, las raices de fix) = x° + 4x? — 4x — §.

Usa el método de division sintética y el corolario del teorema detl valor intermedio
paralocalizar, entre enteros sucesivos, las raices de fix) = x* — 2x°* —17x° + 8x + 31,

Localiza las raices de fix) = x? — 4x% + ¥ + 1 enfre enteros sucesivos.
Construye las graficas de las siguientes funciones polinomiales:
a) fixy=(x+ 1)

b) r(x}=%(4—x)3+z

c) fixy=3x%-8

d) fix)=—2(x+372+6

Construye un bosquejo de la grafica fix) = iz + 3)(x —2). siguniendo el procedi-
miento descrito en el ejemplo 26.

Construye un bosquejo de la grafica fix) = (x — 2){(x + 1}{x + 2){x + 4), siguiendo
el procedimiento descrito en el ejemplo 26.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

Encuentra las raices del polinomio fix) = x* + 4x* — 7x — 10 y realiza un bosquejo
de su grafica.

Encuentra las raices del polinomio f{x) = x* — 2x2 — Bx + 6 y realiza un bosqueijo
de su grafica.

Encuentra las ralces del polinomic fix) = x* — x? —12x¢ + 28x — 16 y realiza un
bosquejo de su grafica.

Encuentra las raices del polinomio fix) = 4x® — 12x* + Bx% + 10x% — 9x + 2 y rea-
liza un bosquejo de su grafica.

Encuentra las raices del polinomio fix} = 8x* — 26z° + 8x + 3 y realiza un bosquejo
de su grafica.

Encuentra las raices del polinomio f{x} = x° + x°* + x — 3 y realiza un bosquejo de
su grafica.

Encuentra las raices del pelinomio fix) = Bx® — 8x* — 4x% + 36x° + 27x — 138y
realiza un bosquejo de su grafica.

Aplicaciones

47.

---L------

Cecnsidera una cartulina rectanguiar como la que se muestra en la figura 4.11.
Esta cartulina mide 15 cm de base y 24 cm de altura. Se desea construir una caja
abierta usando la cartulina y cortande, en cada esquina, un cuadrado de lado
¥ cm, de mode que, al doblar los lados rastantes, se forme la caja. 3i €l volumen
de la caja que se quiere elaborar debe ser de 640 cm?, ;de cqué tamatio, 2, deben
ser los cuadrados que se corten en las esquinas? | Fista: El volumen de lacajaesel
drea de la base por la altura, cuya férmula es: V = A - x. Usa la divisidn sintética y
el teorema del residuc para ¢ = 2, 3, 4, 5, para factorizar el polinomio resultante
y hallar sus raices.}

I

1

HOE W OE W E N W E N En

l-i-r—l-ﬁ-ll-——l——hl-ll-

Figura 4.11
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48. Seva a construir un silo para almacenar grancs de trige. Dicho silo estard formado
por un cilindro vertical con un cocno en su parte superior. La altura total del silo
sera H = 100 crm., el radio de 1a base del circulo serd x y Ia altura del cono superior

serd 2x. Si el velumen del cono debe ser V = 880007

.ecual debe serel radic x de

la base? Veéase la figura 4.12. (Pista: Construye una funcién para el volumen del silo
y relaciona el volumen con un polinomio Pix). Usala division sintética y el teorema
del residuo con ¢ = 18, 20, 22, etc., para factorizar €l polinomic y hallar sus raices.)

Figura 4.12

49_ Se va a construir una tienda de campafia con una lona térmica aislante especial
para resistir bajas temperaturas. Se planea que la tienda tenga una forma de pi-
ramide con base cuadrada de lado x centimetros. En el centro de la piramide se
colocard un poste vertical de altura i = 200 cm, como se muestra en la fiqura 4.13.
Com base en estos datos, encuentra la longitud, ¥, de un lade de la base cuadrada
de la piramide, para que la cantidad de tela que se utilice en los cuatro costados
y en el pisa de la tienda tenga un drea total de A, = 170000 emi®.

o~

ok

3
hd

Figura 3.13 DPirimide cuadrangutar de base x y altura b



226  Introduccién a las matematicas. Ejercicios y proklemas

4 4 Funciones raclonales
Definicion de funcidn racional

Una funcion racional es una funcién que puede especificarse mediante una regla de la
forma:
P(x)

o(x)

Donde P{x} y Qx) son funciones polinomiales. El dominio de la funcién racional es el
conjunto de los niimeros reales para los cuales Q(x) # 0. Normalmente se considera que
Plx)
Q(x)
no tienen factores en comun (véase mas adelante el analisis de casos donde ne se hace
esta suposicion).

f(x)

la expresion racienal estd escrifa en sus términos mas bajos; es decir, P(x) y Q{x)

Ejempla 28
Come ejemplos de funciones racionales tenemos las siguientes:

s f[x}=z—{:,condomhﬂo{xe R|x=0}
X

. gix)= ;—a{—l—ﬁ,c&n dorinio {z e | | x = +4}

* h{x)= (2 +20x —3) on dominio fx € R | 270, 1,~2)
x(x -1){x +2)
. k(x}: , con dominio {¥ = #} (dado que el polinomio del denominador

x*+5

IUnca as cero)

Grafica de una funcién racional

La grafica de una funcién racional se analiza en términos de su simetria, de su intersec-
cién con los ejes, de sus asintotas y del comportamiento del sipne de la funcion. Para la rea-
lizacién de la grifica de una funcion racicnal se sugiete considerar los siguientes aspectos:

L. Si Q{x) no tiene raices reales, la gréfica de es una curva suave para toda x real.

{x
Q(x)
Pix)
Q(x)

valo abierto que no incluya alpuna raiz. La grifica tiene asintotas verticales en cada
raiz de Q{x).

consiste en curvas suaves en cada inter-

2. Si Qix) tiene raices reales, la grafica de

Asistotas verticales

La recta x = & es una asintota vertical en la grifica de una funcion f{x), si cuando x se
aproxima a 4 mediante valores que son mayores o menores que 4, €l valor de la fun-
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cion crece indefinidamente mas allz de cualquier limite, 0 decrece mas alla de todo

limite. A contfinuacién se muestran cuatro casos posibles para la asintota vertical de
una funcion y su notacién comin:

1. Si x se aproxima a & por la izquierda y fix) es positiva v se incrementa mas alld de
cualguier limite, decimos que:

lim f{x)=o0

r—at

Por tanto, la grafica de f{x) queda como se observa en la fisura 4.14, donde f{x) au-
menta indefinidamente conforme x — 1 por la izquierda. Agqui se ha escogido a = 1,
solc como ejemplo, pere la constante & puede ser cualquier ntimero real.

=
—— P

32
¥
24+
16 =
g
—i-k | i I—+- + ' + ——+ t—
0.25 0.5 1.75 1
X
-8 7
Figura 4.14

2. Si x se aproxima a a por la izquierda v f{x) es negativa y disminuye mas alla de cual-
quier limite, se dice que:

lim f{x)=—o0

Por tanto, la grafica de f{x) queda como en la figura 4.15, donde f{x) disminuye inde-
finidamente conforme x — 1 por la izquierda.
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OF— . 95 @3 1

Figura 4.15

3. Siaseaproxima a # por la derecha vy f{x)} es positiva, y esta se incrementa més alla de
cualquier limite, se dice que:

lim fi{x)=oc

x—al

Por tanto, la grafica de fix) es similar a la que se representa en la figura 4.16, donde fix)
aumenta indefinidamente conforme x — 1 por la derecha. Como antes, aqui también
se eligid @ = | como ejemplo; no obstante a puede ser cualquier niimero real.

s

Figura 4.16
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4, 51 x se aproxima a @ por la derecha vy flx) es negativa, v esta disminuye mas alla de
cualquier limite, se dice que:

lim f{x)=—00

xr—g?

Asf que la grafica de f{x) es similar a la que se muestra en la figura 4.17, donde fix)
disminuye indefinidamente conforme x — 1 por la derecha.

L
i 15 15 P

Figura 4.17

Ejemplo 25

Encontrar las asintotas verticales de:

a) flx}= i g
-
d f(x)= xsiﬂ
Solucion

a) Dado quelasralces de x? — 9 son 13, tenemos gue las asintotas de fix) son:x = £3.

b) Debido a que x* + 4 no tiene ralces reales, f{x] no tiene asintotas verticales.

229
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c) Dadoquelasraicesrealesdex?—x — 6 = (x — 4)ix + 3] san 4 ¥y —3, las asintotas
verticales de flxjsonx=4yx = —3.

d) Debidoe a que 13 dnica raiz real de x? + 8 es —2,1a finica asintota vertical de f(z) es
¥=-3a

Ejemplc 20

Encontrar las asintotas verticales de:

Solucion

A primera vista pareceria que {{x tiene asintotas verticales en x + 2, pues estos cons-
tituyen las raices reales del polinomic en el dencminador. Sin embargo, esta expre-
sién para f{x) no esta en sus términces mas bajos; de hecho:
2 _. -2 .
f{x}= z - &x _ x(x-2) =X six#2
¥*—4 (x+2)(x-2) x+2

Cuando x — 2* ox — 2 la funcion no aumenta ni disminuye indefinidamente, asi que
2 no esuna asintota vertical de fix), y la unica asintota vertical de fix) esx = 2.

Asfutatias horizontales

La recta ¥y = a es una asintota horizontal de la grafica de una funcién f{x} si, conforme
x aumenta mas allé de cualquier limite positivo, f(x} se aproxima al valor de 4. o si con-
forme x disminuye mas alld de cualquier limite negativo, f{x) se aproxima al valor de
d@. A continuacién se muestran cuatro posibilidades para la asintota horizontal de una
funcién ¥ su notacién comin.

. Conforme x aumenta indefinidamente, f{x} se aproxima al valor de a por abajo; de
esta manera, f{x) < & para valores grandes positivos de x. Entences, se dice que:

lfm f{x)=a

Por tanto, la grafica de flx} gueda como en la figura 4.18, dende f{x) — 2, conforme
x — . Aquif se ha elegido @ = 2, solo como ejemplo.
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LI

Fignra 4.18

2, Conforme x aumenta indefinidamente, f{x) se aproxima al valor de 4 por arriba. De
esta manera, fx) > a para valores prandes positivos de x. Se dice que:

lim fix)=a

Y la griafica de fix) queda como en la figura 4.19, donde f{x) — 2, conforme x — oc.

Figura 4.19

3. Conferme x disminuye indefinidamente, fi x} se aproxima al valor de & por abajo. De
esta manera, f{x) <X g para valores grandes negativos de x. Se dice que:

lim f{x}=a
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Por tanto, la grafica de f{x; queda como la que se muestra en la figura 4.20, donde
flx} — 2, conforme x — —oc.

Figura 4.20

4. Conforme x dismtinuye indefinidamente, fix) se aproxima al vator de @ por arriba. De
esta manera, f{x) > a para valores grandes negativos de x. Entonces, se dice que:

lim fix)=a

X——

Y la grafica de f{x) queda como en la figura 421, donde fix) — 2, conformex — — .

Figura 4.21



Capitulo 4 « Funcicnes polinomiales y funciones racionales

Para encontrar las asintotas de f{x), sea la siguiente funcién racional:
Plx) ax"+--t+ax+a,

S =G~ b+t bath,

Donde:a #0yb _#0.
Se tiene que:
L. 8in <, ¢l eje & es una asintota horizontal de la grifica de f{x).

a
2. Sin = m, larectay = - es una asintota horizontal de la grafica de f{x).

b
. . b . . .
3. Si# > m, no hay ninguna asintota horizontal para la grafica de fix}. En este caso,
cuando x — cc ¥yx — —¢, flx) — < oflx) — —x.

Ejemplo 31

Encontrar las asintotas horizontales 1silas hay) de:

3 2
f(x}= X+
x-4
Solucion
Primero, podemos escribir como:
2
PR L FELL 8+
T x x 4
]_
X

Vemos que para valores positives grandes de X comeo para valores negativos
. . 3 . -

grandes de x, este cociente tiende a T el cual es el cociente de los coeficien-

tes principales de Pix} v de Q(x). Asl que fix) — 3 conforme ¥ — ~c o conforme

x — —=c. Por tanto,1a recta y = 3 es una asintota horizontal de fix).

Ejemplo 32

Encontrar las asintotas horizontales de las graficas de las funciones racionales
siguientes:

3x?
I =
2 ) x*+8
2
b) flx)=2%

X+68

233
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45
c) fix)l=—
(=) xt -8
2x%+10x -7
d) f{x}:a—
3x"+2
Solucién

a) Dadc cque tanto el numerador como el denominador son peolinemios de grado 3, el
cociente puede escribirse como:

3x* 3x° _x'+8 3
*+8 x° x?

f{x)=
148

3
;-4

Como sabemos. para valores grandes de X, ya sean positivos o negativos, el
cociente tiende a T que €5 el coclente de los coeficientes principales. &s1 que

fix) — 3 ylarecta y = 3 es una asintota horizontal de £x).

h) Dado cmue el grado del numerador €5 mayer que el grado del denominador, la
grdfica de esta funcién no tiene asintotas horizontales.

¢) Debido a que el grado del numerador es menor que el grado del denominador, 21
eje x, es decir, la recta ¥ = 0, es la asintota horizontal de esta funcidn.

d) Dado cue el numerador y el denominador son polinomios del mismo grade, el
cociente se puede escribir como:

10 7
gy YL
Cax*110x-7 2x°+10x -7  3x°+2 1 4
- 2 - 2 - L
Jx"+2 X X 3. 23
x

Para valores muy grandes de x, ya sean positivos o negativos, este cociente tien-

de a E el cual constituye el cociente de los coeficientes principales. Asi que

3

1(x)

flx) —:g asi que y = g es una asintota horizontal de fx).

Asintotas oblicuas

Sea:
_P(x) ax"+-taxta
Q(x) b x"+-+bx+b,

,cena #=0yh #0

f(x)

En el caso en que # = a + 1, se puede simplificar f{x} usando la divisién larga y escri-
biéndola como:
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ey—ax b4 KO
Sf(x) +b+Q(x)

Donde el grado del polinomio R{x) es menor que el grado del polinomic Qfx). Asi que
conforme x — ~ 0 x — —oc, tenemos que fix) — ax + &, de modo que larecta y = ax +
b es una asintota cblicua de la grafica de la funcién fix).

Ejemplo 33
Encontrar la asintota oblicua de la grafica de la funcién:

2x*+2

Ax}l=—
(x) x*+x-3

Solucion
Primerc, usarmos la division larga y encontrames cque:

3
f(x}=ﬂ=2x—z+_u
¥2+xr-3 24+ x-3

Por tanto, conforme ¥ — =~ 0 ¥ — —oc, fenemos que fix) — 2x — Z, de modo que la recta
¥ = 2x — 2 es una asintota oblicua de la grafica de 1a funcidn.

Ejemplo 34

Encontrar las asintotas oblicuas de la grdfica de las siguientes funciones:

z

X
ay f =
) (x} X+3
X3
b flx)=
) {XJ r+3
xX“—6x+2
c} f e
) (X} 3x —8
a_
Q) flx)=—X —2X
x4+ Zx +1
Solucion

a) En este caso, primero usamos el método de division sintética para desarrollar:

x* 9

= = X —|—
x+3 *+3

f(x)
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Conforme ¥ — oc 0 ¥ — —ac, tenemos que fix) —x — 3. Asiquelarectay=x— 3
es una asinfota cblicua para la grafica de f{x).

b) Dado que agui €l grzado del numerador no es igual al grade del denominador +1,
la gréfica de fix) no tiene asintotas oblicuas. Sin embargo, si usames el método de
division sintética para escribir:

E
flx)= X _x?_3xt9- 2L
‘ x+3 x+3
podemos ver que conforme & — ~ 0 X — —oc, X} — X% — 3% + 8, y decimos que

la grafica de f:x) tiende asintticamente alacurvay =x* — 3x + 8.

c} Usamos el método de division larga para desarrollar:
— B2
. -~
f(x)= X —6x+2 x 10 g
3x -8 3 8 3x-B

Asi que conforme ¥ — ~ 0 X — —=o¢, f(x)—p%—l—;, de modc que la recta

10 , . o s .
y= % Y €s una asintota oblicua para la grafica de la funcion de fix).
d) Adquiusamos el método de division larga para escribir:
4x° —2x 4 10x+8
x* +2x +1 x*+2x +1

Asique conformex —cco X — —oc,fix) —4x — B . Asiquelarectay = 4x — Bes
una asintota oblicuz para la grafica de f{x).

Para el esboze de la grafica de una funcién racienal del tipo y= f{x) :%, es necesa-
X

rio llevar a caba una serie de pasos, los cuales se indican a continuacion:

I. Se encuentran las intersecciones de f(x) con el eje x; esto es, las raices reales de P{x)
vy luego se grafican los puntos correspondientes. Enseguida, se encuentra la intersec-
cion de f(x) con el eje ¥, es decir, e valor f{0} [suponiendo que 0 esté en el dominio
de f1x)] y se grafica el punto (0, f{0)). Se analiza la funcion en términos de alguna
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simetria posible, va sea respecto de los ejes {funcién par) o respecto del erigen {fun-
cidn impar}.

2, Seecuentran las raices de (X{x) v se ubican las asintotas verticales de la grafica de f{x)
en el esbozo.

3. Se determinan las asintotas horizontales u oblicuas de la grafica de f{x) v se dibujan
en el esbozo.

4. Se determina si la grafica interseca las asintotas horizontales u oblicuas. En términos
generales, las graficas de y = fix] vy de y = ax + b se intersecaran en las scluciones
reales de f{x) = ax + &.

5. Se determinan, a partir de una tabla de signos si es necesario, los intervalos en los
cuales ia funcion es positiva v en los cuales es negativa. Acto seguido, se establece el
comportamiento de la funcién cerca de las asintotas.

6. Se elabora un esbozo de la grifica de f{x) en cada una de las regiones encontradas en
el paso 5.

Ejemplo 35

Elaborar un esbozo de la grafica dela funcién f(z) = _3

=

Solucion

1

. En este caso, la grafica no interseca ni al eje x ni al eje ¥. Ademas, como

f{x} = fi —x), la funcidn es una funcidn par. Por tanto, podemos decir gque la grafica
tiene simetria respecto del eje y.

. Dado gue 0 es el 1inice cero del denominador, entenices el eje ¥, es decir, 1a recta

X =0, es la unica asintota vertical.

. Debido a que el grado del denominader es mayor que el grade del numerador, el

gje x, es decir, la recta y = 0, podemos afirmar que es una asintota horizontal.

. Dado que no hay una schicién de l1a ecuacién iz = {, podemos afirmnar que la gra-

fica no interseca la asinfota horizontal. X

. 81 x es negativa. fix) es positiva. En caso contraric, si x es positiva, fix) también es

positiva. Asi que:

limf{x)=o0y lim f{x)=cc
x—A —a'

. El esbozo de la grafica de f{x) queda corno se muestra en la figura 4.25.
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Sl g

+ 1 ¥ f —
25 5 Fi} i

3
Figura 4.22 Grafica de f{x}=—
x

-

Ejemplo 36

Construir el esbozo de la graficade f(x) = 10

X+ g
Solacidn

De acuerdo con lo expuesto antes, aplicamos cada uno de los pasos descritos para
construir el esbozo de 1a grafica de una funcién racional.

Dado que fiG) = 2,la interseccion de f{x) con ¢l eje y esigual a 2. Dado que fix) nunca
es cero, no hay interseccidn de fix) conel eje de las x.

Por tanto, podemos afirmar que la grafica no tiene simetria respecto de los ejes ni
raspecto del arigen.

Debido aquex + 5 = 0, si ¥ = —§, podemos determinar que esta es la inica asintota
vertical que tiene la funcion.

Por otra parte, debido a que ¢l grado del denominador es mayor que el grado del
numerador, podemos decir que esta grafica tiene como asintota horizontal al eje x.

En este caso, f{x} = 0 no tiene scluciones, lo cual significa crue f{x) no cruza al ejex en
ningin momento.

Como se observa de la tabla de signos de {ix}, podemos establecer que f{xi es nega-
tiva en el intervalo {—oc, —5) ¥ que #{x) es positiva en el intervalo (-5, ~); por consi-
guiente, lim f{x)=—ocoy im f(¥)=ox

—-5 £——5'
De acuerdo con el desarrollo anterior, la grafica de {12} es como la que se muestra en
la ficura 4.23.
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1 X
Sl
-
2¢]
. . 10
Fignra 4.23 Grifica de f{x)j=——.
x+5
Ejemplo 37
x+2

Esbozar la graficade f{x)="——.

Solucion
Dado que [ (0)= —g, la interseccién conel eje yes —g. Como fix) = 0,six = —2, po-

demos decir que f(x) interseca al eje x enx = —2. Por tanto, la gratica de f{x) no tiene
simetria respecto de los ejes ni respecto del origen.

Debido a que x — 3 = 0, cuando x = 3, podernos decir que esta recta es la dnica asin-
tota vertical de f{x".

Coma en este caso el numerador y €l denominador tienen grado igual a 1 ¥ el cocien-

te de los coeficientes principales es L =1, podemos afirmar que larecta y = l esla
asintota horizontal de fix;. 1

Puesto que f(x} = 1 no tiene soluciones, la grafica de f{2' no cruza su asintota horizontal.

Usande una tabla de signos encontramos que f(x} es positiva en el intervalo {—oc, —2) 1.r

(3.0, ¥ que fix) esnegativaenelintervalo(—2,3),asique lim [ (x )= —oo ¥ hm![x}
Asi pues, la figura 4.24 muestra la grafica de fix). *
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—m—ls—nT—-‘L ..... t + 't:n""tls t —
: 1
I
|
_,}
1
I
1
_.‘,}
4
!
Figura 4.24 Gralica de f(.r)z x+2 .
x—3
Ejemplo 38

Esbozar la grafica de la funcién f (x) =
descritos antes.

5 5 realizando cada uno de los seis pasos
x p—

Solncion

Primero vemos que £i0) = 0; por tanto, podemos decir que f{x) interseca al eje yen
y = 0.Por otro lado, 0 es la linica raiz de f{x), asi que fix) interseca al eje xenx = C; por
consiquiente, la grafica de fix) pasa por el origen. Dado que £ —x) = —f\x), podemos
decir que la funcidn es impar y la grafica tiene simetria respecto del crigen.

Por otra parte, debido a que 2x* — 8 = 0, para x = 12, pecdemos afinmar que estas rec-
tas son las asintotas verticales de f(x).

A suvez, debido a que el grado del denominador es mayor gque el grado del numera-
dor, el eje x es la asintota horizontal. Como fix} = O tiene la selucidn ¥ = §; vemos que
la grafica cruza su asintota horizontal en el origen.

En una takla de slgnos vemos que la funcién s negativa en los intervalos (—oc, —2) v
(0, 2}; asimismo, en esta vemos que la funcidn es positiva para (—2,0) v (2, ).
De esta manera, im f{x)=—oc, lim f(x)=o0, im f{x}=—o0, lim f(x}=n.

P —z T2

r——%& .

La grafica de fix) se representa en la figura 4.25.
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ox
Fi 4.25 Gralicad =- .
igura icade fix) et 8
Ejemplo 39
4
Construir la grafica de la funcién f(x) = ":'X n
x —8

Solucion

Como fix) = 0 sclo six = 0, podemos decir que fix) interseca al eje x en el origen. Por
ofro lado, 1a dinica raiz que tiene la funcidén es eni x = 0, asi que f(x’ interseca al eje
también en el origen. Por ende, podemos determinar que la grafica de X)) pasa por
el origen.

Dado que fix) = £ —x), podemos decir que la funcidn es par y la grafica tiene simetria
respecto del eje y.

Tenemos que x* — 81 = 0.implica que x = +3, asi que podemios afirmar que estas son
las Iineas asintotas verticales de la funcidn.

Puesto que tanto el numerador como el denominador son de grado 4, el cociente de

los coeficientes principales es — = 3, asi que la recta ¥ = 3 es una asintota horizontal
de la funcién. L

Puesto que fix) = 3 no Hene soluciones, esto significa que la grafica de f{x) no cruza
su asintota horizontal.

Una tabla de signos nos muestra cque 1a funcidn es positiva en los intervalos {—»oc, —3)
¥ (3, ac), ¥ que la funcidn es negativa en el intervale (—3, 3). Asi que lim f{x)=c0,
—-X
Im f(x)=—oo, Bm f(x)=—o0, im {(x)=0c
x --3' —3 3
La grafica de fix) se muestra en la figura 4.26.
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e — e - e— } + e + | o f—l—d— - t— b bl — = ———}- p

- -1 -1 £ o 5
I
5+
1
]
N
. - 3x"
Fignra 4.26 Grificade f(#)=-" -
x —8l1
Ejemplo 40
L)
Construir 1a grafica de la fuancidn £ (x) = _23":] o
x p—

Solucidén

Dado que fi0) = 0, ¥ que osta s 1a inica raiz de la funcién, podemos afirmar qus tanto
la interseccion con el eje x como la interseccién con el eje ¥ ocurren en el crigen. Esto
es, la grafica de fix) pasa por el arigen.

Debido & que fi—xi = —fx), 1a funcidn es impar y la grafica tiene simetria respecto
del origer.

Por otro lado, como x* — 18 = 0, cuando x = *4, podemos decir que estas rectas son
asintotas verticales de la funcién.

Puesto que €] grado del numerador es mayor que el grado del denominador en 1,
tenemos que la grafica tiene asintotas oblicuas. Usando una divisién larga podemes
determinar cue:
-2x° 32x

b 4

I _ = — _—
(=) xt—-16 x:—-18

Bhora, vemos que confarme ¥ — ~c, fix) — —2x, asi que la recta y = —2x es la asintota
oblicua de la grafica de fix).

Dado que fix) = —2x tiene el valor cero para x = 0, podemos afirmar que la grafica
cruza la asintota oblicua en el origen.
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Una tabla de signos nos muestra que la funcidn es positiva en los intervalos ( —oc, —4¢)
v (0, 4), mientras que la funcién es negativa en los intervalos {— 4, 0} ¥ (4, ~c). Por tanto,

Eﬂ!{:}zm, Pﬂ![(x]:_m E:_Iin![x]:m, P_Tf[sz—m.

Como la funcidn es positiva para £ < —4 y la funcién no cruza su asintota chlicua.
Vemos que la grafica de f{x) tiende a su asintota oblicua por arriba para x mucho me-
nores que —4. De la misma manera, come la funcion es negativa para x > 4, ¥ como
la grafica de fix} no cruza su asintota cblicua, vemos que la grafica de f{x’ tiende a
su asintota oblicua por abajo para x mucho mayores que 4_La figura 4.27 muestrala
grafica de fix).

50 &
y 5
]
_Iﬂ...._:ﬁ...,_J:u...._:15,..._115...._:5,. 1]- 511%1;2:53:.33
T
e
1
o
. . —2x°
Figura 4.27 Graficade f{z)=— .
x" —16
Ejemplo 41
: - . x*+x
Construir la grafica de la funcion f(x) = —_
X —3x+42
Solucion
Dado que fi0} = 0, pedemos decir que la grafica de f{x) interseca al gje y en 2l ori-
gen; luego, debido a que ¥° + ¥ = 0, cuando x = — 1 o ¥ = 0, entonces decimos que la
funcién interseca al eje x cuando x = —1 ¢ x = 0. &s{ que la gréfica pasa a través del

origen y no hay una simetria obvia para la grafica.

Puesto que x* — 3x + 2 = O para x = | y x = 2, decimos que estas son asintotas verti-
cales de la grafica de fix).

Debido a que tantc €l numerader como el denominador son de grado Z, el cociente

de los coeficientes principales es % =1. Entoneces, y = 1 es una asintota horizontal.

Puesto que fix) = 1 tiene la solucion & = —,la grafica de f{x} cruza la asintota horizontal

afl)
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Una tabla de signos nos muestra que la funcién es negativa en los intervalos (—1, O)
v (1, 2), ¥ que ]a funcidn es paositiva enlos intervalos { —oc, —1],i0, 1) ¥ (&, ~). A=l que
Hmf{x)=o0, imf(x)=—coy Imf{x)=—o0 y lim f{x)=00.

r—l x—i" r—2 -

Ademas, dado que la funcién es positiva para x == 2, vemos que la grafica fix) se
aproxima a su asintota horizontal por arriba. Del mismo modo, para x < -1, {ix) es

positiva; sin embrago, la grafica de f{x) se aproxima a su asintota horizontal peor abajo.
La grafica de f(x) es como la que se muestra en la figura 4.25.

4

_%% 4+

M

4 x
Fi 4.28 Grilicad = ——
igura ralica de f{x) v
Ejemplo 42
z —_—
Realizar un esbozo de la grafica de la funcién £ {x )= — X - 8
x +2

Solucién

Dado que £fi0} = 8, la interseccidn de la grafica con el gje y es en (0, 8}. Como
x* — 16 = 0,en x = 14, Ia grafica de la funcién interseca al eje x en ambos valores,
x=—4yx =4 Ademas, come f—x) = fix),la funcién es par y, por tanto, iene simetria
respecto del eje y.

Luego, como x° + 2 no tiene ceros, podemos decir que la grafica no tiene asintotas
verticales.

Come en este caso tanto el numerader como el dencminader tienen el mismo grado

. - _— 1
v el cociente de los coeficientes principales es ——=—1,tenemos que larectay = —1
os una asintota herizontal. i
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Debido a que fix) = —1 no tiene solucicrnes, la grifica no cruza la asintota herizontal.

Unatabla de signos nos muestra que f{x: esnegativa enlosintervalos { —oc, —4} y (4,2},
mientrasque fix;espositivaer elintervalo{—4,4}). Es:Lque lim f(x) =—lylimf{x)=-1

La ficura 4.29 representa la gratfica de fix).

4
m-

-15 —-1a 0 15
X
_5 ——
—10—
2
Figura 4.29 Graflicade f{x}=— '121126.
Ejempio 43
2
Construir un esbozo y analizar la grafica de la funcién f(x)= E‘T—_g tormando
x" —Bx +15
en cuenta que el numerador ¥ el denominador tienen factores en comin.
Solucidon
Primero, factorizamos el numerador y €l denominador; por consiguiente obtenemos
239 x-3l{x+3) (x+3
F{x)= gx ={‘ ) }=( ).parax#S.
x*—8x+18 (x-3)(x-8) (x-5)
As que la grafica de la funcidn es igual a la gréafica de la funcién g(x)= EX + Eg ex-
x—b

cepto que ¥ = 3 no esta en el dominio de fix).

La grafica de y = f(zi normalmente se representa como la grifica de g{x) con un pe-
quertio circulo centrado en (3, — 3}, lo que nos indica que este punto ne pertenece ala
grafica de fix).
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Dadoque g:0) = _?g' la interseccion con el eje yes _?3 veomogixj =0six=—3,la

interseccidn con el eje x es —3. Por tanto, Ia grafica de gix) no tiene simetria respecto
de los ejes ni respecto del origen.

Bhora, debido a que x — 5§ = 0, cuando x = 5, podemos decir que esta recta esla unica
asintota vertical.

Ya que tanto el numerador como £l denominador tienen el mismoe grado y que el co-

ciente de los coeficientes principales es 1= l,larecta y = 1 &s una asintota horizontal.

Usando una tabla de signos encontramos que la funcidén es positiva en el intervale
(—=, —3) ¥ {8, =}, ¥ que la funcion es negativa en el intervalo {—3, 5). Asi que
lim f(x) = —ocy lim {(x) = oo (asintota vertical), y lim #(x)=1y limf(x)=1 (asin-
x5 —5' r——m x -0

tota horizontal). La figura 4.30 representa la grafica de f(x).

-9

x—8x 415

Fignra 4.30 Graficade fix)=

Aplicaciones

A continuacién se presenta una aplicacién de funciones racionales.
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Ejemplo 44

Modelo poblacional

Hace relativamente poco tiempe, fue descubierta una especie rara de ranas enla sel-
va alta de Chiapas. Para proteger a esta especie, un grupeo de bidlogos ambientales
la declararon en peligro de extineion y, por tanto, se establecid una colonia de estas
ranas en un area protegida. La poblacidn, P, de ranas, t, meses después de que sa es-
tablecis la colonia esta dada por la funcidn:

. 50{1+0.5¢)
plt)=—————=
(2+0.01)
a) Determinar cuantas ranas se descubrieron inicialmente; es decir, ;jcudl es la po-
blacién de ranasent = 07?
b) Establecer cuél sera la poblacién de ranas 5 afios después.

¢) Calcular cudl es la poblacidn maxima de ranas que puede albergar el area prote-
gida. Es decir, ;a qué valor tiende P, conforme f tiende a infinito?

d) Determinar cuanto tiempo debe transcurrir para que la poblacién de ranas alcan-
ce 90% de su valor maximo.

Solucion
a) Para hallar la poblacién inicial de ranas, primero evaluamos Pif) en ! = 0. Asi que:
P{0} = 25 ranas

b} La poblacién de ranas a los 5 afios corresponde a Pit), evaluadaent =5 % 12 = 80
meses. Asi que:

P(60) = 596 ranas

¢} Para hallar la asintota horizontal de P{t) procedemos comc en los ejemplos

anteriores:
50+ 25¢ 50
50(1+ 0.5¢) . B+
p(t)= = = — 2500 ranas conforme ! — oo.
(2+0.01t) 2+0.0X 2

0.01+
H

d) Para determinar cuandoe la poblacién de ranas alcanzara 90% de suvalor maxime,
primerc establecemos que 20% de 2500 ranas son 2250 ranas en total. Luego
igualamos P;f} = 2250 y despejamos I

50 + 25¢

2+ 0.01t

P =2250=

De esta manera podemcs decir que ! = 1 780 meses, lo que equivale a 148.3 afics.
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Ejercicios propuestos

De los ejercicios 50 a 64 encuentra las intersecciones con los ejes, las asintotas de la
funcién racional y esboza la grafica de la funcidn.

50. £(x)= —X_
x—4
51. f(x)= X
x+9
52. f(x) =2
b4
x
83. flx)=
() x*—4
20x
54. f{x)=—+
x) ' +4
3
85. fix)=
(=] x 41
2
56.f(x)= X 5 ': (Pista’ Realiza la factorizacidn del numerador ¥ el denominador.)
X —_

2
57. £(x)= 0%

:xz+25
53.f(:)=%‘ﬁ‘
59. £ (x) =_x52"’_ 29
0. £(x) = 2.::2
El-f(x):x‘il
52.1( J:fz:f:a

4

63. f(x)=——
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x—10
X -5

64 f{x)=

De los ejercicios 68 a 65 construye un bosquejo de la funcidn dada y determina las
intersecciones con los gjes, las asintotas, los intervalos del dominio donds es positiva
o negativa y si tiene alguna simetria.

Sx
65. fiz}=
(=) 16 — x*
3x?
66. f{x)=
tx) x% - 38
2x3
6I.f[z)=
()=
68. f(x)=— > %
) x-3x+2

69. Encuentra las intersecciones con los ejes, las asintotas ¥ grafica la funcion

‘ ¥ xt _x+1
f = .
() x%+1

Aplicaciones

70. La ley de gravitacion universal de Newton permite escribir la aceleracién de la
gravedad de la Tierra como funcion de la altura, A, sobre el nivel del mar. Esto es:

GM

T

g(h)=m

Donde G es la constante de gravitacion universal (G = 6.6738 x 10! Nm¥/kg®;
M_es lamasa de la Tierra (M = 5.8722 x 10* kq} y R, es el radio medio de 1a Tie-
rra (R = 6.373 X 10°m).

Determinar:
a) ;Cual esla aceleracidn de la gravedad a nivel del mar (es decir, para i = 0)?

b) ;Cudl es la aceleracion de la gravedad en la cima del monte Everest, cuya
altura es de 8800 m sobre el nivel del mar?

e) ;Cual es la aceleracion de la gravedad a la altura a la que crbita la Estacion
Espacial Internacional, es decir, a 1 = 336 km sobre €l nivel del mar?

d) ;Cudl es la asintota horizontal de g{#) y come interpretas este resultado?

T1. Un laboratorio especializado estudia una muestra de bacterias para su posikle
uso comercial; dadas las condiciones en las que se cultiva la muestra, la cantidad
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de muestra {en gramos) depende del tiempc ¢ {en dias), a partir del momento en
que se cormenzd el cultive, por medioc de la relacién:

_ 200{2+0.75¢)

P(t)=——"—+

(8+0.25¢)

Determinar:
a) La cantidad de bacterias {en gramos) que se tenia al inicio del estudic.
h) ;Cudl esla cantidad de bacterias que se tiene al cabo de 30 dias?

¢} :Cuil es la cantidad de bacterias {en gramos) a la que se estabiliza la
poblacion?

d) ;Cuinto tempo se requiere para cue la peblacidn alcance 90% de su valor
final?



Capitulo

Funciones
exponenciales
y logaritmicas

Al final de este capitulo el alumno sera capaz de:

+ Definir las funciones exponenciales y logaritmicas.

« Aprender a graficar funciones exponenciales y
logaritmicas.

+ Conocer las propiedades y leyes de los logaritmos.

+ Resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

+ Conocer algunas aplicaciones de estas funciones.
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Introduccion

En este capitulo se presentan dos tipos de funciones especiales que tienen diversas apli-
caciones en la vida diaria, desde demografia hasta medicina. Estas funciones tienen que
ver con la eperacion de la potenciacion, y estin muy relacionadas entre ellas, se trata de
las funciones exponenciales v las logaritmicas.

3.1 Funciones exponenciales

Una funcién exponencial enn su forma mas simple, estd definida come
flx)=a5a>0

donde a debe ser positiva para que la funcién sea continua y, per ende, (til como mo-
delo. De aqui en adelante se supondri que al hablar de una funcién exponencial, la base
es positiva, Obsérvese [a diferencia de la funcién exponencial fix) = a5 a = 0 con la
funcién potencia f(x) = x°. En una funcién exponencial, la variable independiente es ¢l
exponente (de ahi el nombre), mientras que en una funcion peotencia, la variable inde-
pendiente es la base.

+Cudl es el dominio de una funcidn exponencial? 5i @ > 0 como se ha definido, el domi-
nio serdn todos los nimeros reales, porque cualquier niimero positivo puede elevarse a
cualquier petencia. ;Cudl es el ranpgo? El rango es el intervalo {0, ~) porque cualquier
numero positivo elevado a cualquier potencia da como resultado un niimero positivo.

A continuacién se trazard la grifica de una funcién exponencial, la funciéon f{x} = 2= Se
hace tabulandeo, es decir, haciendo una tabla de valores como se aprendio en la seccidn 3.1.

| =27 | A

£+

r

e L3 DO e | M
CO || e DD

—
om
=
Pl
&
&
L
|
[
[
&
E]

1/2

1/4

1/8
1716

Figura 5.1 Grilica de la funcisn fix) = 2=

Al unir los puntos se obtiene la grafica mostrada en la figura 5.1.

En la figura 5.2 se ha hecho un acercamiento a la parte negativa del dominio de f{x) = 2
para notar algo, entre mas negativa es x, la grafica se acerca mas y mas al eje x, pero
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nunca lo tocard, porgue como va se dijo, esta funcion nurica serd igual a cero, es decir,
2% = (0 no tiene solucién; asi que se dice que esta funcién tiene una asintota en el gje x,
cuya ecuacion, segiin se sabe por el estudio de rectas, seria la ecuacién y = 0. La asintota
se marca con gris en la figura 5.2.

45 4 s 1 25 -2 s -1 5 X3 1

&5t

4

Figura 5.2 Grifica de la funcion f{x) = 25

Ahora se graficard la funcidn f{x}) = 3~ para observar qué sucede cuando cambiamos la
base. Nuevamente se hace una tabla de valores y se unen los puntos para obtener la grafi-
ca que se muestra en la figura 5.3 en color negro. La grafica gris corresponde a f{x) = 2%
se ha puesto en el mismo plano coordenado para poder apreciar que cuando la base de
la funcion es mas grande, en la parte positiva del dominio la funcion crece mas rapido
{(se pega mas rapido al eje y), y en la parte negativa del dominio la funcidn decrece més
rapido (se pega mds rapido al eje x).

x| fm=% | |
0 J
1 |
2 g T e s S T T
3 21 +
-1 1/3 “
—2 1/8 “
—— 4
-3 1/21

Figura 5.3 Grificas de f{x} = 2* {en gris) v de f{x) = 37 {en negro).

Hay algo que estas dos grificas tienen en comiin, ademds de que tienen la misma asin-
tota, que ambas pasan por el punto (0, 1). De hecho, sin impertar cual sea el valor de a
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en f(x) = a*, la grafica siempre pasara por este punto debido a que cualquier namero
positivo elevado a la potencia cero da uno.

Ejemple 1

Trazar la grafica de la funcidn f{x) = (%) .Dar el dominia ¥ el rango.

Solucion

No haremos la grafica tabulando, usaremos las transformaciones que se vieron en la
seccion 3.4. Primero observamaos que

rlx)= (3] ) -2

Entonces la grafica de esta funcion es la misma que la de f{x} = 2° pero reflejada
respecto del eje y debido al signo menos que multiplica a la x. La grafica se muestra
en la figura 5.4. El dominio y el rango son los mismes que los de £z = 25, {—oc, ) ¥
(0, ~c}, respectivamente.

b

Figura 5.4 Grafica de la funcion f{x} =2~

Ejemplo 2
Trazar la grafica de la funcidn {(x) = —3* + 1. Dar el dominic ¥ el rango.

Solucian

Partimos de la grafica de la funcion f{x) = 3* que va graficarmos antes y usamecs las
transformaciones de la seccién 3.4. Primero reflejamos la grafica con respecto al eje
X para obtener la grafica de f{x) = —3" gque se muestra en la figura 5.5.
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-

7 4 5 -4 -3

Figura 5.5 Gralica dc la funcion fix) = —3~

Y por tltime desplazamos esta grafica una unidad hacia arriba para cbtener la grafica
de la funcion f{x} = —3* + 1, que se muestra en la figura 5.6 en negro. En gris claro se
ha graficado la asintota, que ahora es larecta ¥ = 1, porque también subid una unidad.
El deminio sigue siende | —n~c, ~c) paro ahora el rango es el intervalo {—~c, 1}.

AX¥
LY

3+

P

b

3 % -5 4 -3 -z A i 2 31 4 5 & 1

Figura 5.6 Grilica de la funcian f{z) = -3 + 1.

Ejemplo 3

Trazar la grafica dela funcion f(xy = 5° ! — 2. Dar dominio y rango. Hallar las intersec-
ciones con los ejes.
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Partimos de la grafica de f(x) = 5*, gue no hemos graficado antes pero tendrd la mis-
ma forma que las de f{x) = 27y {{x) = 3%, solo que crecera aun mas rapido. Su grafica

se muestra en la figura 5.7.

LA

-4 -1 o-m -8 4 4

Figura 5.7 Grifica de la funcian f{x} = 5.

La primera transformacién que aplicaremos serd desplazar la grafica a la derecha una
unidad para obtener la grafica de f{x) = & !.Esta gzdfica se muestra enla figura 5.5.

4

FEN

G4

h ¥

-4 -12 -w -8 -t -4

Figura 5.8 Grifica de la fencian f{x) = 5.

Bhora desplazamos esta grafica dos unidades hacia abajo para obtener la grafica de
fix) = 5! — 2, que se muestra en la fiqura 5.9.
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[
-
n

64

4 12 w8 % 4 -2 |@ 2z 4 & B W 12 T

Figura 5.9 Grilica dc la funcién fix) = 5% '—2,

En la gréafica podemos ver gque el dominio es (—~c, ~c) y el rango es (—2, ~c). Para en-
contrar la interseceidn con el eje y evaluamos la funcion en cero:

f{0)=8"-2=5" —z:é—zz -2

Para la interseccién con el eje x igualamos la funcion a cero y despejamos x-
*r1-2=0
=1 =2

Aqui nos topamos con un problema, ;jcémo despejamos x? Esta es una ecuacion
exponerncial, y para resclverla necesitamos conocer la teoria de logaritmos. que es
el tema siguiente, asi que dejaremos pendiente la solucidn de esta ecuacién parala
seccidn siguiente.

Ahora se introducird un nuevo ntimero, el niimero irracional ¢, el cual es necesario para

graficar la funcién flx) = e* cuyo nombre es funcién exponencial natural.

Ly
. : .y 1
Para encontrar el valor aproximado de e se evalila la expresién ‘1+- para valores de #
"

cada vez mds grandes. Los resultados aparecen en la siguiente tabla.

251
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» o)
1 2
2 2.25
14 259374246
100 2.704513529
1 000 2. 1165283532
10 DOG B.718145927
100 000G 27132682831
I 08 000 2.718580485

L]
1 .
Puede verse que conforme x se hace grande, ¢l valor de (1 +=] parece acercarse al ni-
n

mero 2.7182...; pues esta es una aproximacion al valor del ntumero e. El ntimero ¢ se
conoce come el niimero de Euler ¥ s muy importante en Cilculo.

La funciéon exponencial natural tiene diversas aplicaciones, desde mateméticas financie-
ras, crecimiento de poblaciones, desintegracion radioactiva o circuitos eléctricos, por

citar algunas.

Ejemplo 4
Trazar la grafica de f{x) = e~

Solacion

Tabulamos usando una caleuwladoza para apreximar los valores de la funcién (las
calculadoras cientificas tienen una tecla especial para elevar e a alguna petenicia).La

grafica se muestra enla figura 5.10.

x fix) =e~

g 1

L 2.718281848

a2 7.3850360095

3 20.085536924
-1 3678794412
-2 0.1353355832
-3 0.04878T06837

H @ A 1 4% 4 3 4 r 1 & § ®W B U

Figura 5.1¢ Grifica dc la funcion f{x) = e~
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Como podemos ver, también esta grafica cruza el efe y en 1, st dominio es (—~<, ~c)
¥ su rango es (0, ~c}.

Ejempio 5

Un cultivo de bacterias inicia con dos bacterias. Se reproducen duplicdndose cada se-
gundo. Escribir una funcidén que dé la poblacion p de bacterias en funcién del tiempo
t (en sequndos). ;Cudntas bacterias habra en un minutc?

Solucison

Podemos empezar haciendo una tabla donde observemos cémo va creciendo la po-
blacion de bacterias cada sequndo:

t P(t)
. —
1

2 8

3 16

4 32

Esta tabla debe darnos una idea de como puede ser la ecuacién de la funcién. Sila po-
blacicn se va duplicande, pedemos usar la funcion fx) = 2= Compara esta tabla con
la crue hicimos para trazar la grafica de f{x) = 27 observa que los valores de nuestra
tabla son los de la tabla de f(x) = 2* pero multiplicados por dos, entonces la funcién
gque buscamos es (&) = 2{27).

En un minuto habra por tanto { (60) = 2(2°) = 2.3058 x 10'° bacterias.

Ejercicios propunestos

En los ejercicios 1 a & traza la grafica de la funcion y da su dominio y rango.
1. f{x; =22

2. f(x)=37
3.gx)=—4"°*
4 fixi=e"—3
§.f{x1=5 -2
6. flxi=e"111
1. hix})=—2v*

8. f(x]:—(é]l +4

259
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9. Una pcblacion de bacterias inicia con dos bacterias, una de las cuales se repro-
duce triplicandose cada segundo (las dos bacterias que surgsn de ella también
se triplican cada sequnde v asi sucesivamente), pero la otra bacteria ne puede
reproducirse. Escribe una funcién que dé la poblacidn de bacterias p en funcién
del tiempo { (en segqundes). .En qué mormento habra 59050 bacterias?

10. Una empresa predice que el valor de la misma se duplicara cada atic. 31 se toma
f = 0 como el afio 2012, ;en qué afio el valor de la empresa es de $180000.007,
escribe el valor IV de la empresa en funcion del Hempeo { (en afios}. ;Cual seria el
valor de la empresa en 20197

3.2 Funciones logaritmicas

Primero se definira qué es un logaritmo. La siguiente expresion

log x =y

se lee “logaritmo base # de x es igual a " donde x es el argumento del logaritmo. Esta
expresion guiere decir que

Fr=x

Es decir, un logaritmo es el exponente al que hay que elevar la base para obtener ef ar-
gumento. Por ejemplo, ;jcudl seria el log 87 Para contestar esta pregunta tenemas que
encontrar el exponente al cual se debe elevar el 2 para que dé 8; es decir 3. Entonces
log 8 = 3 porque 2* = 8. Las ecuacicnes log. 8 = 3y 2* = 8 corresponden a las ecuacio-
nes_lcgﬁx = yya' = x, respectivamente.

Stempre se puede pasar de una ecuacién a otra, es decir, de forma logaritinica a forma
expoenencial y viceversa. Por ejemplo, la ecuacion log, 9 = 2, que estd escrita en for-
ma logaritmica, seria equivalente a la ecuacion 3* = 9, que estd en forma exponencial;

1
.. -1 . . , . . x
y la ecuacién 2 =3 que estd en forma exponencial, serfa equivalente a la ecuacion

1 )
log, 3= —1, que esta en forma logaritmica.

Ejemplo §

Hallar el logaritmo y escribir 1a ecuacidn en forma exponencial.
a) log, €4
b) lcu__:;G 1

1
¢} log, EE
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Solucion

Recordemos que un logaritmo es el exponents al cual debemos elevar la base para
obtener el argumento. Entences, en el caso del inciso a), ;a qué exponente hay que
elevar el 4 para cbtener 647 La respuesta es 3. Haciendo el mismo anilisis obtenemos
las siguientes respuestas.

a) log,64 =3
b} log.1=20

1
c) log, Py -2

La forma exponencial de cada ecuacién quedaria coma sigue.

a) 45 =64

b) 6 =1

c) g2 —_L
64

Logaritmos comun y natural

Cuando la base de un logaritimo es 10, se llama logaritmo comtin, debide a que 10 es una
base muy usada. Al escribir un logaritmo comuin, la base se omite, es decir, para escribir
log  x, realmente solo se escribe log x.

Otro tipo especial de logaritmo es el logaritmo natural, cuya base es el niimere irracional

e introducido en la seccicn anterior. Al escribir un logaritmo natural no se acostumbra
ponerlo come lag x sino como In x.

Ejemplo 7
Pasar la ecuacion a forma exponencial o logaritmica segin corresponda.
a) log3x =28
b} Infx+2)=a
c) 10=i=]
1
d} er=2-2
Solucion

Usando las ecuaciones dadas al inicio del tema, donde log_ = yimplicacque 8 =Xy
viceversa, podemos escribir 1a otra forma de cada ecuacicn. Las resultados son:

a) 10°=3x

hy ee=x+2

261
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c) legl =2x+3

d) In(z-2z)=1
X

Ejemplo 8§
Hallar Iz interseceidn con el eje x de 1a funcidén del ejemplo 3 de la seccidn §.1.

Solocién

En dichc ejemplo dejamos pendiente la resolucion de la scuacidn &7 ! = 2, gque nos
daria la interseccion de la funcién con el eje x. Ahora ya podemos resclverla, simple-
mente la pasamos a forma legarftmica para obtener

log2=x—-1
Despejamos ¥ tenemos gque ¥ = log 2 + 1.

Ese es el valor exacto de la interseccidn con el eje x, pero jcudnto vale? El log 2
no es un niimero entero; es la potencia a la que hay gque elevar 5 para obtener 2, v
ciertamente debe ser un mimero menor que 1. Para aproximarlo podemnos usar una
calculadora; sin embargo, no todas ias calculadoras pueden obtener unlogaritmo con
la base que deseemos, muchas solc tienen teclas para los logaritmos comtn y natu-
ral. 81 tu calculadora no te permite escribir la base que quieras, tendras que hacer
un cambio de base para calcular este logaritmo, pero eso lo veremos un poco mas
adelante. 3i tienes una calculadora con opcion de introducir cualquier base, podras
corroborar que la respuesta aproximada es

¥ x1.430677

Lo cual concuerda con la grafica mostrada en la figura 5.8 de 1a seccidn 5.1.

Propiedades de los logaritmos

A continuacién se enlistan algunas propiedades inherentes a los logaritmos que puaden
resultar 1tiles al momento de calcular un logaritmo.

[.log1=20
2. loga=1
3. log a*=x
4 a™ =x

Para estas propiedades se supene que @ = (. Las primeras dos son muy obvias. La prime-
ra propiedad simplamente dice que el logaritmo (con cualguier basel de L es 0, esto de-
hido a que cualguier niimero positivo elevado a la 0 da 1. La segunda dice que cuando la
hase y el argumento son iguales, el logaritmo es 1, esto desde luego es asi perque 4 = 4.
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Si se escribe en forma exponencial la tercera propiedad, indica que a* = &%, lo cual ob-
viamente es cierto. Esta propiedad puede parecer un poece redundante perc es de mucha
utilidad. Se puede resumir como sigue: si se tiene el logaritmo de una potencia, y fa base
del logaritmo y de la potencia es la misma, entonces el resultado es el exponente.

A simple vista, la cuarta propiedad puede resultar dificil de entender, por lo que se vera
con un ejemplo.
6" * =62 =36

Simplemente quiere decir gue cuande se tenga una base elevada a un logaritmo con esa
misma base, el resultado es el argumento.

Ejemplo 9

Simplificar las siguientes expresiones.
a} logD.001
b) &=*

Solucion

Desde luego, el cbjetivo no es hacerle con calculadora, sine usande las propiedades
de lcs logaritmos. Para el incisc a) iremos trabajando el argumento hasta convertirlo
en una potencia de base 10, ¥ asi podramos usar la propiedad 3. Esto seria:

a) 10g0.001= log—— = log —— = log10* = —3

1000 10°
donde en el 1ltimo paso hemeos aplicado la tercera propiedad.

En el inciso b} podemes aplicar directamente la cuarta propiedad porque la base de
la potencia ¥ del logaritmo es la misma: &l nimero 2. Entonces la respuesta es:

b) e =2

Graficas de funcicnes logaritmicas
Ya se vio lo que es un logaritmo, ahora se graficarén funciones logaritmicas. Una funcion
loparitmica es una funcion del tipo

flx)=log_x,a>0

Nuevamente, igual que en las funciones expenenciales, solo se trabajara con bases posi-
tivas porque aseguran que las funciones serdn continuas y, per tanto, (tiles para modelar
sitiraciones reales.
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Ejemplo 10
Trazar la grafica de la funcion /(x) = log x.

Solucidn
Primero elaboramos una tabla de valores para obtener la grafica.

x | fx] = logyx |
1 0
4 1
4 2
& 3
1/2 -1
1/4 -2
1/8 -3

Observamos en la tabla que no asignamos valores negativos a x, esto debido a que
no se puede chterner el logaritmoe base 2 de un nimero negativo. En general, siempre
que la base sea positiva, no se puede obtener el logaritmo de un mimero negativo ni
de cero, porque no existe algnin exponente al cual elevar un nimero positive ¥ que el
resultado sea negativo o cero.

La grafica se muestra en la figura 5.11.

Figura 5.11 Grifica de la fundidn fi{x} = log x.

Entonces concluimos que el dominio de una funcién logaritmica (considerando Ia
base positiva) es el intervalo 10, o} ¥ el rango es &l intervalo {— o<, ~c). Notamos tam-
bién que asi como en las funciones exponenciales se considera al eje x comc una
asintota, en las funciones logaritmicas la asintota es el eje ¥ (siempre y cuando la
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funcién ne esté desplazada hacia la derecha o izquierda) porque cuandec £ se acerca
al origen por la derecha, es decir cuando x es positiva y muy pequeiia, la funcidn se
hace cada vez mas negativa, digamos que se va pegando al eje y, pero nunca lo tocard.

En la figura 5.12 se han graficado en ef misino plano coordenado las funciones f{x) = 2*
v f{x} = log,x. Se observa que son simétricas con respecto a la rectay = x y que el rango
de una es el dominio de la ofra y viceversa. Esto significa que una funcién exponencial y
una funcidn logaritmica que tengan la misma base son funciones inversas.

Figura 5.12

Ejemplo 11
Trazar la grafica de la funcidn f{x) = —log,x — 1.
Solucidn

Comenzaremes trazando la grafica de f{x} = log x haciendec una tabla de valores.

[ x| fo=toms

1 0
3 1
2

27 2
1/3 -1

1/9 -2
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La grafica de f(x) = log, x se muestra en la figura 5.13.

A¥
4+

3=

Figura 5.13 Gralica de f{x} = log_x.

Notamos que asi como todas las funciones exponenciales pasan :si no estd transfoi-
mada) por €l punto (0.1), todas las funciones logaritmicas pasan por el punto (1,0 (si
nio estd desplazada) sin importar cuil sea la base.

Ahora transformamos esta grafica para obtener la grafica de f(x) = —log x — 1. Pri-
mero reflejamos con respecto al eje x y luego desplazamos la grafica una unidad
hacia abaje. La grafica se muestra en la figura 5.14.

AY
4

3

Figura 5.14 Grafica de fix) = —log,x — L.
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Levyes de los logaritmos

A continuacion se deduciran las leyes de los logaritmos. Es importante resaltar que no
deben confundirse con las propiedades de los logaritmos que se dieron antes en esta
misina seccidn.

Primero definimos leg A = u y log B = v. En forma exponencial estas ecuaciones se
convierten en a* = A y a* = B, respectivamente. Entences:
log AB=log_a“a’ =log_a"" =u+v=log_A+log_B

Donde en el segundo paso se usé una ley de los exponentes vista en el capitulo 1, ¥ en
el tercer paso se usé la tercera propiedad de los logaritines que se vio antes. Se acaba de
deducir la primera ley de los logaritmos que puede resumirse como:

1. log_AB=log_A+log B

Esta ley dice que cuando el arpumento de un logaritmo es una multiplicacion, entonces
se puede escribir como la suma de los logaritmos de cada factor de la multiplicacién.

Si el arpumento es una division, tenemos que:

I’}

1oga%=kagﬂa =log a"" =u—v=log, A-log, B

a

Aqui nuevamente en el segundo paso se ha usado una ley de los exponentes y en el tercer
paso se aplicé la tercera propiedad de los logaritmos. Esta ley se resume coma:

2, !nga% =log_A—log B

Y esta ley dice que cuando el argumento de un logaritmo es una division, se puede es-
cribir como la resta del legaritmo del numerador menos el logaritmo del dencminador.

La dltima ley se refiere al caso en que el argumento es una potencia. O sea:
log A°=log_f{a") =log, a™ =w=clog_A
Se enuncia esta ley como
3 log A =clog_A

Y dice que si el argiumento de un logaritmo es una potencia, entonces se puede “bajar” el
expanente ¥ queda multiplicando al legaritmo.

Estas tres leyes ayudardn en la siguiente seccion a resolver ecuaciones logaritiicas de
complejidad moderada.
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Ejemplo 12

Usar las leyes de los logaritmos para escribir las exprasiones come una suma, resta o
multiplicacién.

a) log,5x

c) logd- 2

Solucidn

Como los argumentos de estas tres expresiones son una multiplicacidn, una divisién y
una potencia, usaremos las leyes 1, 2 y 3 para los incises a, b y c respectivamente. Las
nuevas expresiones somn.

a) log. 5 +log. x
b) Inl0 —Inix+ 1)
c) {x— 2)logd

Ejempla 13
Escribir la expresién come un solo logaritme.
log, ¥ + 2log, (2% —1)—log, (1 - ¥)

Solucion

Acqui aplicaremos las leyes de los logaritmos pero a la imversa. Primero usamos la ley
3 para pasar al 2 que multiplica al sequnde logaritmo coma exponente:

log, x +1log, (2% - 1}2 -log,(1- %)

Ahora escribimos los primeros dos logaritmos que se estan sumando come uno solo
usando la ley i:

1og5’x(zx —1}2]— log, (1- x)

Por ultimo, como tenemos una resta de logaritmos, usamos la ley 2 para escribirlos
COIMO Uno 5010:

x(2x -1y

L
o9 l1-x

5
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Cambioc de base

Ahaora se verd como escribir un logaritmo de cierta base en términos de logaritmos de
cualquier otra base.

Sea « = log_x. Asi que en forma exponencial esto es a* = x.

A esta @ltima ecuacidn se le saca logaritmo base b de ambos lados (donde b sera cual-
quier base que se desee}.

log, 2" =log, %
Por la ley 3 de los logaritmos puede pasarse la 4 multiplicando y luego despetarla:
slog, a=log, x

I
H= 06, %

B log, a

Pero se sabe que # = log_x, entonces:

Esta es la férmula para realizar un cambio de base, a continuacion se verd como usarla.

Ejemplo 14
Cambiarlog.2 a base 10.

Solucién

Este logaritmo es el que teniamos en el ejemplo 3. Si lo queremos pasar a base 10
entonces en la férmula de cambio de base £ = 10 ¥ tenemos que

logZd
logs

log 2= == .4306765581]

Lo cual hemos aproximado con una calculadora.

Vamos a comprobar que ne importa que base tomemos. 3i tomamoes logaritmos natu-
rales (b = e) entonces tendriamos que

log, 2= 22 ~0.4306768581

InB

cue es lo mismo que cuando tomames base 10.
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Ejercicios propuestos

En los ejercicios 11 a 16, escribe la ecuacion en forma exponencial.
11. log, x =10

12. log,2=35

13. log, 9=y

4. log (x+3)=8+y

15. lcug(Jrz —1}=y

6. Iny' =1

X
Enlos ejercicios 17 a 22, escribe la ecuacidn en forma logaritmica.

17. 2° =1
18. &' = x+3

19. (x +6) =§

20.10°° =y

2.3 =¢

22.e" =4-r

Enlos ejercicios 23 a 34, evalda la expresion.
23. log, 1

24. log, O

25. log, 32
26. log, 81

21, ]ogs-é-

28. log, E_IT

29. log1Q0Q
30. Inet

31. In—

32, 4"
33. 16*
34, 2
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En los ejercicios 35 a 40, traza la grafica de la funcién vy da su dominic y rangoe.

35. f{x)=log,(x 1)

36. f(x)=1log,(—x)

37.g(x)=—log x

38. h(x)=

39. f(x)= Zlng2
(x)

40. f

En los ejercicios 41 a 44, escribe la expresién como sumas o restas de logaritmos.
Evita cque los argumentos queden como potencias.

x"—1
xy
42. log, xyz\fr;

41. iog

2
(z+3}{r—4]2
Vx+2(x-2)

q

43. In

44. log_

En los ejercicios 45 a 48, escribe la expresidn como un solo logaritmo.

45. log, x +log, (x —1)—log, (x +3)
46. log (za + 1) —2log _—log{l—x)

4. liny -mm—1 4in(x+7)
d y+2

i 2
48. —3log, x+logs?+gloggﬂ

En los ejercicios 48 y 50, haz un cambio de base y aproxima el resultade con una
calculadora.

49. log, 40
50. log 230

3.3 Ecuaciones exponenciales vy logaritmicas

Ahora va se pueden resolver ecuacionies exponenciales {aquellas en las que la variable a
despejar estd en el exponente) v logaritmicas {aquellas en las que la variable a despejar
esta en el argumento de un logaritmo}.
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Ecuaciones exponenciales

Ya se resolvié una ecuacién exponencial. En el ejemplo 3 de la seccidn 5.1 se tenifa la
ecuacion 57! = 2 y se resolvié pasando 1a ecuacién a forma logaritmica y luego despe-
jandeo x. Se repite el proceso agui:

log. 2=x—1
x=log, 241

Esto es lo que hay que hacer siempre, pasar la ecuacién a forma logaritmica y despejar x
Si es necesario.

Ejemplo 15
1
Resolver la ecuacion 3: = B.

Salucién
Pasamos a forma logaritmica:

1

log, 6= -
Despejamos z:

Zlog, B=1

1
2=
log, 6

Ejemplo 16
Resolver la ecuacién 2° = 8.
Solucidn
Pasamos a forma logaritmica:

log, 8 = x?

3=ux*

Despejamos x-
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Ejemplo 17

Resolver la ecuacion 2 = 4%,

Solucion
En esta ecuacion tenemos dos potencias que Heneh x en el exponente, entonces pa-

sarla a forma logartmica en este punto no nos ayudara. Hay dos formas de resolver
esta ecuacidn:

Opcion 1

Debemos lograr que solo nos quede una x en la ecuacidn, asi que usando leves de
exponentes tenemos que:

2r ()=

8{2°)=16"

g _ 167

zx
B=G§r_sx

2

Ahora si pasamos a forma logaritmica:
log 8=x
Y entonces tenemos que:
x=1
Opcion 2

La otra forma de hacerlo es aplicar logaritmo eh ambos lados de la ecnacidn; usare-
mos logaritmes comunes:

log2™*! = log4**
Lusgo aplicamos la ley 3 de los logaritmos:
(x +1)log2=(22 —1)log4
Multiplicamos y pasamos los términos con x de un mismo lado:
X¥logZ+log2=2Xlcg4—log4
logZ2+logd=2xlog4 - Xlogl
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Factarizamos el lado derechao de la ecuacidn:

log2+log4 = x{2log 4 - log 2}
Despejamos x:

¥ - log2+log4
Z2iogd—iogd

Podemos simplificar este resultado usando las leyes de los logaritmos:

%= log2+log4 log8 _3
" logl6-log2 logB8
Ejempla 18
Resolverla ecuacidon4* 44~ -3=0.

Solucién
Hacemos positivo el exponente del sequndo términoe:

1
4 +—-3=0
41‘
Recordemos que en una ecuacion racional siempre cornviene multiplicar ambos lados

de la ecuacion por el minimo comin denominador, en este caso 4%

1

(4' +—-3= U)4x
4!

(a7y +:—§ —3(4%)=0(4%)
(45) +1-3{4*)=0
(47) —3(4%)+1=0

3i ahora tomamos 4* = 2, entonces la ecuacion se transforma en una ecuacién cuadra-
tica (capitulo 2):

2 -3z+1=0
Resolvemos para z usando la férmula general para ecuaciones cuadraticas:

,_ 3=V -4}y 3+Ve-4 335

2(1} 2 2

Tenemos dos soluciones para z:

3+ 5 3-5

2 =
¥ <, 2
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Y como z = 4%, entonces tenemes dos ecuacicones exponenciales que resolver:

_ 3-Vs
2

4%

. 3+y8
="y

Se despejan x pasandolas a forma logaritmica. Para la primera ecuacion tenetmos que:

3+ 5

2

x =log,

Y para la sequnda nos queda:

x, =log, 8- \E

2
Soleo falta verificar que estos dos logaritmos existan, es decir, cue sus argumentos
sean numeros positivos. Podemos hacerlo mentalmente: sabemes que \E debe ser
un némero mayor gue 2 ¥ mencr que 3 puesto que Ja—z ¥ Js = a.Esto asegura que
tanto 3+ \E‘; ceme 3 — n‘g sor nimeros positivos ¥ por tanto ambas solucicnes son va-

lidas. Aproximdndelas con una calculadora tenemos que

x, = 0.694242 y x, ~ —0.69424

Ecuaciones logaritmicas

Asi cemo las ecuaciones exponenciales debian expresarse en forma logaritmica para en-
contrar su sclucion, las ecuaciones logaritmicas deben pasarse a forma exponencial para

encontrar su solucién. A centinuacion se dan algunos ejemplos.

Ejemplo 15
Resolver la ecuacién log, (23 — 4) = .

Solucion
Pasamos a forma exponencial:

6°=2x — 4
Y despejamos:

1=8x—4

o3 | en
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Ejemplo 20
Resclverla ecuacién 2 + Imix* — 3x + 1) = 3.
Solucidn
Despejamos el logarittmo:

Inix*-3x+1)1=1
Pasamos a forma exponencial:

el=x—-3x+1

Iqualamos a ceroc:

¥¥-3xk+1—-e=0

Resclvemos con la formula general tomandoc =1 — e

x=3:|:\f9—4(1—e) 3+ J5+ 4e

2 2

Aproximando las soluciores tenemos gue:

%, 723.492055 y &, ~—0.492086

Al resolver ecuaciones legaritmicas podemos encontrarnos con soluciones “extra-
Has” o invalidas, asi que debemos revisar que en efecto satisfagan la ecuacidn, la
cual se cumplira siempre que el ¢ los logaritmos presentes en ella estén definidos, es
decir, que sus argumsantos sean positives.

En este caso solo hay un logaritmo donde el argqumento es el polinomio 2 — 3x + 1;
este polinomic debe ser positive para Ios valores x, y x, obtenidos como solucicnes.
3¢ puede comprobar que dicho polinomio toma aproximadamente el valor 2.718 para
ambas solucicnes; de hecho, s encontraramos este valor de forma exacta usandc los

J+yE+4e

valores exactos: . obtendriamos que dicho valor es el nimerc .Y como &

&5 uh mimero positivo, entonices ambas soluciones son validas.

Ejempla 21
Resolver la ecuacién log(x +3)+logx —log(x —1)=1.

Solucidn

En este caso primero debemos lograr que solo nos quede un logaritmao, entonces
usamos las leyes de los logaritmos vistas en la seccidn 5.2.

Usando la ley 1 tenemos cue:

log[(x +3)x]|-log{x —1)j=1
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Ahora con la ley 2 obtenemos:

3
iog.vr|:.1r+ }:1
¥ -1

Ya teniendo un solo logaritmo, pasamos la ecuacion a forma exponencial:
x(x+3)

¥ -1
Convertimos esta ecuacion racicnal en una cuadratica:

10" =

10(x -1)=x*+3z
10x —10= x*+3x
¥ —1x+10=0
Y la resolvemes por factorizacidn:
(x—-2){x-5)=0
x =2 Xx,=5

Para comprobar que ambas respuestas sean validas, debemos asegurarnos de que
los tres logazitmoes de la ecuacidn original tengan argumentes positivos cuandeo x = 2
v cuandc x = 5. Sustituyendo x = 2 ¥ ¥ = 5 enl los tres logaritmos obtenemaos siempre
argumentos positivos, entonces ambas scluciones son vdlidas.

Ejercicios propuestos

En los ejercicios 51 a 5B, resuelve las ecuaciones exponenciales.

51. 73 =4
52. %" =2
53. 3" =4""
54. 5= =10

55.3"+37-6=0

56. La funcién cosenc hiperbolico es una funcion especial que tiene algunas aplica-
ciones, por ejemplo, en la construccion de puentes. Esta funcidn se define come:

XL ~-x
e’ +e
cosher=———

& Con que valor o valeres de x el coseno hiperbdlico ez igual 2 1?7
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57. La dosis M (en miligramos) presente en ¢l torrente sanguinec de una perscna gue
ingiere una pastilla de 100 mg de cierto medicamento esta dada por la funcion:

M =100[1- 0.7'| para 0 <¢<10

donde ¢ es el tiempo en minutos después de haberla ingerido. (Cuanto tiempao
debe transcurrir para cue haya 80 mg del medicamento en el torrente sanguineo?

En los ejercicios 58 a 63, resuelve la ecuacidn logaritmica.
58. log(3x +7)=2

2
XZ

59. In =0

60. log, £° —log,(2- x)=2

§1. 10g3—1-+10g3{x +3)=1log,5+1
X

62. log, ¥ —log (¥ —2)=1 (Sugerencia: Aplica un cambio de base. )

63. log(log E.X} =1 (Sugerencfa: Pasa dos veces a forma exponencial. }



Capitulo

Funciones
trigonometricas

Al final de este capitulo el alumno sera capaz de:

+ Identificar las diferentes formas de medir angulos
¥ conocet como transformar una medida en otra.

+ Conocer las diferentes funcieones trigonométricas y
sus principales caracteristicas.

+ Graficar las funciones trigonometricas.

+« Manejar las identidades trigonometricas
fundamentales y demostrar con ellas otras
identidades.

« Utilizar las funciones trigonomeétricas y sus
propiedades para resolver problemas.
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6.1 Angulos

En este capitulo se presentan los angulos v algunas formas de medirlos. Para una mejor
comprension del tema, es importante destacar aqui que dngulo se define como la aber-
tura entre dos semirrectas que inician en el mismo punto.

anquip

Figura 6.1

No obstante, esta definicion tiene el inconveniente, de que dos semirrectas desde el mis-
mo punto no definen un dngulo sino dos (véase la figura 6.2).

dngtilo
Figura 6.2

Esta ambigiiedad se elimina al colocar el Angulo en posicidn estdndar; esto es, cuando el
veértice del &ngulo coincide con el origen del plano cartesiano v el lado inicial del &agulo
corresponde a la parte positiva del eje x. Cuando se recorre el angulo en la direccién con-
traria al sentido del recorrido de las manecillas del reloj {direccién levégira), se dice que el
anpulo es positivo. En cambio, cuando se recorre el angulo en el sentido de la direccion de
las manecillas del reloj (direccion dextrogira), se considera que el angulo es negativo.

jllJI.

gl
4 -+~
it a
15 ts“@
B
2+
‘I =+
i 4
| I- - * b .‘ » { >
-1 | 1 ] 3 4 5K
-1+ Lada inicial

Fignra 6.3

Como se recordard de cursos antericres, los angulos se miden en grados y los grados,
a su vez, son el resultado de medir ta circunferencia en 360 partes iguales; cada una de
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estas partes es precisamente un grado, que también se conoce con el nombre de grade
sexagesimal (término que proviene de contar o subdividir de 60 en 60). Los grados se
denotan con el simbolo ° delante del miimero. Asi, por ejemplo, 90" representa noventa
arados, que corresponden a un dngulo recto. Los grados sexagesimales fueron utilizados
por primera vez por los babilonios, quienes utilizaban un sistema numérico de base 80.
Hoy dia, atin se emplea algo de este sistema numérico, sin que se tenga clara conciencia
de ello: los minutos son wna sesentava parte parte de una hora (1 min = (1/60) k), y los
segundos san una sesentava parte de un minuto (1 s = {1/60) min).

Esta forma de medir los angulos no es la mejor. Dividir la circunferencia completa en
360 partes iguales es totalmente arbitrario, jpor qué no dividirla en 100, 200 © 400 partes
igtiales? De hecho, existe otra medida en la que la circunferencia completa se divide en
400 partes iguales, cada una de las cuales se conoce como un gradoe centesimal; esto es,
un grado centesimat es el angulo que es subtendido por un arco de 1/400 de fa longitud
de la circunferencia completa de un circulo. Asismimo, constituye la centésima parte de
un éngulo recto {de ahi su nombre). Los grados centesimales también se conocen con el
nombre de grades centiprados (centigrade = 100 grados) o gradianes.

Pero esta medida también es arbitraria, proviene del hecho de haber querido cambiar las
mediciones de dnpulos al sistema decimal en el siglo xvi11. Entonces, jcual es la forma
adecuada de medir los dngulos? La respuesta es medir los dngulos mediante radianes.
Un radidn se define como la medida de un angulo con vértice en el centro de una cir-
cunferencia cuyos lados cortan un arco igual en longitud al radio de la circunferencia.
Es decir, un radidn es el dngulo que subtiende un arco de circunferencia cuya lengitud es
igtial al radio. En otras palabras, la magnitud de un dngulo medido en radianes esta dada
por la longitud del arco de circunferencia que subtiende, dividida entre el vator del radio
de la circunferencia.

LYEL

Figura 6.4

Aungque los radianes son la forma correcta de medir los dngulos, se acostumbra medir
los dngulos en grados sexagesimales, que en adelante se denominarén sole como grados.
Existen diferentes métodos para convertir los grados a radianes, pero aqui solo se pre-
senta un método de conversion de grados a radianes y de radianes a grados. Por fortuna,
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este procesc es muy sencillo, solo basta aplicar una regla de tres simple y saber que una
circunferencia completa equivale a 360" va 2 7 rad, por lo que 180" corresponden a 7 rad.
Esto permite el cambio de grados a radianes y viceversa.

Ejemple 1
Convertir 30° a radianes.

Solucion
Primero, utilizamos la regla de tres:

Grados Radianes
lgoe _ -
30° —_ x

30":% radianes

=y

g 2 3 3 5
Figura 6.5

Asi, al resolver la regla de tres tehemos:

X = ﬁ _ radianes
180 &
Ejemplo 2
Cambiar % radianes a grados.
Solucién
En este caso, utilizamos la regla de tres:
Grados Radianes
15807 - -
x ——- T
3
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Asi, al resclver la regla de tres tenemos:

130(-?5)
x=—233/_g0°
i
}‘ F
11
1+
‘I__
- radianes = 60
} »>
1 2 '
Figura 6.6
Ejempio 3
Encontrar la medida en radianes de:
ay 90°
bh) 12°
Solucién
a) Dado que 90° es la mitad de 180° su medida en radianes es la mitad de w. &si
tenemos:

90 = g radianes

b) En este caso solo hay que resolver una regla de tres:

Grados Radianes
lag~ _ -
12° _ X

Entonces, tenemos que:

12x T )
¥ =—— = — radianes
180 15
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Ejemplc 4
Calcular la medida en grados de:

a) " radianes.
12
b) ?_;T, radianes.

Solacion
a) En este caso, utilizamos la regla de tres:

Grados Radianes
l1a0® _ o
-
X —— — R
12

Entonces, tenemos aques

13[1(1)
2 — ]5‘5

b} En este caso, también usarmnos la regla de tres:

Grados Radianes
180° ——— T
S
x —— — —
4

Entonces, tenentos que:

>

»
N
Obsérvese, en este dltimo inciso, que el Angu-
lo es mayor a 360°, por lo que su representa- 105"
cién es una vuelta completa (360°) mds otros
457, cque al surnarlos dan come resultado 408°, T3 I

Figura 8.7
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Ejemplo 5

Cambiar a grados y dibujar un angulo de:
a) I radian.

b} 3radianes.

Solucion
a) En este caso, recurrimos (al iqual que en ejemplos anteriotes) a la regla de tres:

Grados Radiancs
1807 —_— T
X _ 1

Entonces, teriemos que:

..y

Luego, hacemos usc de la calculadera para tener una idea geométrica de esta
cantidad de gradocs. De esta manera, tenemos cue’

el

@) —{57.2957...)°

As{ que 57.3° corresponden, aproximadamente, a un angulo de 1 radian (véase la
figura 6.8).

b} Acui simplemente multiplicamos la medida obtenida en a) por 8 (véase la figura
5.8). Por tanto:

1 radian = 57.2957"... = 3 radianes == 171 .887...°

Sratkanes =TI 58
| radiin = 57707 b
- I
> I | T . & $ ’ |
a4 3

a) b}

Figura 6.8
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De los ejemplos anteriores, se pueden obtener las reglas generales para cambiar las uni-
dades de un éngulo de grados a radianes y de radianes a grados:

I. Para cambiar de grados a radianes
+ Se multiplica el valor del angulo en grados por %

1I. Para cambiar de radianes a grados

o . . 180°
+ Se multiplica el valor del angulo en radianes por :
T

Los angulos negativos se tratan igual en cuanto al cambio de grados a radianes. Para una
mejor cemprensidn del tema, a continuacién se presentan algunos ejemplos para con-
vertir de grados a radianes y viceversa.

Ejemploc §

Convertir a radianes y dibujar los siquentes dngulos:
a) —48°

b) —408°

c) 315°

Solucién

En el caso de los fres incisos basta con multiplicar las unidades del angulo dado por
m
180"

Asl:

ay (-45°)—"—=—T radianes.

_4ps°)—"_— 9T .
b) ( )180‘ﬂ , tadianes.

T .
o) {31897 = <% radianes.
) { JIED" 4

Para realizar la grafica correspondiente de cada inciso, debemos recordar cue, en
posicién estandar, un angule negativo se mide en la direccion en que se mueven las
manecillas del reloj, mientras que un dngulo positive se mide en direccidn contraria
al movimiento de las maneciilas del reloj. Entonces:
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a) b) )

Figura 8.9

Como podemos notar, en todos los incisos el lado terminal del angulo es el mismoe.

Ejemplo 7
Convertir a grados y dibujar los siguentes angulos:

a) —ﬂ radianes.
3
Tm
b} — radianes.
3
c) —Sz—w radianes.

d) —% radianes.

Solucion

0

Para cambiar de radianes a grados, multiplicamos por 180

Asi tenemos: n
o
a) 57 radianes — (—E) (_15;(]_) = —300°
3 3 T

b) IT radianes = [ L {2805} _ 400°
3 3 T

]
c) 57 radianes = (—E)(@) = —480°
2 a T

o
d) -— radianes =[—Z 1807y _ _gge
) 2 T

el valor del angulo dado.
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Por tanto, las graficas son las siguientes:

¥a ¥y
3- 14

2l

3 L L - - | F *

Td 5o -4 3 -z A 21 4 3

d)

Figura 6.10

Conversidn de grados y/o radianes a grados centesimales

No obstante la importancia de este tema, esta seccién puede omitirse sin pérdida ni me-
noscabo de continuidad en un curso estandar previo al célculo.

Como ya se dijo antes, los dngulos deben medirse en radianes, perc algunas veces se mi-
den en grados. Pocas veces, pero cada vez mas debide a las calculadoras, los dngulos se
miden en grados centesimales. Por tanto, en este apartado se estudia como convertir as
unidades de un dngulo en radianes o prados a grados centesimales y viceversa.

Aligual que sucede con la conversién de gradoes sexagesimales a radianes, para convertir
unidades de grados centesimales a radianes y viceversa se utiliza una regla de tres simple
junto con la relacién obtenida del hecho de que 100 grados centesimales corresponden
a un ingulo recto. Esto es:

200 grados centesimales = = radianes
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Ejemplo 8
Convertir a radianes:

a) 40 grados centesimales.

b} 280 grados centesimales.

Solucidon
a) Primero, utilizamos la reqgla de tres:

Grados centesimalas Radianes
200 T
40 b4

Luego, al resclver, chtenhemos:

X = m(i) — % radianes
200 5

bh) Para este casc, laregla de tres es:

Grados centesimales Raddanes

200 T
250 X
Asi tenemos que:
X =250 (z_gﬂ) = E% radianes

Ejemplo 9

Convertir a grades centesimales:

a) %radia.nes.
5w ]
b) Y radianes.

Solucion
a) Primero, utilizamos la regla de tres:

Grados centesimales Radianes
200

X

s
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Luego, al resolver, obtenemos:

X = % @) = 2_2[} — 66.666 gradoes centesimales
ca

b} En este caso, laregla de tres es:

Grados centesimales Radianes
200 T
5%
X r—
L3

Luego, al resolver, cbienemos:

x =57 _ @)=@

c =166.666 grados centesimales
T

Ejempla 10

Realizar las siguientes conversiones:

a) Convertir —35 grados centesimales a radianes.
b) Convertir —% radianes a grados centesimales.

Solacién
a) Primeroc, utilizamos la regla de tres:

Grados centesimales Radianes
200 o
—35 X
Luego, al resolver, obtenemos.
X = —35(—1—) = _IT radianes
200 40
h) Para este caso, laregla de tres es!
Grados centesimales Radianes
200 T
m
X _—
8
Ahora, al resolverla, obtenemos:
X = —% = (@) = —25 grados centesimales
T
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De los ejemplos anteriores, se pueds observar gue para convertir las unidades de un én-

gulo en grados centesimales a radianes, basta multiplicar las unidades por el factor %{j

También es posible observar que para convertir las unidades de un dngulo en radianes a

orados centesimales, se deben multiplicar las unidades por el factor E
w

Ahaora se analiza cémo convertir las unidades entre grados centesimales y grados (sexa-
sesimales}. De esta manera, cabe explicar que un angulo recte corresponde a 100 grados
centesimales y a 907, por lo que resulta necesario utilizar una regla de tres simple junto
con esta relacioén. Asi pues, se tiene:

100 grados centesimales = 90 grados (sexagesimales)

Ejemplo 11
Convertir 120 grados centesimales a grados.

Solucién
Primero, utilizamos la regla de tres:

Grados centesimales Grados
100 g0
120 X

Luego, al resolver, obtenemas:

yo 120{90)

=108 grados
100 o

Ejemplo 12
Convertir 405 grados a grados centesimales.

Solucién
Primero, utilizamos la regla de tres:

Grados centesimales Grados
100 G0
X 408

Luego, al resolver, obtenemas:

oo 405{100)

30 = 450 grados cen{esimales
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Ejercicios propuestos

En los ejercicios 1 a 15 convierte a radianes.
1. 258°

. 85°

. 1200

. 215°

. —18°

. 827

45°

400°

—§30°

. 1050

. —138°

. 150°

. —188°

. —180°

. 1950

e i e e
N ok 0 b = &2

En los ejercicios 16 a 24 dibuja el angule dado e posicidn estandar.
8
16. [45 "

a0
=|w
lT-(H)

o

i
15. (IE g
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22. —(% T

23. —w

24.i3)°

En los ejercicios 28 a 32 convierte a radianes los siguientes angulos que estan dados
en grados centesimales.
25. 160

26. 45

27. 22

28. 30

28_75

30. —400

31. —380

32. —275

En los ejercicios 33 a 42 convierte cada uno de los dngulos dados en radianes a gra-
dos ¥ a grados centesimales.
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-l

7
41. (1:;*):'r

13
42. (12)“

6.2 Funciones trigonométricas

En esta seccion se definen las funciones trigonométricas y se exponen sus principales
caracteristicas.

En la seccién anterior se menciond que la forma correcta de medir los anpulos es en
radianes; por tanto, de aqui en adelante cualquier dngulo siempre estard dado en ra-
dianes, a menos que se exprese lo contrario. Es decir, no se escribirin las unidades; por

, T, T . . . ,
ejemplo, 3 significa 3 radianes. Asi, cuando un angulo esté dado en otras unidades,

estas se escribiran explicitamente. Por ejemplo, 30 significa 30 radianes, 30" representa
30 grados [sexagesimales), mientras que para grados centesimates se escribird 30 grados
centesimales.

Asimismo, a partir de esta seccién se utilizardn algunos valores que es posible obtener
con calculadora; por tanto, resulta buena idea que a partir de este momento cambies tu
calculadora a mode de radianes, los cuales, por lo normal, se representan con la letra R
{o rad). En tanto, los grados sexagesimales aparecen en la calculadora como el mode D
{de Degree, grado en inglés) ¥ los grados centesimales corresponden al modo G (o Grad,
por eso algunos les llaman gradianes).

Como se sabe, existen seis funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotan-
gente, secante y cosecante. El orden en que se presentan agui es importante, dado que
siguiendo este orden es mds facil recordar algunas de sus propiedades.

Primero se definen las funciones trigonométricas para los dngulos entre 0 y — v luego se
2
extiende a otros dngulos; asf, sea ¢ un anpulo tal que 0 < < Py Considérese un tridngulo

rectingulo con unc de sus angulos precisamente igual a £ (véase la figura 6.11).

hi

L4

Figura .11
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En la figura 6.11 se designa con ca al cateto adyacente al dngulo ¢, con ¢o al cateto opues-
to al angulc ¢ y con ki a la hipotenusa del tridngulo. Con esta notacian, es posible definir
tas funcicones trigonomsétricas del angulo t como sigue:

L

Seno de £ sen(t)= }E
1t

Coseno de t. cos{f)= !E
i

Tangente de ¢: tan(t)= “

ca
Cotangente de &: ct::-t(!:}:E
€0

bi
Secante de £: sec{f)= had
w7l

i
Cosecante de & csc(t)=—
€0

Para no olvidar estas definiciones, como se puede observar, basta recordar que los nu-
meradores de las funciones trigonométricas de arriba hacia abajo tienen el siguiente
orden: co—ca—co—ca—hi—hi; mientras que los denominadores de abajo hacia arriba
también tienen el mismo orden: co—ca—co—ca—hi—hi.

Una propiedad importante de las funciones trigonométricas es que sclo basta conncer
los valores de seno y coseno de £, para obtener el resto de las funciones trigonométricas

porque:
. _sen(t) _ cosli)
tan{t)—‘——ms{t) mt{t)—-——sen(f)
i 1
sec{t)= cos((] esclt) = sen(£)
Asimismo, se tiene que: tan(zf)zﬁm,ﬂﬂt(l‘):ﬁms SE““):—CSCI(t) ¥ cos{t)= sec(t)

Entonces, se advierte que sen{t) y csc(£); cos(t) y sec(f); tan{t) y cot(t), son funciones
reciprocas:
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1
t)=
sen(t) Ty
1
cos(t)=
sec(t)
, tan(t)= !
Reciprocos = cot(z)
cot(t)= =
tan(t)
1
sec{t)=
cos(t)
1
cscft)=
sen(t)

A continuiacion se presenta un ejemplo, para el cual es indispensable tener una calcula-
dora a la mano.

Ejemplo 13

Calcular los valores de las funciones trigonomeétricas para los siquientes anguleos:
i

a) t=—.
) 6

b) {=1.

c) {=B0°

d) {= 50 grados centesimales.

Solucidn

a) En este caso, basta con que obtengamos los valores de seno y cosenc en la calcu-
ladecra. Por tanto, debemos asequrarnes de que nuestra calewladora esté en modao
de radianes. De esta manera:

sen[g):% ¥ cos(i) = ﬁ

B 2

No obstante, quizd nuestra calculadcra nos dé los valeres con nimeros decimales;
si esto es asi, entonces:

V3

sen[ﬂ) =05y cns(ﬂ) =29 _ 0.866025403...
B 6/ 2

Bhora, podemos calcular los valores de las demas funcicnes como sigue:



b}
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sen[ﬁ) Lo en(?f} os
tan(£]= B Z%ZT o tan(i]z 6/ _ - — 0.57735026
B cos[rr) ¥3 V3 6 ms(r) 0.866025403...
6 b &
cot[E)z L __1_Js56 cot(’—T)z 1 __ 1 _ 1.732050807
6 tan(“) 1 6 taﬂ(-{r) 0.57735026 ...
B! 3 B
(g)= : =%=T © Sec(%]z 1 =DBEBU;54{¥3 = 1154100538
COS(T]—) _3 3 CUE(I) N ot
2
csc(£]= 1 _1_9 4 cse E): 1 =i=2
o owenlf) ) ® senfg) 7
8/ 2 6

Muchas calculadoras solo tienen una tecla para calcular de manera directa las
funciones seno, coseno ¥ tangente; por tanto, las otras tres funciones trigonomeé-
tricas {cotangernte, secante y cosecante) se calculan come los recipreces de las
tres primeras.

Recuerda: Cuandoc uses la calculadora utiliza todos los decimales cue resulten.
En adelante escribiremos solo algunos decimales, pero las operacicnes estan he-
chas con todos los decimales que nuestra calculadora nos da.

Igual gque en el inciso anterior, el angulo esta medido en radianes. Una vez que
la calculadora estd en este modo (R}, obtenemos los valores de seno, coseno ¥
tangente. s valores de cosecante, secante y cotangente son raspectivamente los
reciprocos de los tres primeros. Asi, tenemoes:

1 i

sen (1) = 0.84147... = csc(l) = = ~1.18839...
sen(l) 0.84147...
cos(l} = 0.5408... = sec{l) =—L— = — > —1 8508...
cos(l) 0.8403...
tan{I) = 1.6574... = cot(l) = — L _0.64209..

tan(1) 1.8574..

En este caso, el dngulo estd dado en grados (sexagesimales). Por tanto, podemos
cambiar a radianes ¢ podemos poner la calculadora en modo de gradoes sexa-
gesimales. Acqui preferimos cambiar las unidades a radianes, porque estos cons-
tituyen la forma natural de medir angulos {aqui no se encontrara ninguna dife-
rencia si s& cambia a grados el modo de la calculadora, pero en curscs de otras
asignaturas, como calculo, jsi hay una gran diferencia al tratar las funciones
trigonometricas en radianes en lugar de gradesl), de esta manera, tenemos:
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T 4 .
BO® = BUO(—OJ = — 7 radianes
180 |
Lta:en(E ‘I]'] = 0.984807%... = csc [E TT] = 1 =1.01564...
9 LY (4
senl—w
9
cc)s(E ?r) =0.1736458... = s:e-::(E ?r) = ; = 5.7587...
2] 9 (4
COS{—T
g
4 4 1
tan(— .Tr) =58.6713...= cot(— :rr) =———=0.17632...
a9 9 4
tan(—a
g

d) Para este ejemplo cambiamos las unidades de los angulos a radianes, pero tam-
bién es posible cambiar la calculadora a modo de grados centesimales {grad)
para obtener los mismos valores que obtuvimos aqui. Asi:

50 grados centesimales = 50(2%:0] —” radianes

T T i
Ben (—) =0.707106... = csc (—) = =14142_a
4 4 (TT)
sen|—
4
x T 1
cos—:U.?DTlUB...:}sec{—): =1.4142...
4 4 (?r)
Cos{—
4
T T i
tan|—|=1=cot|—|= =1
4 4 (:rr)
tan{—
4
Aqui trabajamos con los niimeros decimales, pero muchas calculadoras dan el
V2

i . .
resultado exactc como sen(%)::,_— c :3.en(~:-1:)=E al racionalizar, por lo que
a
1
CcsC (E) = = ‘E .

it

Existen algunos dngulos que se utilizan con frecuencia, que se conccen como dngalos
aotables, por tanto sus valores en las funciones trigonométricas son ficiles de obtener;

. T . . .
estos dngulos son 3 Y r Para calcular los valores de las funciones trigonométricas
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en estos dngulos, primero se construye un tridngulo rectangulo con lados conocidos v el
dngulo en une de los vértices.

w . . - N
De esta manera, para = se considera un tridngulo rectingulo con catetos iguales a

1 unidad. Como los lados son iguales, los angulos opuestos a estos lados sen iguales y
come la suma de los tres dnpulos es 1 radianes (180%), cada dngulo opuesto a un cateto

. . ; T
mide la mitad de un dngulo recto; esto es: — radianes.

—r

Figura b.12

De acuerda con el teorema de Pitagoras, la hipotenusa mide J2 unidades. Coma se dijo
antes, primereo se calculan los valores de las primeras tres funciones trigonométricas, de
acuerdo con la primera definicion, y las segundas tres como sus reciprocos:

f- gyt i
sen| —

4
cosi—f—i:sec(z]— 1 —*5
4l W o al (?r]_

cos| —
4
tan(—)z—-‘:ﬂ:—:]:}(:ﬁt(—-—): L =1
5 ol
4

. T . . L
Para los angulos notables 3 ¥ . se comienza con un tridngulo equilitero con lados de 2
unidades cada uno, esto significa que cada uno de sus dngulos es la tercera parte de T es

\ . W .
decir, cada uno de sus angulos mide 3 que equivale a 60°.

Figura 6.13
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Sise traza la altura desde el vértice superior, este queda dividido en dos tridngulos igua-
les con hipotenusa de 2 unidades, un cateto de 1 unidad y el otro, de acuerdeo con el

teorema de Pitagoras, de 3 unidades.

iT
,ﬁ?l
£
E]
1

Figura 6.14

En la fisura 6.14, el dngulo inferior derecho mide %, mientras que el valor del dngulo

. . " ' o
superior es la mitad de esto, es decir: —. Con este triangulo es ficil calcular los valores de
las funciones trigonométricas.

) T
Asi, para 3 se tiene:

nw .
Para E se tiene:

(w) co |l (7.‘) i
sen|—|=—=—=0Cs8C|—|= =2
6/ hi 2 3 (?r
sen
b
eos D)=l L2
6/ hi 2 6! {w} 3
[
&
(?r) | (w) 1 Ja
tan|—|=—=-—==cot|— =~3
6! ca 3 6
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P . m .
Hasta este momento solo se ha trabajado con angulos entre 0 v —. Ahora, se extiende a
otros valores de dngulos como sigue: 2

Figura 6.15

De la figura 6.15 se puede observar que ef angule £ esta en posicion estindar, que el lado
terminal interseca a la circunferencia con centre en el origen y radio 1 {citya ecuacion es
x? + ¥ = 1), en un punto Pa, b). De esta manera, se define: 4 = cos(t), b = sen(t). Las
otras funciones trigonométricas se definen como:

sen(t)
cos(t)

=2

ran(t)=

siempre y cuando el cociente tenga sentido, s decir, cuando el denominader no se anula.

La circunferencia x* + y* = 1 {véase el capitulo 7) se conoce como el circedo trigonomé-
, » . . - o . e

trico o circulo unitario. En este caso, se nota que para un dngulo entre Oy 5 la definicién

que se acaba de dar coincide con la primera definicién que se dio, dade que la hipotenusa
del tridngulo es 1.

Los sipuientes ejemplos utilizan esta definicion.

Ejemplo 14

Calcular directamente de la definicion, el valor de cada una de las funciones frigono-
métricas para ¢l angulo ?—;

Solucion

Primere, dibujamos el angulo en posicion estandar; asi, podemos ver que el lado ter-
minal coincide con la parte positiva del eje p, por lo que interseca 2l circulo trigono-
métrico en el punto Pi0, 1).
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P(0,1)

Figura 6.16

De acuerdo con la definicién anterior, cos (g] =0y sen(g) = 1. Por tanto, las otras fun-

ciones trigonométricas tienen los siquientes valores:

Podemos comprobar estos valores en nuestra calculadora, sclo debemos tener en
cuenia que esta debe estar en radianes.

Ejempla 15
Calcular el valor de las funciones trigonométricas para el angulo f = — %T
Solucién

Primero, dibujamos el angulo en posicién estandar:
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A
S

Br
\ T ro

De la figura £.17, podermos observar que el lado terminal interseca al circulo trige-

Figura 6.17

nométrico en el punto Pi0,—1). &si, por definicién, cos (—%) =0y sen(—s—?r) =—1

2
Dado cue el coseno es cerg, la tangente v la secante no estan definidas. Sigquiendo la
COs ( - 8w )
definicién, cot(——ﬁ)z :izﬂy csc(—E]zéz—l.
4 [ E‘R') -1 2 [ ST«T)
sen —— sen|——
2 2
Ejemplo 16
Calcular los valores de las funciones rigonomeétricas para los siguientes angulos:
a) t=2=
4
T
by t=—=
) 4
37
c) t=—
) 4
d) t= sm
4
Solucion
a) Primero, dibujamos el dngulo en posicidn estandar; su lado terminal correspondeala
recta y = x, que interseca al creulo trigonometrico en el punto P(%%) (véase el
a va

ejercicio 63).
T
1 1
4 (&)

¥

Figura 6.18
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Por definicién, tenemes que:

CDS(E) — 1y M(E)_L
a4l Jy 2/ Vg
O, al racionalizar, tenemos:
(£} oonz} -2
cos|—|=s8en|—|=—
4 4 2
Como se recordard, estos son los mismos valores que cbhuvimos cuando vimos
los angulos notables.

Bhora, los valores de las otras funciones trigonométricas son:

R v e
=R
gy gy

b) Al dibujar el angule en posicion estandar, podemos observar que el punto de
interseccién del lado terminal es simétrico, raspecto al eje x, al punto de intersec-
cion del inciso anterior.

Figura 6.1%
Por tante, el punto de interseccién tiene las coordenadas:
1 1
p[L.-L)
V' Vg
Ahora, por definicion tenemos:

w 1 m

sen{-2) -~ m(_z)__ﬂ)__
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ol %ETH) e
ARSI

c} En este caso, primero dibujarmos el angulo en posicién estandar y podemos ad-
vertir cue ¢l punto de interseccidn del lade terminal del angulo con el circulo
trigonométrice es simétrico, respecto al eje p, con el punto de interseccién del
inciseo a). Por tante, sus coordenadas sorn:

Figura 6.2{

Bsi tenemos:

en) =y {3 [) -
q
G vl
q
P bV I
! (4)_ 03(3_?T)_ ?cm(q)_m(ﬁ)_
4 4

d) Acui. de nueva cuenta usaros la simetria del punto de interseccién para encon-
trar sus coordenadas. Por tanto, sus cocrdenadas son:

g
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Entonces, tenemos:

sen(%w) - _%2 ye (STT) - Benzm) -~z
4
ms(s_] B _%3 Y Sec(%{.)z CGSEE') =Yz
4
(m(ﬁ)zsen(sf)=lycnt(ﬂl_ L =1
4 cns(ﬁﬁ) 4 ta.n(SF]
4 4

De los ejemplos antericres se desprenden algunas propiedades, las cuales estudiamos a
continuacion:

1. Elsigno de las funciones trigonométricas depende del cuadrante en €] que se halla &l
lado terminal del dngulo, cuando este estd en posicién estindar (véase la tabla 6.1).

Tabla 6.1 Signos de las fanciones trigonométricas

l Cuadranta H Funecion ” Signo

—

send

cos5end

|

{ langeinte ”

|
|
|
|
|

[ colangente ”

secante

CcosecaTie

+ |+ o+ ||+

senc {

Co5ens l — l

langenie —
cotangente —
seCcaTnte —
Ccosecarnte +
senoc —

Co5end —

langente

H BB B =2 =2 8 gib||g|-=|f=|~ = =

cotangente

=

Becante -

—t
=

cosecants -
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5eTC —
CoSeno +
tangente —
colangente —

secante

422 <2 44

cosecante

II. Para dngulos simétricos respecto al eje x, los valores de coseno no cambian, sin
embargo los valores de seno difieren por un signo. En simbolos:

sen(—t)=—sen(t) y cos(—t)=cos(t)

Esta propiedad indica que la funcidn senc es una funcién impar, mientras que la
funcién coseno es par.

Asi, los valores de un angulo negativo en las otras funciones son:
tan{—t )=—tan{t} y cot(—t)=—cot{t]
sec(—t) =sec(t) y csc(—t) = —csclf } (véase el gjercicio 64)
ITI. 5it € R, entonces sen®(¢)+cos’ (¢)=1 (identidad pitagdrica).

Esta es una propiedad que se obtiene directamente de la definicidn: el punte Pa,
b}y = Picos(t), sen(t]) se encuentra scbre la circunferencia a* + y* = 1.

Debide a esta propiedad, las funciones trigonométricas son conocidas también
coma funciones circidares.

Ademis de estas, hay muchas mas propiedades e identidades de las funciones trigono-
métricas que se obtienen de las antericres. De esta manera, aqui se llamara a las propie-
dades |- VI identidades bdsicas. Un esbozo de la prueha de las propiedades IV a VII
aparece en los ejercicios 23 a 26.

2
Como puede observarse aqui, sen’(f) es una abreviacién de la notacion [sen(t)] en la
. k . ) .
propiedad IIL. En general, [sen{t)] se denctara por sen*(t). Lo mismo ocurre para cual-

quier funcion trigonométrica. Por ejemplo, [tan(t )r =tan®(t), [csc{f}r =csc’ (¢), etcétera.
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A continuacién se presentan algunas identidades que se obtienen de estas identidades o
propiedades bisicas.

Ejemplo 17
a) Probar laidentidad sen(2f) = 2sen{t}cos(t).

b) Calcular sen (%T) .

Solucién

a) En este caso, nos basta con expresar 2¢ = ¢ + ¢y utilizar la identidad bdasica IV con
A = E =t Asl, tenemos:

sen(2t) = sen{t +t) = sen(t)cos(!}+ sen{t)cos(f} = 2sen(t)cos(!)

b) Ahora, usamos la identidad de a) junto con los valores de angulos notables, 1o que

s {2} s o) = e 2o 7} =2 22}~ 2

Ejempla 18

Demeostrar las siguientes identidades:

a) sen({f)= cos(g - I)

b) cos(t}= sen(lzr- - t)

Solucién
a) En este caso, usamos la identidad basica VII. Per tanto, tenemos:

cos(%—t) = cos(g)cos(i}—k sen(g)sen(t) ¥ como cos(%):ﬂ ¥ sen[g) =1
Asi obtenemos:
T w T
CoSs (E — I) = C0s (E) cos(f}+sen (E)sen {t={Mcos{li+ {1})sen{l) = sen{!}
b) ZBqui usamos la identidad basicaV y tenemos:

sen (g — I) = sen(%)cos(f) + cos(g)sen (y=(1cos(t)+(0)sen{t}= cos{t)
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Ejemplo 19
Probar la identidad sec(f) - cos{t] = sen(f)tan(t).

Solucion

Primero, usamos el heche de que sec(t)= .Por tanto:

cos{f

L
sec(t)—cos(f}= cos —cos(t)

Ahora, convertimos en una sola fraccion:

cos (I} - " cos (t)
De la identidad basica II, tenemeos que:
1-cos®{{]= sen®(t)

1-cos® (1) _ sen” {f)
cos{t) cos(f)

Por idltimo, reescribimos la dltima fracecidn como sique:
sen® (r) sen (I)

cos{t) - sen(r)m

= sen{t]tan{f)

Ejemplo 20

1 1
Deniostrar que 4 = 2zect (W)
e 1—sen(W} 1+sen[w] ec ( )

Solucion
En este caso, comenzamos sumando las fracciones del lado izquierde:

1 1 _ 1+sen(w}+1-sen(w) 2

I-sen{w) 1+sen(w] (I—sen(w))(l+sen(w)] 1—sen*(w)

Bhora, de la identidad basica III, tehemos:
1- sen® (W)= cos® (W)

a _ a _
i-sen®(w) cos®(w)

2
1 )
cos{w‘_s) = 2sec” (W)
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Ejemplec 21
Probar que senfices B = (%)[sen[ﬂ + B+ sen{A — E]|.
Solucidn
Primero, usameos las identidades basicas IV y 'V, asi, tenemos:
sen{A+ B) = sen{A)cos(B) + sen{B)cos{A)
SEen [H — B) = sen( A) cos{B] - 5en (B) cos {A)
Ahora, sumames estas identidades y luego eliminameos el términe . De esta manera,

obtenemos:

sen (A + B)+sen{A— B) = 2sen(A)cos(B)
Ensegquida, dividimos entre 2 cada lado de la igualdad para cbtener:

sendcosB = (%) [sen(Ad + B)+ sen{A —5))

Ejemplo 22
a) Mostrar que la identidad cos®(t) = %{H— cos{2t)) es cierta.

b) Calcular — .
12

Solucién

a) En este caso, nos conviene comenzar con ©os! 2t y usar la identidad basica de la
suma de angulos. Asi, tenemos:

cos(2t] = cost +1) = cos{t)eos(t)—sen{t)sen(t] = cos”{t) —sen®(t) (1)

Come en la identidad a la cue queremos llegar aparecen solo cosenes, despeja-
mos sen({) de la identidad basica II:

sen” {1} =1- cos’ () {2)
Ahora, sustituimos (2) en (1}:
cos(2!) = cos® (f) — sen®(t) = cos* (¢} —{1 - cos® {r)] = 2cos™ () -1
Por tanto:
cos (2} =Zcos” () -1
Enseguida, despejamos el coseno al cuadrado:

cos{2t) = 2cos” {{) —1= 2cos’ {{) = 1 + cos(2t) = cos®{t) = %(l-k cos(2t))
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-
b) Notése que —= % y que de la identidad anterior:

cos (-é-] = :l:a,}-;-{] +cos{in

Por lo que:

Como se cbserva, agqui utilizames el signo pesitiva de 1a raiz, porque el angulo
estd en el primer cuadrante (propiedad basica I).

V3

Luego, sustituimos cos (%) =5 que obtuvimos al estudiar los anguios notables.

De esta manera, ishemos:

Ejemplo 23

a) Establecer una identidad para la tangente de Ia suma de dos angules.

b} Demostrar que tan(!‘+ irr) w

4 —tan (1}

Solucidon

a) Sean A y B dos nimeros en donde tan{A), tan({B) y tanid + B) estdn definidas. En
este caso, queremoes determinar una identidad para tan/d + B} en términos de

taniA) y tani8). Por tanto, usamos la definicidn de tangente como cociente de seno
entre coseno ¥ luego las identidades basicas de la suma de angulos. Asi:

ser{A+ B) sen{A)cos(B)+ sen(B)cos{a)

tan (A + 8) = cos(A+B) cos(A)cos(B)—sen(A)sen(B)

Enseguida, dividimos cada términe del lado derecho entre cosiA) cosiB) v

simplificamos:
sen{ﬂ]cos[E} . sen{B)cos{A) _sen{ﬂ} sen(B)
an{A 1B cos{Ajcos{B} cos({dA]c S[E)z cus{ﬂ} cos{B]
tan (A + 8) = cos(ﬁ]cus{ﬂ) _sen(d jsen(B) 1 sen(A)sen(B)
cos(A)cos(B) ces(A}cos(B) cos(A)cos(B)
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Por altimo, reescribimos en términos de tangentes:

tan (A} +tan (8)
1-tan{A)tan(B)

tan{A + B} =

b) Aqui usamos la identidad establecida en el incise anterior:

m
‘a“"»”“an(g) _tan(®+1_1+tan(h)

1—tan(f) 1—tan{!}

tan(t-I—E):
4 l—tan(t}tan.(:)

Ejemplo 24
Demostrar que sen (3t) = 3sen{t}— 4sen® ().

Solucién
Primero, reescribimos sen(3f) para utilizar el seno de la suma de angules:

sen{St} = Sen (2!‘ + !‘} = sen(ar)cos(t}+sen {I‘]cns(Zt}

Ahora, utilizamos la identidad sen{2t) = 2sen(t)cos{!) y cos(2f} = 1 - 2ser®(t)del ejer-
cicie 31:

sen(2t)cos{!}+ sen(f)cos{2t) = 2sen(t)cos’ {t)+sen(t)[1 - 2sen® (t)|
= 2sen(t)[L —sen® {t)] + sen (t)[1 - 2ser® ()] = 3sen(t) — 4sen® {f)

Como se podra observar, en el peniltimo pasc usamos la identidad pitagorica.

Ejempla 25
Simplificar:
sena{t]
1+ ccs(r)
0] ﬁf)tw
sen’ (t)cos” {f)

sen(t)+ cos(t)

Solucion
a} En este caso, primerc usamos la identidad pitagorica. Asi:
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sen’(t)  1—cos’{t) _ [1- cos(t}][1+ cosit)] .

= =1- 3
1+cos(t] 1+cos(t) 1+ cosft) cos(t)
b) Adquireescribimos en términos de senos y cosehos:
sen (t) sen({)
tan(t) cos{t} cos{t)

tan(f)+ cot (!} N sen(!) cos(t)  sen? (t) +cos® {f)
cos{t] sen(t) cos(f}sen(t)

sen ()
coslt)  sen’{tlooslt]
- 1 N cos{t) =sen’{t)
cos{t)sen(t)

c} Usamos la suma de cubos vista en la seccion de productos notables y la identidad
pitagdrica. Asi, tenemeos:

sen’ () +cos’ {t) _ {sen{t)+ cos{t)){sen’(t) - sen(f)cos(t)+ cos®(t))
sen (}) + cos({) sen(t)+ cos{f)

= gen®{t]—sen(t}cos(t)+ cos’ (t})=1-sen(f)cos(t) = 1—%sen(2t}

Ejemplo 26
Demostrar que cos’ (£) —sen’ (t) = cos® () —sen®(t).

Solucidn
Primero, usamos la diferencia de cuadrados vista en productos notables y en la iden-

tidad pitagérica. De esta manera, tenemos:
cos’ (f) —sen” {t) = [cos® (I]I]2 —|sen® [J.*}]ﬂ = [cos® {f) + sen® (t)]|cos* {t) - sen® (t)]

= cos® (t) —sen*{})

Ejercicios propuestos

En los ejercicios 43 a 47 dibuja el angulo dado en posicién estandar. Recuerda que si
no se indican sus unidades, el angulo esta dado en radianes.

a3 1= 1%
3

44 a}t = —200°.
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b) t = —200.

c) ! = —200 grados centesimales.
45 a)t = 4.

byt=—4

46.a)i =18~ b)t= —18~

47.ayt =% pyt—-SF
12

12
Enlos ejercicios 45 a 53 usa tu calculadora para calcular 1os valores solicitados.
43. a) cos (:{E)
3
b) cot (EE)
3
c) csc(T—?r]
3

49 a) sen(—200)
b) tan (—200)

c) sec(—all)

50. a) ccs(g)
b) cot(%]

2
c)} csc (5)
51. a) tani 200%)
b} sec(200°)
¢} csci 200%)

52. a) ccsa—lh
10

b) sm:i

14

<) tamL

10
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53. a) tan{ 30 grados centesimales).
h) csc{30 grados centesimales).

c) sec{30 grades sexagesimales).

En los ejercicios 54 a 62 determina sila aseveracion es falsa o verdadera.
54. Las funciones sene y coseno solo estan definidas para valores de fentre 0y %
55. Lios valores de las funciones senc y coseno siempre son positivos.
56. sen? 10°) + cos® 10%) = 1.
52. Las funciones rigonométricas estan definidas para cualquier mimero real t.
) 3

o pre i B

59. seni &f) = 2sen(2llcos(4f).

60. Los sigmos de los valores de tangente ¥ seno para un angulo en &l tercer cuadran-
te son signos contrarios.

61. tan(45) = 1.

62. sen®{) — cos¥(f) = senit) — cositl.

63. Prucba que la intersecciénde y =xconzx* +yi=lesx = yy= -‘JL{_
2

51

64. Prueba que tan{—t) = —tan{f) y cot{—t) = —cot{{)

sec(—t)=sec(!) y asc{-t) = —asc(f)
65. Prueba la identidad basica VIl como sigue: sean A, B dos angules con A > B v sea

t =4 — B,todos en posicidn estandar. Considera las intersecciones de estos angu-
los con el circulo rigonomeétrico para:

A Px.yl.
B, Plw,z)
B, Pip, q); es decir, x = cosdl, y = send, w = cosB, z = senB, p = cos? ¥y ¢ = senf.

Establece qué distancia {(1, 0}, {p.q)} = distancia ({x, y}, (w. 21). Eleva al cuadrado
cada fSrmula de la distancia y simplifica.

66. Prueba lz identidad basica VI mediante las identidades basicas VI y II.

67. Usa la identidad basica VII y la identidad sen(t) = cos [E - t] {(vista en los ejem-
plos), para probar la identidad basica IV. a

68. Usa las identidades basicas IV y I para probar la identidad basica V.
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Prueba la identidad en los ejercicios 69 a 86.

69. sen® {1 = %[1— cos(2f)]

tan(A) —tan(B)

70. tan(A — B) =
1+ tan(A}tan{B)

cot{A)cot(B)—1
cot{ 4) + cot{B)

Il.cotfA+B)=

72. coe{3f)= 4cos*t — 3cost

73. cos{2t)=2cos®{t)— 1=1—2sen®(l)
74. tan({f) = —cnt(t—lzr-)

I5. cos{l)sec{i)=1

tan({} _
sec{f)

16.

senif)

tan(®

sec (t

11. = sen(fcos{f)

78. (14 cos{2t)}(1 - cos(2t)) = sen” (2t}

79. 1- Zsen® (-‘—) = 2cos’ [-’-) -1
2 2

1 3 cot(—t} c

80. — = csc(t)
csc{—f) sec(—H
a k]
g1, == '[”_sf“ B _ cos2(n)
1—tan®(t)
82. sec” (f)— tan®* (1) =1
tanf{{}
B3.sen{f)= ——2
V1+tan® (1)
84, sn:*.n(Zl!}=thm_II
1+ tan® ()
2
85. cas{&):Lmzm
1+ tan” (1)
l - cos(4f)

B6. sen’ (1)cos’ ()=
sen” ({)cos” (1) g
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87. Simplifica: a) [ 2-tanx ]
2oBC X —secXx
[tan{4x+]}

sec(4x +1)
c) cos® w (seca w —1)

d) (i —sen”z {1+ tan” x )

6.3 Graficas de funciones trigonometricas

En esta seccidn se grafican las funciones trigonométricas y algunas traslaciones y com-
presicnes-estiramientos de las funciones seno y coseno.

Una funcién y = f(x) es ciclica (o periddica) si existe un valor p para el cual
[flx + p) = fix); esto es, las valores de la funcion se repiten cada p unidades. Al menor
de los valores p = 0, tal que f(x + p) = f(x), se le conoce como el periodo de la funcién £

Las funciones senc y cosenc son ciclicas con periode 2x; es decir, sen{t + 25) = sen(¢)
y cos(t + 2x) = cos(t) para cualquier r € R. Por su parte, las funciones tangente y co-
tangente son ciclicas, pero con periedo = {ejercicio 88}. En tanto, las funciones secante

y cosecante san funciones ciclicas con periodo 27 (ejercicio 89).

Dado gue las funciones triponométricas son ciclicas, basta eraficar un periodo y repetir
fa prafica.

Asi, aqui se inicia con la realizacion de la grafica de seno. Como se recordard, la defini-
ciém de fi£) = sen(t). Asi que primero se dibuja el &ngulo f en posicién estandar; esto es,
su lado terminal interseca al circulo trigonométrico en un punto P, la altura de ese punto
es precisamente el seno del dngulo ¢, sen(z).

Fipura .21
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Por tanto, el dngule 0 tiene seno O; es decir, la gréfica de fit) = sen(¢} pasa por el origen.
Si se consideran angulos positives cada vez mayores en el primer cuadrante, las alturas
de los puntos de interseccion de los lados terminales de los angulos con el circule trigo-
nométrice van aumentando cada vez mas desde cero {para { = 0} hasta | para el &ngulo

T - . . P
t ——. Después, disminuyen hasta llegar otra vez a cero para el dngulo t = 7. Para t en-
2
I .
tre 7 ¥ - {(cuadrante I1I), los valores de senc son negativos, desde cero hasta —1 para

3 37 .
t:~2—?r, Para angules entre > v 27 (cuadrante IV), los valores de seno son negativos y

van de — | hasta 0 en ¢ = 2x. Para dngulos mayores, los valores de seno se repiten en cada
cuadrante de acuerdo con lo que se describic antes.

Dado gue el seno es una funcién impar, su grafica es simétrica respecto del origen. Esto
es, basta graficar el seno para dngulos positivas y reflejar esta grifica respecto del origen
(véase la figura 6.22). No obstante, también es posible graficar solo un periodo, es decir,
graficar en el intervalo [G, larr] y repetir la grafica.

L L
- 10 o~ -~ 10t
b 4 S 4
1 P oy { FeT Y
1 e 1 r Jasr .
i PR | ! . U ! '
Y P : | ! it ; !
|l I' i ||17t .I.. / ! \ T Im {2 l'. r
|r‘||||| 1 [ I N | ||I‘|n- Po vl o3 g ||I|-|||1|r'|||r||;|n-
I 1 - '; mo,on - R (O = T 0N R B ST
! - ' ! ¢ -2+ i
! ! ' 1 ! ! 1
1 ! s } ! | T
i f ! L I B
Voo - voog 1
v s LI o
S - ot -1+
a) Grafica de un periodo de coseno. b) Gréfica de ¥ = cos{f)

Figura 6.22

Ahora, toca el turno de analizar la grifica de la funcién coseno. Al igual que la grafica de
la funcion seno, esta también se construye en cada cuadrante. Si £ es un angulo entre 0 y

g. cos(t) corresponde a la distancia horizontal desde el eje al punto de interseccion del

lado terminal de ¢ {en posicion estandar} con el circulo trigonomeétrico. Por tanto,
cos(0} = 1; sin embargo, este valor va disminuyendo a medida que el &ngulo aumenta,

w . w
hastaqueenf = 5 el valor de cosenc es cero. Para dngulos entre 5‘ ¥ (cuadrante I1), el co-

seno tiene valores negativos, desde cero hasta —1en ¢ = x. Entanto, para dngulos entre &
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. Xis
Y > {cuadrante [II}, los valores de coseno son negativos, y van de —1 hasta0ent =—

. 37 .
En el caso de anpulos entre — y 27 {cuadrante [V), los valores de coseno son posi-

tivos ¥ van de © hasta 1 en f = 27. Con estos datos es posible graficar un periodo de
() = cosit), mientras que el resto de la grifica se obtiene al repetitla

Dado que el coseno es una funcidn par, su grifica es simétrica respecto al eje . Esto es,
basta graficar el coseno para dngulos positivos y reflejar esta grafica respecto al eje y

ivéase la figura 6.23). También es posible graficar solo un periodo; es decir, graficar en el
intervalos [D,E?r] y repetir la grafica.

: . ' i f[ :
Vo v v |
[ i v
v Vo

e 10— e

a} Grifica de un periodo de seno.

b) Grafica de ¥ = sen(f).
Figura 6.23

Ahaora, se analiza la construccion de la grafica de la funcién tangente. Para este efecto,

, sen(t . ,

recuérdese que tan(t)= Et)]; por tanto, su deminio sen los niimeros reales en dende
Cos

cos(t) no seanule. Dado que cos(t)=0=t= M

para # < Z, el dominic de la fun-

s . 2n+1
cién tangente es el conjunto R — {(_n=+_)£ para # € E} .

La funicién tangente es ciclica con periodc ; de esta manera, basta construir la grifica

scbre el intervalo (—% E) Parat= —3 yt= E la grafica tiene asintotas verticales; esto

. . ty T X
la grafica se aproxima a las rectas verticalesi = —— y t =— Enel mtervalo( ) tan-

10 seno coma coseno san positivos, porlo que la tangente es positiva, pero en el intervalo
(_E 0) se10 es negativo mientras que coseno es positive, por lo que la tangente es ne-
gativa. Ademas, comao se recordard, la tangente es una funcién impar, por lo que su pra-

. . . w
fica es simétrica respecto al origen, asi que basta tabular valores entre 0 y — para graficar
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Tabla 6.2
[+ ]o o2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 15 152
0 0203 0433 0684 103 1557 2572 5798 141 19.67

i
]

'l':‘llnl'l
5 5 4 /302

[

Figura 6.24 Grifica de ¥ = tan{#).

et
Lab i
P

[

Por su parte, la funcién cotangente se grafica de una forma similar a las grificas anteric-
res (véase el ejercicio 80).

Para graficar y = sec{f), recuérdese que los valores de la secante son los reciprocos de

los valores del coseno, sec{t)= X asi que para valores positives de cos(t} cercanos
L
a 0, sec(t) toma valores muy grandes, mientras que para valores cercanos a 1, la secante

tema valores cercanos también a 1. Este indica que es posible utilizar la grafica de la fun-
cion cosenc como gitia para graficar la funcién secante. El dominio de la secante son los

. ) {2+ 1\
numeros reales donde el coseno no se anula, es decir: R—{Q para ne b
2
r -
5_
o [
I , - }vl
g \
- ‘In.\ f‘-. ~ '\l-\ fli' '\-h\
ot g e e e
-7 5 —5“\-4 -3 ;nl’ -1 - 1 \L 3 lbr;’ 5 ) Tx »

Figura 6.25 Grifica de y = sccif).
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En tanto, la grifica de la cosecante se construye de manera similar, solo basta tomar la
grafica del seno como guia {véase el ejercicio 91).

En algunas dreas, por ejemplo en la propagacién de ondas, se requiere conocer la grafica
de una funcién de la forma:

f{x)=Asen{B(x—F))+k
f(x)= Acos{B{x —))+k

Donde A, B, Fry kson constantes. En los ejemplos signientes se vera, paso por pasa, como
cada una de estas constantes altera la grafica. De acuerdo con el estudio de 1a seccion 3.4,
se sabe que £ traslada horizontalmente la grafica y que & la traslada verficalmente, mien-
tras gue 4 alarga o comprime verticalmente la crafica y B alarga o comprime la grafica
de forma horizontal.

Ejemplo 27
Graficar la funcidon y = 3sen(t}.

Solucion

En este ejemplo comenzamos cornla grafica de ¥ = senit). De acuerdeo con lo que se es-
tudic antes, esta grafica tiene una amplitud de —1 2 1; por tanto, la grafica de y = 3sen!{)
simplemente se alarga a una arplitud de —3 a 3 (véase la figura 6.26).

yJL
11
2

y=Jsenif)

- 1 —— ——— ——
~ -~ ~ - ~
\ / \ s \
\ / \ / X

-1

Figura 6.26 y = sen(t) en linca punteada, y = 3scn(t} en linea gris.
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Ejemplo 28

Solucidn

Dibujar la funcidn ¥ = —4cos!i).

En este caso, no solo tenemas que aumentar la amplitud de y = cosit), cque es de —1
a 1, hasta —4 a ¢, sino que debemos reflejar la grafica con respecto al eje ¥ (vease la
figura 6.27). Esto es, debemos dibujar la parte de arriba del eje x debajodel eje x, v
la parte debajo del &je x arriba del eje x.

e

Ll - _-
- FERY LAY
. / 5 ’ 1
I .
’ i ] i Y
- roT o i \
i— T ¥ ! v
- i - ] i 1
, — — 1 [ A I 1
Y PR vl M 1 ‘p _ ) I 1,
] il % I b z ] ' I
H,{.Ill ||||| |t!|\{|_|; Ii.}'!%ril‘li“L.;b I|LI|I!‘IdiI Ilﬁé'llll'::i‘él'!r”lllgh
RGN A 1 - o "(1 I B b t lf i
B -l— B el i o=y ' 1
- 1 ] - ¥ ! 1
—Jas ] I = 1 i ]
- % 4 _ b I 1
1 4 L1 f L]
A ——
% r 1 i !
- L, = N 1Y
- —r i o — e

a) Grafica de y = 4cosit).

Figura 6.27

Ejemplo 29

b) Grafica ds y = —4cos{f).

Graficar la funcidén y = —% sen(t).

Selucion

i1
En este caso, la amplitud disminuya de - 2 a E; el signo menos sigmnifica cque la grafica

refleja respecto al eje x {véase la figura 6.28).

Fiu
- 15= -

| +1—0—+—0—r —o—é:——i—r—;— —|—1-{—o—|—9~-{ >
v I

a) Grificade y = (%)s&n{!].

Figura 6.28

:,1

h) Grificade y = —(%) sen(f).
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Ejemplo 30
Graficar la funcién y = cos: 2.
Solucion

Aqui, el factor 2 de ! comprime horizontalmente en un factor de % la grafica

y = cos(t). Podemos deducir esto come sigue: el coseno tiene un periodo en el intex-
valo |0, 27] y dado que § < 2t <27 = 0 <! < =, €] periodo de la funcién dada es [0, #.
Esto es. lo que antes graficabames para y = cos{f} entre & y 2, ahora lo graficamos
para y = cos(2f}, entre 0 y 7. Nétese que solo cambia el periode, la amplitud perma-
nece igual (véase la figura 6.29).

L
1.0 —
)

Faal ™ ; \
PR 7 \
fogsl v : '
fopad ! !

i el \ i

2

e A0 T

Figura 6.2% Grafica de ¥ = cos{2t). (Linca de color gris.)

Ejemplo 31
i
Dibujar la funcién y = sen(—gr}

Solucidn
Primero, reescribimos 1a funcidn con la identidad béasica II:

= sen(— E)— —sen(l!)
Y= 3/ 3
Ahora, cbtenemos el nueve periodoe al resolver la siquiente desigualdad:

U*_-‘Céfﬂz?r::r(]*_-‘:!‘*_iﬁﬁ

Asi que lo que graficabamos para y = seni{), entre 0 y 2x, ahora lo graficamos para
1
y= sen(g t), entre Gy &
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Por 1ltimo, el signe menos refleja la grafica respecto al eje x, que debido a la identi-
dad basica II, en este caso es igual a reflejarla respecto al eje y {véase Ia figura 6.30).

¥ r
N i ~ ~ = s
LY
L Py, IR T s \
i [ L P Ty \
i 1 i o e 4
TR P b 5=y Y
| ro i [ L f \ !;
| ! ] 1 i 1 2 \; \ Jo
_"_H_H_‘",_'_’_ | — ] 1— } } . } } T - } } } } t
A | -2 ,-‘I F) ‘I_:_ E 4 ‘.;“' 'I]'I " 13 “‘.l Hr -+ -2 ;- 2 Ll & 1 1 17 U 1 'I‘-’Jr !Ir
[ v P [ e Y ¢
v el i ! | 1 1 I - K
P Vo Vo v F'E'j '*\ 4
X Vo Vot o JSo- \ !
SN, [ . vt
" el w w o = e \*-»..“"
- 1 o 1
a) Grafica de 7 =sen EI . b) Grafica de y=sen —5! -
Figura 6.30
Ejemplo 32

Graficar 1a funcién y = 3 — Bsen(4t).

Solncion

En este caso, comenzames con el ruevo periodo: 0 < ¢ <2r=0<t < % Esto signifi-
ca cque lo que se grafica en ¥ = sen!f}, entre 0 y 2x, ahora se grafica para y = sen{4t),
entre 0 y g {es decir, la grafica se comprime horizontalmente). El factor 5 modifica la

amplitud entre —5 a §, €l signo menos refleja la grafica respecto al eje x. Por iltime, el
nimero 3 gque se suma a ¥ = —Bseni4{) trasiada esta grafica 3 nnidades hacia azriba.
Acui destaca el orden que seguimos: primero compresion horizontal {nuevo periodo,
luego estiramiento vertical (amplitud;, enseguida reflejo respecto al eje x v, por dltime,
traslacidn vertcal. Las graficas siguientes muestran este orden, desde ¥ = sen{t) hasta
¥ = 3—bsen(4f}); no obstante, cabe aclarar que este no es el linico orden posible.

Fa Fu
- - . - i—
. Vo . Ty .
T I A iy R
. M= \‘ S ) -
L .1.’ t ! - Il
f - * | -! '
TR \ | 1= )
- 1 r - '
s, \ L P T I .y ~
; \ ) p PN T PR PR
L T N S I F— 1y L T
z ! ' ! [z T |" I B VRN N LN oy
o \ , L REI - S
- ] r
i A1 s ' ¥ -
- . \ IJ,"' I i-
foa— N ' i A
FR T o L r -
“ ’ ..-II._I'_ : S ¢ -
M - . -

a) Grafica de y = sen(41). b) Grafica de y = Szen{4H).
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i N 1] L i l 1. "
1 < i] L 1 b I. ’
' A "‘E N1 t -y i
I R R T ' i 1 r
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c) Grafica de y = —5seni4f).

Figura 6.31

Ejemplo 33
Graficar la funcidn y = 4 — 2cos(t — «J.

Solucion
Dado que el periodo esta trasladado

0=t -« = 2z = m<t< 3% Esto significa que lo que graficamos para y = cas{{)},

entre 0 y 2%, lo graficamos para y = cos (t —
amplitnd entre -2 vy 2 y refleja 1a grafica respecto al eje x. Por dltimo, el 4 que suma

a y = 2cos (f — w) raslada su grafica 4 unidades hacia arriba. Cada unc de los pasos

Capitulo § « Funciones trigonométricas

d) Grafica de y = 3—5senf{4!).

referidos antes, lo mostrameos en las graficas siguientes.

1-““\. —
Fla FAERY
FoL A ? A\
[ ] !
¢ o5y i
! 1 i
' ' r 1 t
1 £ f T
-+ e bt —+——i—f+
N 4 3 aF 143 3 4 FBE 5 7
i ¥ 3 L [
1 [ 1 i
L] i 054 ! t
L] 1 1 t
3 ; 4 !
L : LI
T 1 ES el

a) Grafica de y = cos (t — 7).

b) Grafica de y = 2cos {f — #).

+ unidades hacia la derecha. entonces:

7). entre « v 3. El factor -2 modifica la
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}
¥, il
— FL o~ M
ra LY ! £ Y Ea
I LY ! - F 1
f ] ' 1 -
f \ (] ! 1]
] 1 ] i I+
L b - ' ' i
i Y f L 7 ~ -~
LI T T I U T [ l:| [ I | |>:| PO N ;f \‘ "" N
4 a4 3 1\A L S T LT T S N 1+
\ B ; ) . ) \ / R
\ : v A PEFEE B . SEREE P S A
Vo= ) st 3 A o IR IR
4 ! v v ‘ =T 5 ;
L L] ! . /4 ., -’
\ LI LU - 1T e
—f e
c) Graficade y = —2cos (f — 7). d) Graficade y = 4 — 2cos (f — «).
Figura 6.32
Ejemplo 34

Graficar 1a funcién y = 3sen (2 (t + %)] -3.
Solucion

En este caso, la grafica de ¥ =sen(f+%) traslada _z_w unidades hacia la izquierda la

grafica y = senff). B factor 2 dentro del paréntesis comprime la grafica en sentido
horizontal. Ahora determinamos el nuevo periodo:

ﬂiZ(H-EJEZ?rz:-—EEESE
2 2 2

Por su parte, el factor 3 camiia la amplitud entre —3 y 3;a su vez, el 3 que resta trasla-
da la grafica 3 unidades hacia abajo (véase la figura §.33).

¥ r
— W Tm —~
\ PR roa N
v ) Y A AT ¥ 5
y e 1 ; PR ' '
y | L2 \ 1 p U= f
] ! i f ) 1 r
i T ! { 'tl ! - 'y \ 4
‘ i ; b | : z \ ‘ ] : y i .o
R R v B S M R s s AR A B T £
S 4 0™ 2 F 11 W4 § 87, R - L R LT A A A
1 . F1 ] ’ 'y 4 1 i
\ ] 1 I L ! * 1 }
v ST ' ' ¥ i H
1 I % ! 1 F v
A 7o 1 1 LY - ] ¥
v J_ v v v o
w210 . L 10— ot

a) Graficade y = sen.(f +g] b) Graficade y = sen.[z[r +g)l
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c) CGrificade ¥ = 35&11[3(1' + %]]

Figura 6.33

Ejemplc 35
Dibujar la graficade y = 4sen=! + 7) — 2

Solucion

Primero, reexpresamos la funcidn como:

y=4sen{m +7)—2=4sen[a{t+1)]-2

Ahora, va queda clarc que la traslacion herizontal es una unidad hacia la izcuierda.

Determinamos el nuevo periodo:

Capitulo § « Funcicnes trigonométricas

i ! ! M
b
[ _-‘J
! \ ' il
. _1;_1,

i
_'5I' _!'4I .!_I] ' _Ig
! |

A=

d) Grafica de y = 3sen [3(1 +g-)] -3

O<al+)=<2r=-1=t<1

”~
L |
i
! 1
i i
T N
$ 5 0,
! 1
)
L
b

El factor 4 cambia la amplitud de —4 a 4 y el nimero 2 que resta traslada la grafica 2
unidades hacia abajo (vease la figura 6.34).

F.
ur" ~ Wr A ~
. - R
PN K F ' [ ol A LY
- ., -0 A oo ) b L]
¥ Lot i o ol ) P
o LN ! o - ! too
h | Fot Y ! ! i 9 1 ! )
A e i . ' g 1 e ' ! i
! L ! Y | . i ¥ ] [ 1r
b LY 1 ] 1 1 h. [ I 8 { 1 : | ? t—»
3 a % LI T TR T 1 5 i & T
v Iy |I | \ [ i 1 Ly i i i
\ S Yy ' r v g f 1 i
| \ H5= ' \ i / ! 1L i i
K ;o \ [N v ey ! -
' )‘ £oo- Ty, LI ! 7‘1 Lo
~o’ b . L \V-m-- Y,

a) Grafica de y = sen|~t).

b) Grafica de y = sen(xt + 7).
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LN LN
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c) Graficade y = sen/wt + =) d) Graficade vy =sen{xt + ) — 2

Figura 6.34

Con estos ejemplos quedd demostrade comeo funcionan los coeficientes en Fas grificas
de:

f(x)=Asen{B(x—h))+ &
filx)=Acos(B{x—h))+ &

En ambos casos, el coeficiente A modifica la amplitud entre — 4 y A. Si A es negativo, ade-
mas también refleja la grifica con respecte al eje x. Por su parte, el coeficiente B modifica
el pericdo; si B == 1, lo comprime, en tanto si 0 <2 B <7 1, lo ensancha. Si B es negativo,
en el caso de ¥ = sen(Bt), ademas hay que reflejar la grafica con respecto al eje x, pero si
se trata de y = cos{Bt) no es necesario &l reflejo, debide a que coseno es una funcion par;
por ejemplo, sen(—3f) = —sen(3¢}, pero cos{—2£) = cos(2z).

Por Gltimo, se estudian las traslaciones horizontales y verticales, Asi, el nimero # traslada
horizentalmentelapraficade f{x)= Asen(Bx) o f(x)= Acos{Bx),/runidadeshacialade-

rechasi/ es positive y |4 unidades hacia la izquierda si #r es negativo. Porsu parte, el nlime-

ro k traslada verticalmente la grifica de f{x)= Asen(B{x—#)) o f{x)= Acos(B(x—k)),
k unidades hacia arriba si & es positive ¥ )&| unidades hacia abajo st k es negativa.

Ensegnida se presentan algpunos ejemplos de graficas de las ctras funciones trigono-
métricas.

Ejemplo 26

Graficar 1z funcién y =2+ tan(x —?—ET)



Solucion
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En este caso, solo hay traslaciones. De esta marnera, la grafica de y = tanix), se {raslada

T unidades hacia la detecha v 2 hacia arriba {véase la figura 6.38}.

¢ f T ; 7
“I'Ir'IHI'I.Jfli"I,F!'I*'IP'I'I
L S T S R A B | 4f5 ¥

4 ; f i _ ] . F
. f '?'5 ! '
[ !
. ! [ i i
] | ! I
! i i
I 1 I

a) Graficade y = tan(x —%J.

Figura 6.35

Ejemplo 37

Graficar la funcién y = 2 —3csc [g r).

Solucion

b) Gréfica de y = 2+ tan(x —g)

En este ejemplo, comenzameos calculando €l nuevo pericdo:

ﬂ<-§:<z-:rr::-ﬂ«:r<4

Por tanto, lo que graficamos entre 0 y 27 para y = csc(t), ahora se grafica entre Oy 4 para

y=csc (gr) mientras que el factor 3 estira verticalmente la grafica de y = escif) enun

factor de 3. De esta manera, la grafica de y = 3csc (gz) tiene irnagen {—oo,—3)U{3,00),

donde el signo menos del factor 3 invierte la graficade y = 3-::3-::( 2 !

x respecto al eje

x. Por ultime, el 2 traslada hacia arriba 2 unidades la grafica de y = —3esc (%t) {véase

la figura 6.36).
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' LA
“y =) ' 1 1 5 | |
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. i I 1 I I
i‘ - -.1\ .rr ] i 4oy I 1
/ + "L r 1 ] =1 i 1
# LY + [l 1
So— - " — ll\ ’ i= !v. ) ‘-..
-|5 I—_It I; —I! 1 I'I- * ] ' t i ] i 1 l 1 L_l; -IE * -!1._‘ —I!- i -ii_l —}'I t 1 l 1 } l—; ] 1 g
T Enh N ¢
——— =1— _ - L] + EE_ ¢ 1
’ . 4 ' r ' )
! T ‘.- ll Jr :i 'a -!I
l‘ llf = ' ' r 0 i 1
i - i | 1 } - [ ]
i i i i Hf Wb 0 1
. T s V
a) Grafica de y = csc (EI) b) Grafica de y = 3csc (m!).
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Figura 6.36
Ejemplo 28

Graficar 1a funcién y = —cot (r - ,;_]
Salucidén

En este caso, la gréfica consiste en trasladar g unidades hacia la derecha la grafica

de y = cotif) ¥ después reflejarla con respecto al eje x. Asi tenemos las siguientes
graficas:
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a) Graficade y = cni(t - %) b} Graficade y= - cot(f - g)

Figura 6.37

Como se puede ckservar, esta es la grafica de y = tan(i), lc cual podemos comprobar
mediante las identidades que aprendimos en la seccidn anterior. Asi:

cos‘[f—;] cos(f)m[ ]“‘f“ (f)sen ;] enll) _ ange)

_cm[t—%]z_sen[t_g]z sen(r)cos[ ] sen[ ]cos f}=_—cos(!}_

Ejempio 39
i
Graficar la funcién y =1- Esec(m! -+ 2%},

Solucidén

Aqui pedemos observar que dado que la secante es una funcién ciclica con periodo
2w, sec(wt + 27) = sec(nt); por tanto, da lo mismo trasladar que no trasladar para cons-
truir la grafica.

Asi que agqui debemos obtener el periodo de ¥ = sec{f):
Doml<Z2a=0<t 2
i - . .
En este caso, el factor — comprime verticalmente la grafica de ¥ = seci={); el signo
mencs refleja la graficade y = ésec{rrt) respecto al eje x; por tltimo, la grafica ante-

Iior se traslada una unidad hacia arriba {véase la figura 6.38).
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c) Créfica de y=—%sec(m]. d) Grafica de y=1—%sec(m}.
Figura 6.38

Ejemplo 40
Graficar 1a funcién y = 2.5 —3tan (% t— a;—r)
Solucidn

Primero, determinames el pericdoe {como sabemcos, el periodc se obtiene al resolver
una desigualdad):

LS PR PR NS g
2 2 2 2

Come podemos observar, en este casc el factor de xalarga el periode; por tante, alaz-
ga horizontalmente la grdfica de y = tan(f). Por su parte, el factor —3 tiene dos efectos;

por un lado alarga verticalmente la grafica de y =tan (é 4 —g) ¥ por ¢l ofro también

la refleja respecto &l eje x. El nimero 2.5, cue suma a la funcidn antericr, traslada la
grafica 2.5 unidades hacia arriba (v&ase la figura 6.39).
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a) Graficade y =tan &t —g) . b) Grafica de y = 3tan (ér —g]

L= -
|- -
1‘4-Td-ti-:li+—r—n|‘-l-;hpi-$-b- T

T

i

c} Graficade y = —atan(%z —%) d) Graficade y =2.5- Stan(—é-t —g)

Figura 6.39

Ejercicios propuestos

88. Prueba que las funciones tangente y cotangente son ciclicas con periodo 7.
89. Prueba que las funciones secante y cosecante son ciclicas con periedao 2x.
90. Grafica la funcion cotangente.

91. Grafica la funcion cosecante.

En los ejercicios 92 a 111 dibuja la grafica de la funcidn dada.
92. y = sen{—)
93. y = cos(—t + )

94. v = 3senit— T
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95. y ==en{3{4+3x)

T
96. = cos(—f]
¥ 2

81, y= %cos{m}

98. y = 4sen{—2f)

99. y =1+sen(-t)

100. y = 2— 2sen{t 4+ )
10l. y =4+ 3cos({mt+7)

102. y =3 —4dcos(3! - 6x)

103. p =2 - sen(—Z[i + g})

104. y = 2—2cos(—3{t —-g])
105. y = 3 + 3sen{—-30}
106. y = 2.5 -1.8cos{2xt}
107, y =—4 4 Ssen(—t+ 7}
108. y = 3tan(2m)+1

109, y = —1—-Zsec(—t 4+ m)
110. y =3+ Zcot(wi(t+1))

1l1l. y =2+ Zdceci{Zt +2m)

6.4 Aplicaciones de las funciones trigonomeiricas

En esta seccidn se estudian algunas aplicaciones de las funciones trigonométricas. Pero,
para una mejor comprensién del tema, antes es importante definir el concepteo de trigo-
nometria. Asi pues, la trigonometria es [a parte de las matemdticas que estudiz los ele-
mentos v la medicion de los tridngulos. La idea central de este tema es que si se conocen
algunos elementos de un triangulo rectangulo, pueden deducirse los otros elementos del
tridngulo mediante las funciones trigoncométricas (y el teorema de Pitigoras).
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Figura 6.40

Como se vio antes, para el tridngulo rectangule de la figura 6.40 se tienen las signientes
relaciones:

sen(cu]l—i C{}S(t‘!)—ﬁ tan{.cr)—i sen(ﬁ)—E cus{ﬁ)—é fElll(ﬂ)_E
o B’ e c’ A

Esto significa que si se conoce un ingulo y uno de los lados, con alguna de las relaciones
anteriores es posible encontrar otro de los lados y mediante el teorema de Pitagoras
(A + B* = C? ¢ a través de otra de las funciones trigonométricas, se puede conocer
el tercer lado del tridngulo; por tanto, se conccerd la informacién completa del trian-
culo. Debe advertirse que no se escribieron las otras funciones triponométricas de los
angulos del triangule, dado que por lo general no son necesarias. También es posi-

. : T .
ble notar que los angulos e ¥ .3 son complementarios, por lo que a+ ;’}:E: es decir,

w w
(_‘[:——ﬁ Yy ﬂ:——ﬂ
2 2
A continuacién, se analizan algunos ejemplos para una mejor comprension del tema.

Ejemplo 41

Encontrar los elementos del tridangulo de la figura 6.41.

12

Figura 6.41
Solucidon
. s # @ BwW p
El otro ancnule del triangulo es 2 2 12 Como conocemes el angula ¥ su catato

adyacente, podemos utilizar las funciones cosenc vy tangente para encontrarlos va-
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lores de la hipotenusa v €l cateto apuesto del triangulo, respectivamente. Entornices,

sean A el cateto opuesto al angulo % y C'la hipotenusa:

12 C© a  0.96533
o8 —
12
tan =2 - B—6tan " —1.6077
12 & 12
T
En
§ 61117
1.6677
Figura 6.42
Ejemplec 42

Encontrar los elementos del tridngulo de la figura 6.43.

Figura 643

Solucién

El angulo cque falta es el complementario a %; esto es: g— g = %.
Sean A y B los catetos adyacente v opuesto, respectivamente:

G 8 B 2

(-n) A (?r) 5V3

cos|—|=—=58cos|—]|= ——
a 4] g 2
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Figura 6.44

Ejemplo 43

Supodngase que una persora en la azetea de un edificio de 24 m de altura ve su auto
con un angulo de inclinacion de 40°. Encontrar la distancia entre el edificio y el auto.

Solucion

En la figura §.45 boscuejarmos <l problema. De esta manera, observamos cue tene-
mios un triangulo rectangulo del cual conocemos un angulo y su cateto adyacente.
Cormo queremos calcular el ofro cateto, B, utillizamos la tangente. Asi, tenemos:

tan{40"} = z_i = B = 241an{40°) = 20.138

Entoneces, podemos afirmar que la distancia del auto al edificic es de 20.14 m {véase
la figura 6.45}.

M T

Figura 6.45

Ejemplo 44

Una canaleta para agua de lluvia se forma al deoblar por la mitad una lamina plana
de & m por 0.4 m (véase la figura 6.46). Expresar el volumen del canal en funcicn del
angulo ! entre los lados doblados.

/ 0.Im
[4
r
u\- =
+

im

Figura 6.16
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Salucion

Si mirames la canaleta de perdil, podemeos observar un triangulo isdsceles con angulo
central {.

4.2m 0.2m

Figura 647

El volumen de la canaleta es el area de este triangulo multiplicada por el largo de
la canaleta; de esta forma, solo debemos expresar el area del tridnqulo isésceles en
funcién del angulo £ Para esto, dividimes la canzleta en dos tridngules rectdngulos
iguales mediante la altura desde el vértice inferior:

Figura 648

Para cada uno de estos tridngulos, podemos expresar €l area en términos del angulo
. .t . e
inferior, 2 ¥ la hipotenusa, 0.2 m por construceidn. Si llamamos B a su base y 5 a su

altura, tenemos:

sen (1) = i = B =0.2sen (-{)
i 0.2 2

o)

: - \ BH . . o
Entonces, el area de cada triangnilo rectangulo es = y el area del triangnilo isosceles

i == H = U.Ecns(i)
0.2 2

as BH = ’U.Zsen (é” [U.Z cos (é )] ={.04sen (é) cos (é) . Por tanto, el volumen buscado as

v = slo.ossen(2]ccn(2)

haya abierto la canalsta.

= D.Zsen(é)ccs(é) para 0 <t < =, y t depende de lo que se

Ejempla 45

Dos arboles se encuentran directamente alineados en las orillas opuestas de un rio.
A 100 m, sobre una de las orillas del 1io, se mide el angulo hacia el arbol de 1a orilla
opuesta, el cual es de 38° (véase la figura §.49). Calcular 1a distancia entre los arboles.
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@AM:

/p
3

< Arbai2

160m

Figura 6.4%

Solucion

De la figura §.49 podemos ver cuie la distancia, D, cque buscamos corresponde al ca-
teto opuesto del angulo dade, por lo que en este caso utilizamos la funcicn tangente:

tan(35M) = % = la distancia entre 168 arboles ez D = 100tan({35"} = 70.02 m.

Ejempio 46

Una antena se encuentra en 1o altc de un edificio; una persona cue se encuentra a
50 m de distancia del edificio nota que si mira el inicio de Ia antena tiene un angulo de

s 7 - . . . . 5
elevacion de e 7 y sl mira l final de la antena tiene un angule de elevracidén de 8 T

(véase la figura 6.50). Determinar la altura de la antena y del edificic.

H HH B 55 EH
1 B4 B HH B2 H
H HH B H B B3

S0m

Figura 6.58

Solucion

De la figura 6.50 podemos ver que tenemos dos tridangulos rectdngules de los que
conocemos un angulo v su cateto adyacente. Dado que la altura del edificic corres-
ponde al catetc opuesto del triangulc menor ¥ la altura de la antena es la diferencia
del cateto opuesto del tridngulo mayor menos la altura del edificio, sean A la altura del
edificic ¥ A la altura de la antena. De esta manera, tenemeos que:
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tan(i?r}ziz:rﬁ‘:50tan(17r]=35.t]1 m
36 50 26
tan(% I)z%ﬂ#H—t—H:SDtan(%?r):SB.SE m = A=59.59—-358.01=24.58 metros

Entonces, el edificic mide 35.01 m y la antena 24.58 m.

Ejemplo 41

La figura 6.51 muestra la estructura de un armazdén para un puente. Determinar los
valores de los segmentos €'y 5.

/_I i
L d
[ Il [ ]

. Hr

WY,

Figura 6.51

Solucion

Como podemos observar en la figura, todos los friangulos del armazdn son igua-
les. Por tanto, en cualquiera de estos, € es 1a hipotenusa, mientras que 5 es el cateto
opuesto al angulo dado. Entonces:

cos(.zgﬂ)zz_cl:}c:— gﬂ —=268.11m

C (Z-?r)
cos
9
arl(E =£ = B = zﬂtan.(z—ﬂ—) =15.7B m
a 20 9

Ejemplo 48

Una montafia que mide en su punte mas alto 150 m tiene miradores en lados opuestos.
En uno de los miradores el angulo al ver haciza la cummbre de la montafia es de 20°,
mientras cque desde el otto mirador es de 28° {véase la figura 6.52). Calcular la distan-
cia entre los dos miradeores.

Figura 6.52



Capitulo § « Funcicnes trigonométricas

Solucion
De acuerdo con la figura 6.53, podemos establecer que:

20° =g radianes y 25% = % 7 radianes

Sea F el punto en el suelo debajo de la cima de Ila montatria y A 1a distancia de P al
mirador 1 v B la distancia de F al mirador 2. En la figura 6.52 también podermos ver

150 B 160 . . .
cue tan (g) =z Y tan(% ?r) =5 Pcr tanto, 1a distancia entre los dos miradorss es:
150 150
A+ B= + =733.80 m
5 =G
tan|— tan{—
8 36

En toda la serie de ejemplos anteriores se plantearon problemas en los que siempre se
conocia un dngulo. Sin embargo, existen aplicacionas en las cuales se requiere conocer el
angulo de un triangulo rectingulo del cual solo se conocen dos lados; no obstante, el ter-
cer lade es facil de calcular por medic del tecrema de Pitdgoras. Asi, para determinar el
angulo se requiere calcular la funcién inversa de alguna de las funciones trigonométricas.

Funciones trigonomeétricas inversas

En matematicas, muchas operaciones tienen una operacion contraria; por ejemplo, [a
operacion contraria de la suma es la resta, de la divisién es el producto y de la raiz cua-
drada es elevar al cuadrado. En esta seccién, se estudia cudl es la operacién contraria de
la aplicacién de alguna de las funciones trigonemétricas.

Asi, lo primero que se senala es que las funcicnes trigonométricas no siempre tienen
una operacién cantrapuesta. Para decirle con precision, ninguna de las funciones tri-
gonomeétricas tiene una funcién inversa en su dominio. Pero, si se restringe adecuada-
mente su dominio, si tienen una funcidn inversa. Existen muchas formas de restringir el
dominio; en la tabla anexa se presentan las restricciones para cada una de las funciones
trigonomeétricas que se usan mas comunmente. En las finicas funciones en donde no hay
consenso es en la secante y en la cosecante.
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Tabla 6.3

[ Funcion trigonométrica H Dominio restringidao [
T W
Seno _, =
2 2
Coseno [U, Ir]
Tangente [__?T’ E)
2 2
Cotangente (I]', Tr:]
Secante Iﬂ, E] U(—:‘T. ?r]
2 a
Cosecante I_E . (]) I (D. E’
a 2

Entonces, las funciones inversas de las funciones triponométricas se definen como sigue:

Arcoseno; y = arcsen(t) es el nimero en el intervalo

T m
——,—| para el cual sen(y) =t
2 2] P ?)

Arcocoseno: y = arccos(f) es el mimero en el intervalo [0, 7] para el cual cos(y) = t.

. . TR
Arcotangente: ¥y = arctan{f) es el nimero en el intervalo [—E, E) parael cualtan(y) = &.

Arcocotangente: y = arccot(f) es €l niimero en el intervalo {0, ) para el cual cot(y} = &.

Arcosecante:; y = arcsec(t) es el niimero en el intervalo para el cual sec(y) = t.

D,E)U(E,?n—
2 2

Arcocosecante: y = arcesc(t) es el nimero en el intervalo

—I, (})U(ﬂ. r para el cual
2 2

cscly) = ¢.

Pero, también hay otra notacién muy utilizada para las funciones trigonométricas
inversas:

arcsen(t)=sen™' (1)

arccos(t)=cos ' (t)
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1

arctan(t)=tan"'(t)
arccot{t)=cot ™ (f)
arcsec(t)=sec™'(£)
arcesc(t)=csc™ (t)

No obstante, esta notacion solo es para una funcién inversa, no para un reciproco, esto es:

arcsen{t)=sen"'(t)= se:(t) —esc(t)
cos ' (t)= ccpsl(t} =sec(t)
tan™' (t)= ta:(r =cat(t)
cot ' ()= otld) = tan(t)
sec”' (t)= o) = cos(t)

csc g )= L _ sen(t)

cseft)

En resumen, las funciones trigonométricas inversas permiten conocer el valor del anpu-
o en un tridngulo rectingulo.

Ejempioc 49

Encontrar los valores de los angules o ¥ 3 del tridngulo de la fiqura 6.53, si se conocen
dos de sus lados.

Figura 6.53
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Solucion
Dado que conocemos el valor del cateto opuesto a « ¥ el valor de la hipotenusa, sa-

bemos que sen(a) = % de donde ¢ = arcsen (%) = 0.6435 radianes. En tanto, para el

dnqulo 3 conocemeos los valores de su cateto adyacente y de la hipotenusa, por lo que
utilizameos el cosenoc:

3 3
cos{a) = E = 0= arcccs(g) = 0.92730 radianes

Comgo podemos notar, o es necesario calcular el valer del otro cateto; sin embargo,
si esto fuera necesario es facil de calcular con el teorema de Pitagoras; en este caso,
su longitud es de 4 unidades.

Ejemplo 50

Encontrar los valores de los angulos o ¥ J del triangule de la figura 6.54.

#

m

Figura 6.5

Solucion

Dado que conocemos los valores de los catetos, utilizames Ia funcidn tangente y su
inversa:

tan [ﬂ} = 3 == .':u't:taI'Li =0.42663
11 11

Iart{,lf}’]=}F-j-=}»,|3=am::tar|]'—5l =1.1442

Came podemos ver, €l resultado de la suma de los angulos es g tal como debe ser.
Ejemplo 51

La corriente en un circuito eléctrice esta dada para ¢l instante ¢ come

I{t)=1 [sen(wt + ) cos(¢) + cos(wt + F)sen{d)|

Despejar t.
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Solucion

Primero, cbservamos que la expresion dentro del paréntesis cuadrado es el seno de
una suma de dos angulcs:

sen{wt + 0)cos(¢) + cos(wt + O)sen(d) = sen|(wt + 0} + ¢
Por tanto. la ecuacidn original queda como:
Ht) =1 ser{wt + 0+ )

Entonces:

It
sen(uwt + 8 +¢)= U]
IO
Al aplicar arcoseno tenemos:
wt+ 0+ ¢ = Mcsen(ﬁ)
In
Donde:
arcsen (@ ) —F—¢
t= f

et

Ejemplo 52

Una avioneta vuela a una altura de 2 millas y se encuentra a una distancia horizontal
de 10 millas del inicio de una pista de aterrizaje. Determinar el anqule al que debe
descender para aterrizar en la pista.

Solucidn

En la figura 6.55 podemos notar cque los datos dados corresponden a los catetos del
tridngulo rectangulo:

Figura 6.55

tan{a) = ? = o = arctan(8)=1.3734 (aproximadamente 78.69%)
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Ejemplo 53

a) Calcular sen (arcta.n (&))

b) Probar que sen{arccos(w)) = \'mpara -l=w=1.
Salucién

a) Sea f=arctan(l); primero, aplicamos la funcion tangente de cada lado ¥
obtenemos:

tan{t) =§

Luego, construimos un triangule rectanguic con angule {, cateto opueste 1 y cateto
adyacente 4 (véase la figura 6.56):

Figura 6.36

Por el tecrema de Pitagoras, sabemos cue la hipotenmsa es JE Por tanto,

sen(a:ctan(i)] =senf(f) = %

. w . s -
b) Sea!= arcos(w)entonces, cos{t)=w = T .Por tanto, a continuacion construimos

un tridngulo rectanguio con un angqulo ¢, cateto adyacente w e hipotenusa 1 {véase
la figura 6.57).

Figura 6.57

De acuerdo con el teorema de Pitdgoras, el cateto opuesto al dngnule tes vi- w?, por

I

l-w".
1

lo que sen(arccos (w)}=sen(t)=
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Ejemplo 54
3 2
Calcular cos (arcsen: + arccos g)

Solucion
En este caso, usames la foarmula de coseno de una suma:

3 2 3 2 3 2
COoS (E!ICSEIIE + arccos E) = C03 (EICBEHZ CO3 | arccos E — BET arcsen E) sen (BICCOS E)

N . 2y 2 3y 3
Por definicion de funcidn inversa, sabemos que cos(arcccs g) =% ¥ sen(a.rcsen —] =7

Ahora, cos areseng:) se calcula construyendo un tridngulo rectangulo con angulo

t= Em:senE o sen{t)= E
4 4q

Figura 6.58

Por el tecrema de Pitagoras, sabemos cue el cateto adyacente es: \I'E por lo que

V1
cos(a:csen—] =cos{f)j=—.
4 4

En tanto, para el otro factor, caleulamos sen(arcccs %) De igual modo, también cons-

. s . . P
truimos un fridngule rectangulo con angulo # = arccos 5 por lo que cosff = g:

Figura 6.59

El cateto opuesto es, de acuerdo con el teorema de Pitagoras, v'ra_l Y

Va1

[axocos2)
sen|arccos—|=senf) = ——
5 3)
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Asi, al reunir 1o anterior, tenemaos:

5

4

3 z) {
cos;arcsen —tarccos— | =,|—

R R

Ejercicics propuestos

En los ejercicios 112 a 121 encuentra los valores de los angulos y lados que faltan del
tridngulo o figura dada.

112.

Figura 6.60

113.

Figura 6.61

114.

10

Figura 6.62
115.
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SiH
__]

Figura 6.63

116.

Figura 6.6

117.

L8

Figura 6.65

118.

04

Figura 6.64
119.
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Figura 6.67

120.

Figura 6.68

12L.

Figura 6.69

122_ En un parcue se desea colocar un teleférico; s planea que este se ubicue en
un punto A sobre el suelo a un puntc 8 a 200 m de 4 v a 150 m arriba del suelo.
Determina el angulo del tendido del teleférico.

123. Un glcbo aercostatico vuela a una altura de 100 m sobzre el suelo. Un observador
situado a cierta distancia del puzito en el suelo sobre el globo ve el globo con
un angulo de 0.3 radianes. Calcula la distancia entre el observadosr y el gloko.

124. Una montafia tiene una altura de 700 m; en esta hay un refugio que se ubica a
500 m de altura. Asimisme, a 2 km de distancia del punto en el suelo debajo de
la cima de la montania se ubica un mirador con un telescopio. Determina el an-
gulo del mirador para ver el refugio y la cima de la montafia.



Capitulo

Geometria
analitica

Al final de este capitulo el alumno sera capaz de:

+ Identificar las ecuaciones correspondientes a
las distintas conicas, incluyendo circunferencia,
parabola, elipse e hipérbola.

+ Resolver problemas que involucran conicas vy
graficar estas en el planc cartesiano.

+ Aplicar las ecuaciones de las cénicas a problemas
de la vida cotidiana.
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Introduccion

La geemetria analitica se encarga del estudio de las conicas, que son las curvas planas
que se forman cortando un cono recto con un plano.

Cuando el plano que se usa para cortar al cono es perpendicular al eje del cono, la inter-
seccién que se obtiene es una circunferencia {véase la figura 7.1a). Por su parte, cuando
el plano forma un dngulo dado con el eje del cono, que sea menor que el angulo de aber-
tura del cano, la figura que se obtiene es una elipse (parte supertor de la figura 7.1a). En
tanto, cuando el dAngulo de inclinacion del plano es igual al Angule de inclinacién de la
generatriz del cono se obtiene una parabeola (véase la figura 7.1b); es importante aclarar
aqui que la generatriz es la recta que indica qué tanto se abre el cono. Cnando &l plano
con ¢l que se corta el cono es paralelo al eje del cono {o forma un angulo con el eje del
cono, menor que la abertura de la generatriz;} se obtiene una hipérbola (véase la fipura
7.1c). Por tiltimo, cuando el plano pasa por el vértice del cono se obtienen cénicas dege-
neradas; las cuales pueden ser: un punto {si el plano es perpendicular al eje), una linea
(si el plano contiene a la generatriz del cono) o una cruz (si el planc contiene al eje del
cona). Es posible visualizar estas curvas imaginando los cortes que se obtienen al cortar
un cono con us plang, y variando la posicion del planc respecto del cono, asi como su
inclinacian respecto del eje del cono.

v ve
(b &b

al 1} cl

Fignra 7.1 Gencracién de: a) una circunferencia y una elipse, b! una parabola y ) una hipérbola, cortando

un cono con wn plano de acucrdo af angulo de inchnacién del plano respecto del ejc del cono.

Como se estudio en el capitulo 3, & plano coordenado se divide en 4 cuadrantes: 1, I1, I11
y IV, comio se muestra en la figura 7.2. Donde existe una correspondencia uno a uno en-
tre un par ordenado de nimeros {4, b} y un punto P en el plano coorderado cartesiano.
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Pla, b

Y

] IV

Figura 7.2 Plano cartesiano con cuadrantes 1, 11, LI ¥ 1Y, donde se observa la posicion de wn punto £ con

coordenadas (&, &),

Como se estudié en el capitulo 3, la distancia entre dos puntos P (x,, 3} y P,(x, y,} enel
plano cartesiano estd dada por la férmiula de la distancia:

d(ﬂ‘Pz):\/(xz_xl }2 +(y2 —% )2

Ademds el punto medio de un segmento con extremosen P (x,, ¥) ¥ P,ix,, y,) estd dade
por la férmula del punte medic:

PM = xi”?.y‘ﬂz)

2 2

1.1 Circunferencia

La circunferencia es el {ngar geamétrico de los puntos en el planc cartesianc cuya dis-
tancia a un punto fijo es una constante; este puntc recibe el hombre de centro de {a
circunferencia. La distancia desde el centro a cualquier punto en la circunferencia es el
radio. Asi, una circunferencia con centro C(h, £) y radic r = 0 esta formada por tedos los
puntos en el plano que estdn a una distancia r de C (véase la figura 7.3).

353



354  Introduccién a las matematicas. Ejercicios y problemas

ErR

Figura 7.3 Circunferencia de radio #, con centre en C.

Asiquelaforma estandar de la ecuaciéon de la circunferencia con centro C{#, &) v radio
r=0es:
(s—t)' +(y—k) =1’

Si la circunferencia estd centrada en el origen, entonces {#, &) = (0, 0} y la ecuacion de
la circunferencia se reduce a:

Si se desarrolla la forma estindar de la ecuacion de la circunferencia se obtiene:

F—2xh+i Ay 29k K —r =0
Esta puede escribirse como:

24y —2xh—2yk+ B4+ —r =0
Es decir:

£ +y +Dx+Ey+F=0
Donde:
D= -2lhE=-2kyF=R+kE-1

A estatltima formase le conoce como forma general de laecuacion de lacircunferencia.

Combinando ambas expresiones se tiene que;

2 2 2 b
2 2 4
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Entonces, si D2 + E* — 4F == 0 se tiene una circunferencia de radic r > 0. En tanto,
si D* + £2 — 4F <2 0 se tiene una circunferencia compleja o imaginaria. Por su parte, si
D? + F? — AF = 0 se tiene una circunferencia degenerada que consta de un solo punto:
el centro.

Suele ocurrir que los términos circule y circunferencia se usan de manera indistinta. Sin
embargo, el circulo es [a superficie plana contenida por la circunferencia y constituye la
figura plana que tiene la mayor 4rea posible para un perimetro dado. Por otro lado, la lon-
gitud de la circunferenicia de un circule es el perimetro de la circunferencia, gue es igual
al producte de = por el didmetro: P = =D En tanto, el drea del circulo es el producto de
= por el radic al cuadrado, cuya fdrmula se expresa de la siguiente manera:

A =wr?

Ejempio 1

Encontrar el centrc v <l radio de las circunferencias dadas por las siguientes
ecuaciones:

a) ¥*+y=9

by (x+3F+(y—20°=4

2

¢ (x—6) +(y+%)z=aa

Solucion

a) Al comparar la ecuacién dada con la férmula x° + p* = r®, vemos cue el centro de
la circunferencia estd en el origen: (i, k) = (0, 0) v que el radic de la circunferencia

asrf =8, asiquer = V9 =3 (a=i, solo tomamos el valor de » > 0).

b) Al comparar la ecuacion dada con la férmula (x — h}z +{y - k}z =r?, vemos que
el centra de la circunferaencia esta en (h, k) = (—3, 2) v que el radic de la circunfe-

renclaesr = 4,asiquer= Ja-2 {asi, solo tomameoes el valor de r > 0).

¢} Ahora, comparamos la ecuacion dada con la Iormula general de la circunferencia:
{x— hf +{y - k]z =r* asi, concluimos que el centro de la circunferencia estd en

el punto [k, k)= (6, —%) v que el radio de la clrcunferencia es r? = 36, asi que

r= v’ﬁ = 6 (as], solo tomamos el valor der == 0).

Ejemplo 2

Encontrar las ecuaciones de las siguientes circunferencias:
a) Circunferencia con centro =n el origen y radio 5.

b) Circunferencia con centrc en (4, —8) y radio Va2,

¢} Circunferencia con centro en {9, I; ¥ radio 3V3.
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Solucion

a) Aqui sustituimos r = 5 en la forma estandar de ]z ecuacion de una circunferencia
con centro en el origen, as{ que la ecuacion que buscamos es:

¥+ =25
b) En este inciso sustituimos h=4, k=—8y r= Jé en la forma estandar de la
ecuacion de una circunferencia, {x — h)g +(y - k]z = r%; asi, obtenemos
ix—4F+ (F+8°=2.
c) Adqui sustitnimos k=9, k=1yr= 343 en la forma estindar de la ecuacién de
una circunferencia,(x — h)2 +i{y - k)z = r” asi, obtenemos (¥ — 8} + {y — 1)? = 21.

Ejemplo 3

Encontrar el centro y el radio de la cizcunfererncia cuya ecuacidn es:
Fry—4x-—12r=9
Solucion

Primero, completamos cuadrados en x ¥ en J. Para eso, tomamos el coeficiente del
término lineal eh x, —4, lo dividimos entre 2 y lo elevamos al cuadrado:

o] -

Luego, procedemos de la misma manera con el coeficiente que multiplica al término
lineal en y; es decir, —12:

ll{—lz}r=3e
a
Asi que:
¥ty —4x—12y=8=
¥—4x+4+p - 12y +36=9+4+38
Es decir:

{x—-2¥+(y—6)7=48
Comparando esta ecuacién con la Ormula general de la circunferencia.

(x— h)z +({y - k}2 =r?, encontramos gue ¢l centro de la circunferencia esta en
(B, k)= (2 68)yquesuradioesr=1.

Ejemplo 4
Enceontrar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacién es:

FtyE+ex—4y=23
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Solucion

Camo en el ejemplo anterior, primero completamos cuadrades en x y en y. Conside-
rando los coeficientes de los términcs lineales en x ¥ en ¥, tenemos que:

1.[ 1 i
IZ yaue 2( )

Asi, podemos escribir:
+y+6x—4y=3=
F+ex+e+yF—4y+4=3+8+4
Es decir:
X +3f+yy—2¥=18
Si comparamos esta ecuacion con la fdrmula estandar de la circunferencia.

(x - J‘t)2 +{y - k]z = r?, observamos que el centro de la circunferencia estd en
(h.X) =1—3,.2) yquesuradicesr = 4.

Ejemplc 5
Encontrar el centro ¥ el radio de la circunferencia cuya ecuacion es:
x4yt +2VRx—8p=-9

Solucion
Como en el ejemple anterior, primers completanios cuadrades en X vy en p. Conside-

rando los coeficientes de los términes lineales en 5 y en ¥, respectivamente, tenamos
que:

2 2
[%zvil — 2 yque %{—B]I _16

Asi, podemos escribir:
¥y oVl -8y=-9=
P +2Vax+ 24y —By+16=-9+2+18

Es decir:

2

(x+V2) +(y-4 =9

S5i comparamos esta ecuacion con la f6rmula estandar de la circunferen-
cia, (x—h}z—[r(y—k}z:rg, vemos que el cenbe de la circunferencia esta en
(h k)= (—\E,dr)y que suradicesr = 3.
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Ejemplo §

Encontrar la ecuacidn de la circunferencia, sabiendo que los puntos (3, 1) ¥ (9, 5) son
los puntos extremes de un didametro.

Solacién

Paso 1. El centro de la circunferencia es el punto medio del didmetro, asi que pode-
mos encontrar las coordenadas del centro usando la formula del punto medio:

=(3;9_1;5)={6’3)

X +zx, y,t+y,

2 2

De esta manera, el ceniro de la circunferencia se localiza en (A, k) = (8, 3).

Paso 2. El radio es la distancia desde el centro a cualquisra de los puntos exiramos
del diametro. Por tanto, podemos encontrar €l radic usando la formula de la distancia:

V"I(XE—XIJE-!-(FE _h}z :\/{9—6)24-(5_3}2 —N3E g2 _ i3

Asi que:
r="12

Paso 3. En este punto sustittimos los valores encontrades para €l radio y las coor-
denadas del centro de la circunferencia en la forma estandar de la ecuacién de la

circunferencia con r = V13 ¥ (h, &k = (6,3). Bsi:
(x-B) +(y kY =r"=
(x—8) +(y—3) =13
Ejemplo 7

Encontrar la ecuacion de la circunferencia, sabiendo que (—2,4) v [ 1,—4) son los pun-
tos extremos de un didmetro.

Solucién
En este caso, también procedemos come en el ejemplo anterior.

Paso 1. Encontramoes el centro de la circunferencia calculando el punto medic enire
los dos extremos del didmetro:

x +x, J’1+yg]=(—z+1 4-4)2(_1 0]
L] 2 zI

2 ' 2 2

Asi que:
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Paso 2. Ahora, para hallar el radio calculamos la distancia que hay desde el centro de
la circunferencia a uno de los puntos extremos del diametro:

S5+ e nF =2+ &) wa-of =[] +a = Brie [
Asi;
4

Paso 3. En este punto, sustituimes los valores de r ¥ (4, X} en la forma estdndar dela
ecuacion de la circunferencia:

(x-B +{y-k)'=r*=

)

+o] +y ===
(‘T 2l 7Y
Ejempio 8

Encontrar 1a ecuacion de la circunferencia que contiene los puntos A{1,4), B{—2,2} y
C{—3,0) y construir un bosquejo de su grafica.

Solucion

Como se puede observar en el planteamiento de este problema, en este caso tene-
mos tres incognitas que son las coordenadas del centro de la circunferencia (h, &) ¥
el radio de la circunferencia r, asi que debemos tener tres ecuaciones para encontrar
la solucién.

Como sabemos, cada uno de los puntos dados esta en ¢l circulo, por tanto, estos de-
ben satisfacer la forma estandar de la ecuacidn de la circunferencla:

(x~B) +(y k) =1°
Por consiquiente,

A-B +{(4—k)f =r*..00)
(—2-h)Y +(2— k) =r%..{2)
(-3— B +(-k) =r*.(8)
Ahora, combinamos las ecuaciones 1 y 2 y al desarrollar, chtenemos:
(l—hY +{4— k) ={-2—h) +(2—k
1-2h+H +16-8k+k*=4+4h+H* +4-4k + &°
—2h-8k—-4h+4k=4+4-1-16
—6h—4k=-9
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Del mismo meodo, al combinar las ecuaciones 1 y 3 v al desarrellar, ebtenemos:

2

f1-h) +(4-EV¥ =(—3- 4 +1-k)
1-2kh+45°+16-8k+ k* =9+ 8h+ 2+ K*
-2h-6h-8k=9-1-186
—8h-8k=-8
Bhora, resclvemos el sistema de 2 ecuaciones con 2 incdgnitas (capitulo 2):
—-Bh—-4k=-9
—8h-8k=-8
Asi, obtenermos:
1h, k| = {2.5,—1.5)

Ahora, para hallar r, sustituimeos estos valores en cualguiera de las ecuaciones 1,2 o
3. Por ejemplo, aqui sustitnimos en la ecuacién 3, que es la mas sencilla, y obtenemeos:

r?={-3-25)+(15)" =328
As{ que:
r=+325

Nota: Se deja como ejercicic al lector sustituir los valores de (A, ¥} en las ecuaciones
1y 2 y verificar cue se obtiene el misme radio.

Por tanto, la ecuacidn de la circunferencia que estamos buscando es:
(x-2.5) +{y+1.5) =325

Su grafica se muestra en la figura 7 .4.

b

-

r\ ;
b 4>
L 1

Fignra 7.4 Grifica de la circunferencia (x — 25) + {»+ 1.5) =32.5.
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Ejemplo 9
Encontrar 1a ecuacicn de la circunferencia que contiene los puntos Ai0, 3), B{2, 0} y
C(—2, —2), y realizar un bosquejo de su grafica.

Solucién

Como en el ejemplo anterior, cada uno de los puntos dados debe satisfacer la forma
estandar de la ecuacion de la circunferencia: {x — hf +(y— k)E =r® De esta mane-
1a, podemeos establecer tres ecuaciones para poder encontrar las tres incégnitas, r y
{f, X). Portanto,

(O-hY +(3-k) =r*..()
(2— R +{0— kY =1%...(2)
(—2- B +{-2-k) =1r%...(3)
Ahora, combinamos las ecuaciones 1 ¥ 2, y al desarrollar, ebtenemaos:
(0—hY' +(3-kY' =(2—h) +{0— k)’
R +9-6k+k*=4—4h+ K +k*
4h—-Bk=4-9
dh-6k=-5
Del mismeo modo, combinamos las ecuaciones 1 y 3, vy al desarrollar chtenemos:
(O-h) +{3-k)' ={—2-h) +(-2- k)
R 4+9-6k+k’=4+4h+ R +4+4k+K°
-4h--B6k-4k=4+4-9
~4h 10k = -1

Ahora, resolvemos el sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas que resultaron, usande
alguno de los métedos vistos en el capitulo 2:

dh—8k =-5
—4dh-10k = -1

Asi, obhtenemos:

= 11)

Para hallar r, sustituimos estos valores en cualcuiera de las ecuaciones 1,2 0 3. Por
ejemplo, en este caso sustitnimos en la ecuacion 1 y cbtenemos:

2 2
2 _ [H_ﬂ +[3__€'.) _ 1885 o ap3
d ( 16 18/ ~ 256
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Por tanto, la ecuacién de la circunferencia que buscamos es:
11)E ( . )2
+=] +|y——) =1.383
[x 16/ Ve

Mientras que su grdfica se muestra enla figura 7.5:

¥

i 1
Figura 7.5 Grifica de la circunferencia [x + %) + (y - %] =7.363.

Ejempla 10

Encontrar la ecuacién de la circunferencia con centre en (2, —3) y que pasa por el
punto {1, 4).

Solucién

Come en este caso ya conocemes ¢l centro de la circunferencia, solo debemos en-
contrar su radie, que es la distancia que hay del centrc de la circunferencia al pun-
to dado. Asi que a partir de la forma estdndar de la ecuacion de la circunferencia:

{x— h)2 +(y - k‘]z =% tenemos cue:
rP=(1-2Y+(4+3) =1+49=50

r=+50

Por tanto, la ecuacién de la circunferencia que buscamos es:

& — 27 + (v + 3)2 = 80
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Ejercicios propuestos

En los ejercicics 1 a § encuentra el radio r ¥ €l centro (A, k) de las circunferencias
dadas.

1. 2+ y¢ =16

2. (x —2)2+ (y— 6)2 =48

3.2+ (y— 1R=8l

4. (x+3¥+(y+872=10
F

. (x+4}2+(}'—é) =20

on

6. {x + 6)*+y2 = 100
En los ejercicios 7 2 12 determina la ecuacion de la circunferencia con el radio y cen-
tro dados.

1.r=35,(Ahk=(-23)

8. r=1,(h kK =(0,0)

8. r="7,(h kK =(-2-2)
10. r = 2V2, (B k)= (3, —4)

o= Bwi-f 4

12. r = 4, (h, Ki=(0, 8)

Enlos ejercicios 13 a 18 encuentra el centre y 1a circunferencia correspondientes ala
ecuacion dada.

13.:2+FE—31+6}r=%
14. x2 + y? + 4x — 14y = —47
15.:3+;.r2—5.r—5y—l§-=0

16, ¥2+ p2+ 1658 —20p+ 152 =0

17. %2+ p2—6x + 10y = —20

18. 2+ p2+16r — 4y +64 =20

En los ejexcicios 19 a 24 determina la ecnacidn de la circunferencia, sabiendo cue los
puntos dados son puntos exiremos de un diametro.

19.{2,21v (8, 2)

20 (—-1,-3)v(2& 1)
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21.(—3,0)y (—3,-8)
22. (—3,3)v{1.-2)
23.(1,6) y (2, —4
24.(—6,2)y (3, —1)

En los ejercicios 25 a 25 encuentra la ecuacion de la circunferencia que pasa por los
puntos dades y construye un bosquejo de su grafica.

26.(1,0),(0,2)y{-1,1).
26.(2,1),{1, -3)y (-1 —-1).
27.{1,0),(0, —3) v (—6 —2).

Enlos ejercicios 28 a 33 encuentra 1a ecuacién de la circunferencia con centro en {,k;
que pasa por el punto P (x,. p,). sl

28. {h-k) = (1,1} YPII:XI‘.V]:I = (3= 1}
20. () = (~2,4) Y (£, 7,) = (1.5)
30. (1.8 — (0, ~3) Y P{x,.7) — (2.—6)

{1 _3 L
3L (b =[5~ 3}y Bx. y) = (-1 -2)
32. (1K) = (4,~1) y P, 7.} = (~2.5)

33 (hK) = 2.0y P(x,y,) = (1.3)

1.2 Parabola

En esta seccion se estudian las cénicas con la parabola, 1a cual censtituye una curva que
tiene muchas aplicaciones. Por ejemptlo, cuando se lanza un objeto al aire y cae en caida
libre, la travectoria que describe el objeto en su movimiente es una parabola [ignorando
la resistencia del aire).

De esta forma, la pardbola se define como & ugar geonrétrico de todos los puntos, P, que
tienen la misma distancia a un punto fije dado, F, vy a una recta dada, L; esto es, tales
que PF = PD, donde PF es la distancia de P a F. Al punto dade F se le llama foco de la
parabola, en tanto P es la distancia del puntc, £, a la recta dada, Z, llamada directriz.
La linea que pasa por el foco vy es perpendicular a la directriz se llama eje de la pardbola
(o eje de simetria) y al punto que esta a la mitad, entre la directriz y el foco, se le cenoce
como vértice de la pardbola.

Cuando &! eje de una parabola es paralele a alpuno de tos ejes coordenados, se dice que
tiene una orientacion estdndar. Pero si ademads el vértice de la pardbola estd en el origen,



Capitulo 7 «+ Geometria analitica

se dice que la pardbola estd en posicidr estdndar: abierta hacia arriba, abierta hacia abajo,
abierta a la derecha o abierta hacia la izquierda.

A continuacién se muestran las fdrmulas que definen a las parabolas en su posicién es-
tandar, asi como sus graficas.

Parabolas en posicién estandar
Pardbola abierta hacia la derecha
Vértice: V{0, 0}; foco: Fip, 0); directriz: recta x = —p; ecuacion: y2 = 4px. La fipura 7.6
muestra la grafica de una parabola en posicién estandar abierta hacia la derecha. En
este caso, por sencillez, se ha tomado en la figura p = 1, donde la cantidad 4p se conoce
come el lado recto de 1a pardbola y carresponde a la lengitud del segmento que une dos
puntos opuestos de fa parabola a [o largo de una recta perpendicular al eje de simetria y
que pasa por el foco.

¥

5

i
1
1
i
1
1
E
1
1

Virtice V10, o)

%

5 1
T A |

-5 1.5

=

15 5 i5
Foto Kp, 0]
Directriz L x=—p

T
I I
W [,

Figura 7.6. Pardbala cn posicion cstindar abicrta hacia la derecha con p = 1. Veértice: V{0, 0); foco: F( L, 0}

Ecuacion ¥ = 4px.

Pardhola abierta hncia la izquierda

Vértice: V{0, 0); foco: Fi—p. 0); directriz: x = p; ecuacién: * = —4px. La figura 7.7
muestra la grafica de una pardbola en posicién estandar abierta hacia la izquierda, para
tacual p = 1.
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-5 -5

| .
Foco F{—p, 0) :
BEAN

Directriz L:x=p

|
|
|
|
|
r

Eigara 7.7 Pardbola en posicién estandar abicrta hacia la izquicrda con p = 1; vertice: V[0, @); foco: F{ -1, 0);

covacion: y* = —4px.

Pardhola abierta Iacia arriba

Vértice: V{0, 0); foco: F(0, p); directriz: ¥y = —ps ecuacion: 2 = 4py. La figura 7.8 muestra
la grafica de una parabola en posicién estandar abierta hacia arriba, para la cual p = 1.
Esto es, el foco se encuentra en el punto F(O, 1).

Vértica K0, 0)

Faco O, pl

Fignra 7.8 Paribola cn posicién cstandar abierta hacia arriba con g = 1. Vértice: VI0, 0); foco: FI0, 1); ceua-

cion: x* = 4pr.
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Pardbola abierta hacia abajo

Vértice: V{0, 0); foco: FI0, — pl; directriz: y = p; ecuacién: x* = —4py. La figura 7.9 mues-
tra la grifica de una parabola en posicién estandar abierta hacia abajo, para la cual p =
1. Esto es, el foco se encuentra en el punto F(0, —1).

F 3
54

T Vartica ¥i0, 0

Figara 7.9 Parabala en posicion cstandar abierta hacia abajo con p = 1. Vértice: W0, 0); foco: F10, —1};

couackin, 2t = —4py,

Parabolas con orientacion estandar

Como se comentd en el capftulo 3, cuando se reemplaza x por x — % se tiene el efecto
de desplazar la grafica de una ecuacién en |#{ unidades; a la derecha si / es positiva y a
ta izquierda si # es negativa. Asimismo, si se reemplaza y por ¥ — & se tiene el efecto de
desplazar la grafica en |k} nnidades; hacia arriba si £ es positiva o hacia abajo si k es ne-
gativa. Asf que las ecuaciones y las caracteristicas de parabolas con orientacién estindar,
aungque no necesariamente en posicion estindar, son las siguientes:

Pardbola abierta a la derecha

Vértice: Vih, k); foco: FIh + p, k; directriz: x = h — p; ecuacién: (y — k)2 = 4p{x — &).
Pardbola abierta a la izquiierda

Vértice: V{k, k) foco: F{i — p, k); directriz: x = h + p; ecuacion: (y — k) = —4p{x — #).
Pardbola abierta hacia arviba

Vértice: Vik, &); toco: FTh, k + p); directriz: ¥y = k — p; ecuacion: (x — k) = 4p{y — k).

Pardbola abierta hacia abajo
Vértice: V(h, k); foco: F{h, k — p); directriz: y = k + p; ecuacion: (x — k) = —4piy — k).
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Ejempla 11

Encontrar la ecuacion en su forma estandar de una parabola que se abre hacia la
derecha, con foco en Fip, 0), vértice en &l origen V0, {J‘} v directriz dada por la recta

X =-p.
Solucion

La pardbola se define por el conjunte de puntos del plano cartesianc gue cumplen
con la condicidn de que su distancia al foco es ignal a su distancia ala directiriz; es de-
cir, PF = PD. Entonces, sea Pl x, ¥) un punto arbitrario en la pardbola con coordenadas
(%, y). Por tanto, calculamos la distancia del punte Pix, y) al foco Fip, 0), PF, usando la

férmula de la distancia entre dos puntos: BF = \/ (x- p)2 +(y - D}E. For otro lado, los
puntos £ en la directriz tienen coordenadas de l1a forma (—p, i), asi que la distancia

;perpendicular) de Pix, v) a la directriz es: PD = \/ {x+ p:la +(y - y}z . Asl que peor la
definicién de parabola tenemos:

Pr=prpD=

2 2 2 2
\/(x+p) +{y—0) =J(x+P} +(y-r)
(x—p)Y+y*=(x-p)
IZ_BXP+P2+Y2=x2+2xp+P2
y'=4xp

Ejempla 12

Dada la parabola p? = 20x, encontrar sl foco, el vértice, la directriz, su eje de simetria
v esbozar su grafica.

Solucién

La ecuacidn de la pardbola esta en su forma estindaz: p* = 4px, asi que 4p = 20 y, por
tanto, p = 5. Entonces, decimos gue la pardbela estd en posicicn estandar y se abre
hacia la derecha, con vértice V10, 0), foco Fi5, 0), directriz dada porlarecta x = —35
v el eje de simetria es el eje x; es decir, la recta y = 0. De esta forma, la gréficade la
pardbola se muestra en la figura 7.10.
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104

Figura 7.1¢ Gralica de {a pardbola y* = 20x. En csta s¢ observa que V{0, 0) v F(5,0).

Ejemplo 13

Encontrar el foce. el vértice, la directriz ¥ el eje de simetria de la parabola 2 = —8y;
asimismo, esbozar una grafica de la parabola en cuestion.

Solucion

La ecuacidn de la pardbola ya esta en sn forma estandar:x? = —4py, asicque 4p =8,

por tanto, p = 2. Entonces, la parabcla esta en posicién estandar y se abre hacia abajo,
con vértice V10, 0), foco F1Q, — &) y directriz dada por la recta y = 2. El eje de simetra
de la parabola es el gje y, es decir, la recta ¥ = 0. Su grafica se muestraenla figura 7.11.

Figura 7.11 Gréfica de [z pardbola x* = —8y, con vértice en V{0, 0) y foce en F{O, —2).
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Ejemplo 14

Mostrar que la ecuacion 3 — 2y — 8x — 18 = 0 es una parabola ¥ encontrar el foco, el
vértice.la directriz y su eje de simetria;asimismo, construir 1a grafica de esta pardbola.

Selucién
Primero tenemos que completar los cuadrados en y:
yr—2y—-8x-16=20

Luego, separamos los términos enx y en y:

pr—-2yr=8z+15
Para completar el cuadrado, tomamos el coeficiente que multiplica a ¥, en este caso
—2, 1o dividimes entre 2 y 1o elevamos al cuadrado:

2

(-

Enseguida, sumamos este valor en ambos lados de la ecuacicn y nos queda:
VF—2yr+1=8x+15+1
Esta se puede reescribir como:
y -1 =8x+18
F— 1 =8x+2)
Como podemes observar, esta es una parabola que se abre a la derecha; cuyo lado
Tecto es 4z = 8, asi que p = 2. En tanto, su vértice se localiza en Vih, k) = (2,1} ysu

focoselocalizaenFih + p,. &) = (0, 1);sudirecrizeslarectax =& — p = —4;suejede
simetria esla recta y = 1 y su grafica se muestra en la figura 7.12.

Figura 7.12 Gralica de la parabela {y — L = 8(x + 2}.
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Ejemploc 15

Mostrar que la ecuacién ® — 4x — 16y + 82 = 0 es una pardbola y encontrar el foco, el
vertice, la directriz y su eje de simetria; asimisme, elabeorar la grafica de esta pardbola.

Solucion

Como en el ejemplo anterior, lo primerc crue debemos hacer es completar cuadrados
en x:

X —4x— 16y +52=0
¥ — 4x = 16y — B2
¥ —4x+4=16y—52+4
(x — 2} = 16y — 48
ix — 87 = 16y — 3)

Asi, tenemos una pardkola que se abre hacia arriba, con vértice en V2, 3),1ado recto
4p = 16,10 cual implica que p = 4,asi que elfocoestaen FlA, k + p) = (2,3 + 4} =(2,7).
La directriz es,portanto,larectay=k—p=3 — 4 = —1 ysueje de simetria eslarecta
x = 2.1a fiura 7.13 muestra la grafica de la parahbola.

¥

»

151

Figura 7.13 Grdfica de la pardbola (x — 2)* = 16(y — 3).

Ejemploc 16

Encontrar el vértice, el foco v el lado recto de la parabolax® + 4x + 4y —12 =0y
construir su grafica.
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Solucion

Al igual que en los sjemplos anteriores, primera contpletamos cuadrados en x para
llevar la ecuacion dada & la forma estandar de la parabola:

F+ax+4y—12=0
¥ tdx=—4r+12
X¥+éx+4=—4pr+12+4
(x+2¥=—-4v+ 16
(X +2F = —4i{y — 4)

De la ecuacion anterior, concluimaos gue tenemos una pardbeola que se abre hacia
abajo, con lado recto 4p = 4. Asi que p = 1; vertice en VWi, &) = {2, 4) vy focc en
Fhk-p)=(-24-1)=(—-2,3). Lafigura 7.14 muestra la gréifica de esta parabola.

¥
1

Figura 7.14 Grdlica de la pardbola {x + 2)* = —4{y — 4).

Ejempla 17

Encontrar 1a ecuacién de la parabola en posicién estandar con foco Fi3,0) v directriz
¥=-3

Solucién

En este caso, tenemos una pardbola en posicién estandar con foco sobre el eje posi-
tivo de las x; debidc a que el foco se localiza en Fip, ¥) tenemos que p = 3. Por ofto
lado, 1a directriz es 1na recta paralela al eje de las ) a la izquierda del origen, por lo
que la parabola se abre hacia la derecha, y su ecuacidén es de la forma y° = 4px. Asi,
sustituyendo p = 3, tenemos que y* = 12x.



Capitulo 7 «+ Geometria analitica

Ejemplo 18

Encontrar la ecuacidn de la parabola en posicién estandar con foco F{0,—4) y direc-
trizp = 4.

Solucidon

En este ejemplo tenemos una parabela en posicion estandar con foce sobre el eje
negativo de las y; como la directriz es una recta paralela al eje x por arriba del ori-
gen, entonces la pardbola se abre hacia abajo, v el foco esta localizade en F10,—p);
por tanto p = 4. Como la parabcla se abre hacia abajo, su ecnacidn es de la forma
x* = —4py,asique x* = —18y.

Ejemplo 19

Encontrar la ecuacion de la pardbola con orientacién estandar, foco en Fi 2, 3) v direc-
triz dada por el eje y.

Solucidén

Comao sabermos, podemas encontrar la ecnacion de la parabela sustituyendo directa-
mente en la definicién de 1a parakicla: PF = PD. Sin embargo, una manetra mas practica
es notando que el vértice es el punte medic entre el foco v la directriz, en este case,
como el foco estd en Fi2, 3) v la directriz es el eje y, tenemeos que el vértice estd en
Vi1, 3). Dado que el foco esta a la derecha de la directriz, la parabola se abre haciala
derecha y tiene unha ecuacién de laforma iy — k) = 4p(x — k1, donde Vih, k| = (1, 3).
La distancia del vartice V(1,3 al foco Fi2,3) es 1, yestees el valorde p,asique p = 1.
Al sustituir en la forma estandar tenemos que:

iy — 3P =4dix— 1)

Ejempio 20

Encontrar 1a ecuacién de la parabola con orientacion estandar, foco en FI—-3, -3} v
directriz dada por eje x.

Solucion

Como en el ejemplo anterior, en este casc notamos que la directriz es el gje x, asl que
es posible que la parabola se abra hacia arriba o hacia abajo. Debide a que el foco
estd debajo de la directriz, entonces la parabola se abre hacia abajo y es de la forma
(x — hj® = —4piy — ki; entanto, la distancia entre el foco Fi —3,—3) v la directriz es de
3 unidades. Come el vértice esta a la mitad entre el foco y la directriz, tenemos que
las cocrdenadas del vértice son:

o

Por ultime, 1a distancia entre el foco y el vértice esigqualap,asique p= g.m sustituir
estos valores en la ecuacion estandar de la parabola tenemoes gue:
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{x+3}2=—6(y+g]

Ejemplo 21

Dadala pardbola #° = — 10y, encontrar el foco, la directriz, el vertice y el gje de sime-
tria, ¥ construir un esbozo de su grafica.

Solucion

En este caso, la ecuacién de la parabola es de la forma x* = —4py con 4p = 10; asi,

tenemos que:

_3
P=5
Dado que la parabola esta en posicidn estandar con vértice en Vi, 0}, se abre hacia
abajo ytiene sufocoen P = [D,—%). La directriz es la recta: y =% v el eje de simetria

es el eje y; es decir, 1a recta x = 0. La grafica de la pardbola s& muestra en la fignra
1.15.

L
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Figura 7.15 Gralica de la pardbela x* = — [0y

Ejemplo 22

Dada la parébola x* + 8x + 67 — 2 = 0, determinar su vertics, foco, directriz, eje de
simetria ¥ construir un esbozo de su gréafica.

Solucién
Como en los ejemplos anteriores, en este casc completamos cuadrados en x-
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¥*¥+8x+6yp—-2=20
¥+8x=—-6y+2
¥+8x+16=-6p+2+16
(x+4)P2=—-86y+ 18
(x + 4)° = —8(y — 3).
Al comparar con la forma estandar (x — h)* = —4piy — k), vemos que el vértice esta en

Vihk}=(-4,3)4p=6=p= % Esto significa que la parabola se abre hacia abajo,

que sufocoestéen F{h k- p)= [—4.%) ¥ que la directriz esta por arriba del vartice

v esté dada por la ecuacién y=k+p=23 +-§i = % Cormo la parabola se abre hacta

abajo, su eje de simetria s paralelo al eje y, ¥ pasa por el foco, asi que estd dado por
la recta x = —4. La figura 7.16 muestra un eshozo de su grafica.

¥

Figura 7.16 Gralicadc la pardbola {(x + 4)* = —6(y — 3).
Ejemploc 23

Encontrar la ecuacion de la parabola en orientacidén estandar con foco en Fil,—2) ¥
directriz x = 5, ¥ construir un esbozo de la grafica de la pardbola, enla que se incluya
su directriz.

Solucion

Dado que la directriz es paralela al eje y, ¥ que esta a la derecha del {oco, tene-
mos que la parabola se abre hacia la izquierda. En este casg, la distancia entre el
foco v la directriz son 4 unidades; como esta distancia corresponde a 2p, entonces
Zp = 4 = p = 2_Puesto que el vértice es el punto medio entre el foco y 1a directriz,
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el vértice esté localizado en Vil + 2, —2) = (3, —2). 8i lo comparamos con la for-
ma estandar de la ecuacion de una parabola con orientacién estandar que se abre
hacia la izquierda, {y — X)? = —4p{x — hj, la ecuacion que estamos buscando es
{y + 23 = —8:x — 3). Lia figura 7.17 muestra un esbozo de la grafica de la parabola
incluyendo su directriz.

Figura 7.17 Grifica de la pardbela (¥ + 2)° = —8(x — 3).

Aplicaciones de las parabolas

Las pardbolas tienen diversas aplicaciones en la vida diaria; por ejemple, en los faros de
un autemdvil, en las antenas parabdlicas de recepcién de televisidn via satélite o en &l
diseito de los espejos de los telescopios. Cuando una parébola se hace girar en torno a su
eje principal, se obtiene un paraboloide de revolucidn.

Una pardbola {y, por tanto, un paraboloide de revolucién) tiene la propiedad de que los
rayos que inciden paralelas a st eje convergen en el foco de la pardbola. De manera alter-
nativa, los rayos que emergen del foco e inciden en la pardbola salen paralelos al eje de la
pardbola. Esto se representa en las siguientes figuras.

Rayos incidentes paralelos al eje de la pardbola convergen en el foco

Esta propiedad se usa, por ejemplo, en las antenas de recepcién de television via satélite,
en las cuales la senal que se recike del satélite consiste en ondas electromagnéticas que
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inciden, viajando paralelas, al eje de la pardbola y, por tanto, convergen en el foco donde

se ubica el receptor que luego amplifica y procesa la sefial. Este principio también se usa
en los espejos de los telescepios y los radiotelescopios.

Rayes inddentes
paralelos ol efe
convergenen el foco
o+ L R L SR T EE SR S Y T R R
3 4 5 X

Figura 7.18 Ravos incidentes paraletos al ojc de fa pardbota convergen on el foca.

Rayos qiee emergen del foco qre se reflejan en la pardbola
salen paralelos al eje de simetria

Esta propiedad se usa, por ejemplo, en los faros de los automéviles o en las lamparas
que tienen forma interna de parabeloide de revolucion v la fuente emisora, un foco ¢ un
LED, se ubica en el foco de la pardbola, de tal suerte que cuando el foco emite rayos de
luz, estos inciden sobre la pardbola y se reflejan de modo que salen paralelos al eje de la
pardbola, con lo cual se hace mis eficiente el alumbramiento.
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Figura 7.19 Rayos quc emergen del foco que se reflejan on fa parabola y saten paralelos al eje de simelria.

Otra aplicacién importante de las parabolas en la vida cotidiana es cuando se lanza un
objeto cerca de la superficie de la Tierra, donde la trayectoria que describe ¢l objeto se
puede aproximar a una pardbola cuando se ignoran los efectos del aire. Este permite
hacer predicciones en muchos deportes, como, por ejemplo, en &l futbol ¢ €] basquetbol.

Ejercicios propuestos

34. Muestra que la ecuacion de una pardbola en posicidn estandar que se abze hacia
abajc con vértice V0, 0), foco P10, —p) y directzizy = p,esx* = —4py.

35. Muestra que la ecuacién de una parabola en orientacion estdndar cue se
abre hacia arriba con directriz y = p, foco en Fih, & + p) y vertice en V{h, k) es
ly — k) = 4p(x — B).
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En los ejercicios 36 a 43, encuentra el foco, el vértice, 1a directriz y el eje de simetria,
¥ construye un esbozo de la grafica de las parabolas correspondientes.

36.
31.
38.
38.
40.
4]1.
42.
43.
44.

45.

46.

47.

43.

49,

50.

51.

52.

53.

54.

53.

56.

pi=12x

x*=-2y

x*=8F—1)
yi=—12(x + 4)

{x + 3y =20y

y?— 14y — 108 +29 = 0

ypi+6r+8x—-23=0
¥*—l2xr+4y+28=0

Muestra que y* — B¢ + 2y + § = 0 es la ecuacidon de una parabela; encuentra el
foco, el vertice, la directriz y el eje de simetria de esta.

Muestra que x? + Zx + 6y — 11 = 0 es la ecuacién de una parabola; encuentra el
foco, el vértice, la directriz y el eje de simetria de esta.

Encuentra el vértice, el foco, la directriz ¥ el eje de simetria de la parabola
y? = 2{x — B} y construye un esbozo de su grafica.

Encuentra el vértice, el foco, la directriz v el eje de simetria de la parabola
{x + 2 = liy — B) ¥ construye un esbozo de su grafica.

Encuentra la ecuacién de la parabola con orientacion estandar, foco en £10, 2) ¥
directriz dada por la yecta ¥ = 4, y construye un esbozo de su grafica.

Encuentra la ecuacicn de la pardbola con orientacion estdndar, foco en £10, 31 ¥
directriz dada por la recta y = 8, y construye ux esbozo de su grafica.

Encuentra la ecuacién de la pardbola con orientacion estdndar, focoen F11,0) ¥
vértice en V{1, —3)}, y construye un esbozo de su grafica.

Encuentra la ecuacién de la parabola en posicidon estandar y directriz x =
esboza la grafica de la parabola.

b |G

¥

Encusentra la ecuacién de la parabola en posicidn estandar y directriz y = 1, ¥
asboza la grafica de la parabola.

Encuentra la ecuacidn de la pardbola en orientacidn estdndar, foco Fi -2, 5} y di-
rectriz ¥ = 3, y eshoza la grafica de la parabola.

Encuentra la ecuacion de la parabola en orientacidn estandar, foco F(Q,%) ¥ di-
rectriz dada por el eje ¥, v esboza la grafica de la parabola.

Encuentra la ecuacidn de la pardbela con crientacidn estandar, foco F{—86, 1) ¥
directriz dada porlarecta ¥y = —2, y esboza la grafica de la pardbola.

Encuentra la ecuacién de Ia pardbola con orientacion estandar, foco Fi—€, —21 ¥
directriz dada porlarectay = 4.

379



380

Introduccidn a las matematicas. Ejercicios v problemas

57. Encuentra la ecuacidn de la parabeola con orientacién estandar, vértice Vi6,—3) y
directriz dada por larecta x = 11. Escribe la scuacidn en la forma estandar y en
la forma general Ax? + By? + Dx + £y + F = (; asimisme, realiza un esbozo de la
grafica.

58. Encuentra 13 ecuacion de la parabela con orientacion estandar, focoen F13,2) v
directriz y = 4. Escribe la ecuacidn enlaforma general Ax? + By + Dx + Ey + F= 0,
¥ construye un esbozo de la grafica de la parabola.

1.3 Elipse

En esta seccidn se estudia otra igura geométrica muy conecida e importante llamada
elipse. La elipse se define como &f lugar geométrico formado por todos los puntos 7
del planc cartesiano tales que fa suma de las distancias de P a dos puntes fijos s una
constante. Sean F, y F, estos dos puntos fijos, llamados focas; entonces, se tiene que la
relacion que define a la elipse es: PF, + PF, = 24; donde 4 es una constante mayor que cero.
De esta mariera, la linea que pasa por los focos recibe el nombre de eje focal de la elipse,
mientras que al punto medio entre los dos focos sobre el eje focal se le llama centro de
la elipse. Por su parte, los puntos de la elipse que cruzan el eje focal se conocen como
vértices; el segmento de recta que une a tos dos vértices se llama eje mayor de la elipse,
y el segmento de recta que pasa por el centro y es perpendicular al eje mayor con puntos
extrernos sobre la elipse recibe el nombre eje menor de la elipse. La figura 7.20 muestra
tados los elementes que conforman una elipse.

‘vjt

r 3

+ Eje mayer

+
0+
b

Figura 7.20 Elcmentos de una clipse,

En el ejemplo que se representa en la figura 7.20 se eligid el semieje mayora = 10y &l
semieje menor b = 6, tal que ¢ = 8 (véase mds adelante).
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Se dice que una elipse esti en orientacién estdndar si su eje focal es paralelo a uno de
tos ejes coordenados. Pero, si ademis de esto el centro de la elipse esta en el origen, se
dice que la elipse estd en posicicn estdndar y, por tanto, existen dos posibilidades: que los
focos estén scbre el eje x o que estén sobre el eje y.

La distancia del centre a un vértice se denota con a v se llama semiefe mayor; la distancia
del centro a un punto de la elipse a lo largo del eje menor se denota con & y se llama se-
miefe menor; la distancia del centro a uno de los focos se denota con la letra «.

Grafica, ecuacidn y caracteristicas de elipses en posicidn estiandar
Focos sobre ef efe x

Grafica: véase la figura 7.21.
2

¥

2
X
Fcuacion: —+5=L donde, 2 = g% — &~

23
Obsérvesequea > bya = (.
Focos: F (—c, 0), F,(c, O}
Vértices: V (—a,0), V (a, 0.
Centro: C{0, 0}.

2 2

Directriz: Rectas ), x=2 vy D oix=
€

c

Vi-a,0) fF <0
—15 Vértice -

5 Foca JO Vértice 15

1 {0, -b]

Figura 7.2t Elipsc horizental en posicidn cstandar con foces sobee of ejo x.

Focos solre el efe y

Grafica: véase la fipura 7.22.
2

L Looxt Y . s
cuacmn:E-l——z—l,dondebz—a — %

381



382

Introduccidn a las matematicas. Ejercicios y problemas

Obsérvesequea = hya > c.
Focos: FI(G, —¢), th\'ﬂ. €).
Vértices: V{0, —a}, V.(0, a).
Centro: C(0, 0,

. a’ gt
Directriz: Rectas D 1 y=—— D}, : y= .
¢

Fignra 7.22 Elipse vertical cn posicién cstandar con focos sobre ¢l cjie y.

Una manera practica de caracterizar la forma de la elipse es mediante su excentricidad,

. & . . .
definida como e =—=. Para una elipse dada, siempre se cumple que ¢ < 7. Asi que e << 1
para una elipse.

Ademis, se define el lado recto de la elipse como:
2
==, que corresponde a {a longitud del segmente paralele al eje meneor gque une dos pun-
a

tos de la elipse y que pasa por uno de los focos.

5i la elipse esta en orientacion estindar, pero su centro esta desplazado al punto Cik, &),
se debe reemplazar x por x — /iy y por y — & en la forma estiandar de la ecuacion de la
elipse. Asf se tiene que:

Elipse horizontal {con eje focal paralelo al eje x)
2 2
Ecuacién forma estdndar: (x—#) + (y;f} =1,a>b.

Focos: Fih = ¢, k).

al
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Vértices: V(h — a, k).
Puntos extremos del semieje menor: (b k = b).

Elipse vertical {con eje focal paralelo al eje ¥}
—h) (y—kY
(x 2 ) | (r=k)

*

Ecuacién forma estandar:
Focos: F{h k = c).
Vértices: V{h, k = a).

=l ax=h.

Puntos extremos del semieje menor: (f = b, k).

Ejemplo 24
Obtener la ecuacién de una elipse en posicién estandar con focos sokre el gfe x.

Solucion

Sea Pix, ¥) un punto cualguiera sobre la elipse. Dado que los focos estanen Fi(—¢.0) ¥
F,(c,C), por la definicién de elipse, tenemos que la distancia de P a F, més la distancia
de Pa L, es una constante:

PF, + PF, = 2a
Asl que, de la férmula de la distancia:

\J{[z+c}z +{y—0}z +J(x—c)a+(y—0}2 =2a

Pasamos una de las raices al lade derecho, elevamos al cuadrado, desarrollamos v
simplificamos:

Y+ +(y —0F = 2a —V(x—c) +(y —0}*

(x+c) +(y—0) = 4a° —4aJ(:—c}“+{y—ﬂ)2 +(x—c) +{y—0)

¥ +2xc+ct+yi =44 -4&\{(:—(:}2«1—(}'—0}2+x2ﬁzxc+cz +y°

dxc - 4a° = —43\!{1 - r:}z +{y - D)E

xc—a = —a\[{x —c) +(y-0)
Enseguida. elevamos &l cuadrado ambos lados y simplificamos:
x°c* - 2xca’ +a* =&" I(x —cf + sz
x*c® — 2xca’ + a* = a%x* — 2a’zc+ a°c +aty?
x'c? -a'x® —a’y? = &’ - &

X2 (Cz —az}—a?‘]rz zaz{cz _az}
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Comeo b = 0, de la figura 7.20 tenemos que:

PF + PF,= FF,
Por tanto:

8a = B¢

al = ¢?
Asi que el término a* — ¢ es positivo.

Sea b? = 3% — ¢2, entonces la ecuacidn de la elipse nos queda:
_pig? _azyz — _p25%
bzxz_l_az?z — bzaz

Esto nos lleva a 1z forma estandar de la ecuacidn de una elipse en posicion estandar
con focos sobre el eje &t

g =
X

—é—+

d

=1

%

Donde:
a = Jemieje mayor.
b = Semieje menor.

Como b2 = a2 — ¢ = 0, tenemos dque a > ¢.

Ejemplc 25

2z 2
Analizar la ecuacidn x_z + Y—z =1 &e una elipse en posicidn estandar con focos sobre
eleje x. a b

Solucién

2
PrirE'Lero, si hacemos ¥ = 0, tenemos que % =1= y=+4b. Asl que la elipse interseca
alejeyeny==b.

2
Lueago, si hacemos y = 0, tenemecs que x_z =1= x ==+a; de este modo, 12 elipse intez-
secaalejexenx=—a. a

Ahora, si sustitnimos —ypor y, obtenemos la misma ecuaciorn, dado que ¥ = (—F)?, asi
que la grafica tiene simetria respecto del eje x.

De igual modo, si sustituimos —x por x, ocbtenemos la misma ecuacion, dado que
x* = {—x)? asi que la grafica tiene simetria respecto del eje p. Por tanto, Ia grafica tam-
bién tiene simetria respecto del origen.

Si despejamos ¥ en términos de x obtenemos: y = th gt ,de acui cue, para que
a

¥ seareal, tenemos que —a <. ¥ < 2. De la niisma manera, para que X sea real, tenemaos
que —b<y<bh
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En resumen, la grafica de iz elipse esta confinada a la reqgion entre las intersecciones
+aenelejexy b enel eje p, como se observa en la figura 7.21.

Ejemplo 26
Analizar ¥ construir un esbozo de la grafica de la elipse 4x* + 16y° = 64.

Solucidon
Primerc escribimos la ecuacién de la slipse en su forma estandar dividiende toda la

2 2
ecuacion entre 64: T—B + YT =l.Comopodemosver,a’= l6=a=4yhbi=4=>b=2;

por tanto, la distancia del centro al foco es ¢ = Va® — b? = V18 -4 = V12.

En este caso, 1a elipse estd en posicién estandar (centrada en el origen), con focos en

F (:l:\frl_é .0 sobre el eje x.Las intersecciones comn el eje x son Vx4, 0) y las interseccio-
nes con el eje ¥ son (0, =2). La gréifica de la elipse se muestra en la figura 7.23.

2
Figura 7.23 Gralica de a clipse % + { =1

Ejemplo 27
Analizar y construir un esbozo de la grafica de la elipse 26x2% + p? = 25.

Solucidn
Primerc escribimes la ecuacidn de la elipse en su forma estandar, dividiendo

2
toda la ecuacion entre 25: 25: x’ +uzzs— =lComoa=hbvemosqueai=26=a=5§

v b? =1 =h = 1. Portanto,la distancia delcentroalfocoesc = va? —b* =425 -1 =24,

383
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En este casc, la elipse esti en posicidn estandar (centrada en el crigen) ¥ como Ia
variable x estd sobre la constante b, que es mener que a, tenemos que el eje focal de

la elipse es paralelc al eje y, asi que sus focos estannen F (G.:I:@ ) scbre el eje y. Las
intersecciones conel eje xsonen : =1, 0) v las intersecciones con 2l eje . en este caso
los vértices, son V{0, =5). La figura 7.24 muestra la grafica de esta elipse.

Ya

2
Figura 7.24 Gralica de la clipse x* + % =1L

Ejempla 28
Analizar y construir un esboze de la grafica de 1a elipse
25x* + 9y* + 200x — 18y + 184 =0
Solacién
Primero completamos cuadrados en x y en y, para ello agrupameos los terminos en x
yeny.
25(x* + Bxy + 97— 2y) = — 184

Para completar el cuadrado, tomamos el coeficiente del término lineal, lo dividimos
entre dos ¥ 1o elevamos al cuadrado; el mimere resultante también hay que sumarle
del lado derecho del signo iqual:

25(x2+8x + 168) + 9(p® — 2y + 1= —184 + 25(186) + 9(1)
Esto se puede escribir comao:
26(x + 4P + 9y — 1)* = 225
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Ahora dividimaos todo entre 225 para llegar finalmente a la forma estandar de la elipse:

2 2
ete) (-1,
9 28

Es decir:

(x+4)° (-1 _,
3* 8

51 comparamos esta expresion con la forma estandar de una elipse con orientacién

: oo (2B (7 k)
estandar con centro en el punto Cih, k): z >
centro estd en C{h. ki = (—4, 1). b a

= |, podeirnios notar que el

Entonces, como 2 > b, tenemos que el semieje mayor es & = 5 y el semieje menor es

b = 3.Pordefinicion, c = Va® - b? =J85-9 -4 es la distancia del centra a cualgquiera
de los focos.

En este caso, como a estd debajo del términe con p?, tenemos que el gje focal de la
elipse es vertical; esto significa que es paralslo al eje J, asi que la posicidn de los fo-
cosesFih k+c)=(—4,1=4)=(—4,—3)y(—4, 5}, al iempo que los vértices estan
enVih,k=a)=(—4,1=5) = (—4,—4) y [—4, 6), ¥ los puntos extremos del semicje
menor se localizanen (2 = b, k) = (—4=3,1) =({-7,1) ¥y (—1,1). Dado lc anterior, la
grafica de la elipse se muestra en la figura 7.25.

a 2

4 -1
Figura 7.25 Gralica de a clipse (x; ) +(_}’ ) =1.

51

381



388 Introduccién alas matematicas. Ejercicios y problemas

Ejemplc 29
Analizar y construir un esbozo de la grdficade laelipse 4x* + 8y — 8x + 36y + 4 =0.

Solucidn
Primero completamos cuadrados en x y en y, para ello agrupameoes los términos en x
yeny.

d{x? — 2% + 9{p? + 4y} = —4

Para completar el cuadrade, tomamos el coeficiente del t&rmino lineal, lo dividimos
entre dos v lo elavamos &l cuadrado. Luego, el numero resultante también hay que
surarle del lade derecho del sigrio igual, esto nos da:

4(z2 - 22+ 1)+ G2+ 4y +4)=—4+ 4+ 36
Esto se puede escribir comeo:
4{x — 1} + Oty + 2% = 36

BAhora dividimos todo entre 36, para cbtener la forma estandar de l1a elipse:

-0 (r+a)

3 4
Es decir:
(-1 (r+ar
7 E

S1 comparamoes esta expresion con la forma estandar de una elipse con orientacién

—RY - kY
(x . IR 7 )\ podemos notar que el

estandar con centro en el punto Cih, k)
d

centro estd en C{A, &) = (1, —81. Como 2 > b, tenemos que a = 3 v b = 2; ademas,
c:*u"lag—bz =J9—4 =‘~'E.

Comeo a esta debajo del término con x°, tenermos que el eje focal de la elipse es para-
lelo al eje ¥, asi que 1a posicién de los focos es Fih+ c,k)=(1+ V5 - 2)=(-1.24,-2)
v {3.24, —2);losvérticesestdnen Vih + a. &%) = (1=3, -2) ={-2, -2, y 14, -2}, ¥ Ies
puntos extremeos del semieje menor se localizanen{i, k= &) ={1,-2x2)={1,4) v
{1,0}.Dado lo anterior, 1a grafica de la elipse se muestra en la fiqura 7.26.
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(x-1f

(y42Y
32 2

+ 1.

Figura 7.26 Gralica de fa clipse

Ejemplo 30
Analizar y esbozar la grafica de 6x% + 10y? — 60x — 80y + 180 = 0.

Solucion
Debemos completamos cuadrados en ¥ y en y.
6x% — 60x + 10y2 — 60y = — 180
Para ello, primero agrupamos los términos enxy sn y:
6(x? — 10x) + 10{y? — 6y) = —180
Ahora completamos cuadradosenxy y.
6/x* — 10x + 25) + 10(y* — 6y + 9) = —180 + 150 + 90
Es decir:
8{x — B+ 10y — 3)* = 60
En la forma estandar de la ecuacidn de una elipse queda:

(=-8)" (-3 _
e | e =1
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Por tanto, el centre de la elipse esta en Cih, &) = (5, 3). Como a = b, tenemos que

a=+10y b=+6.Ademds,c =va*—b* =v10-6 =4 =2,

Come a estd debajo del término con x, tenemos una elipse horizental, asi que la po-
sicion de lesfccoses Flh + ¢, & = (5 = 2,3) = (3, 3) v (7, £); los vértices estan en
Vihkta k)= (Eﬂ: Jﬁa) ={1.84,3) v (8.186, 3); los puntos extremos del semieje menor
estan en (h k4 b)= (5,3 + JE) ={5,0.58) y (5,5.45) y la gréafica de la elipse se mues-
tra en la figqura 7.27.

ka
5..
254
X
} N } >
04 25 5 75
154

(-8 -3,

Figura 7.27 Grilica de |a elipse
e P* ™o 6

Ejempleo 31

Enceontrar la ecuacion de la elipse en peosicidn estdndar con focos en F1=2, 0) & inter-
seccidén con el eje yen (0, £1), y construir un esbozo de su grafica.

Solucidén
Dado quela elipse estd en posicidon estandar con focosalolargo del eje x, suecuaciones

2 2
delaforma 5? + i—z = l.ComelosfocosestainenFi+2,0)= ¢ = 2,ylaelipse interseca al
a

ejeyen{0,=1)=b=1.Finalmente,como b= va’ - c* =+a= Vhi 4+ ¢ =2+ 12 = /5,

& 2
tenemos que 1a ecuacion de la elipse queda Z- +L —11a figura 7.28 muestra ia
grafica de ests elipse. 5 1
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F I
Figura 7.28 Gralica de ba clipse '% + yT =1

Ejemplo 32
Encontrar la ecuacion de la elipse en orientacién estandar con focos en Fi{—1,2} y

F,(—1,6),y excentricidad e = -3-, ¥ construir un esbozo de la grafica de esta elipse.

Solucion

En esta caso, el centro de 1z elipse esté en el punto medio entre los dos foces, asi que
Cih, k) = (—1,4). Como el eje focal de la elipse es paraielo al eje 7, la ecuacién de la

(x-h (r-ky _,
.5 a* )

Como 1a distancia enire los dos focos es 2¢ = 4, entonees ¢ = 2.

elipse es de la forma +

Ademas, también sabemos que la excentricidad ese = % ¥ como

a a 3 2 2

Finalmente, tenemos que b = va® —c? — V3% —2¢ — V& por tanto, la ecuacién de la

(x4l -4

elipse con orientacion estdndar con centre en Ci—1, 4} es: 5

La figura 7.29 muestza Ia grafica de esta elipse.

+
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(A

s

254

25 0] 25

) -y

Figura 7.29 Grilica dc la clipse 9

Ejemplo 33

F 2
Analizar y construir 1a grafica de la elipse % + % =L
Solucidn
Cormge la elipse estd en posicidn estdndar, su centre estd en el origen Cih, &} = (0, 0.
Si comparamos con la forma estandar de la ecuacién de la elipse, cbservamos que

a=3yqueb=v5.Comoa’=h*+ ¢’ tenemosque c=va® - b* =V8-5=+4 - 2.

Como a > b vy a estd debajo del término ¥, tenemos gque la elipse es horizontal

y sus focos estdn sobre el eje x en F{+2, 0); sus veértices estdn en V{+3, 0}, y los ex-

tremos del semisje menor estan en (ﬂ. ﬂ:w@) Asi, la excentricidad de la elipse es
C

e=—= g = 0.867. La grafica de ssta elipse se muestra en la figura 7.30.
a

2

2
Figura 7.30 Grafica de la elipse % +L =1

2
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Ejemplo 34
Analizar y construir un esbozo de la grafica de 25x% + 16)° + 100x — 98y = 156.

Solucion
Primerc agrupamos términos en x v en ¥, v factorizamos:

25x* + 16y + 100x — 96y = 1586

25x* + 100x + 16y — 96y = 1586

25(x% + 4x) + 16(y* — By = 166
Luego completamos cuadradosenxyen y

25(x" + 4x + 4)+18({y° — By + 9) =186 + 25(4) + 18(9)
25(x +2) +18{y - 3)° = 400

(x+2)° (=3 _,
16 25

Asi, tenemos una elipse con orientacion estandar, con eje focal paralelo al eje y, cen-
tro en CiA, k) = (—£, 3}, semieje mayor a = § y semieje menor b = 4. Como & = b?
+ ¢ tenemos que la distancia del centro al foco es ¢ = Va® — b* = V2516 = V9 = 3,

Asi, los focos estan en Ah, &k — ¢} = (-2, 0) v (-2, 6); los vértices estan en
Vih, k+a) = {2, —2)y (—2Z, 8); los puntos extremos del eje meneor (h = b, k) = (-8,

3) ¥ (2,3), v la excenticidad es e =< =% = 0.6. La grafica de esta elipse se muestra

en la ficrura 7.31. a

¥ A

e o T e T e e e e

-5 15 X

a2 -3,

Figura 7.31 Grilica de la clipse (
14 25
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Ejemplao 35
Encontrar la excentricidad de las siguientes elipses:

2 2
x ¥
—+—=1
25 48

b) 84 + 120 + 64x — T2y + 140 = 0.

a)

Solucién
a) Delaecuacidndelaelipsetenemosquea =7yb = 8. Como a’? = £° + ¢%, tenemos
que ¢ =va* — b* = Y48 - 25 = V24 — 2v8. Asi que la exceniricidad de la elipse es
c_2¥8
a 1

bh) Comc enlcos ejemplos anteriores, en este caso tenemos cue transformar la ecua-
cién de lz elipse de su forma general Az + By + Dx + Ey + F = 0 a su forma

(x—hY  (r-kJ
az + a
términos en x y en y, completamos cuadrados y simplificamos:

={0.700.

estandar

=1. Comenzames con la expresion dada, agrupamos

8x® +12y* + 64x -T2y +140=10
8x° +64x +12y° -T2y = - 140
8(x® +8x)+12(y* -6y)=-140
8{x*+8x+16)+12(y” -6y +9)=—-140+128+108
8{x+4) +12{y —3)" =96

8(x+4)’+1z[y—3f g6
96 98 96
2 a
(x+4)  (r=3 _,
12 ]
Asi, 2 = 12,b* = Byc=Va® —b* =128 = V4 = 2, Por tanto, la excentricidad de Ia
. 2
glipseese =% =2 — 0.577.
P a 2
Ejemplo 26

Encontrar la ecuacidn en forma estandar de la elipse con vértices en VV{+4, 0} v ex-

ceniricidad e = i

Solucion

Como se puede notar, tenemos una ¢lipse horizontal centrada en ¢l origen. Acui, el
semieje mayor es la distancia del centro a une de los vértices, asi que a = 4. Por otro
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lado, 1a excentricidad es e =< y eneste caso e ==, asique S=1 s c—8_4_|
a 4 a 4 4 4

Finalmente, b = va® — ¢* = V16 -1 = V15: por tanto, sustituyendeo en la forma estandar

Z 2
de la ecuacion de la elipse en peosicién horizontal, 5.2_4_% =1, tenemos que la ecua-
cién de la elipse es: a b
2 2

x ¥

—+4+s—-=1

16 15
Ejemplo 37

Encontrar 1z ecuacién de la elipse con “vértices menores™ en (—3, 3) y {1, 3} y con
excentricidad: e = 0.4.

Solucion

Los vértices menores se refieren a los puntos extremos del eje menor. La distancia en-
tre estos dos puntos es 2b; entonces, en este caso tenemaos que 2b = 4,asique b = 2.
El centro de la elipse es el punto medioc entre estos dos vértices menores, por tantc &l
centro de esta elipse esta en C{h, k) = (—1, 3). Para hallar el semieje mayor 2, usamos

el valor de la excentricidad e =< = 0.4 y la relacién 2° = b* + ¢2 Luego, dividimos

2 4 4
esta ultima expresién entre 2° y asi tenemos que: 1I° = (E) + (E) =17 = (E) + {0.4)2.
a a

a

Enseguida, despejames 3 y obtenemos que a° = %

2 2
Por tanto, usando (x _zh) + 84 ;zk} =1, tenemos cue la ecuacidn que estamos bus-
d
] k.|
cando es (x 1) +(y—3) =1.
4 m)
21

Aplicaciones de la elipse

Las elipses tienen diversas aplicaciones en la vida cotidiana. Aunque, sin duda, una de
las aplicaciones mas importantes es que las orbitas de los planetas alrededor del Sol o
de los satélites alrededor de la Tierra siguen orbitas elipticas. De hecho, el astrénomo v
filésofo alemén Johannes Kepler 11571-1630} postulé este hecho en sus famosas “leyes
de Kepler', en las cuales hizo notar que los planetas describen orbitas elipticas y que el
Sol esta en une de los focos. Le mismo ocurre con la 6rbita de la Luna alrededor de la
Tierra; esta érbita no es una circunferencia sine que es una elipse, de modo que la distan-
cia mds cercana de la Tierra a la Luna es d,,, = 356,425 kilémetros, aproximadamente,
y la distancia més lejana de la Tierra a la Luna es d.,, = 406710 kilémetros, aproxima-
damente. Con estos datos, es posible demosirar que la excentricidad de la orbita de la
Luna es e = 0.934. En el caso de la Tierra y el Sol, la distancia de maximo acercamiento es

d,, = 147.1 x 10° kilémetros, aproximadamente, y la distancia de méximo alejamiento
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esd,., = 152.1 X 10° kilémetros, aproximadamente. Entonces, ;cudl es la excentricidad
de la arbita de la Tierra alrededor del Sal? La respuesta es: e = 0.983.

Otra aplicacién importante de las elipses es que estas cumplen con la propiedad de que
un rayo emitide en un foco stempre se reflejard dentro de la elipse, de modo que con-
verge en el otro foco. Esta propiedad se usa en algunos aparatos en medicina para atacar
tumores mediante reflexiones miltiples de andas de choque de alta energia bajo el agua.

Ejercicios propuestos

58. Obtén la ecuacidn de una slipse en posicion estandar con focos sobre el efe y.

a i
60. Analiza 1a ecuacién x—z—l— y_z =1de una elipse en posicién estandar con focos so-
bre el eja y. d

Enlos ejercicios §1 y 62, analiza y construye un esboze de la grafica de la elipse.
61. 16x2 +y2= 16
62. 4x° + 36y= + 16x— 128=10

En los ejercicios 63 a 69 encuentra la forma estandar, el centro, los fecos, los wértices
v los vértices menores, ¥ construye un esbozo de la grafica de las elipses.

63. 25 + 4y® — 32y —36 = 0

64. 4x° +8ly* — 324 =0

65. 257 + 49y + 400x — 392y + 1159 = 0
66. 3622 + y? + 648x + 6y + 2889 = 0

67. 4%° + 64y° — 4x + B4y — 240 =10
68.9%% + 47 — 18x + By — 23 =0

69. 100x* + 25y — 1200x — 5005 + 3600 = 0

70. Encuentra la ecuacién de la elipse en posicidn estandar con focos en F[+3, 0} e
interseccién con el eje y en {0, =2), y construye un esbezo de su grafica.

71. Encuentra la ecuacién de la elipse en posicion estandar con focos en F(ﬂ:—l-z-l-,ﬂ)

e interseccién con el eje pen (D + —2—) ¥ construye un eshozo de su grafica.

72. Encuentra la ecuacién de la elipse en posicién estandar con focos en F10, =5} ¥
vértices en V{0, £6), y construye un esbozo de su grafica.
73. Encuentra la scuacidn de la elipse en posicién estandar con vértices en V|0, =9),

excentricidad % ¥ construye un eshozo de su grafica.
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74. Encuentra la ecuacién de la elipse con orientacién estandar, focos en F,{—2, —5)
y F,{—2.1) y excentricidad e = % y construye un eshozo de su grafica.

75. Encuentra la ecuacién de la elipse con orientacidon estandar, vertices en
11*1(}8, —2} y V,{—2, -2} y lengitud de semisje menor de 3,y esboza la grifica de
a elipse.

76. Encuentra la ecuacién de la elipse con orientacion esténdar, focos en Fi{4, —4) y
F'g{lz, —4), excentricidad e = % y construye un esbozo de su grafica.

17. Encuentra la ecuacién de la elipse con orientacion estandar, vértices en V,(6, —3)
y V,(6.T), vértices menores en (3, 2) y (8, 2), ¥ construye un eskozo de su grafica.

78. Encuentra la ecuacién de la slipse con orientacidon estandar, vértices en

V.(—3, -4} y V,(3.8),y excentricidad e = g

Enlos ejercicios 79 y 80 determina la excentricidad de las elipses.
79.9x* + 49y° — 441 =0
80. 40x* + 20p* — 800 =0

En los ejercicios 81 y 62 determina las coordenadas del centro y la excentricidad, y
construye un esbozo de la grafica de las elipses.

81 6x° + 1Bp° +60x — 108y + 204 =0
82. 16x° + 100y + 320y — 1600y + 6400 =0

En los ejercicios 83 v 84 determina la excentricidad y construye un esbozo de la gra-
fica de las eslipses.

83. 36x° + 20y* — 676x + 120y + 1764 = 0
84. 17x* + By* — 374x — 60y + 2152 =0

85. Encuentra la ecuacion en forma estandar de la elipse con orientacién estandar
cor focos en Fi{1,8) vy F,(1,7),y excentricidad 0.5.

86. Determina la excentricidad y la posicion de los vértices de la elipse
2 .2
(x-7)  (r+8) _,
14 g
87. Encuentra la ecuacién de la elipse que tiene centroen (é \ %J unfocoen f] (“1_ \ ~5~)

22
y un vértice en V] (é %) Calcula la excentricidad de 1z elipse y construye un bos-

fquejo de su grafica.

§8. Encuentra la ecuacion de la elipse en posicidn estandar, con eje focal paralelo al

eje x, eje mayor 2a = T y excentricidad e =% .

3917
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1.4 Hiperbola

En esta seccion se estudia otra de las cénicas que tiene una ferma analitica parecida a la
elipse, aunque su grafica es muy distinta, conocida como hipérbala. La hipérbola se de-
fine como ef lugar geométrico formado por todos los puntos P del plano cartesiano tales
que el valor absoluto de la diferencia de las distancias de P a dos puntos fijos es una cons-
tante; sean £, y F, estos dos puntos fijos, llamados focos. La relacién matemdtica que
define a la hipérbola es, entonces: [PF, — PF | = 24, donde a es una constante. La linea
que pasa por los focos se llama eje focal de la hipérbola; el punto medio entre los dos {o-
cos sobre el eje focal se conoce como centre de la hipérbola; los puntos de la hipérbola
que cruzan el eje focal se llaman vértices; el segmento de recta que une los dos vértices
se llama eje transverso de la hipérbola. La fipura 7.32 muestra todos los elementos que
conforman una hipérbola.

Eje transverso

Figura 7.32 Elcmentos de una hipérboia.

En el ejemplo que se muestra en la figura 7.32 se eligié la distancia entre los focos
2¢ = 10y la distancia entre los vértices 2a = 4 (véase mds adelante).

Se dice que una hipérbola estd en orientacion estdndar si su eje focal es paralelo a uno de
las ejes coordenados. Pero si ademds de esto, el centra de la hipérbola estd en el origen,
se dice entonces que la hipérbola esta en posicion estdndar, donde existen dos posibili-
dades: con los focos sobre el eje x o can los focos sobre el eje y.

La distancia del centro a un vértice se denota con la letra g y se llama semieje transver-
50; la distancia del centre a une de los focos se denota con la letra ¢ y corresponde a la
mitad de ia distancia focal; la distancia del vértice a una de las asintotas de la hipérbola
perpendicular al eje focal se denota con la letra &y cumple que ¥ = ¢ — 4%, con ¢ = 4.
Par su parte, el segmento de longitud 28 perpendicular al eje transverso que pasa por el
centro se llama eje canjugado.
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Grafica, ecuacidn v caracteristicas de hipérbolas en posicidén estandar
Focos sobre el efe x
Grafica: figura 7.33.
2 e
Ecuacior :x——y——l, donde # =2 — g~

2 T

a
Ademads se tienequec > ayc > b.
Focos: F (—¢ 0}, F,ic, 0).
Vértices: V. {—a, 0), V (a, 0).
Centro: C{0, 0).
Asintotas: y:iﬁx

o
¥
) W0 )
intota Asintota
5
L 1 % % 1 L 3 ' ' 1 L ' 1 % Fou{o
_l _I _I I I
0 1% 1 F -, 0

/
Vértice -5+ Yartice
V-0 I ¥fa0)

-1

Figura 7.33 Hipérbola horizontal con focos sobre ¢l cje x. En cste ciemplo secligide = 5,a =4=5b=3.

Focos sebre el efe y
Grafica: figura 7.34.
2 ?
Ecuacién: 2— % — 1,dende & = ¢* — @
a b
Ademads se tienequec > ayc > b.

Fecos: F (0, —c), F,(0, ).
Vértices: V (0, —a), V,(0, ).
Centro: C(0, 0).

Asintotas: y= :I:% x.



400

Introduccidn a las matematicas. Ejercicios y problemas

Asintota Asintota

Vértice
V{0, 3)
, , -b,0) 5,0 X
30 15 10 5 5 10 15 10
Vértice
V{0, -a)

Figura 7.34 Hipérbola vertical con focos sobre of cje y. Encste ejemplo se dligic e = 5, a=4=56=1.

Asf como con la elipse, para caracterizar la forma de la hipérbola se usa su excentrici-

dad, definida como e==%. Por tanto, para una hipérbola: ¢ > a. Asi que e > 1 para una
a

hipérbola.

Dos hipérbolas que comparten las mismas asintotas se conocen como hipérbolas
conjugadas.

St la hipérbola estd en orientacién estandar, pero su centro estd desplazade al punto
C(h, k), x se debe reemplazar por x — / y ¥ por ¥ — & en la forma estandar de fa ecuacién
de la hipérbola.

Hipérbela horizontal {con eje focal paralelo al eje x) y centro en ClA, X):
2 2
(x=#) (y—k) _
a B’

Ecuacidn forma estandar:
Focos: Fih = ¢, k).
Vértices: Vi = a, k).

Asintotas: y— k= :té(.x—h}.
'

Hipérbola vertical {con eje focal paralelc al eje ) v centro en C(A, &):

(y—k) (x—h) _

" X 1.

Ecuacion ferma estandar:
Focos: Fii, k = c).
Vértices: Vih, k= a).

Asintotas: y—k = i%{x —h).
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Ejemplo 38
Obtener la ecuacién de una hipérbola en posicidn estandar con focos sobre el eje x.

Solucion

Sea P(x, y) un punto cualguiera sobre la hipérbola. Dado cue los focos estan en

F{—c. 0) vy Ffc. 0], por la definicién de hipérbola, tenemos que el valor absolute
de la resia de la distancia de P a F, menos la distancia de P a F, es una constants:
| PF, — PF,| = 2a. Esto es PF, — PF, = —Za. Asi que:

\;{[I-E-C} +{y -0) J[x c) +(y-0) = +2a

Luego sumamos la segunda raiz en ambos lados de la igualdad, elevamos al cuadra-
do, desarrollamos y simplificamos:

\/[x+cf+(y—0):i2a+u/{x—cf+(y—0f

(x+cF 4 p® = 4a® Lday(x—c) +{y - 0F +(x—c) +¢°

¥ 4+ 2xc+ct+yP =432:|:4a\[[x—c)2+(y—0]ﬂ +x° —2xc+f +yp?

dxc-4a° = 1‘43\[{2{ ~c) +{y -0y

xc—at= :l:a\/{:e—ir:}2 +(y -0
Ensequida, elevamos ambos lados al enadrado y simplificamos:
Bc? _2xca®+a' = azl[.r—cf + [}'—{}]Z]
*c* - 2xca’ + a* = a°x" — Ba*xc + & + &'yt
xic? _ alx? _azya — gt _ gt
XZ (C:l _32}_5_12}’2 — aZ{CE _32}
De la fiqura 7.32 tenemos gque:
PF, + FF, > PF  esdecir
FF >PF — PF,
Asl que:
2c = 2a
c>a

De esta manera, el término ¢? — a° debe ser positivo. Entonces, sea b® = ¢ — 2%, asi que
la ecuacion de la hipérbola queda:

bExt _azyz — a%p?
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Lo cual nos lleva a la forma estandar de la ecuacién de una hipérbola en posicién
estandar con focos sobre el eje &:

Camo b?=¢® -2 >0, vemosquec>ayc>b.

Ejemple 39
2

4
Analizar la ecuacién x—g —% =1 de una hiperbela en posicion estandar con focos

sobre el eje x. a

Solucién
¥
51 hacemos x = 0, tenemeos que Lz- =-1= y* = —b% asi que no hay intersecciones
: b
con el eje y.

2
Pero si hacemos ¥ = 0, tenemos que I—z = 1= x = +a; asl que la hipérbola interseca
alejexenx=—a. 2

Si sustituimos —y por y, obtenermos la misma ecuacion, dade que 3 = (—v)%,asiquela
grafica tiene simetria respecto del eje x.

Sisustituimes —x por &, obtenemes la misma ecuacidn, dado que x* = [—xf]z, asiquela
grafica tiene simetria respecto del efe y.

Por tanto, la grifica tiene simetria respecto del origen.

Si despejamos y en términos de ¥ obtenemos y = b .asiquex>aox<a
para que y sea real. 4

Si despejamos x en términos de ¥ tenemos que x =+ 2 y? + b?, asi que y puede
tomar cualquier valor. b

Conforme x tiende a infinito 6 2 menos infinito, tenemos que y = 1575 4% tiende
a

ay :i-gx, asi que las rectas y =ﬂ:-§x son asintotas oblicuas de la grafica de Ia

hipérbola.

Para dibujar la grafica de la hipérbola, se marcan Ias intersecciones +a sobre el eje
de las x; en tants, los puntos —5 se marcan sobre el eje de las ¥, para formar el rec-
tangulo mostrado en la figura 7.33 se dibujan los segmentos de linea verticales sobre
los puntos x = =a, v los segmentos de linea horizontales scbre los puntos y = —b.Las
diagonales de este rectangulo, extendidas hacia valores grandes de ¥ o de —x,s0n las
asintotas de la hipérbola. Luego. se dibuja la hipérhiola hacia arriba comenzando enla

interseccidn ¥ = 2 y acercandose cada vez mas a la asintota y = +2 x Elresto de esta
a

rama de la hiperbola se puede dibujar considerande que la hiperbola es simétrica
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respecto del eje x.Una vez que se tiene esta rama de la hipérbola. podemos dibujar la
segunda rama, considerando que la hipérbola es simétrica raspecto del eje ¥.

Ejemplo 40
Analizar ¥ construir un esbozo de la grafica de la hipérbola 4x* — 8y* = 36.

Solucidon

Primerc escribimos la ecuacidn de la hipérbola en su forma estandar dividiendo toda
la ecuacién entre 36:

2

2
_ ¥
| 4

Aqui podemoes observar que 2> = 9= a = 3y que 5% = 4 = b = 2. Por tanto, la dis-

tancia del centro al foco s ¢ = J a+hbt= Ja +4 = w’ﬁ . Entoneess, se dice cue l1a hi-

pérbola estd en posicion estdndar (centrada en el origen), con focos en F +V13, D)
sobre el eje x; en este caso, las intersecciones con el eje x son V{=3,0) v las asintotas
SON y = i%x. De esta manera, la grafica de la hipérbola se muestra en la figura 7.35.

¥

b

2.5

2

2
Figura 7.35 Gralica de ta hipérbola i’;— —%: L.

Ejemplo 41
Analizar y construir un esbozo de la grafica de la hipérbola 4y — 3* = 36.
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Solucidn

Primero escribimos la ecuacion de la hipérbela en su forma estandar dividiendo toda
la ecuacion entre 36:

2 2

¥ X

o 38

As{ que a = 3, b = 5. Por tanto:

c=val+b* =V0+36 =45 =3V5 =6.T1

Por tanto, ia hipérbola estd en posicidn estdndar {centrada en el origen) y como el
signo del término y? es positivo, tenemos que el eje focal de 1a hipérbola es vertical,

v coincide con el eje y; por consiguiente, sus focos estan en F (0, +35 ) sobre el eje y.
Por su parte, las interseccicnes con el eje ¥, es decir, los vértices, estan en V(D, :3).
v las asintotas de la hiperbola estan dadas por y = —0.5x. La figura 7.36 muestra la
grafica de esta hipérbola.

X

L RIS MR S N A O e .—-¢--l~"+—d--—-|—1'4——-l~'-QmH-ﬂHwt—lAu'l—ﬁ'-l--*—I-}
el -15 -10 -3 a: 5 10 15 i1

2 1
Figura 7.36 Grilica de la hipérbola -)_5;— —%: 1.

Ejempla 42
Analizar y construir un esboze de la grafica de 1a hipérbola
4x? — 25p? — 24y — 50y — 89 = 0.

Solucidn
Debemos completar los cuadradosenxyen y:

4x? — 25y% — 24y — 5Oy — 89 =0
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Para ello, agrupameoes los términos enx y en -
4x% — 24y — B8p? — B0y = 89
4{x* — 6x) — 28(y? + 2y) = B9
Ahora, para completar el cuadrado, tomameoes €l coeficiente del términe lineal, lo divi-

dimos a la mitad y lo elevamos al cuadrado; el nimero resultante tenemos que sumazr-
lo del lado derecho del signo igual, asi tenemeos que:

4{xF —B6x+9) —25(p2 + 2y + 1) =88 + 4(9) — 25{1)
Esto se puede escribir como:
d(x— 32— 258y + 112=100
Enseguida, dividimos todo entre 100, para llegar a 1a forma estandar de la hipérhola:
(x-3)° (p+1) _,
25 4

Como ¢l signo del cosficiente que acormpafia a #? es positivo, tenemos una hipérbola
horizontal con eje focal paralele al eje x. Comparando esta expresidn con la forma
estdndar de una hipérbola horizontal con orientacién estandar y centro en CiA, &):

(x—n)° (y-k)
bz

aa =1, tenemos que el centro estd en Clh, k) = {3, —1).

A giferencia de la elipse en ia que a > b, en el caso de una hipérbola no tene-
mos esa restriccion vy puede ser que a = & o que b > a. En este caso, vemos que

=8 b=2=c= 'v'raz +5% = JEE +4 = @ Por tanto, la posicion de los focos es
F(h+c,k)=(3+V29,~1) Los vértices estdn en Vih = a,&) = (3=8,-1) = (-2, 1)

y 18, —1). En este caso, las asintotas estdn dadas por y - k:iﬁ(x - h), es decir:
a

y+1=:!:-§-[x—3}.

Para construir la grafica de la hipérbola, dibujamos lineas verticales que
pasen por los vértices y lineas horizontales que pasen por los puntos
(h.k=b) =(3,—-1 =2} = {3, —3) v (3, 1); asi, estas lineas forman un recténgulo en el
centro de la hipérbola. Si prolongameoes las diagenales de este rectangulo obtenemos
ias asintotas de la hipérbola. Por ultimo, dibujames la hipérkola desde los veértices
hacia las asintotas; la grafica de la hipérkola se muestra en la figura 7.37.

Ta

~

- +—+-1

S

(x=3) (p+1) _
25 4

Figura 7.37 Graficade la hipérbola i

4035



406 Introduccién a las matematicas. Ejercicios y problemas

Ejemplo 43
Analizar y construir un esbozo de la grafica de 1a hipérbola
25p? — 9x% — 200y — 36x + 138 = 0.

Solucidén
Procedemos como en el ejemplo anterior; primero para completar los cuadrados en
xyeny
Primero agrupamos los términos en x y en y-

25y? — 200y — 95?2 — 36x = —138

25(y% — 8y) — 9{x* + 4x) = —138
Ahocra completamos los cuadrados:

25(y2 — By + 16) — 9(x% + 4x + 4) = —139 + 25(186) — 9(4)
Esto se puede escribir comeo:
25(y — 4)? — 9{x + 2)* = 228

Enseguida, dividimos todo entre 225 para obtener la forma estandar de la hipérbola:

(y- 4 (x+2f _
] 25

1

Como el coeficiente que acompafia al té&rmine 1*° es positivo, tenemos una hipérbela
vertical con su eje paralelo al eje y. Comparamos la expresion que cbtuvimos con
la forma estandar de una hipérboela vertical con orientacién estandar con centro en

2 2
el punto C{4, &): y _Ek) —(x_;ﬁ}
a

enClh,k}=(—2,4).Enestecaso,a=3yb="5.Ademds,c=va’+ 5* =v25+9 = Jaa.

Por tanto, la posicién de los focos es F(hk+c) =g—2.4ﬂ:@); los vértices es-
tan en Vih, &k =+ a) = (—2,4 + 3) = (-2, 1) ¥ (-2, 7); las asintotas estin dadas por

= 1. Como podemos observar aqui, el centro esta

y—k= i%[x —h),esdecir y—4 = i%[x + 2). Ahora procedemos como en el ejem-

plo anterior ¥ construimes la grafica de la hipérbola que se muestra en la figura
1.38.
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15

i)

-1

_{x“'z)z =1
25 ’

1
Figura 7.38 Grafica de fa hipérbola Ly _94}

Ejemplo 44
Analizar v esbezar la grafica de 16x% — 64y% — 64x — 384y — 1836 = 0.

Solucion
Como en los ejemplos anteriores, para completar los cuadradosenxyen ).

Primerc agrupainos los términos en x y en -
16x% — 64x — 64p2 — 3B4y — 1536 = 0O
Ahora factorizamos:
16(x? — 4x) — B4(y* + 6y) = 1536
Enseguida completamos cuadrados:
16(x% — 4x + 4) — 64(y* + 6y + 8) = 1536 + 16(4) — 64(9)
Esto se puede escribir como:
16(x — 2} — 64(y + 3> = 1024
Ahora dividimaos todo entre 10z24:

(x-8) (y+3) _
b4 16

1

407
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Camec el coeficiente que acoempatia al términe »* es pesitivo, tenemos uwna hi-
pérbola horizontal, con su eje paralelo al eje x. Comparando la expresién ante-
rior con la forma estandar de una hipérbola horizonfal con orientacién estan-

(x—&) (y-k) -
dar y centro en C{hk): r g =1; tenemos que Cth, k) = (8, —3).
a

a =87 b =4, ademas c=vVa®+b? =84 +16 = V80 = 2v20. Por tantc, 1a posi-

cién de los focos es F{htc,k)= 2&;2@.—3). En tanto, los vértices astan en

Vih=+ak)={2=8,-3) =({-6,—3) y (10, —3).Para una hipérbola horizontal, las asin-

totas estan dadas por y—k = :EE(X — h), es decir: y+3 =:I:%{x - 2). La figura 7.38
a

muestra la grafica de esta hipérbola.

2

Figura 7.39 Grilica de la hipérbota (= 6_42}

_3y
16 '

Ejemplc 45

Analizar 1a excentricidad e = £ de una elipse y de una hipérbola.
d

Solucién

Paraunaelipse,0<c<a.asique 0« £ _e<l Entorices, 1a excentricidad determina
la forma de la elipse come sigue:
* Zie es pequenia, es decir, si e es cercana a {, entoneces ¢ es pequefia comparada

con &, de aqui que b = va® — ¢® es cercana a a. En este caso, el eje menor y el eje
mayer de la elipse son mas ¢ menos del mismo tamatic, v la elipse se parece a un

circulo {la palabra excentricidad significa que se aleja del centro).

» Bieesgrande, es decir, si es cercana a 1, entonces ¢ es cercana a a, por tanta el
semieje menor es cercano a 0. En este caso, el eje mayer de 1a elipse es mucho
mayor que €l eje menor v 1a elipse tiene una forma muy elongada.
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Para una hiperbola. ¢ > a, as que £ _ &~ 1 La excentricidad determina la forma de
a

la hipérbola restringiendo la pendiente de las asintotas de la siguiente manera:

* BGie es pequelia, es decir, sl e es cercana a 1, entonces ¢ es cercana a g, asi que
b=+c* - a* es cercano a 0. En este caso, las asintotas que tienen pendientes
:tg o :I:% que apareceran cercanas alos ejes sobre los gque estan los vértices yla
hipérbola tendré 1a forma de una horquilla muy cerrada.

* 5ie es grande, es decir, mucho mayor que 1, entonces a es pegquetia comparada

con ¢, asi que b =vc® —a® es cercana a c, por tanto serd grande comparada con
a. En este caso, las asintotas apareceran lejos de los ejes sobre los que estan los
vértices y la hipérbola serd muy abierta, tendiendo sus dos ramas a ser dos lineas
paralelas.

Ejemplo 46

Encontrar la ecuacion de la hipérbela en posicion estdndar con focos en F{+3,0) e
interseccidn con el eje x en {+1, 0}, y construir un esbozo de su gréfica.

Solucion
En este caso, 1a hipérbola esta en posicidon estandar con focos a 1o largo del eje x, asi
2 2
que suecuacionesdeiaforma x_z — ﬁ = 1. Portanto, a partir de la posicidon de los focos
a

sabemos que ¢ = 3, mientras que a partir de la posicién de los vértices sabemos que

a = 1. Con estos datos, podermos sncontrar el segmento b = vo? — a° = V8% —12 = V8.

> 2
Por consiguiente, 1a ecuacidn de 1a hipérbola es XY —11a figura 7.40 muestrala
grafica de esta hipérbola. 1 8

2
Figura 7.48 Gralica de fa hipérbola -J-cl——%=l.
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Ejemplo 41

Encontrar la ecuacién de la hipérbola en posicién estdndar con focos en F,(0, —4) v
F,{0, 4}, v asintotas dadas por las rectas y = —2x, ¥ construir un esbozo de su grafica.

Solucién

Porlainformacion dada, sabemosque ¢ = 4. Entonces, tenemosuna hipérbolaconsueje
focal que coincide coneleje y, asique sus asintotasestandadas porlasrectas y = i% X;
por tanto, en este casa: % = 2 En el caso de una hipérbola, al utilizar 1a relacién entre
los parametros a, b ¥ ¢ tenemos que b = ¢ — &, luego dividiendo toda esta ecua-
cién entre b* y sustituyendo los valores de ¢ y de %, nos queda que 1=§— 4, lo

cual implica cue b = % v que a= 8, Ahora, al sustituir estos valores en la forma
5

V5

estdndar de la ecuacion de una hipérbola vertical en posicién estandar, tenemos que
2 2

‘g T ‘f T 1. La grafica de esta hiperbela se muestra enla figura 7.41.

10T

2

¥y ox

(51 (5]

Encontrar la ecuacién de la hipérbola en corientacion estandar con vértices en
V. (6, -2}y V,(6,8), y excentricidad e = 2, y construir un esbozo de su grafica.

Figura 741 Grilica de la hipérbola

Ejemplo 48

Solucidon

El centro de la hipérbola estd en el puntc medio entre los dos vértices. asi que
Cih, Xk} = (6, 3). Como sabemos que 1a distancia entre los dos vértices es 2a, por tanto,
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a = 5. Como también sabemos que la excentricidad es e = 2, entonces £ =2y, por
d
tanto, ¢ = 2a = 10. Por iltimo, b = ¥c? —a® = V100 - 25 =~/75.

Como el eje focal de la hipérbola es paralele al eje y, su ecuacion es de la forma

2 2
{(r—k) (x-h) . . e .
— —— = 1,as1 que la ecuacion de la hipérbola que estamos buscando es:

at b
(r=3 (x-8)
25 75

La grafica de esta hipérbola se muestra enla figura 7.42.

JI

| S T T U U I R N A R R A R N I D I D T e e O T R R D N Y I N B B
-3t -3 - + o ; 1 H 2 '

1 I
Figura 742 Gralicade fa hipérbola (.?";53} — tr—6) =1

75
Ejemplo 49
Encontrar la ecuacion de 1z hipérbola herizontal en orientacién estandar, con distan-
cia del centro al foco ¢ = 4 y asintotas y + 3= :I:—E—(x + &}, y construir un eshozo de
su grafica. iz

Solucion
Sakemos que las asintotas de una hipérbola horizontal estan dadas por las rectas

y—k=i£{£+h}; entonces, comparando con la informacion dada tenemos cue
a

Cih, k) = (-8B, —3) y que £=—f_—- . Por otro lado, tenemos que »* = ¢ — 2% Al di-
a 12 . .
vidir todo entre a2 y usar el valor dado de ¢ tenemos: b—:’:——]::-izg—l o

at at 12 &
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cual implica que a= V12 v Cue, por tanto, b = 2. 5i usamos la forma estandar de

2 2
una hipérbola horizontal con centro en (A, &) (x _zh} _r _:(} =1, tenemaos que
a

b
2 2
(x _1;5} b 23) = 1. Lia ficrura 7.43 muestra la grafica de esta hiperbola.

rJI.
164

15+

I I
Figura 7.43 Grilica de la hipérbola (x —125} — (¥+3) =1,

4

Ejempla 50

2

2
Analizar y construir la grafica de la hipérbola f—a - % =1

Selucién

En este caso, 1a hipérbola esta en posicidn estandar, por 1o que su centro esta en el
origen Clh, k] = (0, 0). Como el coeficiente que acomparia a x* es positivo, tenemos
una hipérbola horizontal con eje focal paralelo al eje x. Al comparar con la forma
estandar de la ecuacidn de la hipérbola vemos que a =4 y b = B. Como &* = ¢ — &,

tenemos cque c = vﬁ .Eneste caso,lozfocosestdnen F{1c,0)= (ﬂﬁ G]; losvértices

estdnen ¥{—a, 0) = (=4, 0);1as asintotas scnlasrectas y =+ b, i% X ¥ la excentri-
a

cidad de la hipérbolaese=5= @ = 1.60. La grafica de esta hipérbola se muestra

en la figura 7.44. d
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=10

F

2
Figura 7.44 Grafica de fa hipérhola %_;}_SZL

Ejemplo 51

Analizar la hipérbola 2y* — 10x° + 16y — 160x — 628 = 0, determinar la posicidn de
los focos, de los vartices, sus asintotas, su excentricidad y construir un esbozo de su
gréafica.

Solucion
Primerc agrupames términes en x y en y, y factorizames:
2y — 10x* + 16y — 160x — 628 = G

2y° + 16y — 10x% — 160x = 628

2(3° + 8y) — 10(¥ + 16x) = 628
Ahora completamos cuadradosenxyeny:

2(y*+8y+16)-10(x* +16x + 64)= 628 + 2{16) —10(64)
2(y +4) —10(x +8)° =20

(z+4) (x+8)
10 2

Como peodemos observar, tenemos una hipérbola con crientacion estandar, con gje
focal paralelo al eje y y centro en Clh, &) = (—8, —4), cuyos pardmietros son a = J10,

b=v2yc=va®+b* =10+2=12.losfocos estanen F(h k + c)= (-8 -4+ V12);

413
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los vértices estan en V {hk +a)={-8,-4+ Jﬁ); las asintotas, y — k = ﬂ:%(x - k), son

y+id= +v5 {x+8); la excentricidad de la hipérbola es e =S = JE ¥ su grafica se
muestra en la figura 7.45. a Y3

2
Figura 7.45 Grilica de la hipérbola =1.

(y+4) (x+8)
10

2

Ejemplo 52

Encontrar 1a excentricidad de las sigquientes hipérbolas.
2 2

a_} :__Y_zl
100 10

b) 3° —2¥ -6y —8xr—6=0

Solucién

a) De la ecuacion de la hipérbola tenemos que a=+v100 =10y b= J10. Bsi que
¢ =va®+b* =v100+10 = v110. Por tanto, la excentricidad de la hipérbola es:

e—€_ JUO_ 85 4
a 100 50
b) Como en los ejempleos antericres, tenemos gue transforrmar la ecuacion de la hi-
pérbola de su forma general, Ax° + By® + Dx + Ey + F = 0, a su forma estandar

(r—k) (x-h)
& B
términos en x y en y, completamos cuadrados y simplificamos:

=1. Asi pues, comenzamos con la expresion dada, agrupamos
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3pf-2x*—6y—8Bx-11=0
Ay -6y -2x°-8x=11
3(y* -2y)-2(x° +4x)=11
3(rf-2y+1)-2(x° +4x+4)=11+3(1)— 2{4)
3(y-1)—2(x+2) =8

e I Gt
2 3

a=v2,b=3,c=Va' +p*=V2+3=+5
Por tanto, la excentricidad de la hipérbola es:

2

Ejemplc 53

Encontrar la ecuacién en forma estdndar de la hipérbola con vértices en V(=4,0} ¥
excenfricidad e = 4.

Solucion

Los vértices estan sobre el eje x, asi que tenemos una hipérbola horizontal. Ademas,
el punto medio entre los vértices es (0, 0), asi que la hipérbola esta centrada en el ori-
gen, Cth, k) = (0,0). Como la distancia del centro al vértice son ¢ unidades, tenemos

cque a2 = 4. Ademas, sabemos que e = 4,y como e = £ = 4, tenemos que ¢ = 4a = 16.
éa

Por ltimo, come ¢ = a2 + b? tenemos que 167 = 4% + b* = b= +240. Por tanto, la
2 Z

ecuacion de la hipérbolaes £ — Y _1.
16 240

Ejemplo 54

Encontrar las asintotas de la hipérbola vertical centrada en el origen con un vértice
en V,{0,8) y excentricidad e = 1.1.

Solucion
La distancia del centro al vértice son Sunidades, asi que 2 = 8. Ademas,e = 1.1,asique
f-ll=c=11a=1.1{8)=88. Como c<*=a"+b" =88 =8"+b"= b=v13.44.

d
La ecuacidon de las asintotas de una hipérbola vertical centrada en el origen es

8
x=2.18x.
Vi3 44

¥ = :1:% x. Por consiguiente, en este caso las asintotasson: y =+

415
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Aplicaciones de la hipérkola

Una de las aplicaciones mds comunes de las hipérbolas es en la localizacién de puntos
en el espacio. Por ejemplo, para ubicar la posicién de un punto P se usa un par de radio-
transmisores, Tl y 72, y se emite una senal de radio desde cada uno de los transmisores,
con lo cual se registra fa diferencia en los tiempos de llepada de la senal del transmisar
71 a Py del transmisor T2 a P. Al conocer la distancia entre ambos radiotransmisores
se puade establecer que &l punto, P, pertenece a una hipérbola dada con una ecuacién
conocida. Si se repite este procedimiento para otro par de radiotransmisores 5! v 52, se
establece que el punto, P, pertenece a una segunda hipérbola dada con ecuacién tam-
bién conocida. Al hallar la interseccion de estas dos hipérbolas se puede determinar la
posicion del punto P. Este es el principio que se usa en el sistema de navegacién LORAN
(siglas en inglés de Lonp Range Navigation), para ubicar la posicién de barcos o avicnes.
Sin embargo, hoy dia este sistema de localizacion estd siendo desplazado por &l sistema
de localizacién satelital mas avanzado GPS (siglas en inglés de Global Positioning Sys-
teri], que funciona en base a triangulacién.

Ejercicios prapuestos

89. Obtén la ecuacién de una hipérbola en posicién estandar con focos sobre el eje .
2 3

90. Analiza la ecuacién P—z —

scbre el eje y. 4

=1 de una hipérbola en posicidn estdndar con focos

En los ejercicios 91 y 92 analiza y construye un esbozo ds la grafica de 1a hipérbola
dada.

91. 1632 — y2 = 16
92. 9y% — 25x° — 285 =0

En los ejercicios 93 a 99 encuentra la forma estandar, €l centro, los focos, los vértices,
las asintotas y consituye un esbozo de la grafica de las hipérbolas dadas.

93. 9x° — 49y* — G0x + 204y — 837 =0

94. 25y — 8lx* — 200y — 1625 =0

95. 36x“ — 9y* + 360x + 576 = 0

86. y= —dx? — 12y — 64x — 221 =0

87.dx= — 42+ 86y — 18y + 171 =10

88. 42 — 36x> + 32y + 432x — 1241 =0

89, 324x% — 100y® — 2268x + 500y + 1319 =10



100.

101.

102.

103.

104.

165.

106.

101.

108.

109.

110.
111.

112.

113.

Capitule 7 + Geometria analitica

Encuentra la ecuacién de la hipérbola en posicién estindar con focos en
F{0, +4) e interseccion con el eje y en V{0, =2}, y construye un eshozo de su
grafica.

Encuentra la ecuacién de la hipérbola en posicién estindar con focos en

F{-8,0) vy F,(8,0) e interseccidn con el eje x en V(:I:-]-E,U). ¥ construye un es-
bozo de su grafica. 2

Encuentra la ecuacién de una hipérbola en orientacion estandar con focos en
F{1.8)yF[(1,7) yexcentricidad 2, y construye un esbozo de su grafica.

Encuentra la ecuacion de la hipérbola en posicién estandar con vértices en
vio, tZ], excentricidad ¢ = 9, y construye un eshozo de su grafica.

Encuentra la ecuacién de la hipérbola en posicién estandar con focos en
F (0, —6) y F,(0,6),y asintotas dadas por las rectas y = +x.

Encuentra la ecuacidén de la hipérbola con orientacién estandar con focos en
F,(3.6) y F,(11,6),y excentricidad 3.

Encuentra la ecuacion de la hipérbaola horizontal con crientacién estandar, dis-

V11

tancia del foco al centro ¢ = 6 y asintotas y -4 = :l:T(x — 8}, ¥ construye un
esbozo de su grafica.

Encuentra la ecuacicn de la hipérbola vertical (es decir, con su sje paralelo
al eje Jicon distancia del centro al vértice 2 = 3 v asintotas y+ 3= :i:g(x +3}.

Calcula la excentricidad de la hipérbela y construye un esbozo de su grafica.
Encuentra la ecuacion de la hipérbela vertical con distancia del centro al foco
Jes
2
de su gzafica.

yasintotas ¥ + 8 = =5(x — §). Calcula su excentricidad y elabora un esbozo

Determina la excentricidad de las siguientes hipérbolas:

2 i
a) x ¥

9 &
b) ! —y?+6x+34=0

Determina la excentricidad de la hipérhbiola 4p? — 18x% + 24y + 64x — 92 = 0.

Determina las coordenadas del centro vy la excentricidad de la hipérbeola
28y? — 8x? — 300y — 54x + 594 = 0, y construye un esbozo de su grafica.

Determina las coordenadas del centrc y las asintotas de la hipérbola
Tx2— 18y2 + 112x¢ + 322 = 0, y construye un esbozo de la grafica de lahipérbola.

Determina la excentricidad ¥ la posicién de los vértices de la hipérbola
23y — 14x2 + 230y + 2583 = 0,y construye uh esbozo de la grafica delahipérbola.
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114. Determtina la posicion de los focos y las asintotas de la hipérbola 32° — 8 — 36x
— 32y + 82 = 0,y construye un esbozo de su grafica.

115. Determina la posicién del centro, de los focos y de los vértices de la hipérbola
oy — l4x® + 162y — 84x + 477 = 0, y construye un esbozo de su grafica.

116. Encuentra la ecuacidn en forma estandar de la hipérbola con orientacion estan-

dar cor vértices en Vl{ -3,61y Vz(S, 5) y excentricidad e = \u"ﬁ .Y elabera un
esbozo de su grafica.

117. Encuentra la ecuacidn de la hipérbola que tiene centro en €[ —35, 7), un vértice

en V,(—5,9) yunfocoen F,|-8, E) Determina su excentricidad y construye un
bosquejo de su grafica. 2

118. Encuentra la ecnacion de la hipérbola en posicidn estandar, con eje focal para-
lelo al eje x, lengitud del eje transvarso 2 ¥y excentricidad e = V2.
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