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Prólogo

Bienvenido al libro Introducción a  las matem áticas. Ejercicios y problem as. El estudio 
cuidadoso de las páginas de este libro te permitirá conocer los conceptos relaciona­

dos con los temas principales de un curso de Precalado, incluidos los siguientes:

1. Álgebra

2. Ecuaciones y desigualdades

3. Funciones y gráficas

4. Funciones polinorniaies y racionales

5. Funciones exponenciales y logarítmicas

6. Funciones trigonométricas

7. Geometría analítica.

Los profesores que escribimos este libro de texto hemos vertido en sus páginas nuestra 
experiencia docente de más de dos décadas. Con base en ella tomamos en cuenta la ma­
nera en que aprenden nuestros alumnos y enfatizamos aquellos conceptos que sabemos 
que son particularmente difíciles para ellos.

El libro está escrito de una manera clara y precisa que te ayudará a comprender los temas 
presentados. Al inicio de un tema, se desarrollan los conceptos principales y se incluyen 
muchos ejemplos resueltos que te permitirán afianzar los conocimientos adquiridos. Te 
sugerimos que repases con mucho cuidado estos ejemplos resueltos a fin de que com­
prendas los temas presentados y para que aprendas a resolver ejercicios similares. Esta 
es una parte muy importante del proceso de autoaprendizaje. A continuación, al final 
de cada sección, se ofrecen una serie de ejercicios propuestos que te permitirán poner a 
prueba tu comprensión de los tenias y que te ayudarán a desarrollar tu habilidad de reso­
lución de problemas, la cual es una competencia fundamental que necesitan los nuevos 
profesionistas. Al final del texto se incluyen las respuestas de Jos ejercicios propuestos, lo 
que te permitirá verificar si los resolviste correctamente. Los problemas presentados al 
final de cada una de las secciones del libro también pueden ser utilizados por el profesor 
que adopta este libro como base para sus ejercicios de tareas semanales.

Los autores de este libro confiamos en que en estas páginas encontrarás una guía prác­
tica que te permitirá acrecentar tus conocimientos de P re cálculo y que te dará las bases 
necesarias y suficientes para afrontar con éxito los cursos siguientes de matemáticas 
universitarias, incluyendo cálculo diferencial y cálculo integral.

En hora buena por tu estudio de las matemáticas y recuerda que el dominio de ellas te 
permitirá desenvolverte mejor a Jo largo de tu vida profesional.

ix





C a p í t u l o
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Algebra y 
conceptos 
básicos

Al final de este capítulo el alumno será capaz de:

Identificar los conjuntos de numeración, 
incluyendo los números reales y los números 
com plejos.
Identificar el conjunto de los números reales y sus 
subconjuntos.
Resolver problem as que involucran el uso y las 
propiedades de los números reales.
C onocer los principales productos notables y 
realizar e jercicios de factorización.
Entender y m anejar el concepto de exponentes y 
radicales.
C onocer y realizar operaciones de adición o suma, 
sustracción o resta, multiplicación y división de 
expresiones algebraicas.



Introducción a las matemáticas. Ejercicios y problemas

Introducción
Las matemáticas son una de las ramas más bellas de las ciencias que jamás haya produ­
cido el ser humano. El desarrollo de las matemáticas le ha permitido expandir su cono­
cimiento acerca del mundo físico que lo rodea.

Los conjuntos de números constituyen la base del lenguaje matemático y son el tema 
principal de esta sección introductoria del libro.

I . I  N ú m ero s  r e a le s  y  n ú m e ro s  c o m p le jo s
Existen distintos conjuntos de numeración que se usan en matemáticas, tos cuales pre­
sentamos a continuación.

Conjunto de números naturales
El conjunto de los números naturales, N, está compuesto por los números: N =  {1,2, 3, 
4,...}. El conjunto de los números naturales es infinito.

Conjunto de números enteros
El conjunto de los números enteros, Z, está compuesto por el conjunto de los números 
naturales, además del 0 y la reflexión de los números naturales. Es decir: Z = - 3 , - 2 ,
— 1,0,1,2,  3,...}. Entonces:

N c Z .

El símbolo C, significa pertenencia. Es decir, el conjunto de los naturales es un subcon- 
junto del conjunto de los enteros.

Conjunto de números racionales
El conjunto de los números racionales, Q> está compuesto por todos los núme­
ros que pueden escribirse como cociente de dos números enteros, c = b/a, con a  y 
b g  Z, y a 9̂  0. Es decir, Q =  {c tal que c =  b/a, con a  y b g  Z, y a  #  0}. Así, por ejemplo, los 

1 1  3números —, —, —2, —  pertenecen a los números racionales. Así pues:
2 4 7

N c Z c Q  

Conjunto de números irracionales
El conjunto de los números irracionales, E, está compuesto por todos los números que no 
pueden escribirse como cociente de números enteros, es decir: c ^  b/a , con a  y b g  Z, y

a  #  0. Algunos ejemplos de números irracionales son: \¡2, tt, e, si5, In 2, etcétera. 

Conjunto de números reales
A nivel universitario, el principal conjunto de numeración que se usa en matemáticas es 
el conjunto de los números reales, R» que está compuesto por la unión de los números
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racionales y los números irracionales. Esto es: IR =  {conjunto de los números c, tales que 
c e Q o c e  1}. Algunos ejemplos de números reales son: 0, —32,28, in - y e 10, entre otros. 
Así que:

N c Z c Q c R ,

A xiom as de los números reales
Existen dos operaciones fundamentales en los números reales; la suma o adición y la 
multiplicación o producto, que tienen las siguientes propiedades.

Sean a, b, c y d cuatro números reales cualesquiera.

P rop ied ad  de cerradura
Si ¿7 e  IR, ¿i e U y c  = a +  b y d  = a - b ,  entonces los números c y d  son únicos y ambos 
£ R,

P> op ied ad es  conm utativas
1 . a  +  b. — h  +  á{et\ orden de los sumandos no afecta la suma).

2 , a  ~b =  b • a  (el orden de los factores no altera el producto).

P rop iedades asociativas
L a  + (& + c) = (a  + b) A c =  a  +:&.+, £

2 , aíbcj =  (ab\c = abe.

P> op ieda  des distribu tivas
1 . a ib  + c) — ab  + ac.

2 , \a + b)c = ac -f- be.

La multiplicación es distributiva sobre la suma.

Leyes d e id en tidad  
L, Existe un número único 0, con la propiedad: 0 -  a  = a + 0 = a.

2. Existe un número único 1, con la propiedad: 1 • a  — a  ■ i  = a.

Leyes inversas
1, Para cada número real a  existe un número real - a ,  tal que a  + (—a) =  ( —a) + a  — 0.

2 , Para cada número real a, diferente de cero, existe un número real a  L, tal que
a a  1 = a  la = l.

3, —a  se conoce como el inverso aditivo, o negativo de a.
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4, a  1 se conoce como el inverso multiplicativo, o el recíproco de a.

Leyes d el fa c to r  cero
1. Para todo número real a, a  ■ 0 = 0.

2 , Si a ' b  — &  entonces a — 0 o b — 0.

Leyes d e  los negativos
1. - { - a )  = a.

2 . {—d)\ —b) = ab ,

3, - a b  = :, - a ) b  = a i—b) = — (- a ) { - b ) .

4, {— lia  = —a.

Sustracción o resta y cociente
La sustracción o resta se define como:

a -  b = a 4- , - b ) .

En tanto, el cociente se define como:

~  =  a^rb =  a b ~ l 
b

Así que:

b '-= l-b  ' = l  +  b  =  -  
b

Nótese que, dado que 0 no tiene inverso multiplicativo, a  -s- 0 no está definido, es decir, 
la división entre cero no existe en los números reales.

Leyes d e  los cocientes
j  a  —íí a  —a

b b - b  b

2 . : é = £ .
b  b

3, — =  — , si y solo si a d  — cb, 
b d

4 f para cualquier número real k  diferente de 0.
b kb
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Propiedades de orden
El conjunto de los números reales positivos, designado por es un subconjunto de los 
números reales que cumple con las siguientes propiedades:

1. Si a  y b están en !R\ entonces a  + b y ab  también están en H .

2 . Para cada numero real a, se cumple que: a está en R +, a  es cero, o - a  está en IR+. Sí a  
está en R \  se dice que a es positivo: pero, si —a  está en í i+, se dice que a  es negativo.

El número a  es menor que b, es decir, a  <  b, sí b -  a  es positivo. En este caso, b es mayor 
que a, es decir, b >  a. Si a  es menor o igual que b, se escribe: a < b. En este caso b es 
mayor o igual que a, y se escribe b >  a.

Por tanto, de lo anterior se desprenden las siguientes propiedades:

1. a  >  0, si y solo si a  es positivo.

2 . Sí a  0, entonces a 2 >  0.

3. Si a <  b, entonces a :+  c  <  h  +  c.

Ía c < b c ,  si c >0 

a c > b c ,  si c <  0

3. Para cada numero real a, se cumplo que a >  0, a = 0 o n <  0.

6 , Si a  <  b  y p <  entonces a  <  c.

Valor absoluto de un número
El valor absoluto de un número real a, se escribe y se define como:

I a si a  >  0 

—a si a < 0
a  =

Recta de los números reales
Los números reales pueden representarse mediante puntos sobre una recta L í véa se fi­
gura 1 .1)¿tal que a cada número real a le corresponde exactamente un punto en la recta y 
viceversa. Es decir, a cada punto en la recta le corresponde exactamente un número real.

H--------H *— 1
3,5

«- + - * H  h
- 4 - 3  - 2 -1

Figura 1,1 Recta de los números reales.
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Números com plejos
Pero no todos los números son números reales; por ejemplo, no existe ningún número 
real que al elevarlo al cuadrado de como resultado un número negativo. Por ejemplo, 
2 X 2  = 4, pero (—2) x  ( - 2 )  =  4. De esta manera, se define el número imagina­
rio i, tal que i 2 =  - 1, Por tanto, los números complejos se definen como el conjunto 
C = {c = a  + bi, tal que a y  b  e R e i 2 =  - 1}. Entonces se tiene que:

N c Z c G c í R c C

La figura 1.2 muestra de manera gráfica la relación entre estos diferentes conjuntos de 
números.

Figura 1.2 Relación entre los conjuntos N c Z c Q c R c C .

Los números complejos tienen diversas aplicaciones en física y matemáticas. Por ejem­
plo, se usan para representar de manera práctica una onda viajera o para escribir la 
función de onda de un electrón en un átomo de hidrógeno.

Ejem plo 1

Tomando en cuenta que N c Z c Q c l R c C .  determinar a qué conjuntos: N, Z, Q, 
entre otros, pertenecen los siguientes números:

a) 63 b) - 1  

f)e) -7T 

Solución
En general, observamos que:

^ I C Z C Q C R C C  

Por tanto:

a) 63 e b) - l e í

e) —7T e ff f) < 9 e 1

- i

c) -  e Q 
4

g)

d) 4.3333

d) 4.3333 e Q
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Ejem plo 2

Usando las propiedades de los números reales, demostrar que

a{b  + c + d) = ab  + ac  + ad.

Solución

a ib + c + d: = a [.b  + é) + d] Ley asociativa

= ai b + c i + ad Ley distributiva

= ab -i- ac + ad  Ley distributiva

Ejem plo 3

31 CDemostrar que si — ^ , entonces ad = be
b  d

Solución

Suponemos que  ̂  ̂ Entonces, por definición de división:  ̂ lo que significa

que ab 1 = cd  l. Así que:

ad = ad ■ 1 Ley de identidad

= adbb 1 Ley del inverso

= ab 1 db Leyes asociativa y conmutativa

= cd  1 db Por hipótesis

= c * 1 b Ley del inverso

= b e  Leyes de identidad y conmutativa

Ejem plo 4

Identificar si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas:

a) - 4  < —9 b) %¡2 =1.41 c) x2 > 0, para toda x  e IR

Solución

a) Como i -  9 -  -4': = i - 9  i+4 = - 5  es negativo: significa que - 9  <  -4 ,  así que la 
afirmación es falsa.

b) \iZ e  [y 1.41 ee Q. Así que la afirmación es falsa.

c) Si x > 0, entonces jt3 > 0. Sin embargo, si x <  0. tenemos que x5 = ib * x, y como 
x2 >  0 y x  < 0, implica que x1 < 0, así que la afirmación es falsa.
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Ejem plo 5

Reescribir las siguientes expresiones sin usar el símbolo de valor absoluto y 
simplificar.

a) 16 — 9 1 b) ]5| -  |8 | c)| 6-2tt1  d) |^-5| s ix >  5

e) ¡y + 8 1 s i y <  - S

Solución
a) 16 — 9 | = | - 3  j = 3 .

b) [5 1 -  |8j = 5 - 8  = - 3 .
c) Como 6 < 2x, entonces: 6 -  2w < 0. Así que: 16 -  2~ | = -(6 -  2t'i =  2 -  -  6.

d) Como x > 5, entonces: x  -  5 > 0. Así que: | x -  5 1 = x -  5.
e) Como y  <  - 8, entonces: y + 8 <  0. Así que: \y + 8 ¡ = — \y + Bj = - y -  8.

E jercicio s propuestos

1. Tomando en cuenta que W c Z c t f  c K c C ,  determina a qué conjuntos. N, Z. Q. 
IR, C. entre otros, pertenecen los siguientes números:

a) -3 7  b) 59 c) 17/9 d) 2.323232

e) \[- 1 f) log 100 g)

2. Tomando en cuenta que F t J c Z c Q c I R c C ,  determina a qué conjuntos. N, Z, Q, 
■R, C. entre otros, pertenecen los siguientes números:

a) 0 b) V16 c) -  d) In &
5

e) tv* f) g) - 9  h) 6

i) Vs

3. Identifica las leyes de los números reales que se utilizan para los siguientes 
enunciados:

a) 200 0 .5 ;2 5 -y f  = [200(0.5/(25-y )

b) x2id  + x  -  x3 - d  + x3 • x

X
4. Si x <  0 y y  <  0, indica el signo del número real — F x- y.

5. Si x >  0 y y  > 0. determina el signo del número re ai — —.
xy
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el C
6. Demuestra oue si ad = be, entonces — . ¡Sugerencia: Asume que ad = be;

b d
luego, comienza con ab  1 y transfórmalo en cd  \ como se hizo en el ejemplo 3.)

7. Identifica si las siguientes afirmaciones son falsas (F) o verdaderas (V):

a) - S  es un número racional. (F) (V)

b jT r ^ S . l t f .  (F) fV)

c j |x-J| =>ar-9,paiatodaj? e  R. fF) (V)

d) Los números racionales están contenidos en los números reales. (F) (V)

3. Identifica si las siguientes afirmaciones son falsas (F) o verdaderas (V):

a) 7v no es un número real. (F) (V)

b) ^  = Jío es un número real. (F) (V)

c) j 10 + x\ '■■■= 10 + x, para toda x <e N. (F) (V)

d) Los números irracionales están contenidos en los
números racionales. (P) (V)

9 . En los ejercicios siguientes determina si el enunciado es falso (F) o verdadero (V):

1 1
a) Si a < b. entonces - .

a b (F) (V)

b) Como 3 1 ^ -  3 -i , entonces -  -  -  -  -  + —.
c c c  a - t b a j b (F) (V)

c) Si a ■ b  y b  <  c, entonces necesariamente a <  c. CF) (V)
d) Si x <  0 y y  <  0, entonces necesariamente x  <  y. (F) (V)

e! Ce) Si -  = - , entonces necesariamente a = c  y b  — d. 
b  d (F) (V)

■3 Cf) Si - -  —. entonces necesariamente ad = db. 
b  d (F) (V)

g) Si a -  c . entonces necesariamente ae — c , con e  ¥= 0. 
s  i) d' b e  d <F) (V)

ii) a(ib + c = ia + ble CF) 00

10. Reescribe las siguientes expresiones sin usar el símbolo de valor absoluto y 
simplifica:

a) 113-6| b) |7¡ — j - 9 1 c) | -  7 1

d) 16 -  z-j s i *  > 6 e ) - | - 7 + 3| s i / < - 3
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11. Si x <  1, reescríbe j*  -  1 ¡ sin usar el símbolo de valor absoluto.

12 .Reescribe las siguientes expresiones sin usar el símbolo de valor absoluto y 
simplifica:

a) i ( - 3 l - H - 3 ) ] ¡  b) f &  1.41421

c) 112- x [; sijst>  12 d} J - 4 - z ]

e) | a -  ¿  | si a >  Jb f ) ¡ a - b ¡ s i a < j b

13. Reescribe los números siguientes sin usar el símbolo de valor absoluto y simplifi­
ca el resultado:

a) | - 11 -f- 11 b) I íj- — 3 j

c)|v;2 - 1 .5 j  d) |4 + x | s i j r < - 4

1.2 Exponentes y radicales
Una potencia es una expresión del tipo a", donde a  es Ja base y ti es el exponente. Enton­
ces, la expresión a H significa que el numero a debe multiplicarse por sí mismo n — 1 veces. 
No obstante, por lo común, se dice que se debe multiplicar n veces, pero esto es un error. 
Por ejemplo, 23 =  2-2-2. Nótese en este caso que solo estamos multiplicando dos veces el 
número por sí mismo, no tres veces; es decir, solo se hacen dos multiplicaciones, no tres.

Leyes de los exponentes
A continuación se listan Jas leyes de ios ex ponentes acompañadas de un ejemplo cada 
una.

Ley Ejemplo

1, a" ■a’" =  a ’,+m 32 - 35 =  32+i =  37

n n
2. —  =  6 ^ = 6 2

a ”¡ 63

3. (ab)n =  a n-bn (—2 -4)2 = ( —2)2(4 )2 = 4-16

4.
aX a n Í7\* I a

b )  b n \3I 3

5. {a Kj  =  a m  (53) = 5 M =  5é

*  r%  (ff
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Estas leyes tienen sentido siempre y cuando n y m  sean números enteros y a y b sean 
cualquier número real, excepto 0 (cero). Más adelante se verá que también pueden usar­
se cuando ti y m  son números racionales o irracionales; no obstante, en estos casos el 
resultado no siempre tiene sentido.

Ejem plo 6

Simpliíicar una expresión usando las leyes de los exponentes. 

Solución
En este caso, tenemos la expresión:

3_ 13 x y  z

, 4 x  ¿yz *

Primero, usamos la ley 7, podemos escribir:

3 x y 2z 1

Observa que los signos de los exponentes de la expresión que conforma la base no 
cambian, debido a que no se esta aplicando la ley 6, En este caso, el numerador y 
el denominador solo intercambiaron su posición y cambió ei signo del exponente 
principal,

Ahora, si aplicamos la ley 6, tenemos:

4 yz
,3j(x  y  z ,

Lo que se hace con la ley 6 es cambiar todos los exponentes negativos a positivos. 
Esto significa que las potencias con exponente negativo que se encontraban en el 
numerador pasaron al denominador con exponente positivo. Asimismo, las potencias 
del denominador 'en este caso, solo 2 pasan al numerador.

Entonces, usando las leyes 1 y 2 nos queda:

3jr V V

1Con la ley I obtuvimos que x x 2 = x * y  con la ley 2  sabemos que 4 -  = y 1 3 =  y  2
r

En el último paso de esta serie de igualdades se aplicó la ley 6 y lo mismo se hizo para 

dividir 4 - .

Ahora, aplicamos la ley 4 para escribir:
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4a

( 3 r  V V )

En el denominador aplicamos la ley 3 y obtenemos:

16

9( ^ ) V ) V ) a

Por último, en las tres potencias del denominador usamos la ley o y obtenemos el 
resultado final:

10
9 P jr V

Expórtente cero
Seguramente has escuchado que un número elevado a la potencia cero es igual a uno. 
Pero esto es cierto solo si la base de la potencia no es cero. Enseguida se analiza por qué 
es así.

Cuando se divide un número diferente de cero entre sí mismo, el resultado es uno. Es 
decir:

£ = i

Esto se cumple si a  #  0. Por tanto: a ,! 0. Esto es importante, porque si a'! — 0, entonces
ü 71—  no tiene sentido, Pero se sabe por las leyes de los exponentes que:

a"

a K
a nDe esta manera, como se sabe que —  = 1 , entonces a° =  1,

Ejem plo 1

Leyes d e  exponentes y  exponente cero

En esta ocasión queremos simplificar la expresión:

—2ab°

íac” ) 3

Solución
Primero, suponiendo que b  ¥= 0, sabemos que jb° = i . Entonces:
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-2a

( « T
Ahora, al aplicar la ley 6 obtenemos:

-2 a (a c - lf

Usando la ley 3, tenemos:

—2aa3(í:_1)a 

Después, al utilizar las leyes 1 y 5, tenemos:

-2a  V 3

Hay que recordar que siempre debemos dejar la expresión sin exponente negativo 
alguno, así que finalmente volvemos a utilizar la ley 6. Entonces:

—2a4

Exponentes racionales
Antes de iniciar este tema, conviene plantear la siguiente pregunta: ¿qué significan ex-

i i u
presiones como: 4*, 7* o 10“? Después de observarlas, es cierto que cuesta trabajo darles 
un significado, porque eso implica poder multiplicar un número por sí mismo un núme­
ro no entero de veces.

Como es bien sabido, cada operación tiene una operación inversa* Por ejemplo, cuando 
se efectúa la suma 3 +  (—2), en realidad eso es igual a realizar la operación 3 — 2, que es 
una resta o sustracción: la operación inversa es la suma o adición. Entonces, cuando se 
suma un número negativo, en realidad se está restando.

De igual forma, cuando se multiplica por un número fraccionario, lo que en realidad se 
hace es una división. Por ejemplo:

8 — =  -  =  2 
4 4

De manera análoga, cuando se eleva un número a una potencia fraccionaria, lo que en 
realidad se está haciendo es la operación inversa de la potencia, que es hallar una raíz. 
Para su comprensión, tómese como ejemplo la expresión antes citada 4 ¡, la cual es lo

mismo que v4 ; entonces, el resultado es 2. De esta manera, al elevar a la potencia ~ , esto

quiere decir hallar la raíz cuadrada de la base de la potencia; esto es, hallar un número 
que multiplicado por sí mismo dé como resultado la base. De la misma forma, elevar a la

-  significa obtener la raíz cúbica de la base, etcétera.
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2

Pero, ¿qué significa uu número como 7 3? Como ya se analizó antes, el denominador del 
ex ponente implica obtener una raíz cúbica; pero, ¿entonces qué se hace con el numera­

dor? De acuerdo con la ley 5 de los exponentes, 1- = {7 : )' - Y eso es igual a \ 4̂9, el cual

constituye un número irracional, porque ningún número racional multiplicado dos ve­
ces por sí mismo da como resultado 49. (*)

Ejem plo 8

Una potencia sin sentido 

Observemos la siguiente expresión:

H J *
Solución
Esta misma expresión, por la ley 5 de los exponentes, la podemos escribir como:

M >7
Efectuando la potencia interior tenemos:

1
(-125)*

Lo que finalmente es igual a:

1 125

Esta expresión está indefinida, es decir, no tiene sentido, porque no se puede hallar 
la raíz cuadrada de un número negativo en los números reales. Como se mencionó 
antes, cuando los exponentes no son enteros también está permitido usar las leyes 
de los exponentes, pero puede suceder que en esos casos nos encontremos con ex­
presiones carentes de sentido. En el caso de raíces cuadradas de números negativos, 
debemos utilizar los números imaginarios i i 2 = - 1), definidos en la sección 1.1.

En el ejemplo anterior también se pudo haber escrito:

( 5 ) '  =  (—s )3

Esta expresión tampoco tiene sentido porque V—5 no existe en los números reales.

Entonces, para evaluar una potencia con exponente racional, se debe aplicar la siguiente 
ley:

* Ya se explicó por qué dos veces y no tres.



Capítulo 1 ■ Álgebra y conceptos básicos 1 5

Cuando n sea par. esto tendrá sentido solo sí a  es positiva.

Exponentes irracionales
Antes de entrar en materia, conviene responder la siguiente pregunta: ¿qué significa la 
expresión 217?

En realidad, no es posible escribir t  como fracción, porque se trata de un número irra­
cional. No obstante, es posible ubicar a tí entre dos números racionales, por ejemplo:
3.1 <  -  <  3.2. Entonces, es lógico pensar que 231 <  2~ <  232, o lo que es lo mismo

31 ü
2W <  2* < 2">.

De hecho, 2>° «8.5741877 y 2*° «9.18958684; por tanto, se esperaría que 2~ fuera un 
número que estuviera entre estos dos números. Hallar el valor aproximado de 2“ podría 
hacerse con algún método de análisis numérico, lo cual constituye un área fuera del al-

que en realidad es un número entre 23' y 232.

¿También es posible hallar (— 2)~ en la calculadora? inténtalo...

¿Por qué la calculadora marca error? Si se piensa igual que en el ejemplo anterior, se

Por tanto, tampoco tiene sentido elevar un número negativo a un exponente irracional. 

Leyes de los radicales
Como ya se vio antes, la operación inversa a la potencia es la radicación.

canee de este libro. La forma más práctica de hallar su valor es usar una calculadora. Al 
realizarlo se tiene que:

2~ =  8.824977827

supondría que (—2)ió < ( —2)* < (—2)í¿. Pero (—2 )w =  (>¡^2 ) , lo cual no tiene sentido.

Un radical es una expresión del tipo yfa, donde n es el índice y a  es el radicando. Si rfa =  b, 
significa que b” = a.

Para manejar radicales se deben usar las siguientes leyes.

Ley Ejemplo

Í/T6 =  ^ 8 =</2 -n/s
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4. y! a* =
a  si n es impar 

|«| si n es par

5. ( t y=  a

yfl? ='J~8 = 2

\¡(-4 ) 2 =  v/l6 =  4

6 4  V =  4 JÍ =  6 4

Ahora, resulta necesario revisar el segundo ejemplo de la ley 4. Esto es, si ya" siempre

fuera igual a a, entonces \/(—4)" sería igual a —4, pero en el ejemplo es posible observar

que eso no es cierto. No obstante, alguien podría afirmar que >/l6 =  ± 4 ,  porque tanto 
42 como i - 4 )2 son iguales a 16 Sin embargo, lo que sucedo es que para poder manejar 
ambos valores por separado rio cual es más cómodo), se ha convenido en reservar la

expresión yfa para la raíz positiva de a i cuando w es par).

Usando la ley 5 también es posible encontrar expresiones sin sentido; por ejemplo: 

) . Esta expresión no tiene sentido porque V—9 no existe, es un número imagina­

rio. Entonces, para poder usar la ley 5, a  debe ser positiva cuando n sea par.

Ejem plo 9

Simplificar una expresión con radicales  

Para este ejemplo, tenemos la expresión:

¡2 x ey  ¿z 
4   ------
\ 3xy z3

Solución
Antes que nada, usamos leyes de exponentes para simplificar el radicando, Por tanto, 
queda:

2 x 5 
¡3  y 3z 2

Enseguida, ocupamos la ley 2 de los radicales y tenemos:

%ÍZi
3zE

En el numerador podemos usar la ley 1; por tanto:

t]xi U x

V
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Entonces, por la ley 4 tenemos que:

\x\VZx

V 3/ V

Una práctica muy común es racionalizar el denominador, es decir, dejar la expresión 
sin radicales en el denominador. Más adelante veremos por qué es útil esto.

En este caso, para racionalizar la expresión que nos quedó, debemos emplear la íey 
4, la cual nos permite eliminar el radical de una expresión. Con base en ese objetivo, 
debemos multiplicar la expresión por 1 , pero ese número 1 deberá estar escrito en 
una forma peculiar:

\x,*fzx

\¡3ysz2

Recordemos que una expresión dividida sobre sí misma es igual a 1. Por tanto, es po­
sible multiplicar por 1 porque eso no altera la expresión original. Esto es, un número 
multiplicado por le s  igual a si mismo, La pregunta obvia es: ¿por qué escribimos ese 
1 de esa forma? Hagamos la multiplicación de fracciones que nos quedó y después 
será evidente el porqué.

Entonces:

|jrj tfZxf¡3*yz* 

p y 3z2^ y z 2

31 usamos la ley 1 de los radicales, tanto en el numerador como en el denominador, y 
luego empleamos la ley 3 de los exponentes en el denominador, tenemos:

Í¡B4zyz2 |jr \¡54xyz'¿

W y z )A? 3 > V

Ahora si, podemos aplicar la ley 4 de los radicales para obtener:

jxj \/54xyz2 \x | v 5 4 jíyz* x  | v 5 4 xyz¿
\3yz\ 3\yz\

Si en el ejemplo anterior, desde un inicio se hubiera indicado que Jas letras representan 
números positivos, entonces no habría sido necesario el valor absoluto y la respuesta 
sería:

x^jsixyz'
3yz
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Ejem plo 10

Otro tipo de racionalización

Ahora, aquí queremos racionalizar el denominador de la siguiente expresión:

S x

2 - / 7

Solución
En este caso, la diferencia con respecto al ejemplo anterior es que el radical no cons­
tituye todo el denominador. Aquí, el radical solo es un término de la resta que com­
prende el denominador. Para racionalizar, nuevamente multiplicaremos por 1, escrito 
ahora de la siguiente forma:

5 x  2  +  y  

2 -y fy  2 + J y

¿Por qué lo escribimos asi? Para entenderlo, primero hagamos la multiplicación de 
fracciones y luego efectuemos la multiplicación de binomios conjugados que queda 
en el denominador véase la sección 1.3):

5* (2 + V7 ) 8*|[2 + V7) Bx ¡2 + V7)
ÍZ -  \lvi1(2+v>;1 4 + 2 4 y - Z j y  (v'yjIa 4- (J-yf

Ahora, aplicamos la ley 5 de los radicales y tenemos:

5jf|3 +■ 4 y )

4 — y

Para que este último paso sea válido, debemos suponer que y  es un número positivo; 
de lo contrario, -Jy no tendría sentido.

Ahora bien, es momento de conocer para qué sirve racionalizar el denominador. Con 

base en ese objetivo, primero debe observarse la expresión -j= e intentar darle sentido. 

Aunque ya se sabe que 1.4142, eso no dice mucho para este caso. Por tanto, si se 

racionaliza la expresión, se tiene:
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En una fracción, el denominador indica el número de partes en las que se está dividiendo 

un entero. Por ejemplo, -  indica que un entero se divide en 4 partes iguales y el numera-
^ , i

dor indica que se toman 3 de esas 4 partes. No obstante, cuando se tiene la fracción es

difícil imaginarse un entero dividido en y¡2 partes iguales; sin embargo, si esta fracción
X

se escribe como — , esto significa que hay que dividir un entero en dos partes iguales y 

tomar aproximadamente 1.4142 partes de esas dos partes, es decir, una mitad comple­

ta y casi la mitad de la otra mitad.

E jercicios propuestos

Evalúa las siguientes expresiones:

14. 34-
q 1

15. —
3*

16. 8*-8 2 

17. p / - 3 -  

13. i3 -i3

/ /“ \-2
19

20 . 11

■2

2 2 . M L *
\ 144

23. JsO +6

24. V\/fi4 

25

26. 16

27. (-6 )
va
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Simplifica las siguientes expresiones:

2 8 . ^
(xyz)

29. (2x2y~3zy  

3 a ' b sc30.

31

32.

33.

4 'ab 5c

■

(64x7a)s
Zx 

a* -a3
i

a a

Simplifica las siguientes expresiones y racionaliza el denominador. Asume que las 
letras representan números positivos:

34. ¥
3 x sy sz735. * a

36.
'4jt 3yza 

x y 1

37. \6ab V

38. i¡3xy ■ ■J3x7y <iz

9x
39.  t=

z -\ !x

3

32 ‘
- h n

41' ,U T f y
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1 .3  Productos notables y factorización
Pacto rizar una expresión algebraica significa expresar esta como eí producto de otras 
expresiones algebraicas. Por ejemplo, ^  — 1 = (ac—1) (ac+l) iV \ x ■ 1) (x1— Sin 
embargo, en el ámbito de los números reales, no todas las expresiones son factorizables; 
por ejemplo, x*+9  no se puede factoiizar.

En la factorización y multiplicación de polinomios se utiliza con mucha Frecuencia un 
grupo determinado de reglas fijas, las cuales se conocen como productos notables. La 
idea del uso de los productos notables es poder factor izar rápidamente, al identificar a 
simple vista la fórmula a utilizar o desarrollar la expresión dada.

Productos notables
I. AA—B 2 = (A+B)(A-.B) (Diferencia de cuadrados)

n. iA + B ? = A2+2A B +B2

(A—B)2 = A2-2 A B + B 2 (Binomio al cuadrado)

III. {A-+B f  = A'3+SA2B + 3AB2+ B 3

[A -B )3 = A3-'3A2B+3A B2- B 3 (Binomio al cubo)

IV. A 3—É 1 — (A— B){A2+ A B + B 2) (Diferencia de cubos)

V. A3+ B 3 = \A+B)\A2-A B + B 2': (Suma de cubos\

VI. iX+/ti[X+5i = X 2+\A+B)X+AB  (Producto de binomios con un término común) 

VIL (A+jS+C)1 = A 1+ B 2- C 2+2{AB+AC+BC\  (Trinomio al cuadrado)

En las fórmulas anteriores, sí la igualdad se considera de izquierda a derecha, se dice 
que los productos se desarrollan, y si se considera de derecha a izquierda, se dice que 
se Jacto  rizan. La fórmula 1 también se conoce como producto de binomios conjugados', 
obsérvese que en esta, dado que el orden de los factores no altera el producto propie­
dad conmutativa del producto), también se tiene que; A2—B2 = iA+B\(A-B' = A - B  
(A + B ). Asimismo, también obsérvese que la fórmula II no es: (A +B)2 =  A2+ B 2 (véase 
el ejercicio 78).

A continuación se presenta una serie do ejemplos resueltos, con el fin de observar el uso 
de estas fórmulas.
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Ejem plo 11

Desarrollar cada una de las siguientes expresiones dadas.
a) \ 2 x - l ) 3

b) ¡y2 -  2z4)s

c) 1.x5 -  3w'.jt5 + 3iv!

d) íjt + 7)fx + 6)

e) ' 2y 4 -  4z'::2\y* + 9zj

f) (z3 + 3w  + 5 i2 

Solución
a} En este caso, tenemos un binomio al cuadrado, así que utilizamos la fórmula II:

d) Aquí utilizamos la fórmula VI, porque se trata de un producto de binomios con 
término común:

i*  + 7)(x -f 6} = x ¿ + ,7 + 6k +  (7)(6) ~ x z + 13x + 42

e) En este caso, nuevamente se trata de un producto de binomios con un término 
común:

■.2y- -  4z)I2y4 + 9z'\ = \2yi ? + -4 z  + 9z ■2yi } + -4z..9zi = 4y£ + 10zyi — 36z 2

f) Aquí utilizamos la fórmula VII, debido a que se trata del cuadrado de un trinomio:

(z3 + 3w +  5':1 = - z3)2 ■+ '3w\2 + .5:" + 2¡(z3)(3w) + 5: + 3w  ¡5))
= £*+91^ + 25+2! 3z3w,+5z-3 + 15Rr

= z E+9w 2+2S+6z3w + l0 z3+30w

Ejem plo 12

Factorizar los siguientes polinomios dados:

a) 9z3-61

b) 27x3+3y3

c) 4xrH20xz+25z3

(2x -  7p -  ; - í 2 : ; 2x  :7i + (Z)2 = 4x2 -  28x + 49

b) En este caso, usamos la fórmula III para elevar el binomio al cubo:

■y3 -  2z4P =  iy2)3 -  3:y2)2\2zA) +  3¡y3j(2z4)3 -  ,2z4¡;' 

= y ° -  3 y Az A + 12y3zs -  3z:z

c) Se trata de un producto de binomios conjugados í fórmula I):
:.x5 -  3w\ x 3 t  3w\ = x 5)2 -  13w]2 = x ‘- -  9w2
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d) —  125za/i3 
64

e) 16;r4-3 1 y 4

f) x 2- 1 2 x ± 3 6

g) jr3+Bx+15 

ii) w i - w 2- 1 2  

i) z4- 2 z ¿-¡-4 

]) A5- B e

k) a13-6 4

1) x - + 2 x 1y z+ 2 x 2+ y e+ 2 y 3+ 1 

Solución
a) En este caso, aplicamos la fórmula I, porque la expresión es una diferencia de 

cuadrados:

9¡*2-S : = 9¡x :—3 2i = 9;x-3i;jr+3)
También es posible factorizar como sigue:

9x2—81 =  (3sf)2—9a = 3*-9](3r+9)
b) Aquí aplicamos la fórmula V dado que se trata de una suma de cubos:

27x; + Q f = (3x)3 + i2y¡1 = i3x+2y)((3x)2- { 3 x  2y\ + .2y\2)

= 3 x + 2 y . . 9 x l- Q x y + 4 y z)

c) Esta expresión se trata de un cuadrado perfecto, por lo que utilizamos la fórmula II:

4xh-20xz+25z2 = 2x)2+2¡2x  5z +-5z:; = <2x-5s\z
d) Puesto que se trata de una diferencia de cubos, aquí utilizamos La fórmula IV:

£  -  125ltt> = ( f  f  ^ ¡te !ü )l =

f— - S z 2a)Í—  + ^ ^ + 2Sz1/js 
\4 /\16 4

e) En este caso, comenzamos a factorizar como una diferencia de cuadrados:

16x4-8 1 y 12 = i4x2i2-  9ye)z = >Axz-Qy^)¡Axz + 9ys) (1)
Aquí notamos que Axl -  9/®, se puede volver a factorizar como una diferencia de
cuadrados:

4x2 -  9 / 0 = 12x)z - 13 / 3’)2 = : 2x + 3y3': 12x -  3y*'\

Ahora sustituimos ■ 2) en 11) y obtenemos:

16x4- 8 1 y 12 = 4ar2)2- 1  Qy*)2 = ¡2 x -3 y s'\ 2x + 3y3: A x1 + 9y 3)

(2)
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f) En este caso se trata de un binomio al cuadrado, por consiguiente utilizamos el 
producto notable E.

x 2 -1 2 x  + 36 = x 2 -2 ¡S x )  + & =  : x -  6;2

g) Aquí utilizamos el producto de binomios con un término común fórmula VI). Por 
tanto, lo que buscamos son dos números A y B tales que su suma sea 8, A + B = 6 , 
y su producto sea 15. A * B = 15. Esto no es difícil, si se realiza medíante un poco 
de ensayo y error o tanteo. De esta manera, vemos que estos números son A = 5 y 
B — 3, por lo que:

x 2 + fbr + 15 = \x + 5) (y + 3)

h) En este caso, primero reducimos el grado mediante la sustitución de x = w2\
w i - w 2- 1 2 =  \ w2Y - w 2-  12 = x 2 -  *  -  12

Aquí, la última expresión del lado derecho se factoriza como un producto de bi­
nomios con un término común, solo basta encontrar dos números A y B, cuya suma 
sea — l , A - i - B = —l , y  cuyo producto sea - 12, A - B = -1 2 . Un poco de tanteo nos 
lleva a determinar que A = - 4  y B = 3, por lo que:

x l -  x  -  12 = (x -  4 . x  + 3

Pero, al cambiar ir por w L tenemos:
tv4 -  w2 -  12 = \wL -  4)(w2 + 3)

Todavía es posible factorizar más, debido a que el factor w 2 -  4 es una diferencia 
de cuadrados: ir2 -  4 = (w + 2)(w  —. 2). De esta manera, la factorización final es:

wl -  w 2 -  12 = w + 2: w — 2r w2 + 3).

i) En este caso, comenzamos cambiando x = z z\

z i -  2z2 + 4 = x ¿ -  2x + 4

Luego, buscamos dos números A y B tales que A -t- 3  = - 2  y A - B = 4. Como 
podrás observar esto no es sencillo mediante ensayo y error. Cuando esto suce­
de lo recomendable para polinomios de grado 2 es utilizar la fórmula general:

sx2 + bx  + c = 0. la cual tiene las raíces: x =
2a

En nuestro caso, a = 1. Jb = - 2 y c  = 4, por lo que las raíces están dadas por

x  =  ( 2 j j \ 4 4 Í1}[4 ) . 3 ±  V - i a j ¡ otamos qUe n¿mero dentro de la raíz 
2 (1) 2

cuadrada es negativo, Por tanto, podemos concluir que este polinomio no es fac­
tor izable en los números reales),

j) Aquí, primero factor izamos como una diferencia de cuadrados:
-  S E = (A3)2-  (B3)¿ = ¡A3 - B 3)( A3 + fl3} (1)

Enseguida, factor izamos cada factor del lado derecho de la igualdad : diferencia 
y suma de cubos):

A3 -  S3 = IA — BUA1 +AB + B2) (2)
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y A2 + B2 = (A + B)(A2-A B  + S 3) <3)

Ahora, sustituimos 2) y (3) en (1) y tenemos:

Ap- -  Bs = (A -  £){A2 +AB + B2) (A + 5) (A2 -  AB + B2)

En este caso es posible que algunos de estos factores puedan íactorizarse más, 
solo depende de las expresiones de A y B:

k) En este caso, primero escribimos la expresión como una diferencia de potencias 
de grado 6:

z12 -  64 = (>2)B -  2e 

Enseguida, utilizamos la fórmula encontrada en el inciso anterior;

iz2Y  -  26 = iz2 -  2)i z2)2 + z2.i2 + 22){z2 + 2)¡\z3f  -  :z2i2 + 2E:

= l0a _  2)(z* + 2z2 -f 4} \z2 + 2) -  2z2 + 4)

Además, la expresión.z3- 2  se puede factor izar como una diferencia de cuadrados:

z’ - 2  — z2 - ( ^ 2 ] =  [ z ~'^2^{z +  V2)

Como sabemos del inciso i, el polinomio r - 2 z 2-i-4 no es factorizable, por lo que 
la factorización final es:

Zrl 64 = (z -'/ 2)(z  + V,2|íz4 + 2z* + 4)(za + 2)(z< 2za+4)

1) Este caso se trata de un trinomio al cuadrado si lo reescribímos como sigue: 

x* +  2x 2y 3 +  2 x 2 +  y q +  2y 3 + l = x i + y * + \  + 2 x 2y 3 + 2 x 2 +  2y 2

= ¡x2)2 + i/ 3')2 + l 3 + 2 .x2y 2 + j:3('1 ') + 2y 3(l)}

-  (x2 + y 3 + l)2

Ejercicios propuestos

En los ejercicios 42 a 56 factoriza la expresión dada.

42. * 3-2 7

43. x 3+27

44. 4a2-1 6

45. 2x2- y i

46. w2z£-9f-

47. qu- p s

48. x qz5-t-3w2y 2
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49. x s + 6x  + 9

50. z4 -  4z5 + 4

51. f4 -  1

5 2 . x 5 -  1

53. w1 + w -  42

54. qr4 + l l g 2 + 16

55. y 4 -  8y2 - 9

56. zÉ + 14z4 + 49

57. Encuentra una fórmula para factorízar Ai -  Bi.

53. Utiliza la fórmula que encontraste en el ejercicio 57 y factoriza: x 1 - 1.

59. En el ejemplo 12, inciso j, primero factoriza como una diferencia de cubos y luego 
como una diferencia de cuadrados, ¿Llegas a la misma expresión que en la solu­
ción del ejemplo? Explica tu respuesta.

En los ejercicios 60 a 66 desarrolla el binomio dado.
60. ; 2x — 3y3)2

61. \ 2x+  3y3)2

62. [2 + tv!5

63. Í2z2 -  3n-)s

64. I6zwr3 + 3x;yls

65. ,6zw l + 3x2y}3

67. 1.x + 1 + y'2

63. Comprueba que ¡A + B 2 -  'A -  B-z = 4AB.

EnlGS ejercicios 69 a 77 simplifícala expresión dada.
69. Í 2x + 3yi“ -  ■ 2 x - 3 y ) 2

7 0 .13j¡y + y 1)2 -  ÍZxy -  y z')3

71. [A ~ 1B\2 -  (A + IB?

72. x  + y  +  i }2- (x + y  — z)2

73. (x3 -  1 ) M * 3 + l í2
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14. (xn + A)z~ (x n

75. 2 -  x 2 +:■:

A\2

76. (4 + 2z;i 4 -  2z\
77. (1 -  + x 2:
78. Comprueba que A + B'2 ^ A 2 + B2,y que A B':2 7a A2 -  B2. dando valores numéri­

cos: A = 5 y 5 = 2. Esto es; comprueba que (5 + 2)2 52 + 21, y que (5 -  2 \z # 52 -  £3.

1 .4  Expresiones algebraicas
En esta sección se resumen algunas definiciones importantes que se utilizan a lo largo de 
todo el texto y se presentan algunos ejemplos de operaciones y divisiones de expresiones 
algebraicas.

E)e esta forma, se inicia con algunas definiciones básicas generales.

Un conjunto es una colección de objetos de algún tipo: a dichos objetos se les denomina 
elementos del conjunto. Por lo general, se usan las letras x, y y z para denotar variables, 
mientras que para denotar constantes se usan las letras a, b, c. A menos que se indique 
otra cosa, todas las variables y constantes usadas en este libro deben considerarse nú­
meros reales.

Por su parte, una expresión algebraica es el resultado de sumar, restar, multiplicar, divi­
dir, elevar a una potencia u obtener una raíz de una colección de variables y constantes. 
Cuando las variables de una expresión algebraica se sustituyen por números específicos, el 
número resultante se llama valor de la expresión algebraica para esos números específicos.

El dominio de una expresión algebraica corresponde al conjunto de valores que pueden 
tomar las variables de una expresión dada, que al ser sustituidos en la expresión algebrai­
ca, esta está bien definida, sin que el denominador de la expresión algebraica sea igual a 
0 feero) y que sus raíces existan.

A continuación se presenta un par de ejemplos de expresiones algebraicas:

Si x es una variable, un monomio en x  se define por una expresión de la forma axK, donde 
a  es un número real y n es un entero no negativo. En tanto, un binomio es la suma de dos 
monomios y un trinomio es la suma de tres monomios. Así que, en general, un polino­
mio en x  es la suma de monomios en x-, es decir, un polinomio en x, P\x), que en general 
se puede escribir como:
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Donde n es un entero mayor o igual a cero y los coeficientes a. son números reales. 
Entonces, si an #  0, el polinomio es de grado n. Las expresiones a : t  de un polino­
mio se denominan términos del polinomio y al coeficiente an de la máxima poten­
cia presente de x  se le conoce como coeficiente principal. Por ejemplo, el polinomio 
—7X" + 9x% + 3x2 -  2 es de grado 9 y su coeficiente principal es —7.

Como contra ejemplo, sí una expresión algebraica contiene divisiones o raíces de la va­
riable x, entonces no es un polinomio.

Enseguida se presentan algunos ejemplos de expresiones algebraicas que no son 
polinomios:

2 x —5 ,  i—
— [-9,------- o 9x — V7X+14
x x + 2

Un resultado importante es que, dado que los polinomios toman valores reales, cuando 
se realizan sumas, restas, multiplicaciones o divisiones de polinomios, se pueden usar 
todas las propiedades de los números reales descritas en la sección 1.1,

Como se expuso antes, cuando un polinomio se puede representar como producto de 
dos o más polinomios, se dice que cada polinomio del producto es un tactor del po­
linomio original. Así que factorízar es el proceso de expresar una suma de términos 
como un producto. De esta manera, un polinomio con coeficientes en algún conjunto 
S  es irreducible sobre S, si no se puede escribir como producto de dos polinomios de 
grado positivo con coeficientes en S. Por ejemplo, el polinomio x2 -  2 es irreducible en 
los números racionales, pues no se puede factorízar en dos polinomios de grado positivo 
con coeficientes en los números racionales. Sin embargo, x2 — 2 no es irreducible en los

números reales, ya que se puede escribir como x 1 — 2=  (x 4- ‘̂2 ]| x — dz j .  Por su parte,

x1 + 1 es irreducible sobre los números reales, pero no lo es sóbrelos números complejos.

En general, una expresión fraccionaria es un cociente de dos expresiones algebraicas. Y 
como caso particular, una expresión racional es un cociente P/Q  de dos polinomios, P 
y Q, con Q ¥= 0. Como !a división entre cero no está permitida, el dominio de P/Q  es el 
conjunto de los números reales para los cuales Q #  0.

Un ejemplo de expresión racional es:

9%3 + 6 x - 3
x 1 — 1

En este caso, el dominio es el conjunto {x ; x e IR, tal que x #  ±  I), lo cual se lee como: 
“El conjunto de las x, tales que xpertenece a  los números reales, con x distinto de 1 o —1”.

División de expresiones algebraicas
Como se enfatizó en la sección 1.1, la división es la operación inversa de la multiplica­
ción. Es decir, para dos números reales cualesquiera a y  b, con b #  0, existe un número
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real único c, tal que c =  alb. Esto se lee: "c es igual a a  entre b " . Es decir, a = be, donde 
“a H es el dividendo, “bn es el divisor y V ’ es el cociente. Es decir:

„  . Dividendo
Cociente = --------------

Divisor

Cuando a, b y c se refieren a expresiones algebraicas y no solo a número reales, por 
ejemplo el polinomio A — 3ad -  8 y el monomio B — 2x, en general se tienen dos casos:

a) Si la división es exacta, entonces:

A
— =  C=> A =  CB (División exacta)
B

b) Si La división no es exacta, entonces al dividir A entre B queda un residuo R. Así que:

A U
-  =  C + * ^ A  =  CB +  R 
B B

Es decir:

Dividendo =  Cociente x  Divisor + Residuo 

Enseguida se presentan algunos ejemplos resueltos paso a paso.

Ejem plo 13

Encontrar el cociente C = A/E que resulta de dividir las siguientes expresiones alge­
braicas A y  B\

A — B =  4ra3n s

Solución
Considerando las reglas de los exponentes que vimos en las secciones anteriores, 
tenemos que:

„  A -8 m ¿h i n l b 2na ^  2m n = -----
B - 4 j í i V s m

Ejem plo 14

Encontrar la siguiente división de expresiones algebraicas:

3 -  9caz + 6111V 1
2 z V
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Solución
Usando las leyes de ios exponentes, tenemos que:

3/n 4zac 4 3m*zac* 9cJz BmV1 Sm’c* 9c 3msca
27 ?  Zz V  ” 2zsc 2 + 2 z V  = _ 2 ¡ 2z* + zs

E jem p lo  15

Encontrar el cociente y el residuo de la siguiente división de polinomios:

2 x 3 - 3 x ' ¿ + 6 X  - 4  

X¿ -  X + 1

Solución
Primero, ordenamos los polinomios de mayor a menor y procedemos como en el caso 
de una división de números cualesquiera:

2 x 1
ij 2 x 3 -  3X2 + 6X - 4

- 2 X 3 4  2 x ¿ - 2 X

0 x 2 + 4 x - 4

4  X 2 X 4  1

0 $-$X -  3

Es decir:

2 ^ 3 - 3 J T a -f 6Jf - 4  „ , 3 X - - 3
 iT  -----  = z*  ~1 + — ----------x  - x + 1  x “ - x  + l

O lo que es lo mismo:

ÜX* -  3X ¿ +  &X 4 =  [2X - l ) ^ 2 -  X + l) + 3X -  3

En este caso, el cociente es 2x -  1 y el residuo es 3 x -  3.

Comprobación: Desarrollando el lado derecho podemos comprobar que este es igual 
al lado izquierdo:

{2x -  l)(x* -  x  + l) + 3x -  3 = 2 x z + 2x¿ -  2x -  x 2 -  x  -  14- 3^ -  3 -  2 x 2 -  3x~ 4 6x -  4

Lo que queremos demostrar de aquí en adelante I. q .d .).

Entonces, vemos que si — = C + entonces, ¿I =  (C 'B) + Í .
B B
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Ejem plo 16

Encontrar el cociente y el residuo que resulta al dividir los siguientes polinomios:

4 x s +  Sj :1 H 2 x 2 - 6 x  -t- B 

x'¿ + 2 X + 1

Solución
Primero, ordenamos los polinomios de mayor a menor y procedemos como en una 
división de números cualesquiera. Observa que como no está presente el término con 
x° en el dividendo, dejamos el espacio correspondiente:

O lo que es lo mismo:

4XS + 8X* + Z X 2 - 6 x  + 8 — ( 4 x ¿ -  4 x  + lO^Jr2 +  2¿r +  l ) -  22X 2

Comprobación: Desarrollando el lado derecho podemos comprobar que es igual al 
lado izquierdo:

4 x 3 -  4 x  + 1 0
x ‘£ + 2 x  + l) 4 x s + 3 x *  + 2x '¿ -  &x + 8

4¿rs -  8 x * - 4 x 3 

0 + 0  +  4 x 3 — 2 x 2 -  6 x
- 4 x 3 +  8 x 2 -i-4x

0 + I 0y2 —2x  + 8 
ÍO JT 2 -  20X  - 10 

0 - 2 2 X  - 2

Es decir:

4 x s + 3X* +  ZX2 - 6 x  + 8 

X2 +  2 x  +  1
4 x  + 10 +

x 2-t2x  -\ 1

- 2 2 X  2

( 4 X 1 4JT +  10)(jr2 +  2 ^  +  1} 2 2 x - 2  =

4 x s +  8 x 1 -f 4 x 3 4 x 3 -  8 x 2 -  4 x  -hlOx2 +  20X  + 10 -  2 2 x  2 =  

4 x s +  8 x 1 + 2 X 2 -  6 x  + 3

Una vez más, si — = C + — entonces, A = (C -5) + R
B B

Antes de describir el método de división sintética entre dos polinomios, es conveniente 
enunciar dos teoremas importantes que serán de gran utilidad más adelante: el teorem a 
del residuo y el teorema del factor.
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Teorema d el residuo
St un polinomio P{x) se divide entre ix — c), donde c es una constante independiente de 
x, entonces el residuo de la división es Pie). En términos algebraicos, se tiene que:

m = Q W + m
0 x-c) '  ‘

Es importante destacar que una consecuencia útil e importante del teorema del residuo 
es el teorem a del factor.

Teorema d el fa c to r

Si PiA) es un polinomio, entonces (x -  c) es un factor  de P(x) si y solo si P[c) =  0. Así 
que x -  c es un factor del polinomio Píx) si y solo si c es un cero del polinomio, es decir 
si P íe ) = 0.

División sintética
En el caso de la división de un polinomio entre un divisor de la forma (x -  a) existe una 
manera práctica de obtener el cociente y el residuo, llamada división sintética, la cual 
está fundamentada en el teorema del residuo mencionado anteriormente.

A continuación, se muestra el método de división sintética acompañado de un ejemplo, 
antes de describir el procedimiento en general:

Ejem plo 17

Con base en el método de división sintética, encontrar el cociente y el residuo al divi­
dir x 2 -  5x2 + 7 x - 9, entrex - 4.

Solución
Aquí:

P(x) = x s - 5 x 2 + 7 x - $ , y  i x - c  = x - 4

Así que:

c = 4.

Procedimiento
a) Primero, ordenamos los coeficientes de x 2 -  5x2 + 7 x -  9 en el primer renglón de 

un arreglo de tres renglones, es decir: 1 - 5  7 - 9 .

b) Enseguida, bajamos al tercer renglón el coeficiente de la potencia más alta de x, 
en este caso de x 3\ es decir: 1 .

c) Luego, multiplicamos este valor por la constante c; es decir. 1 x 4 = 4 y escribimos 
el resultado en el segundo renglón, abajo del coeficiente de la siguiente potencia
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de x, en este caso, abajo del número -5 , y sumamos - 5  + 4 = - 1 y lo escribimos 
en el tercer renglón, a ia derecha del 1 que habíamos bajado inicialmente.

d) Acto seguido, multiplicamos e s t e - l x 4  = —4 ,y lo  ponemos en el segundo ren­
glón. abajo del coeficiente del siguiente exponente de las x:  es decir, abajo del 7.

e) En el siguiente paso sumamos 7 +  í -  4 = 3, y lo escribimos a la derecha del - 1 ,  
que habíamos escrito en el tercer renglón.

f) Luego, repetimos el procedimiento y multiplicamos este 3 x 4 =  12, que escribi­
mos en el segundo renglón, abajo del coeficiente del siguiente exponente de las 
x. en este caso el -9 .

g) Por último, sumamos — 9 + 12 para obtener el número 3, que corresponde al 
residuo:

5

4

7 - 9

-4 -1 2
1 - 1

Como se puede ver, los primeros tres valores obtenidos en el tercer renglón, 1, - 1 y 
3, corresponden a los coeficientes del cociente en orden descendente, mientras que 
el último valor, en este caso, 3, corresponde al residuo.

De esta manera, hemos determinado que:

X3 -Sx'¿ + 7X -  % a o 3X X +  3 +
X 4

O lo que es lo mismo:

X *- 5 x *  + 7 x - 9 =  { x * - X  + 3)(x  4) + 3

Así que el cociente e s j^ -x + S y  el residuo es 3.

Cuando comprobamos nuestro resultado, desarrollando el lado derecho, podemos 
verificar que es igual al lado izquierdo:

(jfa X +3)(^-4)-|-3 =  Xs - 4X 2 - X¿ +  4¿r +  3X - 1 2  + 3 = X"1 5 x a+ 7 x - 9

En resumen, la división sintética permite hallar de manera eficiente el cociente de un 
polinomio P:,x\ entre un polinomio de la formaje -  c. El procedimiento es el siguiente:

a) Ordenar los coeficientes del polinomio dividendo J?(jc), en orden decreciente en el 
primer renglón de un arreglo de tres renglones. En tanto, a la izquierda del primer 
renglón, se coloca el valor de la constante c:
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El tercer renglón se forma bajando el primer coeficiente de P\x), luego se multiplica 
sucesivamente cada coeficiente del tercer renglón por c, y se coloca el resultado en el

Aquí, b l — ar , +  can. El último coeficiente en el tercer renglón (r) es el residuo, los otros 
coeficientes (a b , b .... b ,) son los coeficientes del cociente en orden descendente.n I 2 n-V

Ejem plo 18

Usar el método de división sintética para encontrar el cociente y el residuo de la si­
guiente expresión racional ■ cociente de dos polinomios);

Solución
Siguiendo el procedimiento descrito antes, procedemos a formar el arreglo con los 
tres renglones. Así:

Por tanto, el cociente es -  x -  3, y el residuo es -1 4 .

Lo cual se puede comprobar desarrollando el lado derecho y verificando que sea 
igual al lado izquierdo:

[x'¿ X — 3)(jt — 3) —14 = X* — 3 x ¿ - X ¿ + 3 x  - 3 x  + 9 - 1 4  = Xí - 4JT2 -  5

segundo renglón a partir de la segunda posición y este resultado se suma al coeficiente 
correspondiente en el primer renglón y se coloca el resultado en la siguiente posición del 
tercer renglón:

r

X3 - 4 x ¿ - 5  
X - 3

3 |l - 4  O - 5

3 - 3 - 9  
1 - 1  —3 - 1 4

De esta manera, encontramos que:

Xs - 4 J f a -  5 
J t - 3

(x 3 - X - 3 )  +  - ^ ~  
1 X - 3

Es decir:

x ó - i x z - 5  = (x it -  x  3](jt — 3)-  14
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Ejem plo 19

Usar el método de división sintética para encontrar el cociente y el residuo de la si­
guiente división de polinomios:

3x a + Bx'¿ + BX -7  
X + 2

Solución
Para la resolución de este problema, primero usamos el método de división sintética:

—a|3 8 S - 7

—6 - 4  - 2

Asi que:

9

3 r H B r H 5 r - _ í = ^  + 2jr + l) 9
x + 2 X + 2

Es decir:

3 x a + 8X2 +5X 7=  {3x2 + 2X + l) ( *  + 2) 9

Por tanto, el cociente es 3x2 + 2x + 1 y el residuo es -9 .

Simplificación de expresiones racionales
Como se mencionó antes, una expresión fraccionaria  es un cociente de dos expresiones 
algebraicas; entonces, como caso particular, una expresión racional es el cociente de dos 
polinomios A/B,  donde el numerador A es el dividendo y el denominador B es el divisor, 
que se asume no es nulo (B A 0). Además, el dominio del polinomioB  — Bix), es tal que 
5  es distinto de 0, de tal modo que la expresión A/B está bien definida.

Para reducir una expresión fraccionaria a su mínima expresión, es necesario buscar to­
dos los factores comunes al numerador y al denominador. En este proceso de simplifica­
ción debe tomarse en cuenta que el valor de una fracción no se altera si el numerador y el 
denominador se multiplican (o dividen) por el mismo factor (no nulo). Es decir:

A A C  A C _ A  A
B  É C ~  B  C  É  ~  B

Donde CAO.
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Ejem plo 20
1 3 x 3 - l l x a4  2 xFactorízar y simplificar el cociente de expresiones racionales — a su

mínima expresión. 8jr +  *0x - 3 x

Solución

1 3 x 3 - l l x a 4 2 x _ x  1 3 x a -  I lX  t-3 _  (3;f ~ 2 ) (4 *  " ! )  _  3 x  -3  
8 x 3 f l G x a - - 3 x  X 8 x *  4 10X — 3  ( 2 x + 3 ) ( 4 x - l )  3 x  4  3

Con:

1 3X ^  X ----- , X 0
4 3

Ejem plo 21
3 jp4 x  q

Factorízar la siguiente expresión racional:  — -------------a su mínima expresión.
1 3 x 4 +  I 8 x  -  5 4 x

Solución

3 x * 4 9 x a X a 3 x ¿ 4  9 x  _  X ( 3 X 4 & ) _  x

ISx  ̂ + ISx 3 5 4 x 3 X a 1 2 x a 4 18x — 54 ( 4 x  - 6 )  (3X 4 9 )  4 x  6

Con:

Ejem plo 22

3
X ^  X st —3, X 0 

2

20x 3 - l l x ^ - S x
Factorízar la siguiente expresión racional , » ; a su mínima expresión.

*  c  5 x  4 1 l x  4  2 x  r
Solución

2 0 x 3 - l l x a - 3 X  X 2 0 x 2 - 1 IX - 3 3 0 x a -  I l x  -  3
5 x 1 4 l l x 3 4 2 x a X 5 x 3 4 l l x 3 4  2 x  x ( 5 x 2 4 l l X 4 2 )

_  ( 4 X - 3 ) ( 5 X 4 1 )  _  4X - 3  
x ( x 4  2)(5x 4 l) x  (x  4 2)

Con:

x  ^  , x  S . x ^ O
5
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Multiplicación y división de expresiones racionales
Cuando se tiene el producto de dos expresiones racionales (también conocidas como 
fracciones algebraicas) deben tomarse en cuenta las siguientes reglas de multiplicación 
y división:

A C AC1. Multiplicación de fracciones:------- =  —
B D BD

Í Á ]i
\B¡ AD

i
| B C

Es decir:

C\ ADNi, B ! \DI BC

A continuación se presenta una serie de ejemplos resueltos paso a paso,

I Ejem plo 23
9 x V  2a3i>a

I Realizar la multiplicación de las siguientes expresiones racionales:  ̂ ^  x — — - 

I Solución

9 x ^  I B a ^ x 3/  abx

Qazb  " 8 r 1/  36azb x zy & 2 y

I Ejem plo 24

I Realizar la multiplicación de las siguientes expresiones racionales:

x x + 4
X2 + 9X +  20 X a X — 6

Solución

x a x x  +  4   x a (x  + 4) x a(x + 4)
x 2 + 9x-t-20 Xa - x  - 6 (x a + 9 x + 2 0 )(x a - x - 6 ) (x + 4)(x  + S )(x - 3 ) ( x  + 2)

x 2
(x + 5 ) ( x - 3 ) ( x + 2 )
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Ejem plo 25
Realizar la división de las siguientes fracciones algebraicas

2S j r - 13 j r - 6  8X 4 6^ - 9
X -2 X - 2 x

Solución

2 8 *a - 13X- 6  . 8x'¿ + Gx 9 2SJ:2 -  13.JT -  6 „ x ‘¿ 2x
2X 8X2+ 8 x  -9

28xa- 1 3 ^ - 6  , X j X - 2 )  = (Z8xa- I 3 g  - 6)jt _ (4x - 3 ) ( 7 J f +3) Jr 
X 2 8JTa + 6 x - 9  3 ^ 2 + 6 x - 9 { 4 x - 8 ) ( 2 x  + 3)

(7x + 2)Jí 
2JT4 3

Suma y resta de expresiones racionales
Por lo general, para sumar o restar dos expresiones racionales se debe encontrar un de­

nom inador común, con Jas siguientes propiedades: — ±  — =
D D D

Si los denominadores de las expresiones no son iguales, es posible obtener un denomi­
nador común multiplicando el numerador y el denominador de cada fracción por una 
expresión adecuada. Por lo común, tiende a emplearse el mínimo común denominador
/ ,  , . - A D ±C B(med) de ambos cocientes: — ± — = -------------.

B D BD
Cuando se trata de números, para hallar el med es común realizar la factorización de 
cada denominador en números primos y formar el producto de los factores primos di­
ferentes, usando el m áxim o  exponente que aparezca en cada factor primo. Pero, cuando 
se trata de sumas o restas de fracciones algebraicas, el med es igual al producto de todos 
los factores de los diferentes polinomios de los denominadores, tomando cada factor al 
máximo exponente que aparezca. Lo anterior se demuestra en los siguientes ejemplos.

I Ejem plo 26

I Realizar la siguiente operación y desarrollar:

X 2
x  -  3 3x + 4

Solución

x  2  x  (3^ + 4 )—2(x  - 3 )  3 x a + 4x —2x +  8
X - 3  3 X + 4  { *  -3 )(3 Jf + 4) ( * -3 ) {3 jr  +  4)

3 x a + 2 x  +  6 3x'¿ + 2 x + 8
( jt-3 )(3 jm -4 )  3 * 2 - 5 * - l 2
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Ejem plo 2T

Realizar la siguiente operación y desarrollar:

6______ 5__  _2_
x ( 3 x - 2 )  3x  —2 x  

Solución

6 | 5 B _  6 x  } 5 x s 2 3x  —2
x ( 3 x - 2 )  3x -2  x'¿ x ( 3 x - 2 )  x  3 x  - 2  x'¿ x'¿ 3 x  - 2

Gx Gx2 2(3x -  2)
X£(3X 2} X2( 3 x - 2) XSt( 3 x - 2 )

6x + 5x a -2 (3 ;r -2 ) 5x* +  4 S x 2 4- 4
Xs{ 3 x - 2 )  X 2( 3 x - 2 )  3 x *  - 2 x 2

E jercicios propuestos

División de expresiones algebraicas

19. Encuentra el cociente C = A/B de las siguientes expresiones algebraicas y simpli­
fica, con: A = 3írnn2 y B = - 6m5n5.

80. Encuentra el cociente C = A/B de las siguientes expresiones algebraicas y simpli­
fica, con: A = 12xey *zy B  = 3¿r:y sz4

81. Realiza la siguiente división de expresiones algebraicas:

A T u W  - 9vszzx  +  12zsjt V  

B 3u¿z¿x ¿

82. Realiza la siguiente división de expresiones algebraicas:

A _  Ba V  c + 4b 3c d ¿ +  1 6 cad 
B ~  2a V d 3

83. Encuentra el cociente y el residuo de la siguiente división de polinomios:

2Z4 -f 4Jf3- 5 x d A 3 X  - 2  
X2 +  2 x  -  3

84. Encuentra el cociente y el residuo de la siguiente división de polinomios:

x  i - x iy -  x zy* +  l x y ¿ - Gy2 
x ¿ +  xy  - 2 y 2

85. Encuentra el cociente y el residuo de la siguiente división de polinomios:

X* - 3 X 3 +  2X - S  

X-2 + Z-+l
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36. Encuentra el cociente y el residuo de la siguiente división de polinomios:

3 x a + 4x'¿ + X +  7 

X * + l

División sintética

37. Usa el método de división sintética para encontrar el cociente y el residuo de la 
siguiente división de polinomios:

6 x s -19JTa +  1 6 x  4
x - 2

38. Usa el método de división sintética para encontrar el cociente y el residuo de la 
siguiente división de polinomios:

x 3- l
x - 1

39. Utiliza el método de división sintética para encontrar el cociente y el residuo de la 
siguiente división de polinomios:

4 x  14
X - 2

90. Usa el método de división sintética para encontrar el cociente y el residuo de la 
siguiente división de polinomios:

2 x * + 5Jf3 - 2 x  H 8 
X -f-3

91. Utiliza el método de división sintética para encontrar el cociente y el residuo de la 
siguiente expresión racional:

3 x a + S x a + 5 X  - 7  

X +2

Simplificación de  expresiones racionales

92. Factor iza y simplifica el siguiente cociente de expresiones algebraicas:

8Jfa - 6 x 2 - 1 4 x  

4 x 3 + 1 4 x a + 1 0 j r

93. Factor iza y simplifica el siguiente cociente de expresiones algebraicas:

IB** - 1 7 t f a + 4 ; ^

10x a + 12x 3 16**
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94. Factoriza y simplifica la siguiente expresión racional:

I3 x a + 1 4 j : - 6 
Gx¿ + 28x -10

95. Factoriza y simplifica la siguiente expresión racional:

9SX3 -  33x
28x3 - 2 x ¿ - 8 x

Multiplicación y  división d e  expresiones racionales

96. Realiza la multiplicación de las siguientes fracciones algebraicas:

7 * V  4a V  
Sa2¿> 3xy*

97. Realiza la multiplicación de las siguientes fracciones algebraicas:

3 2 u V  v3
IV 4 u2w

98. Realiza la división de las siguientes fracciones algebraicas:

X + B . X + 4 
3x* 1 9 X - 1 4  ' 6 x 2 - 4 6 x  +  28

99. Realiza la división de las siguientes fracciones algebraicas:

X - 2  ^  4 + X

Gx¿ 2X - 8 8 x 2 + 2 X  - 2

Suma y  resta de expresiones racionales

100. Realiza la siguiente operación y desarrolla:

x  2
+

2 - X 4 x f 3

101. Realiza la siguiente operación y desarrolla:

2 3
x 2(5 x + l)  (S x + l)

102. Realiza la siguiente operación y desarrolla:

7 S
+ -

(jf+ l)(¡e  + 2) (x + 2)x x { x + l j





C a p í t u l o

Ecuaciones 
y desigualdades

Al final de este capítulo el alumno será capaz de:

Identificar y resolver ecuaciones lineales. 
Resolver problem as relacionados con ecuaciones 
lineales.
Resolver sistemas de ecuaciones lineales. 
Resolver ecuaciones cuadráticas.
R econocer y resolver desigualdades.
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Introducción
En este capitulo se tratan los principales métodos de resolución de ecuaciones y des­
igualdades, Con base en ese objetivo, so inicia con el estudio de ecuaciones lineales* las 
cuales tienen muchas aplicaciones; enseguida, se trabaja en los sistemas de ecuaciones 
lineales. Asimismo, se aborda la resolución de ecuaciones cuadráticas, con valores abso­
lutos y racionales. Una vez que se poseen estos conocimientos, se inicia el estudio de la 
resolución de una inecuación o desigualdad,

2.1 Ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales
Una ecuación es una igualdad entre dos expresiones; por ejemplo, 2x2 + 3x = x? + Ix  + (> 
o x ?  =  125 son ecuaciones. Resolver una ecuación significa encontrar los valores de la 
variable que hacen verdadera la ecuación, es decir que satisfacen la igualdad; estos va­
lores se conocen como soluciones o raíces de la ecuación. Por ejemplo, en la ecuación 
2x2 + 3.x — x2~\~2x~t 6, x  — 2 es una solución (o raíz), porque al sustituir este valor se 
obtiene una identidad:

2(2)2+3(2) =  (2)2+ 2(2)+6  

8 -e6 =  4 + 4 + 6  

14 = 14

En este caso, x =  1 no es una solución, porque al sustituir este valor no se obtiene una 
identidad: 7

2(1)2+3(1) =  (l)*+ 2(l)+ 6  

2 + 3  =  1 + 2 + 6  

5 — 9

Para Ja ecuación a;5 = 125, la única solución es a; = 5, dado que al sustituir en la ecuación 
cualquier otro número, no se obtiene una igualdad.

Ecuaciones lineales
Una ecuación lineal es una ecuación de la forma m x -  b =  0 (con m  =  0), y su solución

es: x =  —  . Para la resolución de ecuaciones lineales, si se suma o resta la misma canti­
na

dad a cada lado de la ecuación, la igualdad no se afecta. Lo mismo sucede al multiplicar
ambos lados de la ecuación por un número. Como no existe la división entre cero, al
dividir cada lado de una ecuación por un número* este debe ser diferente de cero. En 
símbolos;

* Si a  = b y c e Rf entonces a  + c = b  + c. 

t Si a  — b  y c  e R( entonces a  — c -  b  — c.
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Si a  — b  y c e [R, entonces ac — be.

Si a = b y  c e M, c — 0, entonces—= —.
c c

Ejemplo 1

Resolver la siguiente ecuación:

3ar- 7 = 13 -  2x

Solución
Primero, sumamos 2x a cada lado de la ecuación 2x:

3x -  7 + 2^ = 13 -  2jt + 2^

Luego, simplificamos:

5jt-  7 -  13

Ahora, sumamos 7 a cada lado de la igualdad, asi obtenemos:

— 7 + 7 = 13 + 7

Al sim plificar tenem os:

5jt = 20

Por último, dividimos cada lado entre 5. Por tanto:

— —  o X — 4.
5 5

Podemos comprobar esta solución al sustituirla en la ecuación original. Entonces:

3(4) — 7 = 13 — 2 ¡"41 

12 -  7 =  13 -  6 

5 = 5

Ejemplo 2

Resolver la siguiente ecuación:

17Jf - 2 ( x - 4 }  + 3 =  4(3Jf +1) - 3 x  + 2 8

Solución
Primero, desarrollamos los paréntesis y simplificamos en cada lado de la ecuación:

I Í jt 3 ( a ' - 4 )  +  3 = ?4 ( 5 ^ + l ) - 3 í  +  28  

U x  - 2 x + 8 + 3 -  20x + 4 -  3x  + 23 

15^ + l l  =  17jr + 32
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Luego, restamos 17* a cada lado de la ecuación y simplificamos:

15* + 11 -  17*  = 1 7 * +  32 -  17*

- 2 *  + II = 32 

Enseguida, restamos l i a  cada lado de la igualdad:

- 2 * +  11 -  11 = 32 -  11 

- 2* =  21

Finalmente, dividimos entre - 2  cada iado de la ecuación:
- 2 X  21

De esta forma, vemos que la solución es:

*  = 21

Para realizar la comprobación, sustituimos la solución encontrada en la ecuación 
original:

17( - f ) - z( - f ' 4)+ 3 = 4 (s( - f ) +1) - 3( -+ )

2 ( - ^ )  +  3  =  4 ( - l | 3

+ 2B

357

Ejem plo 3

Resolverla ecuación:

293 293

Solución
Podemos evitar trabajar con fracciones si multiplicamos por 15 cada lado de la ecua­
ción (nótese que 15 es el mínimo común múltiplo de los denominadores 5 y 3) y 
simplificamos:

15 ax-i  j = 15 5 7
5 3

15 2*  -1 + 15(1) = 15(5) -1 5 7 - 4 *

6*  -  3 + 15 = 7 5 - 3 5  + 20*

6*  + 12 -  40 + 20*



Capítulos * Ecuaciones y desigualdades

Enseguida restamos 20* y 12 a cada lado:

6*  + 1 2 -2 0 *  -1 2  = 40 + 20* - 2 0 *  -  12 

-1 4 *  = 23

Entonces, al dividir cada lado entre - 14. obtenemos i a solución:

*  =  - 2

Ejem plo 4

Resolver la ecuación:

Solución
En primera instancia, multiplicamos cada término de la igualdad por 3:

Nótese que la última igualdad es un absurdo, lo que significa que la ecuación no tiene 
solución..

Ejem plo 5

Resolver la siguiente ecuación:

Solución
Primero, multiplicamos cada término de la igualdad por 5:

Ahora, si restamos 15* a cada lado obtenemos:

-3 5  = -3 5

Esto es verdadero, independientemente del valor de * , por tanto cualquier número 
real es solución de esta ecuación. El conjunto solución es ñ.

3

6*  + 5 -  6*  = 5* — 30 -  6*  

5 =*- 3 0

15* - 3 5  
5

3 { *  -1) + 8

1 5 * - 3 5  = 15;x -  1| + 40 

1 5 * -  35 = 15* - 1 5  + 40 

1 5 * - 3 5  = 15* -  35
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Ejem plo 6

Un vendedor tiene un salario base de $4000.00 mensuales más una comisión de 
$150.00 por cada producto que venda. Determinar cuántos productos debe vender 
este mes s: quiere obtener un ingreso de $6 500.00.

Solución
Si S representa el salario del vendedor y n es el número de productos que vende por 
mes, entonces su salario es:

S = 4000 + loOrt

Entonces, si el vendedor quiere que S = 3500T debemos resolver la ecuación 
4000 + 150n = 8500:

j cfifi
ISOíl = 3500 4000 = 4500 y íl = --------= 30 .

150

Esto significa que debe vender 30 productos.

Ejem plo 7

En el curso de matemáticas Luis tiene calificaciones parciales de 71 y 69. Determinar 
qué calificación debe obtener en el siguiente examen parcial para obtener un pro­
medio final de 55 puntos,

Solución
Si x  = calificación del siguiente parcial, entonces el promedio es:

71 +  89 H-x 
3

Como Luis quiere un promedio de 65, resolvemos la ecuación:

7 .1 ± § § ± £  = gg ^  leo + x  = 255 => X = 95 
3

De esta manera, Luis debe obtener 95 puntos en su siguiente examen parcial. 

Sistem as de ecuaciones lineales
En ciertas aplicaciones es necesario resolver no una ecuación lineal, sino dos ecuaciones 
de manera simultánea:

y=mx-\-b..JSX)
(*)

y =  n x+ c...(2 )

El sistema (*) anterior se conoce como un sistema de dos ecuaciones lineales con dos 
incógnitas o un sistema de ecuaciones lineales de 2 x  2. En este, a los números m, b, n y c
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se les conoce como coeficientes del sistema, mientras quex y y  son las incógnitas o inde­
term inadas del sistema.

Pero esta no es la única forma de representar el sistema. Por lo común, el sistema se 
expresa en la forma:

ax-\-by =  

cx + d y  — q...(2)
(**)

Sistema 2 X 2 que tiene coeficientes a, b, c y  d, y sus incógnitas son x y y .

Existen varios métodos para resolver un sistema 2 X 2 ,  pero aquí solo se hará mención 
de los tres principales métodos:

♦ Igualación, Si el sistema es de Ja forma (*), es posible igualar la ecuación (1) con la 
ecuación (2), con el fin de obtener una ecuación lineal. De esta manera:

nix — b = nx + c

c —bEsta ecuación lleva a la solución x = -------  (siempre que m  — n ^  01. Una vez cono-
m — n

clda la variable solo basta sustituirla en cualquiera de las ecuaciones, 1] o 2 ], para 
obtener el valor de la variable y.

Cuando el sistema es de la forma ! **}, primero se despeja la misma variable de las 
ecuaciones (1 ) y (2) y estas se igualan después.

♦ Suma-resta. Cuando el sistema es de la forma (” ), se utiliza el método conocido 
corno suma-resta; esto es, se multiplica la primera ecuación por c y la segunda por a. 
Esto iguala los coeficientes de la variable je

ax -I- by =  p  —»se multiplica por c —> acx +  bey = cp.. .(3)

cx-\ -dy= q—> se multiplica por a  —* acx +  ady =  a q .. .{ l )

Al restar estas ecuaciones se elimina x y se obtiene una ecuación lineal en y, la cual

es fácil de resolver: bey — ady  = cp — aq  o y =  -~— (si b c—a d ^  0). Una vez co-
bc — ad

nocida la incógnita y, es posible sustituir su valor en cualquiera de las ecuaciones, 
( 1) o (2), para encontrar el valor de x. Para eliminar y, y obtener x, también es posible 
repetir el proceso de suma-resta; para esto basta multiplicar la primera ecuación por 
d  y la segunda por b y restar las ecuaciones obtenidas:

a x + by =  p  —*■ se multiplica por d  —► a d x -f bdy =  d p ...{5)

ex + dy =  q  —► se multiplica por b —» bcx -f bdy =  b q . . .(6)

Al restar la ecuación (5) a la ecuación (6), se obtiene ad x —h cx = d p —bq  o x = — —— .
a d —bc

Más adelante se analizan algunos ejemplos de este caso.
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• Sustitución. Otro método para resolver un sistema 2 X 2  consiste en despejar una 
variable de cualquiera de las dos ecuaciones y sustituirla en la otra ecuación. Por 
ejemplo, para el sistema (” ) se despeja y de la ecuación (1):

,= != = ■  (3)

Luego, se sustituye (3) en (2) y se obtiene la ecuación lineal:

/ p  — ax\
r x i =l

Al despejar *  de esta ecuación se obtiene x =  — — que coincide con el resultado
ad  — bc

anterior. Una vez que se conoce el valor de x, se sustituye en la ecuación (3) para 

obtener el valor de y.

A continuación se presenta una serie de ejemplos.

I Ejem plo 8

I Resolver el sistema:

y  =  2 *  +  1...(1) 

y  — 3 x  - 2 . ..(2)

I Solución
I Primero, igualamos la ecuación (1) con la (2):

2 *  + 1 = 3 *  -  2 

I Luego, restamos y sumamos 2 de cada lado para obtener:

*  = 3

I Ahora, sustituimos este valor en la ecuación (I):

y  =2(3) + 1 = 7

I Como se puede observar, si sustituimos en la ecuación 2 obtenemos el mismo valor:

y  = 3f'3)-2 = 7 

I Por tanto, la solución del sistema es:

*  = 3,y  = 7

I Para su comprobación, debemos sustituir los dos valores encontrados en el sistema 
I y verificar que ambas ecuaciones se cumplen, jno basta con comprobar en una sola 
I ecuación!

y  =  2 x  + 1 — sustituimos x  = 3, y  = 7 —*7 = 2(3) + 1-* 7 = 7 

y  = 3 x  -  2 —> sustituimos x  = 3, y  =  7 —>7 = 3 (3) — 2 —>1 =  1
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Ejem plo 9

Resolver el siguiente sistema:

13 *  - 4 y  = 2...(1)

[Sa- f  6/ = 16...(2)

Solución
En este caso, usaremos el método de suma-resta. Primero, multiplicamos la ecuación 
(1) por 5 y la ecuación (2) por 3 (obsérvese que los números 5 y 3, que son los que 
multiplicamos, son los coeficientes de x):

Al restar la ecuación 4 de ia ecuación í'3[r tenemos:

lfly -  (—20/: = 48 -  1 0 o y =  1

Ahora, multiplicamos la ecuación (1) por 6 [el coeficiente de y  de la ecuación (2)] y la 
ecuación (2) por 4 [que es el coeficiente de y de ia ecuación (1)]:

Dado que los coeficientes de y tienen signos contrarios, sumamos no restamos las 
ecuaciones 5 y : 6 ¡, De esta manera, obtenemos:

Si queremos comprobar, recordemos que hay que sustituir en ambas ecuaciones.

Ejem plo 10

La teoría de la relatividad, descubierta por Albert Einstein, afirma que el tiempo no 
transcurre igual para una persona que permanece en la Tierra que para otra que via­
ja por el espacio a una velocidad cercana a la velocidad de la luz. Como ejemplo, 
considérense a dos personas que tienen la misma edad, 20 años en el año 2012. De 
ellos, uno parte en una nave que viaja a una velocidad tal que su edad cambia soto la 
tercera parte de ia edad que tendría si se queda en la Tierra.

a) Determinar la edad que tendrían arribas personas en el año 2039.

b) Establecer en cuántos años terrestres, la persona que permanece en la Tierra le 
doblará la edad a la persona que viaja en el espacio.

3x — 4y -  2 —t multiplicados por 5 — 15^ — 2Gy = 10.. .(3) 

5jt 4 6 y — 16 —> multiplicados por 3 —* 15¿r -I- 18y = 48... (4)

3x  4y =  2 — ► multiplicados por 6 -  * 18x  - 2 4 y  =  12 .. .(5) 

5jt 4 By = 16 — multiplicados por 4 —* 20 jr 4  24y = 64. ..(6)

3B.V = 76 o x = 2

La solución es:
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Solución
Si a la edad de la persona que viaja en el espacio la designamos con la letraE, y dado 
que en la nave el tiempo transcurre a una tercera parte de lo que transcurre en la 
Tierra, la ecuación de la edad de la persona en el espacio es:

£  = - í  + 20 
3

Donde f = 0 en el año 2012.

a} En el año 2039, f = 27. Por esta razón, la persona que permaneció en la Tierra ten­
drá 20 + 27 = 49 años, mientras que la persona que viaja en el espacio, tan solo

tiene E  = -^(27) + 20 =  29 años.

b) Para resolver este problema utilizaremos la ecuación de la edad en la Tierra. En 
este caso, la ecuación es simple, solo debemos sumar el número de años que 
transcurren a la edad actual; esto es, si e r representa la edad en la Tierra, entonces:

t + 20

Donde t = 0 en el año 2012.

Como requerimos que la edad de la persona en la Tierra sea el doble de la edad 
en el espacio, e. = 2E. Así que tenemos que resolver el sistema de ecuaciones:

E  =  - t  
3

2 E

20... {1} 

/ 4- 20.. .{2}

Ahora, sustituimos la ecuación (I) en la ecuación (2) y obtenemos:

Z\^t + 2 0 }- f  +20

Al resolver la ecuación anterior obtenemos:

í = 60 anos

Si sustituimos este valor en la ecuación (1), obtenemos la edad de la persona en 
el espacio:

E = 40 años

[Mientras que la persona en la Tierra tendría 60 añosJ

Ejem plo 11

En economía, el punto de equilibrio de un mercado se define como la intersección 
entre la curva de demanda y la curva de oferta. Las variables que comúnmente se 
utilizan son p  (precio) y q  (cantidad), en lugar de x  y y. Supóngase que para cierto 
mercado las curvas de demanda y oferta son:
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* Oferta: p  = -3 g  + 4

* Demanda: 3p -  6g = 3 

Determinar el punto de equilibrio.

Solución
Primero, tenemos que resolver el sistema:

p =  -3g + 4...tl)
3 p -  6 q  — 3 . . . (2 )

Como p  ya está despejada de la ecuación (1), la sustituimos en la ecuación (2) y re­
solvemos para q:

3 ( - 3 g  +  4 ) - 6 q  = 3

- 9 g  +  1 2 - 6 g  =  3

_q  q
13g = 9 o q  = —— - -  

— L5 5

Ahora, sustituimos este valor de g en  la ecuación (1):

p W i u J »

Entonces, el punto de equilibrio es:

11 3p = — , q  = -
a s

Existen ecuaciones que parece que no son lineales, pero se reducen a resolver una ecua­
ción lineal. Normalmente se dan con cocientes en los que aparece la variable en el deno­
minador, Veamos algunos ejemplos.

Ejem plo 12

Resolver la siguiente ecuación:

2 +  5 =- 3
X 3 X -  3

Solución
En este ejemplo, lo primero que debemos hacer notar es que x = 3 no puede ser so­
lución dado que es la raiz del denominador y no se puede sustituir en la ecuación. Así 
que en adelante supondremos que x  = 3,
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Ahora, multiplicamos cada término de la ecuación por x -  3:

2 - ( jt - 3 )  +  5 { jst- 3) =  — 13 - ( j f 3}
X - 3

Luego, simplificamos:

2 + 5 x -  3¡ = 3

Esta última ecuación es lineal, pero debemos recordar que x — 3 De esta manera, al 
resolverla obtenernos la solución;

x  = 16

Ejem plo 13

Resolver la ecuación;

t x 5 
3 X -7

2x +3

Solución
7Aquí el denominador se anula sí x  , por lo que la solución no puede ser este nú-
3  7

mero; y en adelante consideramos que x = —. De esta manera, multiplicamos cada
término de la ecuación por 3x — 7: 3

Qx¿ §- X - E ^  _ 1 } =  ( 2 x  + 9 ) (3x  -7)
3  Jf 7

6 X 2 + X -  5 =  6 x a + I3x  -  63

Nótese que los términos al cuadrado se eliminan al restar de cada lado:

x — 5 = 13a: — 63

OQ
AI resolver esta ecuación, encontramos que x -  —  (véase el ejercicio propuesto 4).

6

Ejem plo 14

Resolverla ecuación:

s¡3x -§-7 =  11

Solución
En este caso, solo los valores de x que hagan la expresión 3x + 7 positiva pueden ser 
solución, En otras palabras, debemos sustituir la solución que encontremos para ga­
rantizar que esta sea una solución,
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Entonces, elevamos al cuadrado cada lado, para eliminar el radical:

(v '3jí+ 7 f  -  11a 

3x + 7 = 121

¡r _  — 3 8
3

En estos casos es conveniente que comprobemos la solución, debido a que al elevar 
ai cuadrado pueden aparecer soluciones “extrañas” (por ejemplo, al elevar al cua­
drado x  — - 2 .  obtenemos ^  — 4, pero resolver esta ecuación nos da x -  2 y x — —2).

Ahora, en la ecuación original sustituimos x  = 33, y comprobamos que x = 36 es la 
solución:

^3(38) + 7 = v/l 14 —7 = Vl21 = 11

Es importante destacar que existen sistemas que no tienen solución o que tienen un nu­
mero infinito de soluciones. A continuación se presenta un caso de cada una.

Ejem plo 15

Resolver el sistema:

|6jt - 3 y  =  l - - - ( l )

\ 2x  \ y  ^ - 2.„ (2)

Solución
Para la resolución de este sistema, en primera instancia procedemos con el método 
de suma-resta. Así, multiplicamos la ecuación 2 ■ por 3 y el resultado lo sumamos a la 
ecuación (1):

6 x  -  3y = 1 

-  6;r -f 3y  = - 6

Es importante hacer notar que la suma de estas ecuaciones da como resultado 0 = - 5 ,  
lo cual es un absurdo; esto significa que el sistema no tiene solución.
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Ejem plo 16

Resolver el siguiente sistema:

- 2 j  +  3 7  =  1...(1)

4 j í -  67 = -3 ...(2 )

Solución
Para la resolución de este sistema, primero utilizamos el método de suma-resta: esto 
es, la ecuación 1 se multiplica por 2 y el resultado to sumamos a la ecuación (2 ):

4jf + 67  =  2

4jt - 6 7  = - 2

La suma nos da como resultado 0 = 0: lo cual no es un absurdo, como en el ejemplo 
anterior, sino una identidad verdadera.. Esto significa que el sistema tiene un número 
infinito de soluciones. Las soluciones son los números x y y. los cuales cumplen cual­

quiera de las ecuaciones, por ejemplo de 1 y  U , + A .
3 3

1 5Esto es. s íjt^  0 ,entonces/ = ^ :s ix  = 2 ,y =  - ;s í í t  = - 1,7  : ■ y así sucesivamente. 
3

E jercicio s propuestos

En los ejercicios 1 a 19, resuelve cada una de las ecuaciones,

1. 7f—3 = 16

2. 2p + 4 = 5p — 7

3. 3 -  z = 16 -  8z

4. x -  5 = 1 3 * -  63

5. 4: iv—2 j = 13 + w

6. 5lúr + 1) + 1 =  1 — 2x

7. —y  + 3 = — -  2/
3 3
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8. A ± !  +  1 _ 3 a  + 2

9 3 ' k  \ i Ak + 5

j  q 3 ~ k   5 |- 4Jr

I J  3x  - 1 6  J _  ajf -1

12. l ^  + 1 = 6 _ 2 tr

13. s í ^ ^ ) =  Iü f^ p j + 5

14. 2 1 + 2 = 4 1E -L Jl|-j-1

i s . ^  + ^ a - Z  
2 3 4

16. 2 jt - B  = 14jf + 3 + 5 
7

IT. 3[4(í + l) + 2 ] - 4 =  12Í + 18

18. + 1  = 2 + 9
2 3

i r ­ lo
27

2 _ 3 z  I |  4z 
19- 5 4 2 B
20. Las escalas de grados Celsius (°C) y grados Fahrenheit (°F) están relacionadas 

medíante la ecuación C = (F -  32). Determina:

a) Cuántos °C son 95 °F.

b) Cuántos °F sen -1 0  °C.

c) Despeja ÜF.
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21. La relación entre la temperatura del aire, T (medida en °F), y la altitud, h (medida
? Ien pies), está dada por la relación T = — h t 60. Encuentra la temperatura

2500
a 3300 pies y la altura a la cual la temperatura es 32 °F (que equivale por cierto a
0°C).

22. La compañía A renta un auto a $750.00 por día, más $ 1.50 por kilómetro recorrido, 
mientras que la compañía B ofrece el mismo auto por $310.00 por día, más $1.40 
por kilómetro recorrido. Determina cuál compañía es más barata.

23. Encuentra el punto de equilibrio si las funciones de oferta y demanda son, res­
pectivamente, 2p -  6g = 7 y p  + 2q  = 4.

24. Una importante empresa maquiladora produce dos artículos para la industria au­
tomotriz; A y B, Cada unidad de A requiere 4 kg de material, mientras que cada 
unidad B requiere 5 kg pana fabricarse. Si la empresa cuenta esta semana con 
140 kg de material, encuentra una relación lineal que determine cuántas unida­
des de cada producto pueden hacerse esta semana.

25. Considera que un automóvil familiar tiene un valor de $200000.00 y se deprecia 
$1500.00 cada mes. ¿En cuántos meses tendría un valor de $135000.00?

26. Una empresa tiene costos fijos de $60000.00 mensuales, y cada producto que ela­
bora le cuesta $5,00. Si sus costos totales fueron de $ 115 000.00 este mes, encuen­
tra cuántos productos elaboró.

27. Si h representa la altura en centímetros de una persona, entonces R su peso ideal 
en kilogramos está dado por la fórmula:

P =  h - 1 0 0 - A~ 150 
4

a) Calcula el peso ideal de una persona que mide 1.70 metros.

b) Encuéntrala estatura de una persona que tiene un peso ideal de 71 kilogramos.

28. Considera que una empresa de transporte cobra a cada pasajero una cantidad 
que es una función lineal del número de personas que transporta, Así, cuando 
transporta a 10 pasajeros, cada pasajero paga 100 pesos; cuando transporta a 25 
personas, cada una paga 230 pesos. Encuentra la ecuación que dé el cobro, C, de 
la empresa en términos del número de pasajeros, x, que transporta.

29. Una compañía de renta de autos tiene una tarifa lineal en términos del número de 
kilómetros recorridos por día. Si se recorren 100 kilómetros, el alquiler del auto 
es de $500.00, pero si se recorren 300,1a tarifa es de $1200.00. Determina:

a) La tarifa, T en pesos, en términos del número de kilómetros recorridos, x.

b) ¿Cuántos kilómetros se pueden recorrer con $ 1000.00?

30. Una empresa tiene gastos fijos mensuales de $5700.00; mientras que producir 
cada unidad que elabora le cuesta $ 150.00. Determina:
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a) Los costos mensuales, C, de la empresa en términos de la cantidad, x, de uni­
dades que produce al mes.

b) Si la empresa tiene $10000.00 destinados este mes para la producción, ¿cuán­
tas unidades puede hacer?

En los ejercicios 31 a 42, resuelve cada sistema de ecuaciones lineales.

y  = 3 *  —10 

y  =  - 2 x  + 5

/ = 4 2x 

5x  + y  =  7

x  = 2y  - 1 

x  — — 1 -  y

31

32.

33.

34.

35.

36.

37.

33.

39.

40.

41.

42.

jf =  2 — 3 /

\2x -  y  — 1

I 3jí -  2 y  =  6 

\ 4 x + 7 y  =  17

14 *  - 3 /  =  6 

13 x  -  y =  4

\2x -  y  -  4 4  2 y  

\lx + 3 y  =  3 x  + 1 - y

Í3(jt - l )  +  7  =  6

I i x  + 2{ v -f 4 ) =  9 

U x  - 3 / =  6 

[—8 x  +  67 =  3

\-2x + y  =  - 1 

| 6 j f - 3 7  =  0

- 2 x  -  7  -  3 

+ 3 7  = 0

7 x  + 8 y  =  l 

2 x  + 4 7  =  - 1
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En los ejercicios 43 a 5 1 . resuelve ca d a  ecuación.

4 3 .  ——— + 3 - 2  
X - 3

4 4  2 X ± 1  +  B = _ J _
X + l  X + 1

45 — = —- —
2 x  - 3  2 x  -3

4 6 .  6 x ¿  =  2X +  2
3 x  +■ 4

4 7 .  - ^ - =  —
X + l  X - 2

4 3 .  s¡2x +  l - 4  =  0

49.  V x a § 3 x  +  10 =  x  + 1

50.  \¡x2 + 3 x  - 1  -  x  +1

51.  V4x* — 3 x  — 1 =  2 x  + 1

2.2 Ecuaciones cuadráticas
En la sección anterior se estudiaron las ecuaciones lineales (o de primer grado). Ahora, 
en este punto, aumentamos un grado, con el fin de mostrar la solución y las aplicaciones 
de las ecuaciones cuadráticas. Una ecuación cuadrática  es una ecuación de la forma:

ax2 -+ b x + C—0 (1)

donde 0. Como se vio en el capítulo 1, el coeficiente se conoce como el coeficiente 
principal del polinomio ax 1 +  í>x+c.

Para determinar su solución, se puede factor izar (véase la sección de productos notables 
del capítulo 1) o se puede utilizar la fórmula general que se desarrolla más adelante. Para 
determinar esta fórmula general, primero se requiere completar el cuadrado de un poli­
nomio de segundo grado.

Completar el cuadrado consiste en llevar el polinomio de la ecuación (1) a la forma:

a [ x —h f + k  (2)

Enseguida se presentan algunos ejemplos, al final de los cuales se determinan las fórmu­
las para h y k, en términos de los coeficientes a, b y c.
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E jem p lo  17

Completar el cuadrado:

Solución

X2 + 6x + 3

Para la resolución de este ejemplo, lo primero que debemos tener es que el coeficien­
te principal sea 1, que en este ejemplo ya ocurre, pero si no fuera así, lo primero que 
tendríamos que hacer es íactorizar el coeficiente principal. El segundo paso consiste 
en sumar y restar un número elevado al cuadrado, que complete el cuadrado (como 
es al cuadrado, no importa el signo). Es importante hacer notar que cuando sumamos 
y restamos el mismo número, el polinomio no se altera, este sigue siendo el mismo. El 
número que hay que sumar y restar elevado al cuadrado es siempre el coeficiente de

x  entre 2. Así,.en nuestro caso sumamos y restamos ~ — 3 al cuadrado:

Nótese que los primeros tres términos del lado derecho de la igualdad forman un 
cuadrado perfecto (es decir, un binomio al cuadrado.:

Esto siempre queda así: x  más o menos el numero que añadimos sin el cuadrado, y 
todo elevado al cuadrado. De esta manera, el signo siempre es el signo del coeficien­
te de x. en nuestro caso +. De esta forma, tenemos que:

Solución
Dado que el coeficiente principal no es 1. primero lo factorizamos:

Zx¿-ZOx + 5 1 -  2\x* - 10.r] + 51

Como se puede observar, el polinomio dentro de los corchetes ya tiene coeficiente 
principal 1, por lo que ahora le sumamos y restamos el coeficiente de x entre 2 eleva­
do al cuadrado ■ como es al cuadrado, no importa el signo en este paso':

x'¿ + 6 *  + 3 =  x'¿ + 6jp +

z

+ 3 = X *+ 6 x  + ( 3 f - ( 3 f  + 3

+ 6 *  +(3)* = ( X  + 3)*

X1 + 6JP + 3 = X¿ + 6x  + (3)S -  (3)a + 3 -  (X + 3)2 - 9 + 3 -  (je + 3)¿ -  6

Una manera de comprobar es desarrollar (x  + 3 )' - 6 y verificar que nos da el poli­
nomio original.

E jem p lo  18

Completar el cuadrado de:

Zx'¿ -  20z  +51
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x'¿ - 1 0 *  + ( y )  | -h 512 [ * a —10JTJ 4 51 =  2

= 2 j * a 10* +  (5)  ̂— (fí)2j + 51 =  2 [* a —10* 4 2 8  -  25]4 51

Observa que los tres primeros términos del lado derecho de la igualdad forman un 
cuadrado perfecto:

2]** - 10* f  2 5 -2 5 ¡ 4  51 = 2 ( *  s f  -  25 4 5 1

Como se puede notar, el signo menos dentro del paréntesis corresponde al signo del 
coeficiente de *  dentro de los corchetes.

A continuación desarrollamos el paréntesis cuadrado y simplificamos:

2 j(*  -  5 f  - 25 4 51 = 2 ( *  - S ) S - 5 0  4  51 = 2 (*  5)* 41

Por último, tenemos que 2 * a 2 0 *  4  51 -  2 (x  5) 4 L, lo cual podemos comprobar al
desarrollar y simplificar el lado derecho de la igualdad.

: Inténtalo 1

Ejem plo 19

Completar el cuadrado de:

- 3 * a 4  24* — 44

Solución
En primera instancia, es necesario tener coeficiente principal l,por lo que factoriza- 
mos el - 3 :

- 3 * 2 4 24* - 4 4  = -3 | * 2 - 8 * ) -  44

El siguiente paso que debemos realizar, dentro del paréntesis cuadrado, es sumar y 
restar 16, que corresponde al coeficiente de *  dividido entre 2 y elevado al cuadrado:

-3 | *2 - 8*| - 44 — 3 X¿ 8 *  4 (iHl 44

= - 3 X 2 - BX 4(4)2 - (4 )2] - 4 4  = - 3 [* 2- 8 *  4 16 -16] 44

Con este proceso, ios tres primeros términos dentro de los corchetes forman un cua­
drado perfecto:

—3 j* a -  8 *  4  16 —16¡ — 44 — - 3  (*  4)* - is| — 44
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Debemos recordar que el signo dentro del paréntesis redondo anterior corresponde 
al signo del coeficiente de x  dentro de los corchetes con el que inciamos.

Por último, debemos desarrollar la ecuación al interior de los corchetes y simplificar:

-3j{jsr - 4 ) 2-1 6 ¡ - 44=  -3(jp - 4)2 - 3 ( - 1 6 ) - 4 4

= - 3 ( * - 4 f  +  4 =  4 - 3 ( j f  4)S

Así tenemos:

-3¿ra + 24x  -  44 = 4 - 3 ( j t - 4 )

Recuerda que puedes comprobar la igualdad anterior desarrollando el lado derecho 
y comprobando que es igual al lado izquierdo,

Ejem plo 20

Completar el cuadrado de:

Solución
Primero, factorizamos el coeficiente principal:

5 x ¿ 22x +25 = 5 x z —  X + 25

Luego, al interior del corchete, sumamos y restamos el cuadrado del coeficiente de x  
entre 2:

22 2 22 2

x * - ^ x + 25 =  5 x 2 -  —  X + 5 5
5 5 2

j
2

j

+ 25 = 5

+ 25

x 2 _ 2 2 x f 121 121
25 25

+ 25

+ 25 = 5 1 * - —) - i ^ i  + 25

Por tanto:

121
25

5 * 2 - 2 2 * + 25 = sfjp - 131 i + 4
25/ 5
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E jem p lo  21

Completar el cuadrado de:

6X - 6 x ' ¿

Solución
Primero, factorizamos -6 :

6 j t - 6 x ¿ =  - q\x 2 ■ jí)

Enseguida, sumamos y restamos 1. elevado al cuadrado, y simplificamos:
2

Ahora, ya es posible completar el cuadrado para el polinomio de la ecuación (1). Esto 
permitirá, por un lado, encontrar una fórmula para resolver la ecuación {1! y, por el otro 
lado, grañcar las funciones cuadráticas.

Con base en este objetivo, se siguen los mismos pasos desarrollados en los ejemplos 
resueltos:

1. Lo primero es factorizar el coeficiente principal.

2. Luego, se debe agregar, elevada al cuadrado, la mitad del coeficiente de x.

3 . El últim o paso es sim plificar.

De acuerdo con estos tres pasos, se tiene:
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Entonces:

2 É = * £  (3)
l 2a l  4 a

Si se compara con la forma (2):daf? | bx  i c = a ( x  h f  I í ,  se tiene:

,I = _ A y í = _ £ z ^ £  (4 )
2íi 4íi

En este momento, ya es posible resolver la ecuación ■ 1 Así, de acuerdo con Ja ecuación 
i3 i, la ecuación (1) equivale a resolver la siguiente ecuación:

J ~  , b  Y* b 2 - 4 ¿ 3 c „  a\ x -\— -------------- =  o
\ 2a! 4a

Como se puede observar, primero es necesario pasar el término constante al lado derecho:

« x l  A ' ’  b ' - i a c
2a I 4a

Luego, es necesario dividir cada lado de la igualdad entre a:

x + y \ -= k L z M £
2a ¡ 4 a

Enseguida, se extrae la raíz cuadrada de cada lado de la ecuación y se simplifica:

b _  , lb 2—4 a c  l_'Jb1—4ac. __ i_sjb2 —4ac
2 a  V 4 a2 “  4 ^  ~  2a

hFinalmente, se resta AC de cada lado de la ecuación:
2a

v_  b  i 4 b * - 4 a c
2a 2a

AI simplificar, se obtiene una fórmula que resalta por su importancia, la cual es conocida 
como fórm ula general de la solución de la ecuación cuadrática (1):

2a

A las soluciones también se les conoce como raíces o ceros del polinomio ax 2 +  6.x+c.

Es importante señalar que existen tres casos de soluciones de la ecuación (1), las cuales 
dependen del signo de la expresión dentro del radical, b2 -  4ac, que se conoce como el 
discriminante de la ecuación l i y se denota con la letra mayúscula delta: A = b2 — 4ac. 
Si el discriminante es positivo; esto es, A >  0, la raíz cuadrada dentro de (5) tiene dos 
valores y, por tanto, la ecuación (1) tiene dos soluciones reales. Por otro lado, sí el discri-
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minante es cero, A =  0, la ecuación (1) solo tiene una solución real, a saber, x —------ .
l a

Por último, si el discriminante es negativo, A <  0, la ecuación I no posee soluciones 
reales, pero sí tiene soluciones con números complejos, los cuales se estudian más ade­
lante, en algunos ejemplos resueltos y problemas propuestos que se encuentran al íinal 
de esta sección.

Ejem plo 22

Resolver la siguiente ecuación:

X —ZO — Zx -  2

Solución
En primera instancia, expresamos La ecuación con todos sus términos diferentes de 
cero de un lado de la igualdad. Logramos esto al restar Zx -  2 de cada lado de la 
ecuación:

X ¿ -  3 x  -  18 -  0 

Para esta última ecuación, existen dos formas de resolución.

La primera solución consiste en factorízar el polinomio, lo cual resulta fácil en este 
ejemplo:

x'¿ - 3 x  —18 =  (jt — 6 )( í  + 3}.

Pero:

[x  6}|[x +3) = 0 = > r - 6  =  0 o r + 3  =  0=> r = 6 o r  = - 3  

que corresponden alas soluciones de la ecuación original.

La segunda forma de resolver la ecuación consiste en aplicar la fórmula general 5: 
con s = 1, ¿> = -3 , c  =¡ -1 8 . No te se que los coeficientes deben considerarse con todo 
y signo:

x  = -( 3)dn/(-3)‘ 4(l)(-iB ) 3 ±
2 (1) 2

3 ± 9

Dado que el discriminante es positivo, tenemos dos soluciones, una que corres­
ponde al signo más de la raíz y otra que corresponde al signo menos de la raíz:

3 +  9 12 _  3 - 9  _ - 6
2

x =  - 3 .
2 2 2 

Ahora, lo podemos comprobar al sustituir en la ecuación original y verificar que se
obtiene una identidad i no obtener una identidad significa que el valor de x  no es una
solución de la ecuación ■.

x - 2 0  = Z x-Z ^ (G f  - ( 6 ) - 2 0  = 2 ( 6 ) - 2 = > 3 6 - 6 - 2 D  =  l 2 - 2 = ^ 1 0  =  10, 
por lo que x = 6 sí es una solución.
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Si X  = - 3  =* X ¿  -  X  -  2 0  =  2 x  - 2  =>(-3) — (—3) -  20 = 2 (-3 ) — 2 
=> - 8 = - 8 ,  así que también x  = - 3  es solución.

=^9 + 3 - 2 0  = -6  2

E jem p lo  23

Resolver la siguiente ecuación: 

Solución

2 x  - 5 x  + 1 = 0

En este caso, la factorización no es simple, por lo que utilizamos la fórmula general i 5 
con <3 = 2 ,0  = - 5 y c  = 1:

x
2 ( 2 )  4

Como el discriminante es positivo, tenemos dos raíces reales:

5 + Vl7 „ „ 5 — Vi7
-  4 4

Entonces, comprobamos ia primera raíz y dejamos La segunda como ejercicio:

( ¿ d & j + 1

r
_ 42 + 10^17 25 + 5^17 1 =  21 +  5^17 25 i 5^17 j 

8 4 4 4

16
=  3 ( 2 5 i 2 ° ' J,'l Z  + u ) 2 S  +  S V 12 |. i

21+ 5"/17 25 5^7 + 4
=  0

E jem p lo  24

Resolver la ecuación:

x'¿ + 3 = 1 -  - J q x

Solución

Primero, reacomodamos la ecuación restando 1 -  2 8 *  a cada lado de ia misma:

X ¿  +  \ ¡ 8 X  + 2 = 0
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A continuación, utilizamos la fórmula general (5 con a -  1, jb -  \¡8 y c  =  2:

^ - V a ^ ^ ) a -4 ( i)(2 }  V j
3(1) 2 2

Puesto que el discriminante A = 0. la ecuación tiene una sola solución, la cual pode­
mos reescribir como sigue:

V(4)(a)_  7 4 V 3 _  a V a _
3 2 2 2

Para su comprobación, sustituimos x — —̂ 2 en la ecuación original:

{—va)* + 3 = 1 -  v'h J =>2 + 3 = 1 + (V(8)(2)) =>5 = 1 + VÍfi =>■ 5 = 1+ 4 =* 5 = 5, lo

que indica que x -  -^2 es la solución.

Ejem plo 25

Resolver la ecuación:

3x'¿ - 4 x  f 20 =; x ¿ + 4x -  6

Solución
Primero, reescribimos la ecuación y pasamos todos los términos del lado izquierdo. 
Esto es:

3 x * -4 X  +  20 i  X s +  4 *  6 =? 2x'¿ -  8 x  + 26 = 0

Como se puede notar, la ecuación se simplifica si dividimos cada término entre 2:

2 x ¿ - + 26 = 0 = > ís - 4 ^ + 1 3  = [}

En este caso, la factorización no es sencilla, asi que recurrimos a la fórmula general 
5) con ¿ = I,Jb = - 4  y c  = 13:

-(—4)±V{—4)a -4(l)(l3) 4 + V 3̂6
2(1) 2

Obsérvese que el discriminante tiene signo negativo. Esto implica que la ecua­
ción no tiene soluciones reales, pero sí soluciones complejas. Para escribir­
las. debemos recordar que ± J  36 = ±^36/ — +6i, por lo que las soluciones son:

x  =  í ± d  ,3®. _  4 ■ § Í = 2  ±  3/ £ S decir que x, = 2 + 3; y x2 = 2 -  31 son las solucio- 
2 2

nes de la ecuación.

Como siempre, la comprobación consiste en sustituir en la ecuación original y com­
probar que obtenemos una identidad.
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Es importante resaltar que la diferencia entre las raíces complejas del ejemplo anterior es 
únicamente el signo del coeficiente de la i. Esto ocurre siempre que se tienen soluciones 
complejas.

E jem p lo  36

Una persona lanza verticalmente una pelota desde la ventana de un edificio. La posi­
ción de la pelota respecto ai piso está dada por x  = - 5 í 2 + 3t +  2, para 0 < í < 3, con 
¡ en segundos y x  en metros. Determinar en qué instante la pelota toca el suelo.

Solución
La pelota está en el suelo si x  -  0, por lo que es necesario resolver la ecuación:

-5 ^  + 31+ 2 = 0 

Para ello: utilizamos la fórmula general:

- 3 ±y j$-A (-5){2) _  - 3  + 7 
2 Í-3 ) -4

En este caso, las soluciones son t — 2,5 y í = -1  .Dado que la restricción para el tiempo 
es 0 < t < 3: concluimos que a los 2.5 segundos la pelota tocará el suelo.

E jem p lo  37

Un granjero desea cercar un terreno rectangular; dadas las condiciones del terreno, 
el ancho de este es 10 metros menor que el largo. Considérese que el área total del 
terreno es de 999 metros cuadrados. Encontrar las dimensiones del terreno.

Solución
Sean x metros la longitud del ancho del 
terreno. Entonces, el largo de este es 
jt+  10.

Como el área del terreno es de 999 me­
tros cuadrados, tenemos la ecuación 
x x  + 10 = 999, que reescribimos 
como jtf2 + lOür -  999 = 0. Al resolver 
esta ecuación, obtenemos dos solucio­
nes: x = 21f x = -3 1 . En este caso, des­
cartamos la solución negativa, dado que 
x  representa una longitud y, por tanto, es 
positiva.

Las dimensiones del terreno son x = £7 
metros de ancho por 27 + 10 = 37 me­
tros de largo.

rm

x  + 10 m 

Figura 2,1



Introducción a las matemáticas. Ejercicios y problemas

Ejem plo 28

Encontrar dos números enteros consecutivos tales que su producto sea 342.

Solución
Sea x el primero de los números buscados. El siguiente es x + 1, y dado que su pro­
ducto debe ser 342, tenemos la ecuación:

x(x +  1) = 342

AI resolver esta ecuación por factorisación o fórmula general, nos da r̂ = 16. Entonces, 
los números buscados son 16 y 19.

Números complejos
En el primer capítulo se definen los números complejos como el conjunto:

C =  \a +  b¿ | r  = — i }

Si z  =  a  4- b i es un número complejo, su parte real es a y su parte  imaginaria  es b. El 
conjugado de z es el número complejo:

z =  a  — bi

Como se observa de la expresión anterior, solo cambia el signo de la parte imaginaria en 
el conjugado.
En este apartado se definen y se presentan las operaciones de suma, diferencia, multi­
plicación y división de números complejos. Estas operaciones, suma o adición, resta o 
diferencia y multiplicación, se pueden tratar como operaciones con polinomios, donde 
la i hace las veces de la variable x  y se debe recordar que i2 = — 1.
• Suma o adición de números complejos: (a  +  bi)+(c-\-di) =  (a-\-c)+{b-\-d)i

• Diferencia o resta de números complejos: (a-\-bi)—(c + d i)  =  ( a —c)-\-(b—d )i

• Producto de números complejos: (a+ b i)(c -\ -d i)= (ac—b d )+ (b c  +  ad )i

^  ¡ . . a  +  bi ae-\-bd , b c —a d .• Cociente de números complejos;   — — —  -j——— — t
c-\-di c + d  c'-fd'

Como se ve, la suma o adición de números complejos consiste simplemente en sumar 
partes reales y partes imaginarias.
En tanto, el producto se puede ver como sigue:

(a  4- b i)(c+ di) =  a ( c + d i)+ b i(c + di)

=  ac  +  adi +  bci -\-bd(i2) = a c  +  adi -\-bci +  b d (—l ) —(ac — b d )+ (b c + a d ) i



Capítulos * Ecuaciones y desigualdades

Para calcular el cociente de dos números complejos, es necesario multiplicar y dividir 
por el conjugado del denominador:

a +  bi _  jfa +  bi\t c —di) a c + b d + ( b c - a d ) i  _  a c + b d  b c - a d
c +  di 'i c + d il\ c —di¡ ¿ + íp  c2+ d 1 c2+ d 1

Ejem plo 29

Calcular:

a) (3+4Í) + (2 -5 /)  

b (17-21) -  (11-6/)

Solución
Sumamos la parte real más la parte real y la parte imaginaria más la parte imaginaria 
de cada número:

a) 3+41) + .2-5/1 = i3+2: + ; 41-51: = 5 i

b) (1 7 -2 1 )  -  (1 1 —61) =  11 7 - 1 1 )  + (-21+311 = 6 +  41

Ejem plo 30

Calcular:

a) (3 + 21)(5 —31)

b) ( - 1 + 4 1 ) ( - 3 - 2 1 )

c) (2 + V31)2 

Solución
Para los tres casos, primero desarrollamos los paréntesis y simplificamos:

a) (3 + 2 Í ) ( 5 - 31) = 3 ( 5 - 3 1 ) +  21(5 - 3 1 )  = 1 6 - 9 1  + 101- 6(l2) = I5  + l- 6 ( - l )  = 21 -1-1

b) ( - H - 4 i' ) ( - 3 - 2 1 )  =  3 + 2 1 - 1 2 ; - 8 ( / e) =  11 -101

C) ¡3 + v'3i f  =  £  + 2 (2)(v'31) +  (v 3l) -  4 4- 4 v 31 +  3(1*) = 1 + 4

Ejem plo 31

Calcular:

S -  24 - 101 
a) 1 - 1
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Solución
Primero, multiplicamos y dividimos por el conjugado del denominador:

2 4 -1 0 ; ( -2 4 -1 0 ;)( l  + j ) 14 -34; 7  17
I - i (1 - 0 ( 1 + 0 2

3 — 2i (3 -2 ; 'j| -2 -3 ;) -12  -  5; 12 5
- 2  + 3; ( 2 + 3 ;) (—2 —3;) 13 13 13

Para el inciso c i , primero efectuamos el producto y luego la división aunque también 
es posible hacer primero la división y luego el producto):

. 4 +  f f3 5 í )J 4 +  j'X3 - 5 j' ) _ 17- 17J _  (1? — —Bj ) _ - 6 B Í _ 1 7 ,
2 +  2 ; 2  +  2 i 2 +  2 ;  (2 +  2 l ) ( 2 - 2 í )  3 2

E jem p lo  32

Simplificar:

a) í x -  3/}(jt + 3j)

b) [x  (2 + 3 i ) ] [ j r - ( 2 - S i J ]

Solución
Desarrollamos los paréntesis y simplificamos:

a) (x  — 3/)(x + 3i)= x a + 3xi 3jtí —9{¿®) = x'¿ + 9

b) [ j - ( 2  +  Si)][*- (2 -5 /) )=  x'¿ - ( 2  -3 j )z  - (2 +  Si} jt +  (2 + 0i)(2 -  Si)

=  x & — 2 x  +  Bjfi -  2 x  5 x ;  + 29  — x ¿ — 4 x  + 29

E jem p lo  33

Comprobar que 2 4 V3; y 2 V3j y son raíces del polinomios2 — 4sr + 7.

Solución

Primero, sustituimos x  = 2+ v'3; en el polinomio:

x 2 -  4x  + 7 = (2 + i -  4 (2 + V3j) I- 7 = 1 + 4v'3¡ -  8 -  4 V3; 4 7 = 0,
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por lo que sí es una raíz.

Luego, sustituimos x = 2 - V3i:

x ¿ -  4 *  + 1 = (3 -  v'3i )* -  4 ¡2  -  n'3j ) +  7 =  1 -  A'Isi -  8 +  4 v;3j +  7 =  0, por lo que com­

probamos que el conjugado también es una raíz.

E jercicios propuestos

En los ejercicios 52 a 56, comprueba que los números dados son soluciones de las 
ecuaciones dadas.

5 2 . * = 2 , * = - 3 ; * c + *  = 6 
5

5 3 . * = 2 , * = - ; 3 * ' -  11* + 10 = 0 
3

54.  x  =  3í , x  =  —3/, x2 +  9 = 0

55. x = x  = —5; Ex3 + 9* -  5

s e . - Í A
3/\3P \3

En los ejercicios 57 a 68. completa el cuadrado.

51. ** -  4* + £9

58. x* + 6* + 16

59. jí3 -  IQ x - 2

s o .  x 2 - [ | ' ; * + i

61. x2 -  3 * + 2

62. x2 -  \2x

63. - x 3 -  14* -  19

64. -Zx3 -  2x

65. -3*" + 4* -  1

66. 4*" -  20*+  17

67. e*5 + 16* + 4

68 . x 3 —  10* -  2

En los ejercicios 69 a 34, resuelve la ecuación cuadrática.

69.*" - 4 *  = 21
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70. f  = 7 -  6x

71. - 4 ^  -  24sr -  31 = 0

72. jsí3 = 2x + 6

73. 3^ + Ix  + 1 = 2^  + 13* -  24

74. : 2x — l 'P -  3 = 2 -i'jf + 21a

75. ,x +  l ;a + 1 = 8 - ¡ 2  -  x\z

79. 2x? -  16* + 33 = 0

80. x1-  I2 x +  3 8 - 0

81. *=- 10*+ 25 = 0
82. 4^  — Ax + 1 = 0

83. 9x> -  24* + 16 = 0

84. 9X2 -  42* + 49 = 0

En los ejercicios 85 a 95? realiza las operaciones indicadas con números complejos.

85. 2i:3 + 7/)

86. .2 -  5¿)(—2  f  4i)

37. (3 + 2/)(I -  3/: -  8 + 8í

83. i B + 4 í\
\a+6 il

77. ^  — 8* + 41 = 0
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94.

95.

i
J + 2 

2í  4
í + 8

- ( 2  + i ) ( 2 - 0

En los ejercicios 96 a 99, simplifica la expresión.

96. x—3f){x+3i

97. (x—¡2-Ai)) x -(2+ 4 /))

98. (jb- ¡4 + 7 i )) .v- i'4-7/1 i

99. Una empresa exporta x unidades de su producto a d  dólares, donde 
d = 1400 -  40x. Encuentra cuántas unidades debe exportar la compañía para ob­
tener ingresos mayores a $20000.

2.3  Otros tipos de ecuaciones ¡racionales, con radicales, 
con valores absolutos y reducíbles a cuadráticas

En esta sección se estudian algunos otros tipos de ecuaciones y su solución.
Ecuaciones racionales
Las ecuaciones racionales son ecuaciones donde aparecen uno o varios cocientes de po­
linomios. Por lo común, ia forma de resolverlas es multiplicar cada término de la igual­
dad por el mínimo común múltiplo de los denominadores. Esta acción transforma la 
ecuación en unadetipopolinomial. En este libro solo se trabaja con ecuaciones poimotni- 
nales, lineales o cuadráticas. Asimismo, es preciso no olvidar que al haber una división 
en una ecuación polinomíal, el denominador no puede ser cero, por lo que de entrada 
se descartan los valores donde se anulan el o los denominadores de la ecuación como 
posibles soluciones.

Ejem plo 34

Resolver la siguiente ecuación:

Solución
Como hay un cociente x  + 3 = 0; es decir, x  = - 3  no puede ser una solución. Entonces, 
multiplicamos cada lado de la ecuación por x  -+- 3 para eliminar el cociente:

1 -S x  
X + 3

= -4

1 5x 
X + 3

(.x  + 3) = - 4 ( x  + 3)=^l -5 jt  -  - 4 x  -  13
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Luego, pasamos los términos con la incógnita x  de un lado y los términos constantes 
del otro:

1 -  5x = -  4x 12 ^  x = 1 3 = : x  = 13

Para comprobar el resultado, podemos sustituir este valor en la ecuación original:

1 - S x  _  1-5(13) _  _ 6 4  _  4 
X + 3 13 + 3 16

Ejem plo 35

Resolver:
3*  _ i  = 5
2 X - 2  2

Solución
Dado que hay un cociente, el denominador no puede ser cero, por lo que 2x -  2 — 0; 
esto es, x — 1.

Igual que en el ejemplo anterior, primero multiplicamos cada término de la ecuación 
por 2x -  2 y  despejamos:

3jf ] (2x -2 )  = - Í 2 x  - 2 ) - > 3 x - l - S x - G ^ 3 x - G x — S - i - l - > - 2 x - - 4
Z x -2  2 2x - 2  2

Así, tenemos que la solución es x = 2.

Ejem plo 36

Resolverla ecuación:

a 4- ñ-K— 7 = g 
2 X - 3

Solución
Primero, restamos 2 a cada lado de la ecuación:

2 _l_ 6 x ^ 7  = 5 5 x _ 7  = 3
2x 3 2X - 3

q
Ahora, multiplicamos cada lado por £x -  3 ,recordando que x para que el deno­
minador no se anule:

1 = 3 ^ ^ — ^(2x 3) = 3(2X- 3 ) = ^ 6 x - 7 - 6 x  9
2 X - 3  2x - 3

Al restar 6x de cada lado obtenemos - 7  = - 9 ,  lo cual es absurdo y nos indica que la 
ecuación que nos ocupa no tiene solución..
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_ 5 _ 3=>_gW jf _ i)= 2*  5 (y —l)-3(^r-l)=!>3 — —5 - 3 ^  f 3 ^>3 =  - X  - 2  
x  1 x  j r - l '  ' x - l '  '  '

Ejem plo 37

Solución
En este caso, x — 1. Multiplicamos cada término de la igualdad por x —V.

Como se puede comprobar de esta ultima igualdad, es fácil observar que la solución 
es x = -5 .

Ejem plo 38

Solución
En primera instancia, multiplicamos cada término de la ecuación por x  -  1 con x = 1:

=$> 3x - 5 = x  1 -1  x  =5- - 5 =  - 2  =>■ 3jt =  3 =¥■ x  =  1

Pero sabemos que x = 1 no puede ser solución porque anula el denominador. Con­
cluimos que la ecuación no tiene solución.

Ejem plo 39

Resolver:

Solución
En este caso, x = I y x — 2. Primero multiplicamos cada término de la ecuación por 
x  -  11 x -  2 ), para eliminar los denominadores:

Resolver:

3¿r - 5 _   ̂ 1 + x 
x  — 1 ~ x - 1

=* 2 ( jr -2 )  + 3(a: —i!) =  [x  — Z) ¿X - 4  + 3 j f - 3  =  * í - 3 j f  + 2

=>0=.Xa 8¿f + 9
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Luego, aplicamos la fórmula general:

_  8 ±  Ve 4 -  4(1)(9) _ 8 ± V a 8 _ 8 ± 2 >/ 7 _ 1 ± ^  
2(1) 2 2

Ejem plo 40

Resolver:

3x  6
x'¿ + 3 *  -10

= -1

Solución
Primero, igualamos el denominador con cero para identificar los valores que x no 
puede tomar en la solución:

x 1 + 3.5T -  10 = 0 =s> (ir 4- S)(ü: -  2) = 0 =s> x  =  -5 , x  = 2 

Ahora, multiplicamos cada término de la ecuación por x 2 + 3;: -10 , x  = 5, x  = -2 :

-— 3“ ~ 6 =  - l= > -—  (**  + 3 ^ -1 0 ) = -\ [x z +  3 JÍ-1 0 )
tf2+3JST-1D ir2 + 3 * - 1 0

= }3x  - 6  =  - X * - 3 x  t 10=> X2 + Bx -16 =  0 

De esta manera, la fórmula general nos da:

„ _  -6  ± V 36- 4(1)(-16) _  -  6 ±  VlDO _  - 6 ± 1 0  _  ,  ± 5 
2 (1) 2 2

La última ecuación tiene dos soluciones:^ = - 8  y = 2; sin embargo, la ecuación ori­
ginal solo tiene una solución: x  = -6 ,  porque x = 2 anula e'l denominador.

E jem p lo  41

Resolver:

Z x - 6  1 _  2
^  -  5 *  - 6  x - 6  x +1

Solución
En primera instancia, notamos que:

x'A- 5 x - 6  = (x  6) (ir +  l)

Enseguida, igualamos los denominadores con cero;

X¿ - 5 x  6 = 0
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Lo cual nos dax  = 6 yjr = - 1 .  Estos son los valores de x  que no pueden ser soluciones.

Por último, multiplicamos cada término de la ecuación por (ir — 6 ¡¡x + 1) con x  = 6,
x =* - 1 :

2 X -  6 2x 6
X - B x  6 X - 6  X -1-1 x ¿- 5 x - 6

(JS- — 6)(jsr +1) + — — (x - 6 ) (x  + l)

x + 1

=>X = 7

Ejem plo 42

Resolver:

(x  6)(x + l J ^ 2 x  6 + X -rl = 2 x -1 2

í t  - 6

X - 4  JST +  1 X - 3

Solución
Para eliminar los denominadores, multiplicamos cada término de la ecuación por
ix -  4 1-.jf + 1 x -  3 con x  ^ 4t x ^  -1  y x ^ 3:

1
x  -  4 ir + 1 x  - 3  

3

- ± - ( x  -  4 ) (x + l) (x  - 3 ) - - ^ r ( x  4 )(x +1){x —3)
A i A I 1

=> 4ir" -  Sí: - 1 2 - x ¿ + 7x \2 = 3 x z 9x I 2 ^ 3 x 1- x  2 4 = 3 x z - 9 x - 1 2

=> Bir = 12

^ . *  = ^  =  3 
8 2

Ejem plo 43

Resolver:

+
x \ 2  x - 3  x  - x - 6

Solución

Nótese que ir2 -  x  -  6 = .x -  3: ,x -r 2),.por lo que x = 3 y x = - 2  no pueden ser solu­
ciones de la ecuación. Como en los otros casos, siempre eliminamos el denominador. 
Aquí, lo hacemos multiplicando cada término de la ecuación por x — 3 )(x +  2 ; :

—-— + —-— = —3x + 1 => —-— (jt—3 )(if+ 2 )+ ——  (x -3 ) { jr  +2)
x  + 2 x - 3  x — x -  B jt+ 2^  ' 7 x - 3

3X + 1 
X* - X  - 6

(ir -3)(x-|-2)=i-X -3 + 2 (x + 2 ) = 3x + l=í> 3ir + 1 = 3x  +1
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Esto es una identidad que se cumple para cualquier número real jí, asi que la solución 
consiste en cualquier número real distinto de 3 y -2 .

Ejem plo 44

Si se tiene un rectángulo tal que al dividirlo en un cuadrado más un rectángulo más 
pequeño, el rectángulo más pequeño y el original tienen la misma proporción entre 
sus lados, esta proporción se conoce como la razón áurea. Dicha proporción se utiliza 
en muchas aplicaciones estéticas desde la antigüedad (por ejemplo, se dice que los 
primeras griegos ya la utilizaban). La razón áurea puede obtenerse si se considera un 
rectángulo de lados 1 y x. Entonces, el rectángulo más pequeño tiene lados 1 -  x  y x, 
por lo que las proporciones nos llevan a la siguiente ecuación:

x  1 - ; í
___________________  T  “  x

X

x  1 — X

Figura 2.2

La solución positiva de esta ecuación se conoce como el número de oro. Encontrar 
este número.

Solución
Primero, multiplicamos la ecuación por x, y pasamos los términos del lado izquierdo:

X 4 X i „ a , , *
— = --------  =:■ X  = í ~  X  => X d +  X  - 1  =  0
1 X

Acto seguido, aplicamos la fórmula general:

_  - l i J s  
2 2

Pero solo tomamos la respuesta positiva, asi que

X  =  ! ±  é  ^{>.6180339887

La razón áurea es el recíproco de este número que obtuvimos:

Razón áurea = ------------ = —1+- ^  = 1.6180339BB
- 1 + Vb 2 

2
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La máquina A puede realisar un trabajo en un periodo de dos horas menos que la 
máquina B. Juntas ambas máquinas, pueden realisar el mismo trabajo en tres horas. 
Determinar cuánto tiempo le lleva a cada máquina terminar un trabajo.

Solución

Sea í espresado en horas:, el tiempo que le toma realizar el trabajo a la máquina A. 
Entonces, f + 2 es el tiempo que le toma realizar el mismo trabajo a la máquina B.

De esta manera, la máquina A realiza un trabajo en t horas =>■ - trabajo por hora.

En tanto, la máquina P realiza un trabajo en í + 2 horas ^  ^   ̂ trabajo por hora. 

Como ambas máquinas requieren tres horas para completar un trabajo, tenemos:

- ]3  + f— U  =  1

Ejem plo 45

Esta ecuación tiene dos soluciones: t = 2 -  \ W y  t = 2 f  VlO . Por tanto, la máquina A 
realiza el trabajo en aproximadamente 5.16 horas y la máquina B en 7.16 horas.

Ecuaciones con radicales
Como su nombre lo indica, estas ecuaciones contienen una o más raíces i casi siempre 
raíces cuadradas! de la incógnita. La forma más común de resolverlas es elevando a la 
potencia de la raíz para eliminaría; no obstante, hay que recordar que al elevar al cua­
drado pueden aparecer “soluciones extrañas" por lo que es indispensable comprobar las 
posibles soluciones, para asegurarnos de que en realidad lo son.

Ejem plo 46

Resolver la siguiente ecuación:

8  -  \J2x —  3 =  6

Solución

Primero, despejamos el radical. Así que sumamos -Jzx — 3 a cada lado de la igualdad: 

8-\¡Zx 3 = 6=>B=^6 + s¡2x 3 => 2 = VS-JT -  3 

Luego, elevamos al cuadrado cada lado de la ecuación:

2 =  Z X  - 3 22 =  jV lz  - 3 f  => 4 =  Z X  —3  => X  -  -
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Ahora. sustituimos el valor que encontramos, para asegurarnos de que en realidad es 
la solución:

8 V aí - 3 = 8 -  yjZ[ J  j -  3 = 8 -  v'4 = 8 -  2 = I 

Así que la solución es:

x  = l  
2

E jem p lo  47

Resolverla siguiente ecuación:

4 * + s = 4 zx  -  i

Solución
Primero, elevamos al cuadrado cada lado de la igualdad:

í4 x  + 5) = ¡^3x  - 1 !  =¡> x + 5 = 3x  - 1 =t- x  = 3

Ahora, comprobamos sustituyendo este valor en la ecuación original:

v T T e  = ^3x~-1 =*■ \'3 + 5 =  ;^3(3) -  1 =*'¿8=  v'B

E jem p lo  48

Resolverla ecuación:

v 'jf -3  =  ijzx- + 1 - 2

Solución
Como siempre, primero elevamos al cuadrado cada lado de la ecuación:

(vjt -  3 J2 = (4 zx  +1 - =>■ x - 3 = (V2Í + I  j3 - i4 z x  + 1 + 4

=*■ X 3 = 2x + 5 A'ÍZx + 1 =¡> 44 Zx  + 1 =  X 8 

Enseguida, nuevamente elevamos al cuadrado cada lado de la ecuación:

= (x  + 8)a =+ 32x +16 = + 16^ + 64 = -t 43 = 0

Podemos factorizar esta ultima ecuación con facilidad:

X2 - 1BX +43 = (jr - 4 ) ( j t  - 1 2 ) =  0^> X -  4, X = 1 2
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Siempre debemos comprobar las soluciones en la ecuación original:

* Para x  = 4:

v'4 -  3 = >/2(4) + l  -2=> y / í - f / 9 - 2 ^ ^ 1

Por lo que sí es solución.

* Parax = 12:

Vi2 — 3 =^2(12) + 1+ 2 =► Vs'-^VÜ -2 =>3 = 3 

Así que también es solución.

E jem p lo  49

Resolver la ecuación:

■Jx"+8 =  \!2 x  - 1  +  2

Solución
Primero, elevamos al cuadrado cada lado de la ecuación:

(\lx +8)* -  (7 2 jt - 1  + 2)* => x +8 = 2 x - l f 4 V 2 x  1+ 4

Luego, despejamos el radical y elevamos nuevamente al cuadrado cada lado de la 
igualdad:

- x  + 5 = 4^ 2x  - ! = > { - x  +  5.)* = (4>./2 x ^ l)¿ x* -  lO x +25 -  32x -  16 

^ X 2 -4 2 X + 4 1  =  0

Para resolver esta última ecuación cuadrática, podemos utilizar la fórmula general o 
factorizar. Así:

x 2 -  42x  + 41 = ( x - l ) ( x - 4 l )  = 0

Cualquiera de estos caminos í la fórmula general o la factorización nos conduce a las 
soluciones x  -  1 y x -  4 3. Sin embargo, no hay dos soluciones de la ecuación original, 
ya que al sustituir en la misma tenemos:

* Si x  =  1 =+ v'H- 8 =  -v/2(l) 1 +- 2 =¡> v'9 y  \.''l + 2 3 -  3 , entonces sí es solución.

* Si x  — 41 => v''41+ 3 = 1/2(41) — 1 + 2 => V+9 = Val + 2^- 7 = 11, entonces no es 
solución,

Asj que 1a ecuación original solo tiene una solución:

X = 1
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Ejem plo 50

Resolverla ecuación:

V5jt - 2  = \<2x —3 + 1

Solución
En primera instancia, despejamos un radical y elevamos cada lado de la igualdad al 
cuadrado:

'Jsx -  2 =  s fflx - 3 + 1 =;■ ( - 2 ) =  i^fzx -  3 +

=>■ 5;í - 2 =|2x  - 3  + Z^X  - 3  + I 

Enseguida, despejamos el radical y nuevamente elevamos al cuadrado cada lado:

5 x  2  =  2 x - 3  +  2 ^ 2 x  3 + 1^- 3 *  = 2 ^ 2 7 ^ 3  => ( 3 * f  = ( 2 V 2 ^ 3  f  => 9 x ' ¿  = 8 j r - 1 2

= + 9 s *-8 *+ 1 2 = 0

Esta última ecuación no tiene soluciones reales, ya que su discriminante 
A = 32 -  4  9' 121 = -386 , es negativo. Por tanto, la ecuación original no tiene solucio­
nes reales.

Ejem plo 51

Resolverla ecuación:

2 1 
V:r+1 * 1 1

Solución

Primero, multiplicam.os cada lado de la ecuación por (x 1) 4 x  + l :

. 2 = ^ — =» 2 ( x - l)v'jr +1 =  — —̂fjt -1) Vjt +1 =* 2 *  -  2 = v'í: + 1
x - i  v 7 + I v * - r

Enseguida, elevamos al cuadrado cada lado de la igualdad:

( 2 j  - 2 ) ¿ =? {^ix  +  lj  =í> 4^* - - 3 ^  +  4 =  ,Y+l=> 4JT2 -  9¿: + 3  =  0

Luego, aplicamos la fórmula general:

„ 9 ±  \¡81 - 4(4)(3) 9 + V33
*  —---------- TT"̂ — —----------2(4) 8
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Ahora, verificamos si los valores obtenidos son soluciones de la ecuación original: 

9 +  V33 2Si x
8 •¿339+ v33

8
+ 1

Í9 + V33
--'-=>

1
l s

=> 1.1361- 1.1361

por lo que sí es solución,

9-v/33 2Si x = ■
3 v'339 -  v33

3
+ 1

9 -  V33
=>3.597 = -0.71077

8
- 1

por lo que no es solución.

De esta manera, la ecuación original solo tiene una solución:

9+ s/Í3x =

Ejem plo 52

Resolver la ecuación:

?jx3- x  + 2  = x +1

Solución
En este caso, para eliminar el radical, primero elevamos al cubo cada lado de la 
ecuación:

-  x + 2) = (x + l f  =*■ x* - x  h2= x* + 3x'¿ + 3 x + l

Luego, pasamos todos ios términos de un lado:

0 = Zx2 + 4jst -  1 

Enseguida, utilizamos la fórmula general:

_v _  -4 (3 )(- l)  _  -  4 ¿  v'28 _ - -2±v/7
2(3) 6 3

Por último, comprobamos:

- 2 -V ?  J f - . j i ._ V if  - 2 - V 7  in  - 2 -V 7
+  2 = + 1 => -0.54858 -  -  0.54858

por lo que sí es solución.
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Si *  = 2 h ^ 7  J ' - 2 +  v'V
3

-

+CS31

_L_ Q

+M
|

3 * \ 3 . l 3
1 -

. 3
H-1 => 1.2153 - 1.2153

por lo que también es solución.

Ecuaciones con valor absoluto
Sea ¿7 un número real, su valor absoluto, id, se define como:

a  =
a si a  > 0 

—a s¡ a  <  0

Esto significa que el valor absoluto de un número positivo es igual al número y que el 
valor absoluto de un número negativo es menos el número y, por tanto, es positivo. Al­

gunos ejemplos son: |12| =  12, |—2| =  —(—2) =  2 ,| —7.3| =  7.3, |0|=0, V2 = —V2 = V 2. 

Las propiedades de valor absoluto son:

* > 0

• |aj = 0 , siysolosi a  =  0

. |d=j—a|

* i«Éi=ldid

a
= — , siempre que b^ O

• | ¿tí —a

La última propiedad es el cuadrado del valor absoluto de un número y es igual al cua­
drado del número, así que elevar al cuadrado, elimina el valor absoluto. Esto permite 
resolver algunas ecuaciones.

El valor absoluto dé un número mide la distancia del número al origen. Como se trata 
de una distancia, el valor absoluto siempre es positivo para un número distinto de cero.

\ a \

— a
Figura 2.3
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El valor absoluto de la diferencia de dos números, \a—b\, representa la distancia en la 
recta numérica entre estos números.

\ti—b\

Figura 2,4

Lo anterior significa que una ecuación, como |*J =  3, tiene dos soluciones: x =  3 y

x = - 3 .  dado que\x\ =  3 se interpreta como los números x cuya distancia al origen es 3, 
En general, se tiene que:

|x| =  ¿, b > 0 = > x = ± b  (1 )

Como se puede observar, b debe ser mayor o igual que cero, porque el valor absoluto 
siempre es mayor o igual que cero. También es importante hacer notar que, en general, 
se tienen dos soluciones i solo se tiene una solución sí b O).

A continuación se presentan algunos ejemplos.

Ejem plo 53

Resolver la ecuación:

I* _ 3 i=  4

Solución
Como sabemos, existen dos formas de resolver esta ecuación. La primera, directa­
mente de (1 1, nos da:

\x -3] = 4 ^  ¿r —3 =  ±  4

Con el signo +: JÉ- 3  =  +  4 =>■ x  =  7

Ahora, con el signo menos: x  3 ^ - 4  x  = -1

Así. tenemos las dos soluciones:
x  = 7 y x  = - 1

La segunda forma de resolver esta ecuación es elevar al cuadrado cada lado de la 
ecuación. Asi tenemos:

[* -3 f -  42 [ X - 3 ) ¿ = 4¡ => X¿ - 6X + 9 = 16=> x'¿ -  6x - 7  = 0

La factorización de esta ultima ecuación cuadrática resulta fácil recuérdese que tam­
bién podemos utilizar la fórmula general i:

x 2 -  S x -  7 = -X+ l ) (x — 7) -  0
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Lo que nos conduce a las soluciones:

x = - l y x  = 7

Como siempre, cuando comprobamos, sustituimos en la ecuación original y debemos 
obtener una identidad:

* Si x  = -  i, |-1 - 3| = |-4| =  4

* Si x  = 7, ¡7 - 3| = ;4| = 4

Ejem plo 54

Resolverla ecuación:

8 - 3  \2x + 1| = 1

Solución
Primero, despejamos el valor absoluto:

8 3|2js: + 11 = 1=5-8 - 1 = 3|2JT t-l|=S>|2AT + lj = “
3

Ahora, utilizamos la ecuación i 1), o también podemos elevar al cuadrado y resolver la 
ecuación cuadrática resultante:

|2jt +11= -  =*2x  +1 = -  o Zx + 1=  --=*■ ¿r = - -
3 3 3 3 3

Por último, comprobamos en la ecuación original:

Si x = - = > 8 - 3 2 | -  
3

Si *  = —5 =í>B—32Í —-| + lj = 8 —3hJ
= 3 - 3 | - | =  8 - 7  =  1

-| = 8 -  3 í—| = 8 - 7  = 1

Ejem plo 55

Resolver la ecuación:

[Sjs: -  S| =  - 2

Solución
La ecuación no tiene solución, puesto que el valor absoluto siempre es mayor o igual 
que cero, y no puede ser igual a un numero negativo, como es el caso de -2 .

Como se puede observar en este ejemplo, si elevamos ai cuadrada cada lado de la 
ecuación obtenemos una ecuación cuadrática con dos soluciones:
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\5x -  8|' = (-S tf => 25* 2 -  30* + 64 = 4 =4- 25x2 -  80* t 60 = O

z  _  8D ±  v'80a -  4 (25)(60) _  80 ±  20 . x  = 2 ¡ x _ $  
2{25) 50 ' 5

No obstante, ninguno de estos valores es una solución de la ecuación: 

* S i *  = 2, ¡5(2)—8j = 2 ~ -2

Si *  = - , 
5

8 = 2 *  - 2

Ejem plo 56

Resolver la ecuación:

|4-3*[ =  *  -1

Solución
Dado que *  -  1 es igual a un valor absoluto, este debe ser mayor o igual que cero, por 
lo que las soluciones deben ser mayores o iguales a 1: *  1 > 0 => *  > 1. Esto significa
que de las soluciones que obtengamos, solo consideraremos aquellas que son mayores 
o iguales a 1,

De esta manera, primero elevamos al cuadrado cada lado de la ecuación, para elimi­
nar el valor absoluto:

|4 3 * f  = ( * —l)a =>(4 3 x f  = ( *  - i f  =*16 24* +  9 * 2 — * a 2 * +1

3 * a -  22* -+ 15 -  0 =? * 22±^22^ — 4(B)(15) 3 2 ± 2  ;; _  3 ^ = 5
2(8) 2(8) 2 ' 4

Como podemos observar, las soluciones obtenidas son mayores que 1. 

Ahora, realizamos la comprobación.

íL J L  ^  i  _  jl 
2\ 2 2 2

* Si *  = —, A M2 la / 2

* Si *  = —, 4 - 3 Í » )
4 \AÍ 4

I
4

Ejem plo 57

Resolver la ecuación:

!* -3| = *  — 4
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Solución
Las soluciones deben cumplir que x  -  4 > 0, ya que esta expresión es igual a un valor 
absoluto. Primero elevamos al cuadrado cada lado de ia ecuación:

|x-3|a =  ( x - 4 ) " ^ ( x - 3 f  = (*  - 4)a ^ - x 2 - 6 x + 9 - x a - 3 x + 1 6 = > x  =  *

Este valor no es una solución, porque de antemano sabemos que las soluciones de­
ben ser mayores o iguales a 4. Esto también se obtiene si comprobamos:

2 2 2
Por tanto, concluimos que la ecuación no tiene solución.

• Si x -  7 =+ 1 - 3 = ? - 4 ^ 1
2 2 2 2

lo que es un absurdo.

Ejem plo 58

Resolver la siguiente ecuación:

X -l| = 2 + |x -4|

Solución
En este caso, primero elevamos ai cuadrado cada lado de la ecuación, para eliminar 
un valor absoluto.

|jt - l f  =  (2+|x -4 j)a = + ( x - l f  = 4 + 4 x-4|  + {x - 4 ) a

- 2 x  + l - 4 + 4 | x  -4]+ X* - 8 x  f  16=> 6x I9 = 4|x + 2| (2)

Luego, elevamos nuevamente al cuadrado cada lado de la ecuación:

(GX - 19)S = (4 Jr  +  2|)*=^36xa 228X + 3 6 1 - 16X2-1 2 8 X +256 => 20xa 100 + 1 0 5 -0  

Con la fórmula general, obtenemos:

2  2

Como siempre debemos comprobar si son soluciones de la ecuación original:

* Si x - - , = >  
2

7 ,
que x  -  -  si es solución.

2

*-l| = 2 + 1 - 4 =t> 5 = 2 + _ l l
2 2 2 2!

5
2

* Si x  = -  => 3 - 1 = 2 + 3 - 4 => 1 = 2 + \
2 2 2 2 Z

-  =  2 + -  =* -1- = -  esto es un ab­

surdo, por lo que x -  no es solución.
2
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o
También es posible descartar x  — — como solución, porque la ecuación (3) requiere

2

7que 6 x -  19 > 0, lo cual no se cumple con este valor, pero si se cumple con x  =  — .

Ecuaciones que se reducen a ecuaciones cuadráticas
Hasta aquí ya se han visto algunos ejemplos de ecuaciones racionales, ecuaciones con ra­
dicales y ecuaciones con valor absoluto; no obstante, existen otras ecuaciones en donde 
una sustitución de la variable original lleva a una ecuación cuadrática que se resuelve y 
luego se reinterpreta en términos de la variable original.

Veamos algunos ejemplos.

E jem p lo  59

Resolver la ecuación:

Solución
En este acaso, primero podemos reducir a una ecuación cuadrática si hacemos z =  x\ 
Nótese que z2 = x z ¡3 = x4 y. por tanto:

x A —1 x ¿ -1 8  =  z 2 - 7 z - 1 8

Así que la nueva ecuación que tenemos que resolver es la cuadrática:

z * - 7 z - 18 = 0

Como podemos observar, esta es fácil factorízar .0 también es posible utilizar la 
fórmula general i:

Dado que z es positivo, por ser un número al cuadrado z — x21, descartamos la se­
gunda solución. Por tanto, z =  9 0 ^ = 9 ,  lo que nos lleva a las soluciones reales x  = 3, 
x = — 3 de la ecuación original.

Ahora, comprobamos:

En este punto, es importante hacer la observación de que solo encontramos las solu­
ciones reales. Pero, si se utiliza z = - 2  se obtienen dos soluciones complejas.

Xa - l x ¿ —18 = 0

Z¿ -  1Z I8  =  (z -9 )(z  f  2) = 0 =>z = 9, B = - 2

• Si X = 3 ^  Xa 7x ¿ 18 = 3a 7(3)" -  18 = 8 1 -6 3  18 = 0

* Sí X =  -3=> Xa- l x £ 18 =  (-3)* —7(—3 )*-1 8  = 3 1 -6 3  13 = 0
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Ejem plo 60

Resolverla ecuación:

- 6 x a -1 6  = 0

Solución

Dado que x e= {x 3)2, sustituimos z = x 3:

x* 6 ^ - 1 6  = z2 - 6 z -1 6  = 0

La ecuación en la variable z tiene dos soluciones: z = 8 y z = 
cidas en términos de x, nos dan las ecuaciones x 1 = 3 y x 3 = 
soluciones:

x = 2 y x  = -Vá

-2, las cuales, tradu- 
-2: y estas tienen las

Ejem plo 61

Resolverla ecuación:
2 1 

p 3 . | O  n m 3X3 + 2 x 3 24 = 0
Solución

i £
En este caso, conviene sustituir z = x 3, asi que z2 = x 3:

i 1
x 3 + 2 x 3 - 24 = z2 + 2z -2 4  = (z +  6)(z -- 4) = 0

De esta manera, las soluciones son: z = - 6  y z = 4.
1

El primero de estos valores nos da la ecuación x 3 = 6 , la cual se resuelve elevando
i

cada lado de la igualdad al cubo: =  (-6 )d => x  = -2 1 6

El segundo valor nos lleva a la ecuación x 3 = 4 , la cual, al elevar al cubo, nos da: 
x  = 64.

Ejem plo 62

Resolver la ecuación:

6x -  5\̂ X 4 - 0

Solución
Una posibilidad para resolver esta ecuación es despejar el radical, elevar al cuadrado 
y resolver la cuadrática correspondiente, tal como lo vimos en la sección de ecuacio­
nes con radicales. Asimismo, también es posible reconocer esta ecuación como una
cuadrática si hacemos z  = / r , así que x = z 2 y la ecuación es:
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Bx — 5\ x - 4 = 0 => Bz¿ - 5z -  4 = 0 

Cuyas soluciones se encuentran ya sea por íactorización o por fórmula general:

z =  - y z = - ~
3 a

En este caso, no consideramos la raíz negativa porque z = %j~x >0.

Así pues, para la raíz positiva tenemos:

z = 4 ^ = *
3

Esto implica que:

9

Ahora, comprobamos al sustituir en la ecuación original:

Si x  = — , entonces 6 í--'| s j ^  4 = —  -  5 j - 1 4 = 0.
9 \ 9 / \ 9 3 \3/

Ejem plo 63

Resolver la ecuación:

X a + I X ' 1 412 = 0

Solución
En este caso, es conveniente hacer z = x  con lo cual ía ecuación es:

zL + lz  +12 = 0

Como podemos observar, es fácil obtener que z = - 4 y z = - 3 .  Como z — x 
entonces tenemos las ecuaciones:

— =  - 4. la cual nos lleva a x -  -  y - - - - -  3. de la cual tenemos que x  = - - 1. 
x  4 x  3
Existe otra forma de resolver esta ecuación:

I

x “ + 7x É+12 = — + - + 1 2  = 0
X ¿ X

Esto es, si multiplicamos por x z obtenemos la ecuación:

1 + 7^+ 12x2 = 0

Cuyas soluciones son las que habíamos encontrado: x -  ^ y x -  ^ .

La comprobación se deja al lector (véase el ejercicio 103).
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E jercicio s propuestos

En los ejercicios 100 a 107, verifica que los valores dados son soluciones de las ecua­
ciones dadas.

100. x  = 2 ,x  = - 3 ;  x z + x  = 6.

101. x =2, x  = - ;  3 j r * - l l *  +10 = 0
3

102. x =  ~ ; - >,Jf - = 6
4 x  - 2

103. x = - -  y x = - - ; x  + 7X ^ Í B - O
4 3

a i
104. Jy = 6 4 , ^ 3 + 2 ^ 3 - 2 4  =  0

I \(f + 3)

10Z. = 2, Ly -1  + ¡3 x = 2

En los ejercicios 108 a 121, resuelve la ecuación racional.

108. -^ ± L  =  S
2x  + 1

109. i  +  —  - =1
X X —2

110. —  - 3 =  1
X£ + 5JY - 2

111. - £ -  + l = - 1

112.

X -  1 X + 5

3x  - 5 _  2
2 3X - 5

113. —--------  - X * + \
XJ + 2X¿ + X - 4

114. = . 2
2 *  + l
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115. 3 * a ~ *  — *  = J¡ +1 
3 *  - 4

116 . - a r a + t o + 4 a = ,  6
ZX + 1

111. 1------Ax 1
5jst-1  5 * - !

118. + 3 =  4
x 2+ 1 2 ^  + 2

119. x = ^ ^ -
x

120. Determina las longitudes de un rectángulo cuya área es 300 cm2 y su largo en 
centímetros es 3 cm más que su ancho.

121. Encuentra la base y altura de un triángulo si su área es de 55 cm- y la altura es 
2 cm mayor que su base.

En los ejercicios 122 a 132, resuelve la ecuación con radicales.

122. s/(Zx  + 7) = 3

123. <J[Z-x) = 4

124. 2 = 5
yio x

125. \ZZx 5 =  x

126. ^ ( 9 - Z x )  -  3;-:

127. Z - y X  -+-3 = X

128. \¡x -f-Z — 2 -^ [x + A

129. J x  - Z + \ :4 - x  = 2

130. 4 x i - Z  = x - Z

131. + X 2 - 3x  +1 = x  H-l

132. —Á— - 2  
\1X - 3
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En los ejercicios 133 a 145, resuelve la ecuación con valor absoluto.

133. jx -3 ]  =  2

134. \Z-4x\ = 8

135. Z -3| 2jf+ B¡ = -4

136. — 3—  = 4 
\x -10|

137. 4 - 2|lOJf — lf = 11

138. \2x-l\ = \x +3|

139. |x + 5| = |¿r-3

140. jíT + 2] — Z\x — ij = 1

141. |3-3¿rj-|;r+ l j= 2

142. —  =  'x+]\
*  + 3:

143.
\ZX -|-lj

\ 3 - x  |6jt + 7¡

144. j3 -.*[ =  *

145. \2x + l\=x + 2

E u Igs ejercicios 146 a 151, resuelve la ecuación teducible a cuadrática.

146. É* +13jí2 + 36 = 0
3. I

147. jr3 + 7 jr3 - 1 8  = 0

148. Xa + 1 9 ^ - 3 1 6  = 0

149. * - * - 1 3 ^ + 4 2  =  0

150. - J — =
X - 1  X + 4

151. X 1 - 4 x  2 - 4 S  =  D
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2 .4  D e s ig u a ld a d e s  e in te r v a lo s  
Desigualdades e intervalos
El primer capítulo presentó temas del conjunto de números positivos R " y de desigual­
dades. Como se vio en ese capítulo, a <  b  (que se lee: “a  es menor que b"), también se 
puede representar como b >  a, si b —a  >  0. Asimismo, en el capítulo también se men­
cionó que los números reales se pueden representar con la recta numérica. En particular, 
si a  <  b, significa que en la recta numérica el número a está a la izquierda del numero b 
(véase la figura 2,5).

< |------------------------------------------- 1------- >
a  b

Figura 2,5

La desigualdad x <  b representa todos los números reales que son menores que b; esto 
es, los números que están a la izquierda de b  en la recta numérica (véase la figura 2.6), 
Estos números se representan mediante un intervalo abierto  (—o g , b ) .

b
---------------------------------o -  —

Figura 2,6

Como se observa en este intervalo, la desigualdad es estricta, por lo que el número b 
no está incluido. De esta manera, la recta se dibuja con un círculo vacío. Para que b se 
incluya, la desigualdad debe ser menor o igual: x < b, lo cual se denota con el intervalo

cerrado por la derecha (—oo, b] y este conjunto se dibuja en la recta numérica con un 
círculo lleno i véase la figura 2.7).

b

 •

Figura 2.7

Es importante destacar que existen varios tipos de intervalos, los cuales se describen a 
continuación.

• (—oo, b) =  [x  | x < b )  Intervalo infinito izquierdo abierto.

b

---------------------------------O----------------

Figura 2,8



* (—ño,; b\= \ x\ x< b} Intervalo infinito izquierdo cerrado,

b
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Figura 2.9

• (a rQo) =  {x \ a < x }  Intervalo infinito derecho abierto.

a
 o ---------------------------

Figura 2.10

* [a, oo)=  | a <  * }  Intervalo infinito derecho cerrado.

Figura 2,11

(a, b) =  { *  ¡ a  < x <  b } Intervalo (finito: abierto.

a b
o - - - - - - - - - o -

F i gura 2.12

[Á, $ ]— (x  | a < x < b ]  Intervalo ; finito i cerrado.

a b
• ------------ •

Figura 2.13

(a, b\= [x \ a < x < b )  Intervalo ' finito) abierto por la izquierda y cerrado por la 
derecha,

a b
------------------O ------------- # ------------------

Figura 2.14

[a, b )= \ x  \ a < x < b }  Intervalo i finito cerrado por la izquierda y abierto por la 
derecha.

a b
 ♦  O------------------Figura 2,15
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En general, los intervalos representan números entre sus extremos y pueden incluir o no 
sus extremos, dependiendo, respectivamente, de si son intervalos cerrados o abiertos. 
Cuando no se incluyen los extremos, el intervalo se denota con paréntesis, mientras 
que cuando los extremos sí se incluyen se denota con corchetes cuadrados. Cuando el 
intervalo es infinito, oc y — oc, siempre se representa con paréntesis redondo, esto se 
debe a que estos símbolos no son números.

E jem p lo  64

Describir y dibujar los siguientes intervalos:

a) (1,4)

b) 4, d o )

c) ( - 00, 1)
d) í—oo. l) u (1, 4) u [4, :oo)

Solución
a) Este intervalo es abierto, por lo que no incluye sus extremos, y consiste en los 

números que están entre sus extremos 1 y 4:

(1 4) = { x ] l <X  < 4]

1 4
O------o

Figura 2,16

b) Este intervalo representa a los números que son mayores o iguales que 4, inclu­
yendo al 4 mismo:

4, cxj)= {x|4 < x  |

4

Figura 2.17

c) En este caso, se trata de un intervalo abierto, por lo que el extremo no se incluye. 
Esto es, se trata de los números menores : a la izquierda. que 1:

(-oo, 1) = Jxjx <1}

1
------------------------------------ O ------------------

Figura 2.18
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d) La unión de los tres intervalos anteriores corresponde a todos los números neales: 
a excepción del 1:

(—□o, 1)U(1, 4 )L)[4, oo) = M — jl)

1
---------------------------o ---------------------------

Figura 2.19

E jem p lo  65

Identificar el o los intervalos en la gráfica y representarlo! s ¡ como un conjunto.

4  ------------------¿ -----------------------------------

Figura 2.20

b) ' 1 3
----------------o -------------• ---------------

Figura 2.21

0 2 6 
c >  •  ♦  o ----------------

Figura 2.22

Solución
a} Un número x a la derecha de - 5 .  incluyendo al -5 . se expresa por x > - 5  o 

- 5  < x, por lo que este intervalo es _ -5, oo) -  \ x \x > -5 } .

b} Este intervalo representa los números entre - 1  y 3? sin incluir el — 1, pero inclu­
yendo el 3. Un número x  con estas características está a la derecha de - 1  y a la 
izquierda de 3, por lo que cumple las desigualdades: - 1  <  x < 3, La gráfica repre­
senta el intervalo ( 1, 3] -  {x 1 < x  < 3 ).

c) En este caso, se requiere la unión de dos intervalos para expresar la gráfica. 
Para la parte izquierda, el intervalo son los números menores o iguales a cero:

o] = {.y x 0 ) . La parte derecha de la graflca representa los números entre 

2 y 6. incluido el 2, pero no el 6: [3, 6) == {y ]2 < x  <  6}. El conjunto representado en 

la gráfica es la unión de estos intervalos: ( - o o ,  0] u [3, 6).
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Encontrar y dibujar el conjunto dado:

a) [-U ]u (7 ,o o )

b) [1, 9)n[4.™ )

Ejem plo 66

C) ( - O O ,  8 ] n { 3 ,  oo)

d )  ( - 6 ,  - 3 ] ü [ - 3 f 0 ] u ( D , 7 ]

Solución
a) Esta unión representa los números entre - 1 y 1, incluidos los extremos 1 y - 1 ,  

más el conjunto de los números a la derecha de 7:
- 1  1 7

 ♦  •  O------------

Figura 2,23

b) Esta intersección expresa los números entre 1 y 9, incluido el 1, que además están 
a la derecha de 4, lo que nos lleva a los números entre 4 y 9, incluido el 4 pero no 
el 9:

[l, 9)n[4, oo) = [4, 9)

+ -
4 9

-o
■o-

9
Figura 2,24

c) En este caso, la intersección representa los números que simultáneamente están a 
la izquierda de 8. incluyendo eL 8, y a la derecha de 2, sin incluir el 2:

(—oo, Bj fl(2, od M M

o-
2

o-
2

Figura 2,23
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d) Este conjunto representa los números entre - 6  y -3 , más los números entre 
- 3  y D, más los números entre 0 y 7. Como podemos observar. -3 ,  0 y 7 sí se in­
cluyen, solo - 6  no se incluye:

(-6 , -3 ] lJ ¡-3 . D]u(0, 7] =  (—6, 7]

- 6 - 3 0  7
O------------ # -----------* ----------- *

Figura 2.26

R eso lu c ió n  d e  d e sig u a ld a d es
Las desigualdades tienen las siguientes propiedades que permitirán resolverlas.

L $i a  <  b y  c  e R  => & 4- c <  b  + c (si se suma la misma cantidad a cada lado de una 
desigualdad, esta no se altera:,

II. Si a <  b  y c elR => a  — c <  b — c isi se resta la misma cantidad a cada lado de una 
desigualdad, esta no se altera!.

III.

a) Si a <  b  y c >  0 => ac <  be (si se multiplica por la misma cantidad positiva a cada 
lado de una desigualdad, esta no se altera).

b) Si a  <  b y c <  0 => ac >  be  (si se multiplica por la misma cantidad negativa a cada 
lado de una desigualdad, esta se invierte 1,

IV.

a) Si a  <  b  y c >  0 ==> — < — 1 si se divide entre la misma cantidad positiva a cada
c c

lado de una desigualdad, esta no se altera!.

b) S i r t < i y c < 0 : = > — > — (si se divide entre la misma cantidad negativa a cada
c c

lado de una desigualdad, esta se invierte).

Las propiedades anteriores siguen siendo válidas si el símbolo <  se cambia por <.

Aquí es posible advertir que las primeras dos propiedades y los incisos a de las segundas 
dos propiedades, son las mismas que las de las ecuaciones. Por otro lado, los incisos b 
de 111 y IV, indican que hay que tener cuidado al multiplicar o al dividir una desigualdad 
por un número negativo. En resumen, para resolver una desigualdad se trata de la mis­
ma forma que al resolver una ecuación, solo que al multiplicar o dividir por un número 
negativo, la desigualdad cambia de sentido.



Capítulo 2 * Ecuaciones y desigualdades 1 0 3

Adelanto se ve cómo resolver desigualdades de varios tipos: lineales, cuadráticas, racio­
nales y con valor absoluto.

D esigualdades lineales
Estas son de la misma forma que una ecuación lineal, donde aparecen polinomios de 
grado 1( pero con alguno de estos símbolos < , <, >  o >, en lugar del signo =  de una 
ecuación. Las desigualdades también se conocen como inecuaciones.

El objetivo de resolver una desigualdad lineal siempre es despejar la variable, al sumar 
y/o restar y/o multiplicar y/o dividir cada lado de la desigualdad por la misma cantidad. 
La solución de una desigualdad lineal, a diferencia de una ecuación lineal, no consiste 
en un valor, sino en un conjunto con una infinidad de valores que representamos con un 
intervalo.

E jem p lo  67

Resolver la siguiente desigualdad:

2x — 4 >  8

Solución
Para la resolución de esta desigualdad, pensemos como si se tratara de la siguiente 
ecuación: 2x -  4 = 6, pero conservamos el signo de desigualdad, >, a menos que mul­
tipliquemos o dividamos por un número negativo. Sí este es el caso, la desigualdad 
debe invertirse.

Ahora, si la comparamos con la ecuación 2x — 4 = 8, lo primero que debemos hacer 
es sumar 4 a cada lado. Entonces, hacemos esto en la desigualdad; sumamos a cada 
lado 4 y por la propiedad I, la desigualdad se conserva;

Al simplificar tenemos;

£ * - 4  + 4 > 3 + 4

2 x >  12
Ahora, dividimos cada lado de la desigualdad entre 2, que es positivo y por el inciso 
a de la propiedad IV la desigualdad se conserva:

2X > 12 
2 2

Al simplificar: obtenemos que la solución de la desigualdad son todos los números 
x  tales que x  >  6. Como podemos notar, esto último corresponde al intervalo (6, xi) .

6

Figura 2,27
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Ejem plo 68

Resolver la inecuación:
8x  + 1 < 11 + 3x

Solución
Primero, pasamos los términos con x al lado izquierdo, al restar 3x a cada lado de la 
desigualdad i por la propiedad I, la desigualdad se conserva ]:

8 jt +  1 - 3 x  < 1 1 + 3 *  3x 5x + 1 < 11

Ahora, restamos 1 a cada lado de ia inecuación : nuevamente por la propiedad I, la 
desigualdad se conserva::

5x + 1 - 1 < 11 -  1 => Ex < LO

Finalmente, dividimos cada término de la desigualdad entre 5. que es positivo y por 
tanto no altera la desigualdad : propiedad EV inciso a}:

5 *  . 10
5 ~ 5

Al simplificar, obtenemos x < 2. De esta forma, podemos ver que la solución es el 
intervalo (—ct>, 2].

2

Figura 2.28

Existen varios caminos a seguir para obtener ia solución anterior. Por ejemplo, po­
dríamos haber comenzado pasando tos términos con x  al lado derecho, al restar 8x a 
cada lado de la desigualdad:

8X 4-1-8JT < l l + 3 s  3x

Lo cual, al simplificar, nos da:

1 < 11 - 5X

A continuación, restamos 11 de cada lado de la inecuación:

1 - 1 1 < 1 1  — Sx  —1 1 = > - 1 0 <  -5 X

Finalmente, dividimos entre -5 , pero como es un número negativo, el sentido de la 
desigualdad se invierte (propiedad IV inciso b):

-1 0  >  - 5 X
- 5  ~~ -5

Esto nos lleva a 2 > x. que equivale a la solución que encontramos primero: es decir, 
el intervalo (-oc, 2 ].
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Resolver la desigualdad:

Ejem plo 69

3(jr 2) + 4 < ~ + l

Solución
Primero, multiplicamos cada término de la inecuación por 2; luego, desarrollamos el 
paréntesis y, por último, simplificamos:

2[3( j f - 2 )  + 4]<Z —+ 1 =^6( í ' -2 )  + B < £ ' + 2 ^ - 6 í :  - 4 < .Zf + 2

Después, restamos X y sumamos 4 a cada lado de la desigualdad:

6 j r - 4 - J f - i 4 < J f + 2 - J f t 4 = í ' S j r < 6

Por último, dividimos entre 5 cada lado de la inecuación manteniendo la desigualdad:

3 * < i  =» * :< £
5 5 5

Por tanto, la solución es el intervalo:

6- OO, —
5

6

5

Figura 2,29

E jem p lo  70

Resolver las inecuaciones:

Solución
Debido a que se trata de dos desigualdades simultáneas, — 3 ^ 3x  f 8 y 3x  + 8 c  1, pri­
mero resolvemos cada una por separado y luego intersecamos las soluciones:

—3 < 3x  + 8 y 3x + 3 < I

—3 — 8 < 3 x  +  8 — 8 y 

— i l < 3 ; r  y

v
3 3

-11

3x  4 8 -  3 < i -  8 

3x  < - 7

3 3

< X X <
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Como podemos observan ¡en cada desigualdad fueron los mismos pasos!, así que 
podríamos nabería resuelto como sigue:

- 3  < 3.V + 8 <1

Luego, restamos 8 a cada lado de las inecuaciones:
- 3  -  8 <  3JT -f 8 8  <  1 — 8 => l l < 3 J S T < - 7

Después, dividimos entre 3 cada término de las desigualdades:

- n < 3 x < z l ^ _ u < x < _ 7
3

La solución es el intervalo:

11 7

3 ' 3

II
3 3
»------o-

Fígura 2.30 

E jem p lo  71

Resolver las desigualdades:

2+ X > 5 x  -  6 > X  - 2

Solución
Primero, restamos x a cada lado de las inecuaciones:

2 - f ^ - j : > 5 j s :  +  8  x > x  2 - x ^ - 2 > 4 x  6 > - 2

Ahora, sumamos 6 a cada lado de las desigualdades:
2 +  6 >  4 x  - 6 + 6 > —2 4 6 =f- 8 > 4Jf > 4

Enseguida, dividimos cada término entre 4:

® > 1  =* 2 > *  > 1
4 4 4

Esto equivale a 1 < jst < 2, que corresponde al intervalo cerrado [1,2].
1 2 

 •  • ----------------

Figura 2.31
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E jem p lo  72

Resolver las inecuaciones:

4 5 ^ < 3 - 3 ^ < 7  AX

Solución
En este caso es conveniente que resolvamos las inecuaciones por separado, debido a 
que los pasos son distintos en cada desigualdad. La solución corresponde a la inter­
sección de las soluciones de cada desigualdad.

Así, para la primera desigualdad, tenemos:

A - 5 x  < 2 - 3 x  => A - 5 X  + 5X < 2  - 3 x  j- 5 x  ^  A <  2 + 2X A- 2 < 2 + 2 x  2

La cual se espresa mediante el intervalo:

(L « j )
La segunda desigualdad se resuelve como sigue:

2-3JT <7  4 *  => 2 - 3 X  + 4x <7  Ax + Ax ^  2 + X < 7  2 + X - 2 < 1 - 2 ^ - X < S

Lo que nos lleva al intervalo:

(—ao, 5]

La solución es la intersección de ios intervalos obtenidos:

( i ,  ( x j ) n ( - o o .  5|

La intersección se reíiere a los números que hay en común en estos intervalos:

(1, o o ) n ( - o ü ,  s ]  =  { l ,  5]

 •
 0 ----------- *
1 5

Figura 2,32

E jem p lo  73

Resolver las siguientes desigualdades:

a) 3* — 1 < 3 4-x  < 3 - x

b) 3 x  —1 < 3 +  x  < - 2  + 2 *

Solución
a) En este caso, primero resolvemos por separado cada inecuación:
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i )  3.V l < 3  +  í = ^ 3 J f  l - í : - t - l < 3  +  A ' - l - í ' = ^ 2 ^ < 4 = ¡ > ^ < 2  

Así, la primera desigualdad tiene como solución el intervalo:

2]

ii) 3 + x  < 3 - x  ^ 3 +  x  +  x - 3 < 3 - x  t-x -  3 =*- Zx < 0 =í- x  < 0

De esta manera, la segunda desigualdad tiene como solución el intervalo:

( - t x j ,  0]

La solución de ambas desigualdades corresponde a la intersección de los intervalos 
obtenidos:

(-ou, 2: n ( —oo, ol =  ( -  c x j, o]

Figura 2,33

b) Resolvemos por separado, pero la primera desigualdad es la misma del inciso a.

i) 3X - 1 <  3 +  X => (—cxjr 2j

ii) 3-)- x  < - 2  +  Zx => 3 + x x  + 2 <  2-h 2x - x  + 2 = i - 5 <  x  

Esto corresponde al intervalo:

[s, ou)

Finalmente, intersecamos los intervalos obtenidos en cada desigualdad:

( — cxj, 2]n[5, oo) =  0

Esto significa que no hay solución.

2

Figura 2 3 4



Capítulo 2 * Ecuaciones y desigualdades 1 0 9

Resolver las siguientes desigualdades:

a) 2 ( x - l ) > ^ ^  + 4

Ejem plo 74

b) 2 ( x - l ) >  

Solución

6 *  41 4

a) 2 ( x - l ) >  GX 4 1 + 4=+3[2(x - l)j > 3 
3

=+ 6x - 6  > 6x +13

62: + 1+ 4 6(x -1)> 6 ^ 4 1  + 12

AI restar 6xde cada Lado de La desigualdad, obtenemos - 6  ■ 13, lo cual es un absurdo.

Esto signiíica que la desigualdad no tiene solución; en otras palabras, el conjunto so­
lución es el conjunto vacío: 0 .

b) 2(x  — 1) > — — 1 — 4 =;- 3 [2 f -1) ]>3 ^ - ± J _4  =̂- 6 (x — 1) > 6x -h 1 - 12 
3 3

^ 6 x - 6 > 6 x - l l

Al restar 6x de cada lado de la desigualdad, obtenemos - 6  > -11,  lo cual es ver­
dadero, Esto nos indica que cualquier número es solución, el conjunto solución es
(  —  OCj, 00)  =  S í .

D esigualdades cuadráticas
Una desigualdad cuadrática siempre contiene un término a x 2 con a  — 0. Por tanto, una 
desigualdad cuadrática siempre puede reescribirse en alguna de las siguientes formas:

aj ax2 +  b x + c < 0

b) ax1 -\ -bx+c<0

c) ax2 + b x + c > 0  

di ax2 + b x + c > Q

Para resolver cualquiera de las desigualdades anteriores, primero se calculan las raíces 
del polinomio cuadrático. Esto divide la recta numérica en tres, dos o un intervalos. 
Después, se evalúa con algún punto en cada intervalo, para determinar el signo en dicho 
intervalo. Por último, se eligen el o los intervalos que satisfagan la inecuación.
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Ejem plo 75

Resolverla desigualdad:

3 x 2 - 1 0 a : - 1 0 > 2 j í  + 5

Solución
Primero, pasamos los términos del lado izquierdo:

3 x 2 - 12.X —15 > 0 

Si dividimos cada término entre 3. la desigualdad no se altera:

x'¿- 4 x  - S > 0  

Entonces, factorizamos el polinomio cuadrático como:

x ¿- A x  -  B = ( j r -5) ( j f  +1)

Como podemos observar, sus raíces son x  = 5 y x = - 1, las cuales dividen la recta 
numérica en tres intervalos cerrados, porque la desigualdad no es estricta.

Entonces, sustituimos en la expresión cuadrática un valor arbitrario en cada intervalo 
que no sea un extremo del intervalo'::

Tabla 2.1

I n t e r v a l o V a lo r  d e  x Su s titu c ió n
S ig n o  e n  el 
in te r v a lo

( - 0 0 ,  - l ] - 2 ( - 2 ) 2 4 ( — 2] -- S = 1 0 +

I  ! « . « i 0 (O)2 -  4 (0 ] -  5 = - S

[5, £ » } G ( e f - 4 ( 6 ) - 5 =  7 i

+  - 1  -  5 +

 f f------
Figura 2.35

Como se nos pide encontrar los valores en los que el polinomio es mayor o igual que 
cero, la solución es el conjunto:

( — (x j , —  l] U ¡  5, oo)



Capítulo 2 * Ecuaciones y desigualdades 1 1 1

Resolver la inecuación:

Ejem plo 76

x s-  10x 4 32<10x  x 2

Solución
Primero, pasamos los términos del lado izquierdo y dividimos entre 2:

2,Xa - 2 0 x  + 32<0=> X 2 -1ÜX + 16 < 0

Las raíces de la expresión cuadrática son x = 2 y x = 6, las cuales dividen en tres in­
tervalos : abiertos, porque la desigualdad es estricta ■ la recta numérica.

Luego, sustituimos un valor de cada intervalo en el polinomio cuadráticc.

Tabla 2 .2  \

In terv alo Valor d e x S u stitu ció n
Signo en  el 
in terv alo

{ -á a .  2) 0 (O)3 - 1 0 ( 0  )+  16 ^-16 +

3 (3 )2 - 10(3)-( 16 =  —5

(8, ao} 9 (9)E ■ 10(9) + 16  =  7 ■

+

2
-------- 1----------------------

+

8
----------------------------i---------

Figura 2,36

Como necesitamos los valores en ios que el polinomio es menor que cero, la solución 
es el conjunto:

(2,8)

E jem p lo  77

Resolver la siguiente desigualdad:

x z 2x + 1 > 0

Solución
Las raíces del polinomio cuadrático son:

x  = - H  72 y x =  - ! - ' ]%
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Estos valores dividen la recta numérica en tres intervalos, para cada uno de los cuales 
evaluamos el polinomio de la desigualdad.

Tabla 2.3

I n t e r v a l o V a lo r  de  x Su s titu c ió n
S ign o  en. el 

in te r v a lo

j -ü ü j  — 1 — V 2 j - 3 — ( - 3 ) S- 2 ( —3) +  l = - 2

|— 1— V2, 1 * V2 ] 0 - ( ü f -  2(0) +1 = 1 +

[ 1 1 V2, oo) 2 -(Z )a -2 {2 )  +  I =  - 7 -

Como necesitamos tener los valores de x, que hagan la expresión cuadrática mayor o 
igual a cero, concluimos que la solución es el intervalo:

- 1 -  '.'2. —l+  V il

Ejem plo Z8

Resolver las siguientes desigualdades: 

a} x ¿ + 3x  + 5 > 0

b) x 2 + 2x + 5 < 0 

Solución

Como el polinomio cuadiáíico tiene discriminante, A = 2 -  4 i -5 < 0, sus raíces 
son complejas. Esto significa que no tiene raíces reales. Por tanto, en este caso la recta 
numérica no se divide en intervalos, pero igual debemos evaluar:

Tabla 2.4

In t e r v a lo V a lo r  de x Sustitución.
S ign o  en. e l  

in te r v a lo

(  —  3 0 ,  00) 0 (Of + H (0 )  +  S =  5 +

La que significa que esta expresión cuadrática siempre es positiva.

a} Como aquí se nos pide encontrar dónde es mayor o igual que cero, la solución es 
el conjunto de números reales IR.

b) Como aquí se nos pide encontrar dónde es menor que cero, la solución es el con­
junto vacío 0 .
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Ejemplo 79

Resolver las siguientes inecuaciones:

a) x'¿ -  6x + 9 > 0

b) x s -  6x +  9 < 0 

Solución
En este caso: solo hay una raíz del polinomio cuadiático, x=3, la cual divide la recta 
numérica en dos intervalos:

Tabla 2.5

I n t e r v a lo V a lo r  d e  x S u s titu c ió n
Sig n o  e n  el 

in te r v a lo

0 (O)3 - 6 ( 0 ) +  9 = 9

(3l 0 o} 4 (4 )2 — 6 ¡4 )  +  9 =  I  +

a) Como aquí necesitamos encontrar los valores donde el polinomio es estrictamen­
te mayor que cero: la solución son los números reales, excepto el número 3:

M -{3 }

La cual también se expresa como:

( — cxj, 3)ü(3, o o )

b) Como en este caso se nos piden los valores en los que la expresión cuadrática es 
menor o igual que cero, la solución es el número x = 3, porque ahí es donde la 
expresión cuadrática se anula.

D esigualdades con valor absoluto
En esta sección se estudian las desigualdades del tipo |¿z*+¿|<c, ax +  b\<c,\ax+b\>c 
y |a*-f ¿| > c , para c >  0.

Para resolverlas, existen varios caminos. El primero, consiste en utilizar alguno de los 
siguientes resultados que surgen fácilmente de la interpretación del valor absoluto como 
una distancia.

(I) c < a x + b < c

(II) <c<=>— c < a x + b < c

(III) \ a x + > c - & a x + b > c  o ax-\-b<— c

(IV) | a x + b  > c o a x - \ - b > c  o  a x + b < —c
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La segunda forma de resolver una inecuación con valor absoluto, consiste en elevar al 
cuadrado cada lado, para obtener una desigualdad cuadrática como las que se vieron en 
la sección anterior.

A continuación se dan algunos ejemplos.

Ejemplo 30

Resolver la desigualdad:

\2x - 3 < 5

Solución

Primero, utilizamos el resultado ■ I) anterior:

|2x -  3| < 5 «  - 5 < 2x 3 < 5 => - 5  -|- 3 < 2x 3 -| -3 < 5 4 3 =í- - 2 < 2 x <B

_ 2  , ‘¿X_ _.B  ̂ s  s  2 2 2
1< X < 4

Por tanto, ia solución es el intervalo:

Otra forma de resolver esta desigualdad, consiste en elevar al cuadrado cada lado de 
la inecuación:

i\2x -3\f < 5 ¿ =>(2X -3 )2 < 5 ¿ ^ 4 x ¿ - l 2 x  4 9 <25=í> 4x2 - 12* - I6<0=>^2 - 3 x - 4 < 0

Esta última inecuación se resuelve como en la sección anterior, Esto es, las raíces del 
polinomio cuadrático, x  = - 1  y x — 4, dividen la recta numérica en tres intervalos y 
observamos el signo en cada uno de ellos:

Tabla 2.6

In t e r v a lo V a lo r  de x S u s titu c ió n
S ig n o  e n  el 
i n t e r v a lo

( - 0 0 , - 1 ) - 2  ( - z f  - 3 ( - 2 ) - 4  =  6 +

( - 1 , 4 } 0 (Of - 3 ( 0 ) -  4 =  - 4 —

(4, rae) 5 ( 5 f  - 3 ( 5 ) -  4 =  6 +

La solución es el intervalo donde la expresión cuadrática es negativa:

. - 1 , 4 1 que coincide con el resultado que encontramos anteriormente.
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Resolver la siguiente desigualdad:

Ejem plo 81

1- 4x\ <2

Solución

Primero, recurrimos a la propiedad (D'):

j l - 4 ; r | < 2 ^  - 2 < l - 4 *  < Z = *  - 3 <  -4JT < 1 = > — — >  X >  —1 -  -  -  -  - 4 - - - 4

Como podemos observar, en el último paso las desigualdades cambian de sentido 
por haberse dividido entre -4 , que es un número negativo.

3 1 1 3La desigualdad - > x >  - — es equivalente a — < x  < —. Por tanto, la solución es el
intervalo:

1  3
4 ’ 4

Por una de las propiedades del valor absoluto tenemos que ¡1 4jr| -  |4¿r l|. Asi que
la solución también puede obtenerse como sigue;

[1- 4jú = |4;t —I j < 2 ^ - 2 <  4x  - l < 2 = f - l < 4 ; r <  3 =>-■■■<* < -
4 4

Recordemos que también es posible elevar al cuadrado y resolver la desigualdad 
cuadrática resultante como en la sección anterior.

Ejem plo 82

Resolver la inecuación:

Solución

En este caso, utilizamos el resultado IV anterior:

|3jt 2| > 4 =* 3 *  2 > 4 o 3jt 2 < 4 => 2x > 6 o 3 *  < - 2  =>■ x  >  -  = 2 o x < -  ~

La “o” entre ambas desigualdades significa que los conjuntos solución se unen. Por 
tanto, la solución de la desigualdad es:

j — oor — -  u[2, txjJ
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2
3 2

Figura 2 3 7

Ejem plo 83

Encontrar el conjunto solución de:

18* + 1 lj >  15

Solución

De acuerdo con el resultado III ), tenemos:

la* f  II] >13 = * 8 *  -f 11>15 u 8 *  + 11 < — 15 = 8 *  > 4 u 3 *  < -2 6  =>■ *  > i  o *  < -  —
8 8

1 f 7=> .V > — o x  < -  —
2  4

El conjunto solución es la unión de los intervalos encontrados:

13 L

4 2
o--------- o

Figura 2 3 8

Ejem plo 84

Resolver las siguientes desigualdades:

a) |x + 6|<-3

b) |ir +  6| > —3

Solución
a) En este caso, no es posible utilizar el resultado I), como en el ejemplo 30, porque 

el número a la derecha del valor absoluto es negativo. Por la definición de valor 
absoluto, para cualquier valor de x : real., *  + S| es un número mayor o igual que 
cero, por lo que nunca puede ser menor o igual que un número negativo, como 
lo es el - 3 .  De esta manera, concluimos que la desigualdad no tiene solución, el 
conjunto solución es el conjunto vacío: 0.
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b En este caso, observamos, igual que en el inciso anterior, que ninguno de ios re­
sultados T a (IV) se puede utilizar, dado que el número a la derecha es negativo 
en nuestro caso. Sabemos que para cualquier valor de x, la expresión \x + 6| es 
mayor o igual que cero, por lo que siempre es mayor que un número negativo, 
en este caso el -  3. En otras palabras, esta desigualdad se cumple para cualquier 
número real x, por lo que el conjunto solución es el intervalo ( - 0 0 ,  0 0 ) .

Ejem plo 85

Resolver las siguientes inecuaciones: 

a) [4 af> 6 

b; | 4 -x | < -6  

Solución
Lo primero que debemos observar en este caso es que los resultados {T a -IV- no se 
pueden aplicar, debido al signo negativo del número a la derecha de las desigualda­
des. En segundo término, advertimos que para cualquier valor real de x, ia expresión
|4 x es mayor o igual que cero.

a) La desigualdad tiene como solución cualquier número real, porque la cantidad
positiva o cero, |4 ■ xj. siempre es mayor que cualquier número negativo. De esta 
manera, el conjunto solución es el intervalo:

{—co, oc)

b) La desigualdad no tiene solución, porque un número mayor o igual que cero no 
puede ser menor que un número negativo.

Ejem plo 86

Resolver las siguientes desigualdades:

a) \¿x -  6| > 0

b) \2x -  6| > 0

c) ¡2x — 6| < 0

d )  \ 2 X - 6 \ < Q  

Solución
La expresión \2x - G| es mayor o igual que cero para cualquier valor de x. De hecho, 
podemos ser un poco más precisos: es cero solo para x  =  3, como deducimos al re­
solver \2x 6j = 0 =.-> 2x  6 — 0 => x = 3. Entonces, si x = 3, ia expresión \2x 6¡ es es­
trictamente positiva.
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a) La desigualdad \2x -  6| > 0 se cumple si x  — 3. el conjunto solución es:

(—ou, 3)u(3, cts)

b} La desigualdad |2x 6| > 0 se cumple para cualquier número real x. Por 1a:nto; el
conjunto solución es el intervalo:!'—oe, oc)

c) La desigualdad 2x  6[ < 0 se cumple solo para la igualdad con cero, que sabemos 
tiene como conjunto solución un número: x  -  3,

d) La desigualdad 2x  6 < 0 nunca se cumple, ya que como mencionamos antes, la

expresión }%x -  6¡ siempre es mayor o igual que cero, el conjunto solución es el 
conjunto vacío: 0 .

Otras desigualdades
La técnica propuesta para resolver desigualdades cuadráticas, se puede generalizar fá­
cilmente para resolver desigualdades dadas por polinomios de mayor grado o funciones 
racionales mayores, menores, mayores o iguales y menores o iguales que cero. La clave es 
tener las raíces de cada polinomio. Cuando esto sea posible, la solución de la desigualdad 
se encuentra al dividir, mediante las raíces, la recta numérica en intervalos y determi­
nar el signo del polinomio en cada intervalo, tal como se hizo al resolver desigualdades 
cuadráticas.

Ejem plo 87

Resolverlas siguientes desigualdades:

a> (x 3)(x  +i)fjr -  i)fjr + 2|>0 

(z -3 } (jr+ l) j ja r - l) (x -2 )< 0  

Solución
Como el polinomio ya está factorizado, sus raíces ya están determinadas: x  = 3, 
x  = - l , x  = 1 y x = -2 .  Estas raíces dividen la recta numérica en cinco intervalos 
cerrados, porque la desigualdad no es estricta para el inciso a y abiertos para el 

inciso b . Entonces, debemos calcular el signo del polinomio para un valor en cada 
intervalo, que no sea el extremo del mismo.

Tabla 2.7

I n t e r v a l o V a le r  d e  x S u s titu c ió n
Sign o  e n  el 
in t e r v a l o

{ — no, - 2 ] - 3 { - 3  ■ 3 j ( — 3 + 1 ) ( - 3 ]) ( -3  +  0) =  4B +
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1 - 3 . - I ] - 1 . 5 [ -  1.5 — 3 ) (— 1.5 + l ) ( — 1.5 — 1){— 1 - 3 +  3) =  - 2 . 8 —

[ - U ] 0 [0  — 3)(Ó .+1}(Ü  - l ) ( ü - l -  2) = 6 +

M 2 ( - 3 - 3 ) ( - 3 - f - l ) ( - 3 - l ) ( - 3 + 2 )  =  - 1 2 —

[3,00) 4 ( - 3 - 3 ) ( - 3 + l ) ( - 3 - l ) ( - 3 + 2 ) = =  90 +

a) La solución de esta desigualdad corresponde a la unión de los intervalos ; cerra­
dos i, donde el signo es positivo:

(—oc, -2 ]u [— 1, l] U [3, ooj

b) Para este caso: elegimos los intervalos i abiertos ■ con signo negativo:

(-2 , -1) U (X 3)

Ejem plo 88

Resolver la desigualdad:

x 3 < I x  + 6

Solución
Primero, acomodamos la desigualdad como:

X3 - 7 x - 6 < 0

Ahora, factorizamos el polinomio del lado izquierdo de la desigualdad:

x 3 - l x  ■ 6 = ( j ' - 3 ) ( j :  + 2){j:+ 1)

Así que sus raíces son x  — 3 ,x  — - Z y x =  -  l,las cuales dividen la recta numérica en 
cuatro intervalos, en los cuales determinamos el signo:

Tabla 2.8

In t e r v a l o V a lo r  de x Sustitución.
Sign o  e n  el 
in te r v a lo

( - o o ,  - 2 ] - 3 (■ 3 - 3 ) ( - 3  4 - 2 ) ( - 3 + l ) = - 1 2

l - z ,  - I ] - L 5 ( -  1 . 5 - 3 ) ( - 1 . 5 - | - 2 ) ( -  1.3 +  1) =1.12:5 +

1 - 1 3 ] 0 ( 0 - 3 ) ( 0  +  2 )(0  H 1} =  - 6 -

[3,oo) 4 (4 -  3 ) (4  | - 2 ) ( 4 + l ) = 3 0 +
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Entonces, la solución es el conjunto:

(-OQ, —2] u[— I, 3]

Ejem p lo  89

Resolverlas siguientes desigualdades: 

a) ^ ± ¿ < 0
X - 2

b. ^ > 0
X -2

Solución
Las raíces del numerador y denominador son, respectivamente, x = - 3 y  x  = 2,1 as 
cuales dividen la recta numérica en tres intervalos. En el caso del cociente, el deno­
minador no puede ser cero, por lo que los intervalos donde esté su raíz, x = 2, deben 
ser abiertos. Los otros intervalos son cerrados porque la desigualdad no es estricta. 
De manera similar a los ejemplos anteriores, evaluamos en un punto en cada intervalo 
para determinar el signo:

Tabla 2.9

I n t e r v a l o V a lo r  de  x S u s t itu c ió n
Sign o  e n  el 
in te r v a lo

/ ni - 4 + 3 _  1
+(-OÜ, —3) - i - 2 - 2  4

[ - 3 , 2 ) 0
0 + 3  3 
0 -2  2

—

(2, r») 3 3 -h 3  ̂6 
3 -2 +

a) La solución es el intervalo:

[-3 .2 )

b) El conjunto solución es:

(— cxj, — 3) lj (2, ou)

Los intervalos son abiertos porque la desigualdad es estricta.
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Resolver las siguientes desigualdades:

x s -  x  - 6

Ejem plo 90

a)

b;
Zx — 3

Solución

Zx — 3 

X ¿ - X  - 6

>0

< 0

Las raíces del numerador sonx = - 2 y *  = 3,yla raíz del denominador es x = —. Estos
2

números dividen en cuatro intervalos la recta numérica. Como siempre, evaluamos en 
un punto interior dei intervalo para determinar el signo:

Tabla 2.10

In t e r v a lo V a lo r  de x Su s titu c ió n
Sig n o  en el 

in te r v a lo

{-oo, - 2 ) - 3
( _  3)a - ( - 3 ) - &  2 

2 ( - 3 ) - 3  3
-

H )
b

( o f - ( o M

2 (0 ) -3
4-

I3) 2
2 ( 2 ) - 3

-

(3, oo) 4 - ( * ) - *  _ B  
2 ( 4 ) - 3  5

4-

a) De la tabla, podemos observar que el conjunto solución es:

(-3 . |)u(3, oo)

Los intervalos son abiertos porque la desigualdad es estricta.

b) La desigualdad no es estricta, pero solo se incluyen las raíces del numerador i in­
tervalo cerrado . ya que la raíz del denominador no puede incluirse,porque inde- 
termina la expresión. Por tanto, la solución es el conjunto:

( - O G ,  -2 ]u (| ,3
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Ejem plo 91

Resolverlas siguientes inecuaciones:

a) * + ± < 3
X - 2

b ;
x - z  

Solución
a) Lo primero que debemos tomar en cuenta es tener una desigualdad con cero de 

un lado, así que restamos 3 a cada lado y simplificamos:

x  4-1 x  -4-1 „ ¿ , +  Í -  3(if — 2) 1 — 2.xü i < 3 ^ ^ - 3 < 3 - 3 ^ ------------i------- - < O =*■ - — —  < 0
x - 2  x - 2  x -Z  x - 2

7
Las raíces son x  = -  y x = 2. En la tabla presentamos los intervalos y su signo. Los

Z
intervalos son abiertos porque la desigualdad es estricta.

Tabla 2.11

In t e r v a lo V a lo r  de x S u s titu c ió n
S ig n o  e n  el 

in te r v a lo

(-oc» 2) 0
7 -2 ( t> }_  z  
(O) — 2 2 —

H) 3
7 - 2 ( 3 )  _ x 
( 3 ) - 2

+

(H 4
7 - 2 ( 4 )  _  l 
( 4 ) - 2  2

-

Como podemos observar de la tabla 2.11, la solución es:

t-o o ,2 )ü (| 1oaJ

b )  En este caso, el procedimiento es similar. Primero, buscamos un cero de un lado 
de la desigualdad:

^ -!- i> 3 = ?  1 ~ 2X > 0
X  - 2  X - 2

Así que la misma tabla sirve para los signos, la diferencia es que los intervalos son
7

cerrados en -  y abiertos en 2.
2

Entonces, el conjunto solución es:
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E jercicios propuestos

En los ejercicios 152 a L56 describe y dibuja los intervalos.

156. (-2 , 2)

En los ejercicios 157 a L65, dibuja y simplifica el conjunto dado. 

151. (1-8, oo)u(-cc,1.3]

1 5 8 .  ( — 2 , 2 ) n [ 0 ,  d o )

159. (-3 , a ]n [- i,8 ]

160. (—no, 3 )u (-2 , oo]

181- (0, 2)n [3 ,ao)

162- (-3 , 5]u [-3 , - l]u (l. 3)

163. ((—oo, 3) U ( - 2, ooj] n(D, 4)

164. (0 ,2 )n ¡-1 7 , oo)

165- ( — oo, 5] U ( — do, 3]

En los ejercicios 166 a 176, resuelve la desigualdad lineal.

166. 6 + 2 * >  5

167. 2 -  5 * ^  - 5

168. 2 — 3* >1 + 2x

169. S(2 + * ) < ( ^ ± 1 ]

170. 2 ( l + 3 * ) > 6 *  + 7

152. (1.8, oo)

153. (—oo, 2j

154. (2, 2.2]

" \ 2 I \ 4 /

173. 2(2-r(5j¡r + !))>  |̂ | 3

172. +  1
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iz s . ( & ) > ( & ) «

176. 3(2 3 jf} 1S> 0

En los ejercicios 177 a 186, resuelve la inecuación cuadrática.

177. X a 4  4x - 5 < 0

178. x 2 -  10x+ 24 > 0

179. 2x2 4- 3x + 20 < 3x2 + 6x -  8

180. + 1

181.  x 2 -  2 x +  11 > 0

182.  x 2 — 4x 4- 6 <  0

183.  9 x 2 4- 30 x  4- 25 > 0

184.  9 x 2 -  7 2 x +  1 4 4 < 0

185.  (2x 4- 1 i2 +  1 > 4 x 2 4- 3 x  — 1

186.  x 2 + x <  - 2

En los ejercicios 187 a 199, resuelve la desigualdad con valor absoluto.

187.  ¡6x  -  4| <  17

133.  ¡3 -  3x| >  3 

139.  [x 4-  2¡ 4-  i >  4

190.  ¡6x  —1| + 1 <  4

191.  5 - 2 | 4 x + 3 | < 6

192.  4 - 3 | 3 x - l j > 2

193- ¡X -  1¡ <  |SX 4- 3;

1 9 4 - ¡6x  -  7| >  |3x -I|

196. ¡3^ Si < 0
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197. |2 5jt| > 0

198. |9jt — 18j i- 4 > 2

199. |2jt + 6| + 17 < 4

En los ejercicios 200 a 210T encuentra el conjunto solución de la desigualdad.

200. x 3 -  x 2 -  9x + 9 < 0

201. x 3 -  Zx2 -  4x +  12 ^  0

\2x -5/

205. U —2 ) a >4
\ l- 3 x f

206. x 3 - 5 x s - 2 x  + 30 <6

207. ( j r - l ) ( J f - 3 ) ( j r + 2 ) ( J M - l ) > Q

208.
\ x + 1 l~

211. Una micro empresa vende x  unidades de su producto a p  pesos, donde 
p  = 1400 -  4Ü3\ Encuentra cuántas unidades debe vender la microempresa 
para obtener ingresos mayores a $12000.00.





C a p í t u l o

Funciones
y gráficas

Al fin al d e  e s te  ca p ítu lo  e l  a lu m n o  s e r á  c a p a z  d e :

Conocer el plano cartesiano.
* Estudiar analítica y  geométricamente el concepto  

de recta.
* Comprender el concepto de función.
* G raficar funciones básicas.
* Realizar operaciones con funciones.
* Encontrar funciones inversas.
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Introducción
Las funciones son el concepto base del cálculo, asi que un curso de precálculo  es, en 
esencia, el estudio profundo de las funciones y todas Jas ideas y los conceptos que surgen 
alrededor de ellas. Muchas situaciones en la vida cotidiana se pueden modelar mediante 
una función, de ahí su gran importancia. Por ejemplo, en economía, la oferta y la deman­
da se representan con función (figura 3.1). Este capítulo es una introducción a las funcio­
nes y a sus gráficas, pues en capítulos posteriores se estudian diferentes tipos de fundones 
utilizando los conocimientos desarrollados en este capítulo.

Curvas de oferta y demanda

Figura 3.1 En economía, la oferta y la demanda son ejemplos de tune iones.

Fuente; hltp://igomey.c.blogspot.com 201 Ü_09_Ü 1 _archi ve.hLml

3.1 El plano cartesiano y gráficas de ecuaciones
Antes de comenzar el estudio propio de las funciones, es pertinente presentar el plano 
cartesiano y aprender a graficar ecuaciones en él. El plano cartesiano debe su nombre a 
su creador, el matemático y filósofo francés René Descartes ( 1595-1650), El plano car­
tesiano es lina herramienta que a partir de aquí se usa en forma constante a lo largo de 
todo el libro.



Capitulo 3 * Funciones y gráficas 1 2 9

El plano cartesiano (también llamado plano de coordenadas rectangulares! consiste en 
dos rectas reales perpendiculares; una horizontal, llamada eje x  o eje de las abscisas, y 
otra vertical, llamada eje y o eje de las ordenadas. Ambas rectas se cruzan en un punto 
llamado origen, el cual se sitúa donde se encuentra el cero de ambas rectas. Al origen se 
ie suele representar con la letra mayúscula O. El plano cartesiano que de aquí en ade­
lante solo se denominará como plano) se divide en cuatro cuadrantes, Jos cuales quedan 
separados por los ejes x y  y, como se ve en la figura 3.2,

Cuadrante ú Cuadrante I

O X

>-1 -5 -3 -1

Cuadrante III Cuadrante IV

Figura 3.2 El plano cartesiano y sus cuadrantes.

En el plano se pueden ubicar puntos, cada uno de los cuales tiene dos coordenadas, la 
coordenada x y la coordenada y.

Por ejemplo el punto ,3, - 2 }  tiene coordenada x ío abscisa) igual a 3 y coordenada y (u 
ordenada) igual a —2.
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E jem p lo  1

Ubicar los puntos A -4 ,  3), 5(0, - 2  ■ y C(2, - 3  en el plano cartesiano.

Solución
De acuerdo con las coordenadas, los puntos dados se ubican en el plano como se 
muestra en la figura 3.3. Como podemos apreciar en la figura, el punto A está en el 
cuadrante II; el B no está en ningún cuadrante, ya que se halla sobre el eje y negativo, 
y el punto C se ubica en el cuadrante IV.

Figura 3 .3  Posición de tos puntos A( —4,3), 5 (0 , —2) y C ¡2, —3) un el plano cartesiano.

Distancia entre dos puntos
Ahora, se obtendrá una fórmula que mide la distancia entre dos puntos en el plano. Sean 
Aíx^ y () y B¡x2, y2¡ dos puntos cualesquiera en el plano, para obtener la distancia entre 
ellos, primero se introduce un tercer punto, Cix^y^), para formar el triángulo rectángulo 
ABC, el cual se muestra en la figura 3.4. En esta figura, puede verse que el cateto AC 
mide a:, — x L y el cateto BC mide y, — y v Entonces, por el teorema de Pitágoras, se tiene 
que la hipotenusa A B , que es la distancia entre los puntos A y  B, mide:

d(A ,B) =  ^J(x2 f  +  (y2 - y ,  f  

Esta es la fórmula para encontrar la distancia entre dos puntos cualesquiera A y B,



Capitulo 3 * Funciones y gráficas 1 3 1

-

y,-y,

*  -

\—

-  -4 -L
CbfyK,)

—

Figura 3A  Determinación de la fórmula de la distancia entre dos puntos.

I Ejem plo 2

I Determinar ¡a distancia entre los puntos A  -4 ,3 .  y £i -2 , -7 ' .

I Solución
I Primero, aplicamos la fórmula que se acaba de deducir, se tiene que:

A B  =  J [ - 2  - ( - 4 > f  +  ( - 7 - 3 ) 2 = i  y¡2¡¿ +  (—  10)^ =  \ '4  -h lO O  . %'To4 

I Se puede simplificar ese resultado si se observa que:

Vl04 -  \'4 ■ 26 = v'4 - 726 = 2^26

I Para tener una idea más precisa del resultado, podemos aproximar el mismo con una 
I calculadora. Entonces, obtenemos:

A B = 2V26 a  10.2

Punto m edio
En algunos problemas de geometría es importante saber localizar el punto que se en­
cuentra exactamente a la mitad de dos puntos. En este caso, de nuevo se consideran 
dos puntos cualesquiera en el plano, A|’ixir y j  y B\x.¿, y2), como se muestra en la figu­
ra 3.5. A partir de ahora, al punto medio entre A y £  se le llamará M{x, y). Por tan­
to, resulta indispensable encontrar fórmulas para las coordenadas del punto M , que se
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encuentren en términos de las coordenadas de los puntos A y B. En la figura 3.5 se puede 
observar que las distancias x — x] y x2 — x son iguales, ya que se supone que el punto Ai 
está exactamente a la mitad entre A y B. Entonces, se igualan esas distancias y se despeja 
x. Así:

X — Xt =X 2-X

X - \ - X = X 2 +  X

2x =  xl +  x2

X * !+ * «

Esta es la fórmula para obtener la coordenada x (abscisa) del punto medio. Ahora, usan­
do el mismo razonamiento se puede obtener la fórmula para la coordenada y (ordenada), 
que es:

A*
y =

■f-

Mvr,)

MU, 7)
^  '

I
i
i

x-x, íj-jr

I
r - J

y - y ,i

Figura 3.5 Determinación de la fórmula dd punto medio entre dos puntos A y B.

I
 E jem p lo  3

Encontrar el punto medio entre los puntos Ai 5: 7 1 y B - 2 , 4  . 

Solución

Usamos las fórmulas para determinar el punto medio, se tiene que:
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5 + (~a) _ 5 - 3 _ 3  
22 3

7+ 4 I I

Asi, el punto medio Mes:

Af 3 11 
2 ’ 2

Gráficas de ecuaciones
En el plano no solo es posible ubicar puntos, sino también se pueden gradear ecuaciones. 
Para trazar la gráfica de una ecuación, existen varios métodos: en esta sección se estudia 
el método más simple, el cual consiste en obtener puntos de la ecuación y luego unirlos 
para formar la gráfica). Este método se conoce como tabulación.

Ejem plo 4

Trazar la gráfica de 3a ecuación 2y x ,

Solución
Antes que nada, necesitamos hacer notar que únicamente podemos graficar en el 
plano ¡al menos por ahora; ecuaciones que tengan solo las variables x  y y, que sonias 
variables asociadas a los ejes del plano cartesiano. (En cursos posteriores de cálculo 
multívariable se estudian gráficas entres dimensiones.)

Para obtener los puntos de la ecuación, siempre debemos tener alguna de las varia­
bles despejada. En este caso, en nuestra ecuación, la x ya está despejada, entonces 
debemos darle algunos valores a la y, y con la ecuación obtenemos los valores corres­
pondientes para la x.

Luego, realizamos una tabla como la siguiente:

7 X

—3 -6
-2 -4
- l -2
0 0
L 2
2 4
3 6
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Entonces, interpretamos los valores de la tabla. Así, como ejemplo, retomamos el pri­
mer renglón de valores. Este nos dice que si y  = -3 ,  entonces:

x = 2 y = 2 \  - 3 )  = - 6

Estos dos números forman un punto en el plano, el punto es - 6 , - 3 : ,  Entonces, tene­
mos en tota! siete puntos en la tabla. Ahora, vamos a ubicar esos puntos en el plano y 
a unirlos con una línea, como se muestra en la figura 3.6, Como podemos observar, la 
gráfica resultante es una linea recta,

Figura 3 .6  Grálica de los puntos dados-en la tabla anterior.

En este ejemplo fueron suficientes siete puntos para visualizar la forma de la gráfica; 
pero, en otros casos, pueden ser necesarios muchos más puntos para tener una idea 
precisa de cómo es la gráfica, Por tanto, este método no es muy eficiente para gráficas 
más complicadas, Más adelante se estudian otras técnicas de graíicación.

Ejem plo 5

Graficar la ecuación y  = J x  -\ 4 - 1 usando el método de tabulación estudiado antes. 

Solución
Como en este caso la variable 7  es la que está despejada, necesitamos darle valo­
res a la variable x  y luego obtendremos los valores correspondientes para y  usando
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la ecuación dada. Alguien podría preguntarse; ¿qué valores debo asignarle a x? Por 
lo general, es recomendable empezar a asignar valores cercanos al origen, en este 
ejemplo vamos a darle valores enteros a x desde - 5  hasta 5. Entonces, la tabla que­
daría de la siguiente manera:

X y
- 5 No existe

- 4 - 1

- 3 0

- 2 T i -1  Si 0.41

- 1 Vi - 1 —0.73

0 L

l V i -1 ^ 1 .2 4

z

3 Vi - l s i l .6 5

4 V S-I= í 1.83

5 2

Es importante resaltar que cuando x  = -5 ,  y  = 7 - 5  -1- 4 — 1 = v - 1 — hpero este núme­
ro no existe en los números reales. De hecho, para cualquier valor en el cual x <  - 4 ,  
la y  no existe.

A  ubicar los puntos en el plano coma en la figura 3.7, podemos ver que en este caso 
ia gráfica no es una línea recta, más bien es una curva que va creciendo poco a poco, 
mientras x se hace más grande.

Figura 3,/ Gráíka de los puntos dados en la tabla anterior.
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Intersecciones con los e je s
En la gráfica de una ecuación, existen algunos puntos importantes llamados interseccio­
nes o cruces con ios ejes, que son los puntos donde la gráfica toca o cruza a los ejes x y 
y. En el ejemplo anterior, estos puntos aparecen en la tabla. Así, el cruce con el eje x es 
el punto (—3, 0) y el cruce con el eje y es el punto (0, 1). Es importante hacer notar que 
Jos cruces en x tienen ordenada y = 0; y los cruces en y tienen abscisa* = 0. En general, 
una ecuación puede tener más de un cruce con el eje *  o con el eje y, o puede no tener 
ningún cruce con los ejes.

Ejem plo 6

Encontrar las intersecciones con los ejes de la ecuación

3/ = - * -  *  - 1

Solución
Como se mencionó antes del ejemplo, los cruces en x tienen ordenada / = 0. Por tan­
to, en este caso, en la ecuación sustituimos la / por 0, y queda:

3(0) = ——— 
w  * - 1

Luego despejamos*:

x 1

0 ( *  ■ I ) -  4

0 =  4

Como podemos ver, al intentar despejar *, resulta una igualdad que no es verdadera, 
esto significa que la ecuación no tiene solución para x. Por consiguiente, esto nos in­
dica que no hay cruce con el eje *.

Ahora, como vimos antes, los cruces en / tienen ordenada *  = 0. asi que esta vez sus­
tituimos *  por 0 en la ecuación y despejamos /:
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De esta manera, podemos observar que el cruce con el eje y es en el punto:

En este caso, no granearemos esta ecuación, porque con el método de tabulación ne­
cesitaríamos muchos puntos para trabar una gráfica precisa. Más adelante se estudian 
otras técnicas para graficar este tipo de ecuaciones.

E jercicios propuestos

En los ejercicios 1 a 4, halla la distancia entre los dos puntos, así como su punto medio.

1. tf(5 ,4 ),*Í7 ,2 }

Z .A { - 9 ,1),B(—3, —4i

3. ^ (e ,  - 5 ) ,  * {o ,

4. 5 (2 ,2 )

3. Demuestra que los puntos A. 1, - 1 ,5 (—2, — 3) y C Í2, —  | son los vértices de un
triángulo isósceles.

6. Demuestra que los puntos A 1, 2:, 5  -2 , -2 )  y c| --5, -ij son los vértices de un 

triángulo rectángulo. (Pista: usa e l tecrem a de  Pitágoras.)

En los ejercicios 7 a 16, traza la gráfica de la ecuación usando el método de tabulación 
y determina las intersecciones con los ejes.

7. y  = - x  +  3 

S. y  = 4

9. x  = 3iy + 1)

10. y =

11. y  = x 2 -  1

12. x = - y 2

13. y  -  ix + l i3

14. 2y = \[x

15. y  =  M + 1

16. Jf=|ya-I|
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3.2 Rectas
En esta sección se estudia un tipo de ecuaciones particular y la manera de realizar sus 
gráficas, las cuales son muy utilizadas debido a que con estas se pueden modelar diversas 
situaciones de la vida cotidiana, además de que constituyen un concepto fundamental en 
el estudio del cálculo diferencial: las rectas.

En el ejemplo 4 de la sección 3.1 se gráfico una recta cuya ecuación es 2y = x. La ecuación 
de una recta puede contener tanto a x como a y, o solo a x, o solo a y; pero dichas varia­
bles siempre deben estar elevadas a la potencia 1, Por ejemplo, Ja ecuación y = x2 -  2, 
no es una recta porque x está elevada al cuadrado.

Una característica muy importante de una recta es su pendiente, la cual constituye una 
medida de su inclinación, La pendiente de una recta se representa con la letra m y se 
define como:

m
Ay
A *

Donde el símbolo A representa un cambio; de esta manera, la pendiente es el cociente 
del cambio en y, respecto del cambio en x, que hay entre dos puntos cualesquiera de una 
recta (véase la figura 3.8).

m =Al
A i

Figura 3.8 Definición de la pendiente de un recta.

Entonces, de acuerdo con los términos de las coordenadas de dos puntos que están sobre 
una recta, como los puntos ix ^ y j y (x ^ y j de la figura 3.8, la pendiente puede escribirse 
como:

m =
X2 ~ X\
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Hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos A — 3,9 i y B(2,5).

Solución

En este caso, primero tomamos el punto A como el primer punto, es decir y el
punto B como el segundo punto, es decir x2,y z:,y  luego aplicamos la fórmula de la 
pendiente. Asi, tenemos que:

Ejem plo 1

m S - 9
2 - ( - 3 )  2 + 3 S

El valor de esta pendiente significa que al moverse del 
punto A al punto B sobre la recta, hubo un cambio en x de 
5 unidades y un cambio en y de - 4  unidades, tal como 
podemos observar en la figura 3.9. En este caso, que el 
cambio en y sea negativo significa que al moverse de A a 
B, el desplazamiento en y es hacia abajo. Pero, si el cam­
bio en y hubiera sido positivo, el desplazamiento habría 
sido hacia arriba. De forma análoga, los cambios positivos 
y negativos en x implican desplazamientos hacia la dere­
cha y hacia la izquierda, respectivamente, cuando se pasa 
de un punto a otro sobre la recta.

El valor de la pendiente m es independiente de cuál de 
los dos puntos se tome como punto A y cuál se tome como 
punto B. Esto es, el resultado siempre será el mismo.

Figura 3.9

Existen diversas formas en las que se puede escribir la ecuación de una recta, a continua­
ción se listan las más importantes.

Tabla 3.1 Formas de la ecuación de una recta
Form a general Tbr + By  +  C  =  0

Forma punto-pendiente y -  y l = m \ x ^  x. 1

Form a pendiente-ardenada al origen y  =  mx + b

En los siguientes ejemplos se ve cómo y cuándo usar estas formas de la ecuación de una recta.

y  + 3 = 0 en la forma pendiente-ordenada al

Ejem plo S

Escribir la ecuación de la recta 2x 
origen.

Solución
En este caso, la ecuación está en la forma general, porque está igualada a cero. Pode­
mos decir que esta forma es, en cierto sentido, la más elegante, aunque no es la más útil.
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Como podemos notar, en la forma pendiente-ordenada al origen, la / está despejada; 
entonces, eso es todo lo que tenemos que hacer (despejar y), y nos queda:

y  = Zx + 3

De esta manera ya tenemos la ecuación en la forma pendiente-ordenada al origen.

Pero, ¿por qué se llama así? Su nombre se debe a que en esta forma podemos apreciar 
la pendiente de la recta, que es m, y la intersección de la recta con el eje/, que es 
También conocida como ordenada al origen.

Así, en este ejemplo podemos observar que m = 2 y b  = 3.

Ejem plo 9

Graficar la ecuación de ia recta del ejemplo 3.

Solución
Como ya sabemos graficar ecuaciones con el método de tabulación, pero en este 
caso vamos a utilizar la pendiente para trazar la gráfica de esta recta.

De esta manera, del ejemplo 3 tenemos que el cruce de la gráfica con el eje / es 
Jb = 3, Entonces, ubicamos el punto 10, 3 en el plano. A partir de este punto, vamos a 
encontrar otros puntos usando la pendiente.

En este caso, sabemos que m = 2, aunque también podemos escribir que m ~ ~ ,  y
/\v

como m ■ , entonces podemos decir que Ay -  2 y Ax =  1. Esto significa que a
Ax

partir del punto (0,3 . debemos desplazarnos dos unidades hacia arriba y una unidad 
a la derecha, lo cual nos lleva al punto .1.5:.

Si hacemos lo mismo a partir del punto 1,5:, ahora llegamos al punto ; 2 , 7 y así po­
demos seguir ubicando puntos.

Pero, la pendiente de esta recta también puede escribirse como:

-1

De esta forma, tanto Ay  como Ax son negativos, e interpretado de esta forma, esto 
significa que por cada unidad que nos desplacemos a la izquierda, tenemos que des­
plazarnos también dos unidades hacia abajo. Esto nos lleva al punto §-1,1 si se parte 
del cruce en/.

Ahora, al repetir el procesa, llegamos al punto (—2, — 1). Como hasta aquí ya tenemos 
cinco puntos en el plano, podemos considerar que estos son suficientes para unirlos 
con una línea recta y podemos trazar la gráfica véase la figura 3.10!.
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Figura 3,10 Gráfica dt? ia recta y  — 2x + 3.

Ejem plo 10

Escribir la ecuación en forma general de la recta que pasa por el punto ¡2 ,1! y tiene 

pendiente .

Solución
En esta ocasión, el objetivo es escribir la ecuación de la recta en su forma gene­
ral; no obstante, los datos que tenemos son solo un punto por el que pasa la recta y 
su pendiente. Por consiguiente, con esta información podemos usar la forma punto- 
pendiente, que se llama asi precisamente porque solemos emplearla cuando conoce­
mos cualquier punto por el que pasa la recta y su pendiente.

En la forma punto-pendiente,p —y l ^Tn\x — x ]), donde x .,y 1 representa el punto por 
el que pasa la recta, y como siempre, m representa la pendiente*

Como en este ejemplo *, = 2 -  1 y m = entonces escribimos la ecuación en
forma punto-pendiente y tenemos: 3

1 4 1

Como podemos observar, esta ya es la ecuación de la recta; sin embargo, se nos pide 
expresarla en la forma general, que es cuando está igualada a cero, entonces debe­
mos manipularla algebraicamente. Así tenemos que:
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3(y -L) =  - ( j r - Z )

3y  -  3 =  —x  + 2 

x + 3y  - 3 - 2  = 0 

x  + 3y  -  5 = 0 

Y listo, ya tenemos la ecuación en su forma general.

Rectas paralelas y perpendiculares
Dos o más rectas son paralelas entre si, si tienen la misma pendiente: por ejemplo, las 
rectasy =  — x  +  3 y y =  — x  — 1 son paralelas, porque la pendiente de ambas es m  =  — 1. 
Como se recordará, en estas ecuaciones es posible ver rápidamente la pendiente, por­
que están escritas en forma pendiente-ordenada al origen. Las rectas que son paralelas 
nunca se tocan, como se ve en la figura 3,11, donde están gradeadas las dos rectas que se 
acaban de citar como ejemplo.

Figura 3.11 Gráfica de las rectas y = - x  + 3 (arriba} y y = - x  -  1 ¡abajo/.

Dos rectas son perpendiculares entre sí, si el producto de sus pendientes es igual a — 1, 
Es decir, si una recta tiene pendiente m. y otra recta tiene pendiente m2, para que sean

perpendiculares debe cumplirse que m ím 2 — —i; es decir, m, =  — ,
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Determinar si las rectas A x+ 3y —4 = 0yG x —8y + 1 = Q son perpendiculares. 

Solución
En este caso, para saber si las rectas son perpendiculares, primero debemos obtener 
las pendientes de ambas rectas escribiendo sus ecuaciones en la forma pendiente- 
ordenada al origen.

Así, para la primera recta:
4 x  4- 3 y  4  =  0

3y  — - _4X j|_4

y = - ± x + *
3  3

Ejem plo 11

De esta manera, tenemos que:

4m = - -  
3

Ahora, realizamos el mismo procedimiento para la segunda recta:
6jt -  8y  + 1 =  D

-8 /  = —6* -1 

8  8  4  8

Para la segunda recta tenemos que:

Entonces, -  ——j—J =  - 1 ;por tanto, podemos afirmar que ambas rectas sonper-

_  3

* 4

pendiculares ■ véase la figura 3,12:.

Figura 3.12 Gráfica de las rectas

4 , 4  3 .v = — v y = —* 4 -
3 3 4
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Ejem plo 12

Determinar la ecuación en forma general de la recta que pasa por el punto (—1,6} y 
es paralela a la recta Qx -  2y = 9.

Solución
Como la recta que buscamos es paralela a la recta que se da en el planteamiento, sus 
pendientes deben ser iguales. De esta manera,primero escribírnosla ecuación de la 
recta dada en forma pendiente-ordenada al origen, para poder obtener su pendiente. 
Así;

6;r -  2y = 9 

- 2  y  =  —6jf +  9

3jí 9
2

Entonces, la pendiente de la recta dada es m = 3, la cual debe ser la misma pendiente 
para la recta que se quiere.

Como también tenemos el dato de un punto por el que pasa la recta, usamos la forma 
punto-pendiente para escribir su ecuación:

y - 6 = 3 ( j ¡ + l )

Por último, hacemos un poco de álgebra para obtener la forma general;
y  — 6 = 3x  + 3

3x - y  + 9 =  0

Rectas horizontales y verticales
¿Cuál es la ecuación de la recta horizontal que cruza el eje y, en y = 3? Para escribir su 
ecuación, primero es necesario conocer su pendiente. Para tal efecto, primero se pueden 
tomar dos puntos cualesquiera sobre esta recta, por ejemplo los puntos A( 1, 3) y B {4 ,3), 
y aplicar la fórmula de la pendiente:

W =  ^  =  Ü = 0
4 - 1  3

Una vez que se tiene la pendiente» se escribe la ecuación en la forma punto-pendiente 
usando el punto A:

y - 3=o(*-i)
y - 3 =  0
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Entonces, se tiene que la pendiente de una recta horizontal es cero, y se puede escribir 
i a ecuación resultante como: y — 3 = 0. En forma pendiente-ordenada al origen queda:

y=3
donde la gráfica de la recta cruza al eje y en y — 3,
Esta ultima ecuación indica que no importa cuánto valga x, y siempre será igual a 3, lo 
cual es cierto puesto que todos los puntos que están sobre esta recta tienen ordenada 
igual a 3.
Enseguida» es necesario realizar el mismo análisis para uña recta vertical; por ejemplo, la 
recta vertical que cruza el eje a en a = 3,
Ahora, se toman dos puntos cualesquiera sobre la recta; por ejemplo, Ai3, Si y B(3, —2), 
y se halla la pendiente:

3-3 0
Pero, como se sabe que la división entre cero está indefinida, esto lleva a la conclusión de 
que una recta vertical no tiene pendiente.
Es importante resaltar que no debe confundirse el hecho de que la pendiente de una 
recta sea cero ¡ rectas horizontales! con el hecho de que no exista la pendiente (rectas 
verticales). Pues, aunque una recta vertical no tenga pendiente, sí tiene ecuación. Así, en 
la recta que hasta ahora se ha citado como ejemplo, todos los puntos sobre esta tienen 
abscisa x igual a 3, por tanto esa resulta ser la ecuación: a  = 3. La cual, en su forma ge­
neral, se escribe como:

a  — 3 = 0
Resulta importante destacar que Ja ecuación de una recta vertical no se puede escribir 
en la forma pendiente-ordenada al origen ni en la forma punto-pendiente, debido a que 
precisamente no hay pendiente.

Aplicaciones de las rectas
Los siguientes ejemplos ilustran cómo se pueden usar las rectas para modelar situacio­
nes reales.

Ejem plo 13

Una empresa dedicada a la producción de lácteos vende un determinado tipo de le­
che a ló  pesos el litro. Cada semana, la empresa vende alrededor de 6 millones de 
litros de este tipo de leche. Un estudio de mercado calculó que si la empresa eleva el 
precio a 14 pesos el litro, solo venderá alrededor de 3 millones de litros por semana.
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a) Hallar una ecuación que modele esta situación y que dé la cantidad de litros ven­
didos por semana de acuerdo con el precio lijado, suponiendo que la relación 
entre estas dos variables es lineal.

b) Si el precio del litro fuera de 11 pesos, ¿cuántos litros por semana se venderían?
c) ¿Qué conviene más a la empresa, dejar el precio en 10 pesos o cambiarlo a 11 pesos?

Solución
a) Para la solución de este inciso, podemos usar la ecuación de una recta., con el fin 

de modelar esta situación, ya que en el planteamiento se nos dice que podemos 
suponer que la relación entre el precio y la cantidad de litros es lineal, lo cual 
significa que la ecuación que relaciona a estas variables debe ser una recta. Para 
escribir dicha ecuación, primero debemos tener claras las variables. Esto es, no­
sotros queremos que el precio sea la variable independiente, porque de acuerdo 
con el precio que pongamos, la ecuación debe darnos la cantidad correspondien­
te de litros que se venden por semana.
En la forma pendiente-ordena da al origen de una recta, / = mx + b , x es la va­
riable independiente y y e s  la variable dependiente, por que de acuerdo con el 
valor que le demos a x, la ecuación nos dará el valor de/. Entonces, para nuestro 
ejemplo, x debe representar el precio y / debe representar la cantidad de litros 
vendidos por semana. Sin embargo, en este ejemplo no usaremos las variables x  y y, 
sino que las cambiaremos por p , para el precio, y 1 para la cantidad de litros ven­
didos por semana. De esta manera, la ecuación queda como sigue:

1 = mp + Ib
En este caso, solo se nos da la información acerca de las cantidades de litros por 
semana que se venden con respecto a dos precios distintos; es decir, tenemos dos 
puntos, el punto Ai 10,6'. que dice que se venden 6 millones de litros a 10 pesos 
el litro ■ y el punto B-14,3 ¡ que dice que se venden 3 millones de litros a 14 pe­
sos el litro;, donde la abscisa corresponde ap , el precio, y la ordenada corres­
ponde a 1, la cantidad de litros vendidos por semana medida en mil lonesCon 
estos datos, podemos obtener la pendiente con la fórmula que ya conocemos, la 
cual hemos adaptado con las nuevas variables que elegimos:

JTÍ K -  J: _  3 -6  - 3 j  3
p 2 r p í 1 4 - 1 0  4 4

Ahora, usando el punto A y la pendiente obtenida, escribimos la ecuación en for­
ma punto-pendiente y finalmente la convertimos a 1a forma pendiente-ordena da 
al origen:

J-e=-|(p-io)

;  = + 6 
4 4

/ = - 3 p + 22
4 3
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b) Si fijamos el precio en 11 pesos, la cantidad de litios vendidos por semana ■ en 
millones: será de:

I = —-(11} + — =  ——  + —  =  —  =  5.25 
4 2 4 2 4

Esto significa que si el litro de leche costara 11 pesos el litro, la empresa vendería 
5.25 millones de litros a la semana.

c) Dado que el litro de leche se vende a un precio de 10 pesos, la empresa obtiene 
ingresos semanales de IGi 6 1 = 60 millones de pesos, Mientras que si la vendiera a 
un precio de 11 pesos el litro, el ingreso sería de 11(5.25 = 57.75 millones de pe­
sos. En apariencia, al menos en términos del ingreso, es mejor seguir vendiendo 
el litro de leche a un precio de 10 pesos. No obstante, habría que considerar otras 
variables, como el costo de producción, para poder tomar una decisión acertada. 
Sin embargo, este modelo constituye un buen parámetro de cara a una decisión 
importante para la empresa. Se deja como ejercicio para el lector calcular el in­
greso. si el litro de leche se vendiera a un precio de 14 pesos.

E je rc ic io s  propuestos

En los ejercicios 17 a 26 escribe la ecuación, en forma general, de la recta que cumpla 
ias condiciones dadas y traza su gráfica.

17. Pasa por (4, - 7 ), pendiente 3,

13. Pasa por ■ -2 , - 3 '.pendiente -1 .

19. Pasa por | , bJ, pendiente ~ .

20. Pasa por 2̂, -- -̂1. pendiente 2.

21. Pasa por ios puntos ( l r 1) y ( - 2 , 0 .

22. Pasa por los puntos > 7, - 3  ¡ y 10, 1.

g
23. Tiene pendiente —— y cruza al eje y  en -3 .

6
24. Tiene pendiente 9 y cruza al eje x  en - 1 .

25. Tiene cruce en y en 6 y cruce en jren 3.

26. Tiene pendiente 1 y pasa por el punto medio entre los puntos 4,5: y : 3 ,3  .

En los ejercicios 27 a 32 escribe la ecuación, en forma pendiente-ordenada al origen, 
de la recta que cumple las condiciones dadas.
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27. Pasa por ¡2,6") y es paralela a la recta 2x + 3y -  1 = 0.
23. Pasa por ('1,-1': y es paralela a la recta Sx -n=y + 3 =  0.

29. Pasa por 4, — 2 i y es perpendicular a la recta x  -  2y + 3 = 0,

30. Pasa por í - 3 T S'i y es perpendicular a la recta 3x + Ay = o.

31. Pasa por -5 , 3- y es paralela al eje x.

32. Pasa por 4,1 :■ y es paralela al eje/.
33. Un bebé promedio pesa al nacer alrededor de 3 kg y al cumplir 12 meses de vida 

pesa alrededor de 8 kg.

a) Escribe una ecuación que dé el pesop  del bebé de acuerdo con su edad í í en 
mesesi, suponiendo que la relación entre peso y edad es lineal.

b) ¿Cuál sería el peso del bebé ai cumplir ios 6 meses y medio de vida?
34. Una empresa adquirió equipo de oficina con un valor de 30 mil pesos. Ai paso del 

tiempo, el equipo se depreciará, es decir, irá perdiendo su valor. Así, se estima 
que el valor del equipo después de 5 años será de S mil pesos.
a) Escribe una ecuación que dé el valor v del equipo de acuerdo con el tiempo f 

(en años) después de su compra, suponiendo que la depreciación es lineal.
b) ¿Cuál será el valor del equipo tres años después de ser adquirido?
c) ¿En qué momento el valor del equipo sería de cero pesos?

3 .3  D e fin ic ió n  d e  fu n c ió n
A partir de este momento se inicia el análisis y tratamiento de la idea más fundamental 
en el estudio del cálculo: las funciones.

Una función constituye una regla que asigna a cada elemento de un conjunto llamado 
dominio, solo un elemento de otro conjunto llamado rango o imagen.

Considérese como ejemplo la función “elevar al cuadrado” Esta función le asignará a 
cada número del dominio, su cuadrado; es decir, al 1 le asignará el 1, al 2 le asignará el 
4, al —3 le asignará el 9, etcétera. ¿Cuáles son todos tos elementos del dominio de esta 
función? Pues son todos los números que se puedan elevar al cuadrado; esto es, todos los 
números reales. ¿Cuáles son todos los elementos del rango? En este caso, son solo los nú­
meros reales positivos y el cero, ya que cualquier número elevado al cuadrado da como 
resultado un número positivo o el cero. En notación de intervalos, se puede decir que el 
dominio para esta función es el intervalo (—oo, oo) y el rango es el intervalo ¡O, oo).

Esta función, elevar al cuadrado" puede representarse con una ecuación. Si al dominio 
se le asigna la variable x  y al rango se le asigna la variable y, entonces la ecuación de esta 
función sería:

y = x 2
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Donde *  representa cualquier número del dominio y y es el número del rango que ie

corresponde a dicho número del dominio. Es decir, si x =  \¡2, entonces y =  ( 4 i - ) = 2 , o

si *  =  — entonces y =  [—] = —.
3 \3) 9

En una función siempre hay una variable independíente y una variable dependiente. Por
lo general. & siempre es la variable independiente y y es la variable dependiente. Toman­
do como ejemplo nuevamente la misma función, ‘elevar al cuadrado" x constituye la 
variable independiente, porque x puede tomar cualquier valor del dominio y do acuer­
do a ese valor entonces y tomará su cuadrado. En una función, la variable dependiente 
siempre es la que representa al rango y la variable independiente es la que representa al 
dominio,

Ejem plo 14

Hallar el dominio y el rango de 1a función “obtener la raíz cuadrada': representada por 
la ecuación y  = r* .

Solución
Nuevamente, como casi siempre sucede, en este caso x es la variable independiente y 
7  es la variable dependiente. Entonces, el dominio son los valores que x puede tomar, 
es decir, cualquier número que tenga raíz cuadrada. Por tanto, después de realizar 
un análisis, podemos decir que el dominio serán todos los reales positivos y el cero, 
porque no es posible sacarle raíz cuadrada a un número negativo; de esta forma, el 
dominio de esta función es el intervalo [o, d o ). Asimismo, podemos afirmar que el ran­
go serán todos los números que dan como resultado la raíz cuadrada de los números 
del dominio, es decir, también son todos los reales positivos y el cero. Por tanto, en 
este caso el rango es igual al dominio; esto es: el intervalo (o, ou).

Ahora, se retoma la función "elevar al cuadrado" En este caso, ya se sabe que su ecua­
ción es y =  x 1, sin embargo, cuando se habla de funciones, hay una forma distinta de 
escribir las ecuaciones. De esta manera, esta ecuación, y =  x 2, también puede escri­
birse como:

y(x\ = x 2

Donde y[x) no indica multiplicación.

En notación de funciones, y\x) significa que la variable y depende de la variable x. Pero 
esta ecuación suele escribirse como:

f{x )  = x 2
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Donde/ toma el papel de y. Asimismo,/también sirve como el nombre de la función. 
Aunque a esta función se le habla llamado "elevar al cuadrado”, esa es en realidad la regla 
matemática que dicta cómo asignar los valores del rango a los valores del dominio. Pero, 
en vez de/también se te podría dar el nombre deg, y así la ecuación de la función sería 
gl*) = x2, lo cual no cambia la regla de “elevar al cuadrado”, sino que lo único que cam­
biaría sería el nombre de la función.
A manera de ejemplo, ¿cómo se calcula el volumen de un cubo? Como ya es sabido, la fórmu­
la para el cálculo del volumen de un cubo de Jado a es V  — a\ Pues esta es una función que 
se puede escribir como V ¡a) — a\ donde V es el volumen, la cual constituye la variable 
dependiente, y a es la medida de la arista, la cual constituye la variable independiente. 
Cuando aquí se hace referencia a "la función” en realidad se está haciendo referencia a la 
variable dependiente. Por ejemplo, en la función anterior del volumen de un cubo, si se 
pregunta: ¿cuándo esta función es mayor que 8?, en realidad se está preguntando: ¿cuán­
do el volumen es mayor que 8?
Al plantear la pregunta con la palabra “cuándo” en realidad se está haciendo referencia 
a lo siguiente; ¿con qué valores de la arista el volumen será mayor que 8? Después de un 
momento de análisis, se puede decir que esto sucede cuando a >  2.
Entonces, al plantear la pregunta: ¿cuándo será negativa la fundón/i/) = x2? Lo que en 
realidad se está preguntando es: ¿cuándo será negativa/?, o ¿cuándo serán negativos los 
valores del rango? Es claro que esta función nunca será negativa, puesto que como ya se 
dijo antes, su rango es el intervalo [0, oo).

Ejem plo 15

Determinar el dominio y el rango de la función / ( x \ = -  jt|, así como establecer cuán­
do es mayor que -1 .

Solución
Como ya vimos antes, el dominio son todos los valores que puede tomar la variable 
independiente, es decir, x. En este caso son todos ios reales, ya que cualquier número 
tiene valor absoluto. En tanto, para obtener el rango debemos observar que al ob­
tener el valor absoluto de un número, et resultado siempre será positivo o cero; por 
tanto, enseguida debemos multiplicar ese resultado por -1 . Así, finalmente tenemos 
que los valores del rango, o bien los valores de la función, siempre serán negativos 
o cero. Entonces, tenemos que el dominio es el intervalo (—do, do) y el rango es el 
intervalo (-oo, 0;.

Ya sabemos que los valores de la función son los reales negativos y el cero, asi que 
los únicos valores de la función que sean mayores que - 1  serán los valores del rango 
que estén en el intervalo (—1, o ]. La pregunta es: ¿para qué valores del dominio obten­
dremos este intervalo en el rango? La respuesta nos la dará resolver la desigualdad 
■■ |jr| > —1- De la sección de desigualdades en el capítulo 2, sabemos que la solución es 

el intervalo ¡ - 1 , 1  . Entonces, la función será mayor que - 1 cuando — 1 <  x < ii
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Hallar el dominio de la función:

Ejem plo 16

r ( * )  =

Solución
En este caso: tenemos una raíz cuadrada, al Igual que en el ejemplo 14. Sabiendo que 
solo podemos obtener raíces cuadradas de números positivos o del cero, la condición 
que debe cumplirse es que 1 + x 1 > 0. De nuestro estudio de desigualdades del capí­
tulo 2, sabemos que la solución de esta desigualdad es el intervalo [ -1,1] y. por tanto, 
este intervalo es el dominio de la función.

E jem p lo  17

Hallar ei dominio de la función:

* ( * )  =
x - 3  4 - x

Solución
Como podemos observar, esta función es una suma de fracciones, Recuérdese que 
una fracción siempre estará indefinida cuando el denominador sea cero, porque no 
se puede dividir entre cero. Por tanto, los únicos números que no pueden estar en el 
dominio son los números que hagan cero a los denominadores. En el caso de la pri­
mera fracción, ese número es el 3 y en la segunda es el 4, Por tanto, el dominio escrito 
en notación de intervalos es:

(—co, 3)u(3, 4)U(4i

Evaluación de funciones
Evaluar una función no es más que encontrar el valor de la función para determinado 
valor de la variable independiente. Por ejemplo, si se tiene la función g{x) = x 3 -  1, 
evaluar la función en 2 significa determinar el valor de la función cuando x  =  2; en otras 
palabras, es determinar el valor del rango que le corresponde al valor del dominio x -  2, 
Esto se escribe así:¿(2) = 23 — 1 = 8 -  1 = 7; y se lee de la siguiente manera: ^  evaluada 
en 2 es igual a 7".

E jem p lo  18

Si A(x) =  ~ evaluar:h< 1),h\ -1 ) , A l -3 )  y h s 2). 
2C ~f~ 3
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Solución
En este caso, solo sustituimos el valor indicado en todas las x  de la función:

A(l) = - — ■- = -  = 0 
w  1+3 4

1-1  - 2  
3 2

- 3 - 1  _ - 4 
- 3  + 3 0

* ( _ ! ) =  ^ I _ 2 = ^2 = _ !
-1  + 3 2

h (-3 )  =

h(a2): a¿ 1
a2 + 3

Como se puede observar, la tercera evaluación se trata de una división entre cero, la 
cual sabemos que es indefinida; esto significa que la función no existe cuando x = -3 . 
Lo que significa que esto excluye al número - 3  del dominio de esta función.

M odelado de funciones
Aquí se estudia la manera de construir funciones a partir del planteamiento de determi­
nado problema. El objetivo será encontrar la función a partir de un planteamiento dado.

Ejem plo 19

Seap el perímetro de un triángulo equilátero. Escribir una fórmula que dé el área, A, 
del triángulo en función de p.

Solución

La fórmula del área de un triángulo de base. b. y altura, h, es: A = — . Como es sa­

bido, esta es la fórmula que nos permite calcular el área de un triángulo cualquiera, 
en función de su base y altura, pero nosotros queremos que el área esté en función 
del perímetro para el caso particular de un triángulo equilátero. De esta manera, lo 
primero que tenemos que hacer es expresar tanto la base como la altura en términos 
del perímetro y luego sustituir estas expresiones en la fórmula original. Sea AABC un 
triángulo equilátero cualquiera con perímetro p : como se muestra en la figura 3.13.
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Figura 3.12 Triángulo equilátero de perím etrop.

Como podemos notar en la figura, la base del triángulo mide lo mismo que cualquie­
ra de los lados del triángulo, es decir, un tercio del perímetro, ya que el triángulo es 
equilátero y todos sus lados miden lo mismo. Entonces, podemos escribir:

b  =  P 
3

Ahora, eníoquémonos en el triángulo rectángulo que se forma al dividir el triángulo 
equilátero a la mitad. En este caso, los catetos de este triángulo rectángulo miden
h y y su hipotenusa mide Siendo así, por el teorema de Pitágoras podemos 

6 3
escribir:

h *+  £  =

Luego, simplificamos y despejamos h:

h * = ¿ -
9

P_
36

h = V
1 36

=  3P l
36

S p

Una vez que ya tenemos b  y h en términos de p, solo sustituimos sus expresiones en 
ia fórmula del área:

A (p)

p ^3 p ¿
3 6 . IB ,'3

36
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E jem p lo  20

Se desea construir una pecera rectangular sin tapa. Determinar:

a) Una fórmula que dé el área de todo el vidrio necesario para su construcción, en 
función del ancho de la base, si se quiere que el área de la base sea de 800 cm2 y 
su altura sea de 30 cm.

b) ¿Cuál es el área del vidrio necesario si el ancho de la base es de 40 cm?

Solución
a} Lo primero que debemos hacer es escribir la fórmula que nos permita determinar 

esta área en términos de las variables necesarias. La figura 3.14 nos ayudará.

Figura 3 .14  Prisma cuadrangular de largo y, ancho a  y altura h.

Entonces el área total será la suma de las áreas de las cinco caras de la pecera, donde 
estas caras son rectángulos. Por tanto, en este caso, la fórmula del área es:

A = xy + 2xh + 2yh

Como ya sabemos, el área de la base debe ser 300 cm2. De esta manera, tenemos que:

xy = 800

De esta ecuación podemos despejar/, así que:

/  =  S°°
x

Asimismo, sabemos que h = 30.

Ahora, debemos sustituir estas espresiones para y  y para h en la fórmula que ya se 
estableció para calcular el área. Así:

A =  xy + 2xh + 2 yh 

A fp )  =  800 +  2 *  (30) + 2 1— 130
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Luego, simplificamos y nos queda:

Ü(jt) = 300 -t-60* + 48000

b) Si el ancho de la pecera es de 40 cm. entonces el área será:

A (40) =  800 +  B0{40) t = 800 + 2 400 + 1200 *± 4 400 cma

E jercicios propuestos

En los ejercicios 35 a 40, encuentra el dominio y el rango de la función.

35. f¡x) = Zx + S

36. g\x\ = x z + 1

37. /i(x) = |x| - 2

38. /(x) =  v x  + 3

39. F ( x ) = J x  +  3

40. G (x)= "ifx

En los ejercicios 41 a 43, halla el dominio de la íUnción.

41. f ( x ) = ^ 3 x  + 2

42. g {x )  — \'3x +  2

« •  ^ ^ 1= 7 7 :

44. T(x)

x -  2 
2

46. g (x )= \ ‘x* + 2 x - 3  

4 3 '

48. f{z ) ^5 z 
z * + l
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49. Escribe una fórmula que dé el área, A, de un cuadrado en función de su períme­
tro, P.

50. Escribe una fórmula que dé el perímetro, P, de un círculo en función de su área, A

51. Escribe una fórmula que dé el volumen, V, de una esfera en función de su circun­
ferencia, C.

52. Se va a construir una caja sin tapa a partir de una pieza rectangular de cartón 
de 16 cm de ancho y 20 cm de largo, cortando esquinas cuadradas de lado x  y 
doblando las "pestañas" resultantes hacia arriba. Escribe una fórmula que dé el 
volumen de la caja en función de x y determina cuál sería el volumen de la caja si 
,v = 2 cm.

53. Escribe una fórmula que dé el área total, A, de un cilindro en función de su altura, 
h. si su radio, r, es de 10 cm.

54. Un cilindro de radio r está inscrito en una esfera de radio 2r. Escribe una fórmula 
que dé el volumen del cilindro en función de r.

3 .4  G r á f ic a s  d e  fu n c io n e s
Hasta aquí ya se ha estudiado cómo gradear ecuaciones, y en la sección anterior se vio 
que una función tiene una ecuación. Por esta razón, una función también se puede re­
presentar con una gráfica.

Todas las funciones con las que se trabajará, serán funciones de x; es decir, x siempre será 
la variable independiente, o al menos la variable independiente siempre se graficará en 
el eje de las abscisas. En este sentido, no cualquier gráfica será la gráfica de una función. 
Por ejemplo, la gráfica de la ecuación x — y2, que se muestra en la figura 3.15, no es una 
función de x, porque para cada valor de x hay dos valores de y, lo cual no puede suceder 
en una función si a; va a representar al dominio. Como se recordará, en una función a  
cada elemento del dominio le corresponde solo un elemento del rango.

Figura 3.15
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Sin embargo, esta gráfica podría considerarse una función de y, es decir, donde y sea la 
variable independiente v *  la variable dependiente. Pero, como va se dijo antes, para este 
libro i y en general para el estudio de funciones) las funciones siempre deberán tener 
como variable independiente a x (o. a cualquier variable asociada al eje de las abscisas!.

Es importante resaltar aquí que existe una prueba visual para identificar la gráfica de una 
función, que se conoce con el nombre de Prueba de la Recta Vertical, la cual dice que si 
una gráfica puede ser cruzada por cualquier recta vertical más de una vez, entonces esta 
no es una función.

E jem p lo  21

Determinar si las siguientes gráficas son funciones, 

a)

1 5 7
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Solución
De estas tres gráficas, la primera y la tercera pueden ser cruzadas más de una vez por 
alguna recta vertical, como se muestra en la figura 3.17; por tanto, estas no son fun­
ciones. Sin embargo, esto no pasa en la segunda gráfica, la cual no puede ser cruzada 
más de una vez por ninguna recta vertical, así que esta si es una función.

Figura 3 .17  Gráficas de curvas que wnson funciones.

En la sección 3.1 se estudió cómo realizar gráficas de ecuaciones simples usando el mé­
todo de tabulación, Pero aquí se emplea otro método para graficar funciones con ecua­
ciones más complicadas.

A continuación se presentan las gráficas de algunas funciones básicas que se pueden 
graficar tabulando. Así, a partir de estas funciones básicas se elaborarán las gráficas de 
funciones más elaboradas. Se recomienda aprender de memoria estas gráficas y enten­
der sus propiedades básicas.

f{x) = x

Figura 3,18 Gráfica d e /U )  =
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f i x )  =  x 1

Figura 3.19 Gráfica de f [ x )  =  x1.

f  (X'i =  X 3

Figura 3.20 Gráfica def\ x)  — xs.
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Figura 3,21 Gráfica de f ( x ) — 'fx.

f { x ) = $ x

Figura 3.22 Gráfica de f  ( * )  =  V * .
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Ahora es momento de estudiar la graficación de funciones mediante el método de 
transformaciones.

Como su nombre lo indica, este método consiste en partir de la gráfica de una función 
básica y transformarla. Las transformaciones que se utilizan en este método son estira­
mientos, encogimientos, reflexiones y desplazamientos. La tabla 3.2 resume estas trans­
formaciones. Acto seguido se presentan algunos ejemplos para ilustrar su uso.

Graficación con transformaciones

Tabla 3.2 Transformaciones de funciones
T r a n s f o r m a c i ó n Efecto sobre  la  g r á f ic a  do f(Jí)

1. s f ( x )  a > l S e  estira v ertica lm en te  en  un factor d e  a.

2. a/(jr) Q < a < l Se e n c o g e  v ertica lm en te e n  un factor de s

3. /(air) a > l Se e n c o g e  horizontalm ente e n  un factor d e  — .

4. f ( a r )  Q < a < l Se estira horizontalm ente en  un factor de — .
a

5. - f [ x ) Se re fle ja  con  re sp ecto  al e je  x .

6. / ( - y ) Se re fle ja  con  re sp ecto  al e je /

1. / ■ (*}+ a a > 0 Se desp laza hacia  arrib a  a unidades.

3. I { x )  — a a > 0 Se d esp laza  h acia  ab a jo  a unid ad es.

9. /(jr-E-al a > 0 Se d esp laza  h acia  la  izquierda a unidades.

10. f  (x  -  a) a >  0 Se d esp laza  h acia  la  d erech a  a u nidades

11 M * í  ] La p arte  negativa de la  función se  re fle ja  h acia  arriba.

13. /([*(}
La p arte  de la  g ráfica  qu e está  e n  e l  dom inio positivo se  copia  

hacia la  p arte  negativa.

Ejem plo 22

Trazar la gráfica de la función:

f ( * )  = 2jr2 +1

Solución
En este caso, lo primero que tenemos que hacer es partir de la gráfica de la función 
básica:

í [ x ) = x i

Luego, nuestra función se giaficará con dos transformaciones: una debido al 2, que 
multiplica, y la otra por el 1, que suma. Cabe hacer notar aquí que el orden de las
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transformaciones es muy importante. Esto es, primero debemos hacer las transforma­
ciones tomando en cuenta el orden de las operaciones que indica la ecuación de la 
función. En nuestro ejemplo, al valor de x - primero se le multiplicará por 2 y después 
se le sumará 1. Entonces, primero aplicaremos la transformación 1 de nuestra tabla, lo 
cual implica estirar la gráfica de f(x) = x-2 en un factor de 2. El efecto de esta transfor­
mación se aprecia en la figura 3.23.

Como se puede observar de la figura 3.23. la gráfica de f\x~ = x 2 es la curva negra, 
mientras que la gráfica de f(x\ = 2x2 es la curva gris. Nótese que todos los puntos de 
la gráfica básica f(x  = x 2 se recorrieron al doble con respecto a su coordenada/. De 
esta manera, por ejemplo, el punto 1, 1 ahora es el punto i 1,2) y el punto (2,4) ahora 
es el punto ' 2, S el único punto que no se movió fue el 0 ,0  ■ porque su coordenada 
y  es 0 y el doble de 0 es 0, Entonces, decimos que la gráfica de f  x  = x 1 se estiró al 
doble verticalmente; por tanto, el resultado es la gráfica de la función í\x = 2x~-,

Pero, aún falta aplicar otra transformación, debido al 1 que se suma en la ecuación 
f\x. = 2x2 + 1, que es la transformación 7 de nuestra tabla, así lo que haremos será 
desplazar la gráfica de f  :x- = 2x¡2 un lugar hacia arriba, que nos da como resultado la 
gráfica final, que está marcada en gris claro en la figura 3,24,

Ahora, cada punto de la gráfica de f\x\ = 2x2 se movió hacía arriba una unidad; por 
ejemplo, el punto 0. 0 i ahora es el punto 0. 1 ¡ y el punto ' - 1 , 2 !  ahora es el punto 
- 1 , 3 es decir, a la coordenada / de cada punto se le sumó 1.
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Figura 3 ,24  Gráficas def [ x )  =  a11 I curva negra), de/ 1, .v !■ = 2x! i curva gris intermedia) 

y á c / i  x i =  '2xL + 1 ! curva gris ciara o superior i.

Ejem plo 23

Trazar la gráfica de la función:

Solución
En este caso tenemos tres transformaciones, la primera debida al 2 que multiplica a xr 

ia segunda por el ^ que multiplica a ia función \Í2x y la tere era por el signo -  (menos) 

que multiplica a la función ^

Por tanto, partimos de la función básica /{y) = ^x. Entonces, la primera transforma­
ción que debemos realizar es la número 3 de nuestra tabla para considerar el 2 que 
multiplica a z  dentro de la raíz; el efecto será encoger horizontalmente la gráfica de

vi en un factor de - .  lo cual se muestra en la figura 3.25.
2
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La gráfica inferior corresponde a la de v x y la gráfica superior corresponde a la de 
4% x. Como podemos observar, cada punto de la gráfica de V^ se recorrió horizon­
talmente a la mitad, con respecto a su coordenada x; de esta manera, el punto 1 , - 1:

cambió .al punto i  , lj y el punto ■ 4 ,2 1 cambió ai punto ■ 2,2 ¡. Es decir, ta coordenada

x de cada punto de la gráfica de -Jx  se multiplicó por —, para obtener ios nuevos pun-

tos de la gráfica de \!2 x ; esto es, se produjo un encogimiento horizontal de la gráfica.

La siguiente transformación, debida a — que multiplica a ^ 2 x . es la número 2 deó
nuestra tabla; por tanto, el efecto será un encogimiento vertical de la gráfica de y¡2x., 

en un factor de * . Esto implica multiplicar la ordenada de cada punto de la gráfica 

de m‘2x por q , lo cual resulta en la gráfica inferior (gris claro) que se muestra en laó
figura 3.26,
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Figura 3 .26  Gráficas de f ( x )  =  'fx  i curva intermedia' de f ( x )  =  '¿2x 1 curva superior l y de

— — 2x  i curva inferior i,
3

Como podemos comprobar, el punto lj de \!2x c ahora es el punto | ,̂  ̂ j , y el

punto (2, 2) en la gráfica de \¡2x, ahora es el punto 2̂, ^J. Esto es un encogimiento 

vertical, como si la gráfica hubiera sido aplastada hacia el eje x.

Hasta aquí hemos notado que un estiramiento o un encogimiento vertical tiene un 
efecto en la ordenada de los puntos de una gráfica, mientras que un estiramiento o un 
encogimiento horizontal tiene un efecto sobre la abscisa de los puntos de la gráfica.

Aún falta la transformación debida al signo menos que multiplica a  ̂ , que es la

transformación 3 de nuestra tabla . se refleja con respecto al eje x¡; por tanto, el efecto

es un reflejo de la gráfica de -- v/ix con respecto al eje x. De esta manera, la gráfica
  3

final de f { x ) = - - ^ J 2 x  se muestra en el cuadrante IV en la figura 3.27.
3
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Figura 3 .27  Gráficas de f { x )  —  ̂x  i curva intermedia en el primer cuadrante': de f { x ) — '¿2x [curva 

superior en el primer cuadrante .■: de f ( x )  ^  "^2x [ curva inferior en el primer cuadrante! y 

de / (a )  =  — i curva gris en el cuarto cuadrante ).

Ejem plo 24

Trazar la gráfica de la función:

Solución

Aquí partiremos de la gráfica de la función básica f(x) = x 3. En este caso 'Como en 
otros anteriores i. nuevamente tenemos tres transformaciones: la primera, debida al

— que multiplica a la x\ la segunda, debida al signo menos que multiplica a -- x, y ía
2 . 2
tercera debida al - 2  que se resta a ■ -  -  x \ . Estas transformaciones son, respectiva­

mente, las transformaciones 4,6 y 3 de ia tabla de transformaciones.

La figura 3.26 muestra las gráficas de las funciones resultantes después de aplicar 
estas transformaciones. Así, primero, en negro, tenemos la gráfica de x ¿: después, en

gris oscuro, encontramos la gráfica de —ffl , donde la transformación aplicada fue

un estiramiento horizontal en un factor de 2; luego, en gris claro, tenemos la gráfica
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de I - ím , donde se aplicó un reflejo respecto al eje y, y finalmente, en gris tenue,

3  3

está la gráfica de I - * ]  2, que es la gráfica de { 1 x  \ desplazada hacia abajo 2
unidades. \ 2 I \ 2 I

Figura 3,28 Gráficas de tas funciones/f.v' = x J , negro); de .gris oscuro); d e / (x j =  |—

■: gris claro), y de / ( * )  = | - - I j c j  —2 I línea discontinua i.

Ejem plo 25

Trazar la gráfica de la siguiente función:

g(jr) = |jr +2|

Solución

Ahora, partimos de la gráfica de la función básica i  x  = x. Por tanto, solo hay dos 
transformaciones, Primero, una traslación de dos unidades hacía la izquierda debi­
da al 2 que se suma a x\ esto es. la transformación 9 de la tabla se desplaza hacia la 
izquierda a, unidades:. Luego, tenemos el valor absoluto, la transformación 11 de la 
tabla la parte negativa de la función se refleja hacia arriba , cuyo efecto es un reflejo 
de la parte negativa de la función con respecto al eje x.

En la figura 3.29 podemos observar las gráficas de las funciones x y x  + 2, en negro y 
gris, respectivamente. Nótese que, en este caso, mover la recta y  = x  hacia la izquierda 
es lo mismo que subirla; esto solo pasa para la función y  = x : porque sumarle a la fun­
ción (transformación 7} es lo mismo que sumarle a la variable (transformación 9). De
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hecho, también pudimos haber graflcado la función x + 2 como una recta; del estudio 
de la sección 3.2 sabemos que esta es una recta con pendiente 1 y ordenada al origen 2.

Por su parte, la figura 3.30 muestra, también en gris claro, la gráfica de f { x ) = \x +  2-, 
Esta gráfica es la misma que la de f[x  = x + 2 en el intervalo -2 ,  2c ¡, que es donde 
f  x i = x  + 2 es positiva; sin embargo, en el intervalo i - x ,  - 2  • esta función es nega­
tiva, así que el efecto del valor absoluto es reflejar esta parte negativa hacía arriba.

Figura.3 .29  Gráficas d e / * )  =  X negro) y def\x)  =  x +  2 ( gris).

Figura 3 .30  Gráiicas de f  x ) =  x ( negro), de/ (x :  — x + 2 ! gris) y de/i jc) =  |x + 2¡ i gris claro i.
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Trazar la gráfica de:

Ejem plo 26

h(x)=^\x  -3|

Solución
En este ejemplo, partimos de la gráfica de la función f(x)=^^íx. Siempre que haya un 
valor absoluto directamente en la variable, es conveniente que primero aplique­
mos la transformación de dicho valor absoluto transformación 12),

En la figura 3,31 se muestra la gráfica de v'!^. que es la de \ fx ,p eio  se le añadió una 
copia de sí misma hacia la parte negativa del dominio. Es decir, se está reflejando con 
respecto al eje/: pero la gráfica original no se elimina, se mantiene.

-2

-i

-4

Figura 3,31 Gráfica de / ( * ) — vj*|

Por último, el 3, que resta, hace que esta gráfica de ~J\x\ se traslade hacia la derecha 
3 unidades, como podemos ver en la figura 3.32.
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Figura 3 3 2  Gráfica de f{x)=¡¡J\x.—3j.

Funciones seccionadas
Las funciones seccionadas son funciones que están conformadas por partes de diversas 
funciones, cada una gradeada en una sección o un intervalo diferente.

Ejem plo 27

Trabar la gráfica de la función:

*  +  i si x  <  0

3 si 0 <  x  <  4

L- v ^ si x  >  4

Solución

En este caso, la gráfica de f\x< = x  + 1 es la gráfica de f  x\ = x subida una. unidad; la de 
f\x\ '= 3 es una función constante que siempre vale 3, es decir, es una recta horizontal
que cruza el eje y  en y — 3; y la de f  (jt) -  -fx es la de / {*) =  '¿x reflejada con res­
pecto al eje x.

Por tanto, trazamos todas en el mismo piano, pero cada una restringida ai intervaio 
correspondiente que marca la definición de í{z  . La gráfica resultante se muestra en 
la figura 3,33.
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Figura 3,33 Gráfica d e / í j .’ )

it-í-l si x < 0

3 si 0 <  x < i

sí jv> 4

Como podemos notar, f  0) = 3, lo que significa que la función evaluada en 0 es igual 
a 3, porque el valor del dominio x = 0 está en el intervalo [0, -  4 ■. que es el intervalo 
asignado para f(x) = 3. Este se marca con el punto cerrado (0, 3' en la gráfica de 
f(x), mientras que el punto abierto 0 , 1 ] indica precisamente que el valor del domi­
nio x = 0 no es parte de la gráfica de/iA'j = x + 1, Lo mismo sucede con el valor del
dominio x  =/4, que está asignado a f  (x) =  ~'fx y no a f(x] = 3.

Así, el dominio de f  x) está dado por los tres intervalos de las funciones de las que se 
forma, en este caso, los tres intervalos juntos, ■ — 2-c, O), [0, 4) y [4, oü), forman el domi­
nio —so, 3c. para la función f ix ) . Podemos obtener el rango de la gráfica, debido a 
oue los valores que toma la función son {—oor tí u {a } .
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E jercicio s propuestos

55. ¿Cuáles de las siguientes gráficas son fünciones?

4-y 
3 - 

2  -  

1 -

-2-
-3-
hh

4̂ y
3 -

2 f

■ i i. ■ 0 . i i i.. t i »
-7 -6  -5  - i  - 3  -  -1  0 1 2 3 A 5 6  7

-2-
-3-
- 4 -

8

f 2 .
,  , 0/-v,

-14 -12 -10 -í -6 : i 6 B 10 12 M

F ig u r a  3 .3 4

En los ejercicios 56 a 66 traza la gráfica de la función usando transformaciones y de­
termina las intersecciones con los ejes.

56. f  .x) = 3.v -  2

57. g[.r) = 3|*|

58.  ̂(■*■) -  jS-K- -- Z\

59. fix) = - x 2 + 1

60. g ( x )  — —v/-jr
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61

62 .  T(x) =  (x 4 )3 -  2

63. Vr(̂ ar) =  | V 7  + 2

64 .  / ( jt) — 2 1/ —jr

65. g (y ).=  H ' jf

66. A ( jr )  =  H - ( j r  +  2)a

En los ejercicios 67 a 70 traza la gráfica de la función y determina los intervalos del 
dominio y del rango.

67 .  / ( * )  =
-2

-jf

si x  <  - 1 

si Jf >  G

2 Jf — 1 si x  <  2 

g (jr )  =  Jf -  lf si 2 <  x  <  4

l '/ jf  + 1  si jt >  4

69- Ji(jr) =

x  + 3

y  - 2

si 2 < y < 0

si 0 < Jf < 2 

si jt > 2

7 0 .  / ( y ) -

J f F  1 si —1 < J f  < O

jf si O < x  < 1

j f - 1  si 1 <  j t <  2

x  —2 si 2 < y  <  3

3.5  Funciones cuadráticas
Una función cuadrática es una función de la forma:

f(x) -  ax1 + bx + c con a ^  0
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La principal característica de una función cuadrática es que su gráfica es una parábola 
vertical que abre hacia arriba si a  >  0 (véase la figura 3,35ab) y que abre hacia abajo si 
a  <  0 (véase la figura 3.35b).

a) Parábola que abre hacia arriba. b) Parábola que abre hacia abajo.

Figura 3.35

Las raíces de la función cuadrática representan los puntos donde la gráfica interseca al 
e je ¿  i véase la figura 3.36':'.

Figura 3,36 Raíces de una fundón cuadrática.

La gráfica de una función cuadrática y — a x 2 + bx + c se obtiene mediante las transfor­
maciones vistas en la sección anterior, es decir, con desplazamientos, encogimientos y 
reflexiones.
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1. La gráfica de y =  ax 2 se obtiene de la gráfica de y = x1, al estirarla verticalmente por 
el factor a, si a >  1, o al comprimirla verticalmente si 0 <  a  <  L En este caso, si a  
es negativa, además del estiramiento o compresión vertical, también existe una re­
flexión con respecto al eje x ¡ véanse las figuras 3.37 a 3.40:.

Figura 3.37 Figura 3.38

Figura 3.39

h

Figura 3.40

2. Si h es un número positivo, se tiene:

a) La gráfica de y = a\x — h)2 se obtiene ai trasladar // unidades horizontalmente 
hacia la derecha la gráfica de y — ax2.

a> 1 /
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b} La gráfica de y = a ix  + ti)2 se obtiene al trasladar h unidades horizontalmente 
hacia la izquierda la gráfica de;y = x1 (véase figuras 3.41 y 3,42).

Figura 3,41 Figura 3,42

3. Si k es positivo, se tiene;

a) La gráfica de y = a:x +  h)1 +  k se obtiene al trasladar k  unidades verticalmente 
hacia arriba  la gráfica de^ = a{x +  h)2 (figura 3.43).

b) La gráfica dejy = a ix  + ti)2 — k se obtiene al trasladar k  unidades verticalmente 
hacia aba jo  la gráfica de y  = a ix  + h)2 (figura 3.44).

Figura 3.43 Figura 3.44
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Se sugiere seguir eJ siguiente orden al graficar:

1. Lo primero es la compresión o el estiramiento.

2. Si hay en signo menos multiplicando a la función, se realiza la reflexión respecto al 
eje x.

3. Acto seguido, se efectúa 1a traslación horizontal.

4. Por último, se realiza la traslación vertical.

No obstante, este no es el único proceso que puede seguirse para graficar una función 
cuadrática.

Ejem plo 23

Encontrar las raíces y elaborar la gráfica de la función:

fix) = 2x2 -  S.Y+ 11

Solución
Las raíces son la solución de la ecuación 2x2 -  Sjt + 11 = 0. Cuando utilizamos La fór­
mula. genera] ■ capítulo 2j, obtenemos números complejos, debido a que el discrimi­
nante es negativo. Eso significa que la parábola no cruza los ejes coordenados.

Entonces, para graficar debemos completar el cuadrado:

/(z) = 2xa- 8 x  +11= 2(x ¿ - 4 j f ) + l l  = 2(x-2 - + 4 - 4 'ja +11

=  2 { x 2 - + 4 ) - 8  + l I  =  2(jír -2 ) * + 3

La parábola/ = 2\x -  £’j2 + 3 se obtiene de la gráfica de y =  x2, al estirarla vertical­
mente por un factor 2 ¡y = 2a2}. Esta última gráfica se desplaza horizontalmente 2 
unidades hacia la derecha [y = 2- x  -  2 )z) y finalmente se desplaza verticalmente 
3 unidades hacia arriba y = 2:x -  2 :: +3'. En las figuras 3.45,3.46 y 3.47 se muestra 
cada uno de ios pasos.

Figura 3.45 Figura 3.46
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Figura 3.47

Ejem plo 29

Grailcar la función:

Solución

f ( x ) = ^ - x 2 +  3 j t  ■ -  
2 2

Como x ¿ + 3x —— D => x  -  5, x  = 1. la gráfica cruza el eje x en estos valores.
2 2 

Entonces,, completamos él cuadrado:

-X *  + Zx -  —— — — 6^ +  9 — 9l —— =  — 3)¿ + 2
2 2 2 1 2  2

En este caso, partimos de la gráfica de / = xz, la cual primero se comprime vertical-

mente por un factor de ¡por lo que se ensancha y luego se refleja con respecto al

e j e *  (y  = ~ l x¿]
Lo siguiente que debemos hacer es trasladar la gráfica horizontalmente 3 unidades 

hacia la derecha = — 3 f  i . Finalmente, también debemos trasladarla 2 unida­

des hacia arriba | y  -  -  x -  3'f + 2 j . Podemos observar cada paso descrito antes en 

las figuras 3.43 a 3.51.
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Figura 3,48 Figura 3 ,4?

Figura 3,50 Figura 3,51

Ejem plo 30

Encontrar la ecuación de la parábola que se obtiene de la gráfica de / = x*, al estirar-
k

ia verticalmente por un factor de ■ y trasladarla horízontalmente 8 unidades hacía la
4

derecha y 6 unidades vertical mente hacia arriba.
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Solución
Comenzamos con la ecuación y  = z -  Estirarla verticalmente nos lleva a la ecuación

S Síy — — x  . A su vez, el desplazamiento horizontal de 8 unidades hacia la derecha nos 
4

C 2
da y =  -  v; -8) . Por último, con la traslación hacia arriba de 6 unidades, tenemos la 

4

ecuación y  =  ~ (jt 8)! + 6 o / =  — x L - ZOx + 86.
4 4

El punto más alto o más bajo de una parábola se conoce como su vértice ¡ véase el capítulo 
7). Como se puede ver eu los ejemplos anteriores, las coordenadas del vértice son los nú­
meros que trasladan horizontal y verticalmente la parábola; esto es, si la parábola está dada 
por y = a\x -  h}2 +  k, su vértice se ubica en el punto V(ht k ). Por las fórmulas del capítulo 
2, se conoce que al completar cuadrados, si la parábola es y  — ax- -  bx  + c, entonces:

h = - ± r k  = - * £ = * «
2a ac

Más que usar estas fórmulas, se recomienda completar el cuadrado para obtener las co­
ordenadas del vértice de una parábola.

E jem p lo  31

Encontrarlas coordenadas del vértice de las siguientes parábolas:

a) y  = x ¿ + 6x + I4

b) y = — x 2 —Gx + 30
2

Solución
a) Al completar el cuadrado, tenemos;

y  = x 2 + 6jt + 3 4 = ■ .v + 3l2 + 5

Por consiguiente, las coordenadas del vértice son V  -3 , 5:. Como podemos notar, 
también es posible utilizar las fórmulas anteriores con a = 1, ó = 6, c = 14:

fl =  - . A  =  _ _ S _  =  _ 3 y * = . i > * - 4 a c = _ 3 6  - 4(I)(14) =  _ - 3 0 = a  
2a 2(1) 4a 4(1) 4

b) Como en el inciso anterior, al completar el cuadrado obtenemos:

y  = i ( * - 6 f  + l2  
2

Así que podemos decir que el vértice tiene coordenadas: V 6.12 .
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Un granjero desea cercar un terreno rectangular doble, como el que se muestra en 
la figura 3.52. Si tiene 2 304 metros de cerca, encontrar las dimensiones que le darán la 
máxima superficie.

Ejem plo 32

Figura 3,52 

Solución
Sean x  y y  las dimensiones de uno de los rectángulos.

Figura 3.53

De acuerdo con tos datos, podemos decir que su perímetro es:

3 * + 4 / = 2304 (1)

En tanto, la superficie es:

A = 2xy (2)

Entonces, despejamos / de 1 ■:

^  2 3 0 4 - 3 *  =B7€ 3 ^  ^
4  4

Luego, sustituimos 13 1 en 12 1 y tenemos que el área como una función cuadrática es:

= / (*) = 2 *  , ¡5 7 6 -| jf |  = f(jr) = 1132x

Como podemos comprobar, esta parábola abre hacia abajo,por lo que el vértice es el 
punto máximo. Por tanto, al completar el cuadrado tenemos:

f ( x )  = H 52x  =  221 1 8 4 - - ( * - 3 B 4 f
4 2

De esta manera, el vértice tiene coordenadas V. 3S4, 221134 . Esto significa que el 
valor óptimo de x  es 3B4 m y de la ecuación 3 :/ = 298 m. Las dimensiones de cada 
rectángulo son 233 x 384 mD.
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I E jercicio s propuestos

I En los ejercicios 71 a 81, dibuja la gráfica de la parábola.

I 7 1 .y = 2xs -  8st+ 9 
I 1 2 . y = 6 x -  x 3 
I 73. y  = 3x2 + 6x + 5 

I 74. y  = - x 2 + 2jr -  3 
I 75. y  = 2x2 + - r  13 
I 76. y  = x 3 — 8x — 1 
I 77. y  = i x ¿ -  4 r + 1 
I 78. y  =  2x- + 4^ + 2 
I 79. y  = - x 2 + 4 ^ - 4  
I 30. y  = —x 2 -  ICtir -  28 
I 81. y  — -  x 2 + 2 x r  5

3 .6  O p e ra c io n e s  c o n  fu n c io n e s
En esta sección se estudia cómo realizar operaciones con funciones de la misma forma
en que se hacen las operaciones con números. Las operaciones que se realizan son: suma
o adición, resta o sustracción, multiplicación, división y composición de funciones.

Suma, resta, multiplicación y división de funciones

E jem p lo  33

Si f{x) = x  + 1 y g  x\ = 2x -  3 : hallar \ f r g  g  x\, {fg){x)y  ~ (* ), así como
su dominio. &

Solución
Iniciamos con ( f +g )  x . , la cual será una nueva función cuyo nombre es f  + g  y que se 
define como f(x) + gix). Entonces:

(/ + g)(x) = /(.jf)-t g (x )  = [x  1) + (2jt - 3 )  = jr + 2jf + l - 3 ^ 3 j r —2

De forma análoga encontramos las otras tres funciones:

(/ — gr)[jst) = f  ( jt ) - g(jr) =  {jt +1)— [2.x 3) =  jc - 2 i + 1 + 3 | - í +  4

(fg)(jr) = f { x ) - g [ x ) = (ir +  l)(2jr — 3) -  2x* -  3jf + 2jt ■ 3 = 2 x £ —x - 3

' ( * )  jt + 1( * ) g [ x) 2.x — 3
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Para hallar el dominio de estas cuatro nuevas funciones, es muy importante que recor­
demos que estas se formaron a partir de dos funciones, í(x) y gíx\, así que el dominio 
de las nuevas funciones serán los números que ambas funciones, tengan en común en 
sus respectivos dominios. Es decir, el dominio de las cuatro funciones resultantes de 
las operaciones de suma, resta, multiplicación y división d e f x )  con g- x será la inter­
sección del dominio de f{x) con el dominio de g(x\, en otras palabras, la intersección 
estará donde ambos dominios coincidan.

En este caso, tanto el dominio de/ix: como el de g  x) es el intervalo ( - x ,o c ) ,  así que 
la intersección es el mismo intervalo i -so , oej.Por tanto, este también será el domi­

nio 

como

para las cuatro funciones, a excepción de La función \ -■ la cual está definida

— W ) _ £ í f ) .  Esto no permite que g'X) — 0, porque si esto sucede, entonces 
IgJ g { x )

f ( x ) ' se indefine, debido a que no se puede dividir entre cero. Por tanto, debemos
g ( * )
quitar del dominio de

g  >
f x ) aquellos valores de x  que hagan que gix\ = 0, en este

: x  -  ya que gr(^) =  2 (~) -3  = 3 -  3 =  0. Por lo tanto, el dominio de — (-*') escaso

3 Í , ./3— oc, — ,oo
2 / \ 2

E jem p lo  34

Si /(x) =  > / *4l y g ( x ) - ^ Z ^ x ,hallar (/ + g)(x ),{f -  g  x\, ífg x) y —|(x), asícomo
sus dominios.

Solución
Primero, hallamos las nuevas funciones:

g

( /  + g )(x ) = f (x)  + g (x } = 4 x  + 1 +  ^ 3 -  x 

(/ — g)(x) — f ( x )  -  g {x )  =  v1 x -H - ^ 3 - x  

(/g)(x) = f [ x )-g (x } = \ x  + W 3 -X  =*](x  + 1)(3 - x)

( j t ) .  Í '̂X - v' Jf +  I  > x  + 1

? ( * )  'J 3 - x  3 — x

Ahora, para los dominios, primero debemos hallar el dominio de f  x  y g- x . De nues­
tro estudio de 1a sección 3.3 sabemos que el dominio de /(jt) es el intervalo [ 1, oo) 
y que el dominio de g(x) es el intervalo ( -oc, 3], así que la intersección de estos dos
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dominios da el dominio de las cuatro funciones nuevas, y que es el intervalo [ - 1, 3], el 

cual para ) en realidad es el intervalo ' 1, 3], debido a que x = 3 es el valor que
lst

hace que g(x) = 0.

Com posición de funciones
Hay una operación entre funciones que se llama composición, la cual consiste, por así 
decirlo, ón introducir una función dentro de otra. Enseguida se estudia con detenimien­
to cómo se hace.
La composición de dos funciones,/(x) ygi.Vj se denota, por ejemplo, como (fog)(x), don­
de el símbolo V  significa composición. La operación de composición no es conmutativa? 
es decir, no es lo mismo i fog)(x i que (0nf)(x), más adelante se verá por qué sucede esto.
La composición (fog)(x) se lee/ compuesta con g, y se define como i fog)(ir =f(g(xf). Esto 
significa que se tiene que evaluar la función/ pero no con un número, como se ha hecho 
antes, sino con la función g(x). Ciertamente evaluar una función con otra función suena 
raro, asi que para una mejor comprensión del tema enseguida se presenta un ejemplo.

E jem p lo  35

Si f [ x )  =  yf x  y g{ x } = x  +1, hallar iog  \x- y 

Solución
Entonces (/og)(jr) = /(g(jr)), esto implica sustituir toda la función g\x) en la x  de la 
función í(x), es decir:

(fog) (x ) = / (g  (x  J) =  f  ( *  + 1) =  V 7 + l

Así ya tenemos la función compuesta 

Ahora, hacemos lo mismo para (g o í  (y. :

(go/)(x) = g ( / ( jr ) ) -5 r (^ )= V x  +1

Como podemos ver, estas dos composiciones no dieron como resultado la misma fun­
ción, es por eso que la operación de composición no es conmutativa, es decir, en 
general goí)ix) ¥= \. i o g  x\.

E jem p lo  36

Evaluar i o g  3¡ y igof\ 4 para las funciones fog x\ y 'gof\ x\ del ejemplo 35.
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Solución
Si {íog){x) = f x  + 1, entonces es lógico pensar que (/og)(3) = >/3+l -  '■'4 = 2. Esto 
es correcto, siempre y cuando sepamos con anterioridad que el valor x — 3 está en 
el dominio de (/ogV.Jsrj.pero aquí no conocemos aún el dominio, así que evaluar una 
composición de esta forma puede conducirnos a un error.

La forma más segura de evaluar es la que presentamos a continuación. Como ya sa­

bemos que :/ogrJ(jf } = /(g(jf )), entonces (Jbgr)(3) = /(g(3)) = f(3 + l) = /(4)í= ^4 = 2. 
Como podemos ver, nos da el mismo valor que antes, esto es porque el valor x  — 3 sí 
está en el dominio de i fog) x), pero como antes no sabíamos eso, evaluar de la prime­
ra forma no era seguro. En el siguiente ejemplo mostraremos por qué no es seguro. 1

Ahora, queda evaluar gol) 4 . For tanto, hagámoslo de la forma segura:

(gof )(4) = g{/( 4)) =  g  (v i)  =  sr{2) = 2 + i = 3

Ejem plo 37

Si /{jt)| = -- y g ( jf ) = -.hallar ifogiix) y evaluar f/ogjiOi.

Solución

Primero,tenemos que: (iog}(jt) =  f { g { x ) )  = í\ ^\ =  — =■ — . Si evaluamos directamen-
\ x  f 3 3

X

te en la ecuación de fog ¡ít , tendríamos que: (ibg)(0) = — -  o.
3

Ahora, vamos a evaluar de la forma segura:

(feg)(0)=/(g(0)) =  /(|j

O
Sin embargo, aquí surge un problema: es indefinido. Esto nos dice que entonces no

podemos evaluar i fog) (0¡, lo cual significa que x  = 0 no está en el dominio de fog ix). 
Por esta razón, evaluar directamente en la ecuación de la composición es peligroso; 
no obstante, sí lo podemos hacer, siempre y cuando sepamos antes que el valor con 
el cual se va a evaluar está en el dominio de la composición.

Pero, entonces, ¿cómo se halla el dominio de una composición?

Para su explicación, retomemos las funciones del ejemplo 35, / (x )= V *  y £ (* )  =  *  +  1,

y su composición ( fo g )(x )= y Jx  +  l. En este caso, el dominio puede obtenerse directa­
mente de la ecuación de la composición. Asi, el dominio aquí sería — 1, oc). Sin embargo, 
al igual que evaluar directamente en la ecuación de la composición, obtener el dominio
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así no siempre es una forma segura. Esto resulta seguro siempre y cuando la ecuación 
de la función no se simplifique o, si se simplifica, que no se efectúe una simplificación de 
fracciones í informalmente conocida como "ley del sándwich”) o no se elimine una raíz 
con índice par.

I Ejem plo 38

I Hallar el dominio de la composición ¡fog)\x del ejemplo 37.

I Solución

I Como vimos en el ejemplo anterior, esa composición es (fog)(x) =  —, asi que si obtu-
3

I viéramos el dominio directamente de esta ecuación, diríamos que son todos los reales.
I Pero, ya en el ejemplo 37 se concluyó que x = 0 no está en el dominio de ¡fog) [x . así 
I que no pueden ser todos los reales. Si revisamos el ejemplo 37, encontramos que

I para llegar a la expresión simplificada (fog)(jr J -  x- se realizó una simplificación de 
1
I fracciones, lo cual provoca que obtener el dominio de la expresión simplificada  ̂ ya

I no sea confiable. Cuando esto sucede, debemos obtener el dominio de la expresión 
I anterior a la realización de la simpiiicación de fracciones, es decir, de ia expresiónI (J°g)(jr) = y .

x
I Como podemos notar, en esta expresión tenemos dos fracciones, la principal que 

3
I divide 1 entre — y el denominador por si mismo, que divide 3 entre x. Recordemos

x
I que al obtener dominios de funciones que incluyen fracciones, debemos asegurarnos 
I de que los denominadores no sean iguales a cero. Entonces, la fracción principal se

3
I indefinida cuando — = 0, pero esta ecuación no tiene solución: entonces, la fracción

*  3I principal no se indefine nunca y ahí no hay problema, La segunda fracción, ^ . se inde-

I fine cuando x  = 0,por lo que el valor x = 0 no puede ser parte del dominio de i fognxt.

Ejem plo 39

Si í ( í )  -  j¡r y g ( x ) =  ^x - l ,  hallar 'Vbg-x: y su dominio.

Solución

Primero, hacemos la composición, (/og)(.*■) = ¡^fx 1; =- x 1. donde, en el último 
paso, eliminamos la raíz con el exponente.

Como dijimos antes, si al simplificar la expresión de la composición se elimina una 
raíz de índice par, no es confiable obtener el dominio de la expresión simplificada.
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pues, si en este caso lo hiciéramos así, tendríamos que el dominio serian todos los 
reales, lo cual no es cierto. Para probar esto, podríamos evaluar fog. - 2  . que nos da:

( íb f f ) ( - g )  -  /  ( g ( - 2 ) )  _  -  f  ( < ¿ 3  j

Pero, como podemos observar, J~3  no es un número real. Entonces, no podemos eva­
luar fog ■ - 2  y, por tanto, x = - 2  no está en el dominio de iíog){x). Así, comprobamos 
que efectivamente el dominio no pueden ser todos los reales. Nuevamente debemos 
obtener el dominio de la expresión anterior a la eliminación de la raíz cuadrada, es

decir, de la ecuación (ibgr)( jt) =  x  - 1 J . Entonces, para hallar el dominio, debemos

asegurarnos de que x  1 >  0, y eso sucede cuando x  > 1, por tanto el dominio es el 
intervalo [1, oo).

Ejem plo 40

Si f  (jt) = x 1 -+ 1, g (if) = -  — ■ y /¡(x) — |jr[r hallar (fogo/i)[jr) y (hogof )(.*■}.
x  2

Solución
Ahora, para este ejemplo haremos composiciones de tres funciones siguiendo el mis­
mo procedimiento. Tenemos que:

(/ogo/i)(jr} =  /  (g  (* (* )) )  =  /  {g Qjt|» =  r
t t 

2
í

2
a

+  1
x | 2 “ V i k l - 2

\\-  J
,a ) 2

+ 1  - 2  > I \ix* +1

Ejem plo 41

Si F ( x ) -  J  y F (jt) = (fbgt>h)(j), hallar f (x ) ,  g {x )  y h ( x ).
V1 +  3 jt

Solución
Aquí ya nos dan una función compuesta y debemos dar las funciones con las cuales se 
formó. Aquí no hay un procedimiento analítico que seguir, solo es cuestión de visua­
lizarlo, Después de un rato de análisis, determinamos que las funciones pueden ser:

/(y) =  v'T

1+ *  

hfjr) = 3 jt
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Como se puede observar, esta no es la única respuesta posible; por ejem­

plo, f  (jc) =  g{ jt) = —̂ 4— y *(■*■ ) =  x  son otras funciones que cumplen

F(jr) -  (fogoh)(Jf), sin embargo este es un caso trivial. Por ¡o general, se desea que 

ninguna de las funciones sea la función identidad í(x  = x.

Ejem plo 42

Escribir una fórmula que proporcione el área de un triángulo equilátero en función de 
la longitud de uno de sus lados.

Solución f— ¿
En el ejemplo 19 sección 3.3' se llegó a la fórmula A{p) - que proporciona el

área de un triángulo equilátero en función de su perímetro. Como ya sabemos que 
el perímetro en función de uno de los lados es p ií)  = 31, la fórmula que proporcio­
na el área en función de uno de los lados es la composición;

UoP )W ^ ( p ( , ) )  =  « = ? f l  =  ̂
3o óo 4

E jercicio s propuestos

En los ejercicios 52 a 37 halla f  -i- g  ; \ f  -  g  x\ fg ) i>: y j — !*  i . así como sus
dominios.

8 2 .  f [ x

8 3 .  f ( x

8 4 .  f { x

85. f ( x

8 6 .  f ( x

8 7 .  f [ x

=  4 , g ( i )  =  2 x

=  x  -j- L, g { x  ) = x ¿ +  3

g ( j r )  -  x  +  1
x  - 1

=  V i .  g ( i ]  =  V i  -  x 

x - 3  v ; i

- - f = -  ? M  =  2
V  X

En tos ejercicios SS a 93 halla i fog x), {g o f (x)r: fo f ) (jt!, i g og  \x), así como sus dominios.

88, /(jt)=  4-4- jf, g ( i )  -  - x
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8 9 .  f ( x ) =  x \  g { x )  = —
x

90. / (jf) =  g {x )  =  x  + 5

, g { x ) = x  6

9 2 .  í ( x )  = ' '̂x, g ( x  ) -  - —
1 x

9 3 .  f ( x )  = ' Jx + 3, g { x ) =  v i - x

En los ejercicios 94 y 95 evalúa fog  i 11, igof . 0 1, \fof- - 2  y gog: 4'.

9 4 .  / ( j t ) =  '̂'j r , g { x )  =  —

9 5 .  / ( j ) :
x +2

r g ( x )  = 4x

En los ejercicios 96 y 97 halla fogoh  (jt) y (Aogoifiür).

9 6 .  / (*5— [jf+2\, g(jf;5= x - 2 , h { x )

En los ejercicios 96 y 99,F(z) = fograíijyr). Halla f(x':,g(x  y h x ,

9 9 .  F ( x )

i ^ r

( z - i y
( x - l f + l

100. Encuentra una fórmula que dé el área, A. de un círculo en función de su diámetro cf.

101. Una empresa que fabrica cierto producto ha encontrado que puede modelar su

ingreso con la siguiente función f(g )=  ■—““ , 0 <  g  <  2 500, donde I es el ingre­

so mensual en dólares por el concepto de venta del producto y q  es la cantidad 
demandada del producto. A su vez, la demanda del producto depende del precio

que la empresa le ponga al mismo de acuerdo con la función g (p) = -33° ° 00-.
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a) Escribe una fórmula que dé el ingreso en función del precio,

b) ¿Cuál sería el ingreso para un precio de $100,00?

c) ¿Conviene elevar el precio a $ 120.00? Explica con detalle tu respuesta.

d) ¿Cuál sería el ingreso si el precio es de $80.00?

e) ¿Cuál es el problema al fijar el precio en $80.00?

3 .7  F u n c io n e s  in v e r s a s
En esta última sección del capítulo se estudia cómo obtener !a inversa de una función.

Las operaciones matemáticas se presentan en parejas, donde una de estas deshace lo que 
hace la otra; por ejemplo, si se suma 3 a un número, se vuelve a obtener ese número si 
le restas 3; lo mismo ocurre con la multiplicación y la división y con la potenciación y la 
radicación.

Por ejemplo, sí ./(Vi =  x', entonces f (  2) = 8; por tanto, la función inversa def(x )  debe dar 
2 al ser evaluada en 8. Es oportuno resaltar un detalle importante: los valores del domi­
nio de una función deben ser, entonces, los valores del rango de su función inversa, y los 
valores del rango de la función serán los valores del dominio de la función inversa.

Pero, ¿cómo se obtiene la función inversa? Es sencillo. Primero, considérese la función 
/ í*í = x*. Cuando se le asigna un valor del dominio a x, esta función eleva dicho valor 
al cubo, entonces Ja función inversa debe realizar la operación que deshágala potencia, 
es decir, debe obtener la raíz cúbica. Por tanto, la función inversa def(x\ = x 3 debe ser 
la función f~ \ x)=  ^[x, en la cual el superíndice —l a  manera de exponente en realidad 
representa que esta función es la inversa de/ Esta es una notación común que se usa 
cuando estamos tratando con funciones,

Pero, ¿cuál sería la función inversa de f íx  = x2? Sin duda, podría pensarse que la fun­

ción inversa es f~ l{x)=y[x. Sin embargo, aquí hay algo que debe notarse. Se sabe que 

f(2: = 22 =  4 y que entonces f~ l (4 ) = -^4 = % y esto cumple con el concepto de función 

inversa, pero se sabe también que/(— 2) = \ —2)2 =  4; entonces también debería suceder

que / ’(4) = \/4=-2, pero desde luego esto no es cierto, porque no se pueden asignar 
dos valores distintos a/ '(4); como se recordará, en una función, a cada valor del domi­
nio le corresponde solo un valor del rango. Esto nos índica que no todas las funciones 
tienen inversa.

Para que una función tenga inversa, esta debe ser una función "uno a uno" también lla­
mada b i univoca o inyectiva. Una función uno a uno es aquella que nunca repite un valor 
de su rango; en otras palabras, cada valor de su rango es asignado solo a un valor único 
del dominio.
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La gráfica de la función/fx) = x 2 en la figura 3.54 ayuda a visualizar lo que se acaba de 
tratar. Esta función asigna cada uno de sus valores a dos valores del dominio (excepto el 
cero, que solo se le asigna al cero) a dos valores del dominio. Por ejemplo, el 4 se le asigna 
a x = — 2 y a x =  2, como ya se había mencionado. O el 9 se le asigna a x = — 3 y a x =  3, 
etcétera. Esto no puede suceder en una función uno a uno.

Figura 3 .54 Gráfica de/l j c ] =  x 1.

Sin embargo, aunque/i*) = x 2 no sea uno a uno y, por tanto, no tenga inversa, puede 
restringirse su dominio para formar una función uno a uno. Por ejemplo, si se define ia 
función:

f (x )  = x 2,x >  0

Se está restringiendo el dominio de la función f(x )  — x 2 solo a los positivos y el cero. 
La gráfica se muestra en la figura 3.55. Esta nueva función sí es uno a uno y, por tanto, 
sí tiene inversa, que así será la función f _1 (x )= ' fx ,  porque por ejemplo;/ (2) = 4 y 
/ J:4i = 2. Ya no existe el problema que se tenía con el dominio completo, dado que 
esta vez/(—21 no está definido.
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Véanse las gráficas de la figura 3.56; en negra aparece f (x :  =  a-2,# > 0; en gris f~ ](x)=yfx  
y en gris claro Ux) =  x. Nótese que las gráficas d e f(x )  y su inversa/ l(x) son simétricas 
con respecto a la recta y = x , Esto siempre sucede con una función y su inversa debido a 
que, como ya se dijo, el dominio de una es el rango de la otra y viceversa. Esto produce que 
los puntos "intercambien sus coordenadas" de una función a otra; por ejemplo, el punto 
j2, 41 en fix ) , es el punto (4,2) en/ l(x).

Figura 3,56 Gráficas de funciones inversas.
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Encontrar la función inversa de í  x = r : , r < 0 y  trazar sus gráñcas en el mismo plano. 

Solución
Esta es la misma íunción con la que hemos venido trabajando hasta ahora, pero aquí 
su dominio está restringido solo a los negativos y el cera. Esto nos indica que la inver­
sa debe tener como rango precisamente todos los números negativos y el cero.

Un procedimiento estándar que nos permite encontrar la inversa de una íunción es 
despejar x i o cualquiera que sea la variable independiente i de la ecuación de la fun­
ción original. En este caso al despejar x  tenernos:

y - x 

x = ± 4 y

Ya despejada x, simplemente intercambiamos x  y y  en la ecuación:

y  = ± 4 x

En realidad, como aquí queremos que los valores de la inversa sean negativos, solo 
nos quedaremos con la raíz negativa. Por tanto, la función inversa queda como:

r l [ x ) = - ' T x

En la figura 3,37 podemos ver gxaficadas f(x'\ en negro y í  Lix , en gris: como vemos, 
se aprecia nuevamente su simetría con respecto a la recta y  — x.

Ejem plo 43

-T4 -1 2  -10

Figura 3.57 Gráfica de funciones inversas,
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Ejem plo 44

Encontrar la inversa de la función f  { * ) 3x  -1
a : + 2  

Solución
Aplicamos el mismo procedimiento del ejemplo anterior; esto es, despejamos x  y 
luego intercambiamos x  y y\

3 * - l  
x  -(-2

y  (x -t- 2) =  - 1

xy + 2y = 3x  -1

xy -  3x =  - 1 -  2y

x { y - Z )  =  - l - 2 . y

y - 3

_  2y -f 1 ; por lo que intercambiando x  por y, queda:
3 - 7

Y = ; así crue la función inversa es
3 - x

/ - '( , ) =  2*_J_Í 
'  3 - j r

E jercicio s  propuestos

En los ejercicios 102 a LOS encuentra la función inversa y traza ambas funciones en el
mismo plano.

102. í  (jf) =  $ x  +1

103. gr(jr) = ( jr - 3 ) J , x > 2

104. h(jr) = 3,r +1

IOS.
V 1 2

106. G [x) = \!x - 2

107. H {x) = ( x - 3 ) 3 +1

108. f  f x ) = -  (gráfica tabulando)
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En los ejercicios 109 a 113 halla la inversa de la función.

109. / {*) 2

110. gr(jr).

111. h(x) -

112. /(i)=

113. f ( i )  =

x - 1

_ x + 1 
x + 3

3 j x

3x  j- 2 
4jí -  6

l - 2 t  
3 -  f





C a p í t u l o

Funciones 
polinomiales 
y funciones 
racionales

Al final de este capítulo el alumno será capaz de:

Conocer y operar funciones polinomiales. 
Realizar divisiones de polinomios.
O btener e interpretar las raíces de polinomios. 
C onocer y operar con funciones racionales. 
Realizar e interpretar gráficas de funciones 
polinomiales y racionales.
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Introducción
Las funciones polinomiales y las funciones racionales tienen diversas aplicaciones en 
física y matemáticas; por ejemplo, pueden utilizarse para describir el comportamiento 
de materiales elásticos o el comportamiento de poblaciones de animales como función del 
tiempo. Asimismo, para estimar la variación de los ingresos y egresos de una empresa 
como función del tiempo. Pueden modelarse como una función polinomial de tercer o 
cuarto grado para estudiar las raíces de la función y sus puntos extremos, con el fin de 
obtener información útil de en qué momento es conveniente aumentar o disminuir la 
producción de una empresa; incluso, se puede predecir el comportamiento de las ventas, 
suponiendo que estas siguen un modelo polinomial conocido.

Como se estudia en el capítulo i, un polinomio es una expresión que puede escribirse 
como la suma de uno o más términos de la forma a * ”'* "1 donde a  es una constante1 2  m

y x , x,,... xm son las variables elevadas, cada una, a una potencia nm.

4.1 Funciones polinomiales
Para iniciar esta sección, primero se hace un breve repaso de la definición de polinomios, 
a fin de recordar este concepto que será de gran utilidad a lo largo de todo este capítulo. 
Así, fo rm a  estándar de un polinomio en una variable x es;

UnX dn lX

Donde los coeficientes a n son constantes y n es el grado del polinomio,

A su vez, una función polinomial es una función dada por la siguiente relación:

f :x -+ a x " -\ -a  — a ,x + a nJ n ?*-I 1 ! 0
Donde a n #  Oy n es el grado de la función polinomial. A menos que se indique otra cosa, 
el dominio de la función polinomial son los números reales R.

Como se trata en capítulos anteriores, algunos casos particulares de funciones polino­
miales son:

t Si n — 0,f[x ) — aQ, es la función constante y su gráfica es una recta horizontal.

♦ Si h = 1 , f(x ) =  ¿q* i aQ, es la función lineal y su gráfica es una recta con pendiente

K
* Si h = 2,f(x) = a 2x2 4- a,x + a Q, es la función cuadrática y su gráfica es una parábola. 

F u n cio n es co n  p o ten cia s  e n te ra s
Si f e s  un polinomio de grado n y todos los coeficientes son cero, excepto a ,  entonces f\x) 
— ax", donde an 0. Así, si n — 1, la gráfica de f\x) es una línea recta que pasa por el 
origen. Pero si n = 2, la gráfica d e/ *; es una parábola con vértice en el origen. Sí n es un
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entero impar, entonces/!*) es una función impar y la gráfica de/ú) es simétrica respecto 
del origen. Por otro lado, si n es un entero par, entonces/!*) es una función par y ía gráfica 
de f(x )  es simétrica respecto del eje y. Las figuras 4.1a y 4.1b muestran las gráficas de las 
funciones impares:/(*) =  * ’ yf[x ) =  */ respectivamente. Mientras que las figuras 4.2a y 4.2 b 
representan las gráficas de las funciones impares: / * )  — x2 y f ix : — x\ respectivamente.

Figura 4.1 Góticas do funciones impares, a) Gráfica do la función f [ x )  — x. b) Gráfica do !a función f i x )  — x s,

"
- 3 -

4
Figura 4 ,2  Gráficas do funciones paros, a) Gráfica do la fturaúíi/(.r I

!

■

4
:

4
*}

=  x¿, b) Grálica do la fonción/(Vi = **.
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Si f i e )  = 0, entonces a c se le conoce como una raíz (o un cero) de la función polinomial

m

4 . 2  D iv is ió n  d e  p o lin o m io s
Como se ve en la sección 1.4, del capítulo 1, si un polinomio £(*) es un factor de otro 
polinomiof(x), entonces se dice que_/T*j es divisible entregó). Así, por ejemplo, jé*'— 1 
es divisible entre* — 1 y también entre* +  1, De otra manera, si un polinomio no es di­
visible entre otro, es posible emplear la técnica de la división larga para hallar el cociente 
y el residuo, como se desarrolla en el siguiente ejemplo (véanse también los ejemplos 
15 y 16 del capítulo 1):

| Ejemplo i

I Encontrar el cociente y el residuo de ios polinomios

fix) = 2xi -  ¡r + 3 y g.x) = x2 + x -  1.

I Solución
I Primero, ordenamos los términos del dividendo y del divisor en potencias decrecien- 
I tes de x. Enseguida, insertamos los términos con coeficiente 0 y usamos el esquema 
I de división larga.

2x'2 3 x  f 5

x'¿ +  x l) 2 * 1 - x 3 +■■■ + ■■■ + 3
-2 x * + 2x'¿

—3 * 3 + 2 x ¿
+ 3 * 3 + 3 x ¿ - 3 *

3 x 2 - 3 *  + 3
—5 * a- 5 * + 5

- 8 *  +8
De esta manera, el cociente es 2x2 -  3x  + 5 y el residuo es - 8 *  t  g. Por tanto:

2 jf4- * 3+ 3 =  3 * 3- 3 *  + S-t - 8* + 8 
x ¿ +  x - 1

Es decir:

Sx* -  X3 -I- 3 =  (zx2 -  3X + s ) ( * a + *  l) - 8 *  + 8

Por ultimo, podemos comprobar esta igualdad desarrollando el lado derecho y corro­
borando que es igual al lado izquierdo:

{Bar8 — 3jt + S)(jt* + l ) - 8 * + 3

=  2 x i -i-2x3 -  2 x ¿ 3 * 3 - 3 x ¿ + 3 *  + 5 * *  +  5 *  5 - 8 * + 8

= 2x* — + 3
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División algorítmica de polinomios
Sif(x )  y g(x) son polinomios, con r6 0, entonces existen polinomios únicos q(x) y 
/(je), tales que:

Donde hay dos posibilidades para el polinomio n'jc); o bien, r(x) = 0 [en este caso se dice 
que f[x )  es divisible entro g(#)]f o el grado de r(x) es menor que el grado degDc).

Por tanto, es posible concluir que si gídrj es de grado 1, entonces r(x) es de grado 0 y, por 
consiguiente, el residuo es la función polinoinial constante r.

E jem p lo  2

Encontrar el cociente y el residuo de dividir 3x3 -  2x- + x  -  6 entre x2 + 2x - 1, me­
diante el uso del método de división larga.

Solución
Primero, colocamos los polinomios en orden decreciente de potencias de x y luego 
procedemos con la división. Entonces:

Por último, desarrollando el lado derecho, se puede comprobar que coincide con el 
lado izquierdo.

E jem p lo  3

Encontrar el cociente y el residuo de los polinomios f  x\ = x3 -  x 1 -  Gx + 3 dividido 
entre g  x  = x  -  2.

g (* )  g(x)

Es decir:
f { x )  =  g {x )q {x )+ r{x )

3JV-8
X ^ + Z x-lj 3 x s -  2X1 + X -  6 

-3 x s -G x ¿+ 3x

0 - 8 x ¿+ 4x  -  6 
+ 8JfJS + 1 6 ;r -S

2 0 X - 1 4

Por tanto, el cociente es -  3 y el residuo es 20x — 14.

Asi que:

3x¿ -  3^  + *  -  6 = ■ 3* -  S ujd + 2x -  l j -t- 20* -  14
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Solución
Como en el ejemplo anterior, primero colocamos los polinomios en orden decrecien­
te de los exponentes de la variable x.

Entonces:

En este caso, el cociente esjr2 + x  -  4 y el residuo es el polinomio constante -5 . Así 
que:

División sintética de polinomios
Como se estudia en la sección 1.4, "Expresiones algebraicas” del capítulo 1, cuando se

Ejem plo 4

Usar el método de división sintética para encontrar el cociente y el residuo de la divi­
sión de polinomios del ejemplo anterior.

Como en este caso c = 2, primero ordenamos los coeficientes de x1 -  x2 -  6x + 3 en el 
primer renglón de un arreglo de tres renglones y luego bajamos el primer coeficien­
te, en este caso 1. Enseguida multiplicamos por 2 .en este caso, c  = 2) y lo ponemos 
en el segundo renglón, para sumarlo al 1, que es el coeficiente del segundo término 
- x 11. Acto seguido, escribimos el resultado en el siguiente lugar del tercer renglón y

x'¿ + x  -  4

-X* + 2XS

x 2- G x

x 2-t-2x

-4AT + 3

Ax -  3

- 5

X¿ -  x'¿ - 6 X  + 3 
X -2

r au - 4 + ^
X - 2

Es decir:

x 3 -  x i - 6 x  +3 -  (jt* + x - 4 } { jt  - 2 ) - 5

realiza la división de un polinomio f ix )  entre un polinomio de la forma x — c, es conve­
niente utilizar el método de división sintética.

Solución
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repetimos esta secuencia 1 x 2 = 2 ,  que ponemos abajo del -  6, lo cual al sumar nos 
da -4 , etc. hasta llegar al último coeficiente del arreglo. Entonces:

2|l -1  - 6  3

3 2 - 8

Como podemos ver los primeros términos del tercer renglón en este caso: 1,1 y — 4) 
son los coeficientes del cociente, mientras que el último término del tercer renglón 
en este caso: - 5 '  es el residuo. Es decir, al igual que en el ejemplo anterior, el co­

ciente es x1 + jf—4 y el residuo es -5 .

Ahora, para continuar con el tema de estudio de este capítulo, resulta pertinente enun 
ciar el teorema del residuo.

Teorema del residuo
Cuando un polinomio/(A) se divide entre un binomio x — c, entonces el residuo es J[c)  

E jem p lo  5

Demostrar el teorema del residuo.

Solución
Por el algoritmo de la división, sabemos que existen polinomios q  x  y r x), tales que:

Dado que el grado de rix i es menor que el grado de x -  c, es decir, menor que 1, en­
tonces el grado de r.xi debe ser 0. Así que r¡x) es una constante, llamémosla r.

De esta manera, para toda x tenemos que:

íix) = q  x. x -c\ + r

En particular, sea x = c, así que

/fe) ¡= q(c)(c—c) + r

f(x) = q  x )(x -c) + f\c}

En otras palabras, f:c> es el residuo de dividir f  x. entre \x -  c), que es lo que quería­
mos demostrar.

1 1 - 4  - S

f[x) = q.x  x - c  + rix)

Esto es:

/: c i = r

Así que:
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Ejem plo €

Verificar el teorema del residuo cuando se divide el polinomio jt3 -  x1 -  5x + 3 entre 
x  — 2.

Solución
Primero, evaluamos el polinomio dado en x  = 2:

Como podemos observar, este coincide con el residuo encontrado en los dos ejem­
plos anteriores y da soporte ai teorema del residuo.

Ejem plo Z

Usar el método de división sintética para calcular el residuo de la siguiente división y 
verificar el resultado usando el teorema del residuo,

Solución
Primero, colocamos los coeñcientes del primer polinomio en orden decreciente de 
los exponentes de x, agregando el cero para los exponentes que no están presentes. 
En este caso, c = -3 ,  así que i a división sintética queda:

Como podemos ver, el cociente es 2x3 -  Sx1 + IQx — 40 y el residuo es 120.

Por otro lado, de acuerdo con el teorema del residuo, vemos que:

í { - 3} = 2 (—3)* - 2 ( - 3 P  + 8(—3} = 162 -  18 -  24 = 120 

Así que este también coincide con el resultado anterior.

Ejem plo 3

Usar el método de división sintética para encontrar el cociente y el residuo cuando 
Zx5 -4 x l - l x z +  -  3 se divide entre x - 2 y verificar el resultado usando el teorema
del residuo.

Solución
Como en ios ejemplos anteriores, primero ordenamos los coeñcientes del primer po­
linomio en orden decreciente de potencias dex, agregando 0 para las potencias que 
no están presentes, En este caso, c  = 2, así que la división sintética queda:

f(2 1 = 2s - 2 3 -  5:2' + 3 = - 5

2x* - 2 x ¿ + 3x 
X + 3

-3  2 0 - 2  8 0

- 6  18 -4 8  120

2 - 6  16 -4 0  120
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2 2  0 - 4  - 7  6 - 3

2 4 4 1 8 13

4 8 8 2 16

Por tanto, el cociente e s ^  + ^ - H ^  + jr + S y e l  residuo es 13.

Por otro lado,/[2) = 2(2)5 -4 ;2 )3 -7 ¡2 )2 + 6(2) - 3  = 64 -  32 -  28 + 12 -  3 = 13, lo 
cual coincide con el teorema del residuo, que establece que si f(x) se divide entre 
x -  c, entonces f i e ■ = r  es el residuo,

Así, en este caso, tenemos que:

Solución
Una ves más, primero usamos la división sintética, ordenando el polinomio dividendo 
en potencias decrecientes de x y  agregando un cero en el término que falta para x-. 
Entonces:

f{2) = 33

Ejem plo 9

Encontrar el cociente y el residuo de dividir 4:r3 - 2 x  + 7 entre x + -
* 2

— — 4 0 - 2  72

2

2

1 RAsi que el cociente es 4sr2 -  2x -1  y el residuo es — . 
Lo cual se verifica comprobando que:

Un corolario importante del teorema del residuo que vale la pena resaltar es el teore­
ma del factor el cual establece que un polinomiof íx )  tiene un factor x — c, si y solo si 

/ (c) = 0. Así que x -  c. es un factor de un polinomio si y solo si c es una raíz del polinomio.
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E jem p lo  10

Demostrar el teorema del factor.

Solución
Por el teorema del residuo sabemos que cuando f  x se divide entre x  -  c, el residuo 
os?, fie . Si c es un cero de f  x), entonces f e  ¡ = 0. De esta manera, por el teorema del 
factor tenemos que:

f(x) = q :x )(x -  ci + f(c) = q^x-\x -  c)

Esto significa que x - c  es un factor de fix,.

De manera inversa, suponemos que x -  c  es un factor de fix'i, así que cuando f  x  se 
divide entre x  — c, el residuo debe ser cero. Por el teorema del residuo, el residuo es 
f e ) ,  así que fie) = 0.

E jem p lo  I I

Usar el teorema dei factor para verificar que x — 2 es un factor de jr  -  16.

Solución
Sea fx\ = x 1 -  16, asi que:

f  2> = (2)4 -  16 = 16 -1 6  = 0 

Entonces, x  -  £ es un factor de / x

Ejem p lo  12

Usar la fórmula cuadrática y el teorema del factor para factorizar:

a) x2 -  Qx + 2

b) x2 -  ix + 1 2

Solución
a) Las raíces de f x  = x1 -  8 x  + 2, es decir, las soluciones de x 2 -  5x  + 2 = 0, las 

encontramos usando la fórmula cuadrática, con ¿ = l ,b  = - S  y c = 2.

x  _8 ± V 6 4 -8  = 8±V56 4±%/14
2 2

Como los ceros ■ es decir, las raíces i son 4 ± Vi 4 , los factores de f x  son:

x  - ( 4  + V14] y X -| 4 -V l4  |

Así que el polinomio original se puede factorizar como:

x'¿ -  3X +  2 =  [ x  4 + — 4 — V14 J — jfí’ - 4 )  +  ^14|(í: - 4 ) - Vl4j
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b) Como en el inciso anterior, usamos la fórmula cuadrática para hallar los ceros del 
polinomio f[x) = x 2 -  4x + 12; es decir, las soluciones de la ecuación

jé  -  4 *  + 12 = 0, con a = 1,b  = - 4  y c  = 12.

Entonces:

,  = 4 x y 16 -  48 = 4 ±V -Ü  = x ± vf¿f = a ± 2J-2¡
z z

Como las raíces son 2 ± 2 ^ 2 i . los factores de f(x) son:

x -\  Z + Zyjzi] y j t -  ( 2-2^2/]

De esta manera, podemos factorizar el polinomio original como:

x ¿ - i x  + 12 =  ( i r - 2  + 2'Jzi)(x  - 2 -2^ 3í) =  |(¿ - 2 )  +  2 '/ 2 i][{x -2 )-2^ 2f¡

E jercicios propuestos

1. Usa el método de división larga para hallar el cociente y el residuo de dividir 
x s -  z -  + 12* + 25 entre x -  3.

f ( * J
2. Encuentra el cociente y el residuo de dividir — r,

g (x )
si /:*; = 6*" -  35y3 + 9 *z -  H y g íx )  = 2x2 -  x -  3.

f ( x )
3. Encuentra el cociente y el residuo de dividir —— ,

ff í* )
si f(x) = S *1 -  I4 *2 - 9  a- -i- 7 y g(x) = 4* -  I.

4. Encuentra el cociente y el residuo de dividir

3x~D - 8 * 4 -  2 4 *3 + 2 9 *3 + 13* -  13 entre 2 * 2 + x -  4.

5 . Encuentra el cociente y el residuo de dividir

3 * 5 -  7 * s + 5 * ¿ + 6* -  6 entre * 5 -  x + 2 .

6. Usa el método de división sintética para hallar el cociente y el residuo de dividir 
los polinomios del ejercicio 1: jt5 -  x 2 + 12* + 25 entre* -  3.

7. Usa el método de división sintética para hallar el cociente y el residuo de dividir 
* 4 +  3 *3 + IQ*2 -  8* - S  entre* + 2.

3. Usa el método de división sintética para hallar el cociente y el residuo de dividir

2 *3 -  5 *2 + 6* -  3 entre *  -  - .
2

29. Encuentra el cociente y el residuo de dividir 3 *4 + 5*^ -  * -  + 7* + 2 entre *  h— .
3

10. Encuentra el cociente y el residuo de dividir x £- - 16 entre x2 + 3 *  -f-1.
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11. Encuentra el cociente y el residuo de dividir x 5 -3 X 1 + x  + 5 entre x -  2.

12. Verifica el teorema del residuo cuando se divide el polinomio 2x3 -  x 1 + 5x + 2 
entre x - 2 .

13. Verifica el teorema del residuo cuando se divide el polinomio 2 ^  + 5x3 -  2x - 8  
entre x  + 3.

14. Usa el teorema del factor para verificar que x -  3 es un factor de x 2 -  27.

15. Usa el teorema del factor para verificar que x  + 4 es un factor de

x 3 + 2xz -  5* + 12.

16. Usa la fórmula cuadrática y el teorema del factor para factorizar x 1 + 5x -3 .

13. Usa la fórmula cuadrática y el teorema del factor para factorizar x 2 + 9x — 6.

18. Usa la fórmula cuadrática y el teorema del factor para factorizar x 1 + 7x -  2.

19. Usa la fórmula cuadrática y el teorema del factor para factorizar x 1 -  6x + 10.

4 .3  R a íc e s  d e  p o lin o m io s  
Teorema fundamental del álgebra
Todo polinom io degrado  positivo, con coeficientes complejos, tiene p or  lo menos una raíz 
compleja.

Como consecuencia del teorema fundamental del álgebra se tienen los siguientes 
corolarios;
1. Todo polinomio de grado positivo n se puede factorizar de la forma:

P{x) -  ( * —r} ) ( * —r2 )■ - - ( * -  rm)

Donde an es el coeficiente principal de P(x) y las r no son necesariamente distintas. 
Si en la factorización x -  r ocurre m veces, entonces se dice que r es un cero de mul­
tiplicidad m. Sin embargo, no necesariamente es posible encontrar la factorización 
usando métodos algebraicos exactos.

2, Un polinomio de grado n tiene a lo más n raíces complejas. Si una raíz de multiplici­
dad m se cuenta como m raíces, entonces un polinomio de grado n tiene exactamen­
te n raíces.

Ejem plo 13

Escribir el polinomio P(x'\ = x í -  7 x l + 13x: + 3x -  IB como el producto de factores 
de primer grado, dado que 3 es una raíz de multiplicidad 2.

Solución
Dado que 3 es una raíz de multiplicidad 2, existe un polinomio g  x tal que 
Ptx ¡ = :x -3  r  g\x\. Para encontrar g^x , usamos el esquema de división sintética entre 
x  -  c, conc = 3. Así:
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3jl - 7  13 3 -1 8

3 -1 2  3 18

1 - 4  

3

1 6

-3 6

1 -1  - 2

Así que

0

0

P'%- = i'jt- 3 :■ [.sr — 3)(ar2-  x  -  2 = ¡ x -  3)íx -  3)íx -2 )¡x -h  1)

Ejem plo 14

Escribir el polinomio P x . -  x 4 -  9x3 + 23x2 -  36x + 16 como producto de factores de 
primer grado; sabiendo que 2 es una raíz de multiplicidad 2.

Solución
Dado que 2 es una raíz de multiplicidad 2, existe un polinomio g(x) tal que 
Pix) — (x—2 '2 g  x . Entonces, para encontrar g  x  usamos el esquema de división sin­
tética entre x  -  2:

2 1 3 28

2 -14

36 16

28 -1 6

■7 14

2 -10

B

8

0

1 - 5  4 0

Así que Pix. = ¡ x -  2)(x— 2)[x* -  5x + 4) = x  -  2 )(x -  2i x -  lu x  -  A),

Teoremas de las raíces de un polinomio
1. Si P\x) es un polinomio con coeficientes reales y sí z = a - b i  es una raíz compleja 

de Pix), entonces el complejo conjugado z = a - b i  también es una raíz de P[x). Esto 
es, las raíces complejas de un polinomio con coeficientes reales ocurren en pares de 
complejos conjugados.

2, Cualquier polinomio de grado n >  0 con coeficientes reales se puede factorizar por 
completo usando factores lineales y cuadrátícos, multiplicados por el coeficiente 
principal del polinomio. Sin embargo, no necesariamente es posible encontrar la 
factor izado n usando métodos algebraicos exactos.
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3. Si P {x )= a nxn + a n yx ” 'h— + a ¡x + a 0 es un polinomio con coeficientes enteros y

r — — es una raíz racional de Píx), en los términos más bajos, entonces P debe ser 
4

un factor del término constante a 0 y q  debe ser un factor del coeficiente principal a

Ejem plo 15

Escribir el polinomio Pix) = 3x3 + Sx2 -  9x -  30 como producto de factores de primer 
grado, sabiendo que - 2  -  i es una raíz, y encontrar las raíces de P x\.

Solución
Dado que P'x. tiene coeficientes reales y - 2  -  / es una raíz, esto significa entonces 
que - 2  + i también es una raíz. Por tanto, existe un polinomio g\x) tal que

■P(x) = [ x - í - 2  -  + í)]gr(J$.

Entonces, para encontrar g(x) usamos el esquema de división sintética entre x  — c, 
con c = - 2  -  j y c = — 2 + i:

-2 -/ ¡3  6 - 9  —30
- 6 - 3 /  - 3  + 6/ 30

-2  + /Í3 -3/  -1 2  + 6/ 0
- 6  + 3/ 12-6/

3 - 6  0
Así que

P[x) = Jx ( - 2  -  i)] [x -  ( -  2 + /)]: 3x -  6)

Las raíces de P(x) son: - 2  -  /, — £ + / y 2.

Ejem plo 16

Encontrar un polinomio Pix) del menor grado posible, con coeficientes reales, tal que 
— 1 es una raíz de multiplicidad 3 ,3  es una raíz de multiplicidad 2, 0 es una raíz y 4 + 
2i  es una raíz.

Solución
Dado que P x) tiene coeficientes reales y que 4 + 2/ es una raíz, entonces 4 -  2i tam­
bién es una raíz. Por tanto, podemos escribir:
P xi = a[x -  ( - l ) ] 3!*  -  3f\x -  O ií* -  (4 + 2i)\[x -  {4 -  2/:]

= 3{x + 1)3ÍX -  3 f x  [ÍX -  4 -  2ij][(x -  41 + 2í]

= a(x + m x  -  3 f  x  x 1 - 8 x +  20)

Donde a es un número real distinto de cero.
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Ejem plo 17

Encontrar un polinomio P{x del menor grado posible, con coeficientes enteros, tal
1 ? —?— y —  sean raíces cero si del polinomio.
2 3 5

Solución
En este caso, escribimos:

w > = a i * 4 ) í * - f x - . ~ f
5

■KMK
J Z x - l\ í3 x - 2 \ ¡ 5 x + 2  

l 2 J1 3 jl  5
- 1 U3 j - — 2 W5.g + 2

K
= b[2 x  — l)(3jf - 2 ) [ 5 jt + 2) 

Donde b  es un número entero distinto de cero.

Teoremas usados para localizar raíces de un polinomio
1. Teorema del valor intermedio: Dado un polinomio f\x) con a  < b, siJ [a )  #  f\b), 

entonces/(jt; toma todos los valores entre f\a) y fib )  en el intervalo abierto a, b).

2. Corolario: Para un polinomio/*), si f ia )  y fib )  tienen signos opuestos, entonces/*) 
tiene por lo menos una raíz entre a y  b.

Esto significa, por una parte, que si los términos en el tercer renglón de la división 
sintética de/(*) entre (je — r) son todos números positivos para alguna r > 0 ,  enton­
ces res un límite superior para las raíces de/V); es decir, no hay raíces mayores que r,

3. Si los términos en el tercer renglón de la división sintética de/i :*) entre (x — r) alter­
nan en signo para alguna r < 0, entonces r es un límite inferior para las raíces de f(x ) ; 
es decir, no hay raíces menores que r.

Cabe resaltar que todas las funciones polinomiales son funciones continuas; es de­
cir, que sus gráficas se pueden trazar sin ninguna interrupción. Una función polino- 
mial puede tener varios puntos máximos o mínimos locales llamados usualmente 
puntos extremos de la función.

En un punto extremo, la funciónf{x )  cambia de una función creciente a una función 
decreciente, o viceversa. Asimismo, se cumple que un polinomio de grado n tiene a 
lo más n — 1 puntos extremos.
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Ejem plo 18

Probar que /(x) = 2 * 3 -  S tiene una raíz entre 1 y 2.

Solución
Primero, evaluamos /TI) = 2( I )3 -  8 = 2 -  8 = - 6  y Z[2) = 2(2)3 -  8 = 1 6 - 8  = 6. 
Vemos que / l) y f[2) tienen signos opuestos, así que el polinomio /(je )  tiene al menos 
una raíz entre 1 y 2.

Ejem plo 19

Mostrar que /(je) =  2je£ -  2je3 +  6je2 -t 2je +  8 tiene una raíz entre - 2  y -1 ,

Solución
Una manera en la que podemos proceder es usando el método de división sintética 
entre x -  c, con c = - 2  y c  = — 1, para evaluar /{—2) y / - 1:. Entonces:

—2| 2 0 - 2  6 2 3

- 4  8 - 1 2  12 -2 8

2 - 4  6 - 6  14 -20

—  11 2 0 - 2  6 2 8
- 2  2 0 - 6  4

2 - 2  0 6 - 4  12

Como podemos ver 2) = — 20 y f  - 1 )  = 12. Como /(-2} y /(—l tienen signos 
opuestos, por el corolario del teorema del valor intermedio, sabemos que el polino­
mio /i*  tiene por lo menos una raíz entre - 2  y - 1.

Ejem plo 20

Encontrar el entero positivo más pequeño y el entero negativo más grande que cons­
tituyan, respectivamente, los límites superior e inferior de las raíces del polinomio
f(x) =  -  2 x 3 -  4 x 2 + -  6.

Solución
Usamos el método de división sintética entre je -  c ,  con c  = valores sucesivos de ente­
ros, desde un número negativo apropiado hasta un número positivo apropiado pero, 
en este caso solo se muestra el último renglón de la división sintética i:
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- 2 - 4 3 - 6

- 4 j - 6 20 -7 7 302

-3 J — 5 11 -3 0 64

-ü\ - 4 4 - 5 4

- i ] - 3 - 1 4 -1 0

Oí - 2 - 4 3 - 6

i| - 1 - 5 - 2 - 6

2| 0 - 4 - 3 -1 6

3| 1 - 1 0 - 6

4! 2 4 19 70

5i 3 11 53 264

Dado que los números del último renglón de la división sintética entre x -¡- 2 alternan 
de signo y que los números del último renglón de la división sintética entre x + 1 no 
alternan de signo, podemos concluir que - 2  es el entero negativo más grande, el cual 
es un límite superior para las raíces de í[x  ; esto significa que no hay raíces menores 
que -2 .

Dado que los números del último renglón de la división sintética entre x -  4 son todos 
positivos y que los números del último renglón de la división sintética entre x -  3 no 
son todos positivos, concluimos que 4 es el entero positivo más pequeño, el cual cons­
tituye un límite superior para las raíces de /(x'y, es decir, no hay raíces mayores que 4.

Para corroborar estas afirmaciones, realizamos la gráfica anexa de

f'Xi = .v4 -  2x3 — + 3 ^ - 6  ;véase la figura 4.3 .

Figura 4,3 Gráiica de la (tmcíón/jií) =  jc4 -  2 x ' - 4tí- + 3x -  6.
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Ejem plo 21

Usar el corolario del teorema del valor medio para localizar, entre enteros sucesivos, 
las raíces de f[x) del ejemplo anterior:

f(x) = x 4 -  2x¡ -  4xL + 3 x -  6
Solución
A partir de las divisiones sintéticas desarrolladas en el problema anterior, vemos 
que -2 -  y /('—1) tienen signos opuestos, así que f(x) tiene una raíz en el intervalo 
- 2 , - 1  .De manera análoga, como /: 3. y f  4 1 tienen signos opuestos, concluimos que 

íix  tiene un cero entre 3 y 4 véase la figura 4.3). Como podemos observar, las otras 
dos raíces de f\x son complejas.

Ejem plo 22

Usar el corolario del teorema del valor medio para localizar, entre enteros sucesivos, 
las raíces del polinomio I{x) = x 5 -  2x3 + 8x2 -  4.

Solución
Comenzamos usando el método de división sintética entre x  -  c, con c = valores 
sucesivos de enteros desde un número negativo apropiado hasta un número positivo 
apropiado. En este caso, solo mostraremos el último renglón de la división sintética:

0 - 2 8 0 - 4

-3| - 3 7 - 1 3 39 -1 2 1

-21 - 2 2 4 - 6 12

-1 ] - 1 -1 S - 9 5

91 0 - 2 3 0 - 4

i| 1 -1 7 7 3

2] 2 2 12 24 44

3 1 3 7 29 67 257

Como podemos ver. f- — 3- y í  - 2  tienen signos opuestos, así que f .x < tiene una raíz 
en el intervalo -3 , -2 ) . En este caso, - 3  es un límite inferior para las raíces reales 
negativas.

Del mismo modo, f¡ - 1 i y f  O tienen signos opuestos; así que í  x tiene una raíz en el 
intervalo - 1 ,0 ' .  También /(O) y 1 tienen signos opuestos, así que í  x ) tiene otra raíz 
en el intervalo .0,1 i. No se pueden aislar otras raíces reales positivas a partir de los 
datos de la tabla, asi que 2 es un límite superior para las raíces reales positivas ¡ véase 
la figura 4.4.. Es importante resaltar que las otras dos raíces de íix) son complejas.
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Figura 4,4 Gráfica de la i'uüdón/fjc) =  x' — 2x - + Sx1 -  4.

Ejem plo 23

Encontrarlas raíces del polinomio f{x) = x 2 + 3x2 -  Ax — 12.

Solución
A partir del teorema de las raíces racionales de un polinomio con coeficientes ente­
ros, podemos establecer que las raíces racionales posibles de í x) son:

Factores de -1 2  ±1, +2, +3, ±4, ±6, +12
Factores de 1 ±1

- ±1, ±2. ±3, ±4, ±6, ±12

Ahora, usamos el método de división sintética entre x  -  c, con c = enteros positi­
vos sucesivos a partir de esta lista .solo se muestra el último renglón de la división 
sintética):

3 - 4 - 1 2

4| - 1 0 - 1 2
—3 ¡ 0 - 4 0

2| 1 - 6 a
- 1 1 2 - 6 - 6

0| 3 - 4 - 1 2
1 1 4 0 - 1 2
2 | 5 6 a
31 6 14 30
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Como podemos ver. -3 ,  - 2  y 2 son ceros de f{x). Además, - 4  es un límite superior 
para los ceros reales negativos de f(x) y 3 es un límite superior para los ceros reales 
positivos de f[in.

Por tanto,/ x¡ = :x 3- x + 2' .x -  21.Véase más adelante la figura 4,10.

Ejem plo 24

Encontrar las raíces del polinomio fíx) = 2x3 -  3xL -  1 Ijt + 6.

Solución
A partir del teorema de las raíces racionales de un polinomio con coeficientes ente­
ros, tenemos que las raíces racionales posibles de fíx  son:

Factores de 6 = ±1, ±2, ±3, ±4, dfi = ±]> ^  ±g ±4 ± 0 ± 1 ±  3 
Factores de 2  +2 2 2

Ahora, usamos el método de división sintética entre x -  c, con c = números sucesivos 
a partir de esta lista. En este caso, solo mostramos el ultimo renglón de la división 
sintética:

2 - 3 -1 1 6

-31 2 - 9 16 -4 2

m 2 - 7 3 0

- i i 2 - 5 - 6 12

0¡ 2 - 3 -1 1 6

1! 2 - 1 -1 2 - 6

2| 2 1 - 9 -1 2

3| 2 3 - 2 0
1 | 2 - 2 -1 2 0

Como podemos ver - 2 ,  -  y 3 son raíces de /(x \. Además. A'O = 6 y ü 1 i = —6 tienen2
signos opuestos: lo cual implica que f(x\ tiene una raíz en el intervalo 0, 1},. que de
acuerdo con la lista anterior para las raíces posibles de f\x  ̂esta raíz debe ser 1 .

2
A fin de comprobar esto, usamos la división sintética con c = ^ i1véase el último ren­

glón de la división sintética anterior . De esta manera, tenemos que:

f{x\ =  2 x - l  nxh-£í x - 3 )
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Solución de ecuaciones polinorrviales y gráficas de polinomios
A continuación se presentan algunas afirmaciones que son equivalentes: 

í .  c es una raíz de P{x).

2, c es una solución de la ecuación Pfjpi = 0.

3, x — c es un factor de Píx).

4, Si c es un número real, ia gráfica y = P(x) interseca al eje x en el punto c,

G ráfica de una fu n ción  p o lin om ia l p a ra  la cu al se pu eden  encontrar todos sus fa c to res
Para la realización de una gráfica de una función polinomial, es conveniente seguir los 
pasos que se citan a continuación:

1. Se escribe el polinomio en términos de todos sus factores.

2, Se determina el comportamiento de ios signos del polinomio a partir de los signos de 
sus factores,

3, Se recomienda formar una tabla de valores de la función.

4. Se construye un bosquejo de la gráfica del polinomio con una curva suave.

E jem p lo  25

Construir las gráficas de las siguientes funciones polinomiales:

a) f(x) = 2x4 + 4

b) fíx) = ix + 2)3

c) / (*) =  - ! < * - 3)S + B

d) fix) = -3',x + l)2 -  2,

Solución
a) La gráfica de 

f(x) = 2xi + 4 es 
similar a la grá­
fica de f{x) = x 4, 
solo que la pri­
mera se estira 
por un factor de 
2 en el eje de las 
y, y se desplaza 
4 unidades hacia 
arriba : véase la 
figura 4.5).

-3  -1 5
i | l i i i | l i i i i i i i *

Figura 4 .5  Gráfica de i a función /U ) =  2.v1 4  4,
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b) La gráfica de íix) = x  + 2  ̂ es similar a la gráfica de f¡ x = x'\ desplazada 2 uni­
dades hacia la izquierda véase la figura 4.6 .

Figura 4 ,6  Gráfica de la función/^*) = {jtr + 2)\

1 3
c) La gráfica de /(x ) ■— í * - 3 ) + 8 es similar ala gráfica de f(x\ = x 5, desplazada

2
3 unidades a la derecha, se reduce en un factor de 2 respecto del eje de las/, se 
refleja respecto de! eje de las y, y se desplaza 8 unidades hacia arriba véase la 
figura 4.7.,

Figura 4 .7  Gráfica de la función j  ( * )=  ~ 3) 1 K.
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d) La gráfica de í¡x¡ = -3 {x  + l)2 —2 es similar a la gráfica de /■';r. = x 2: desplazada 
1 unidad a la izquierda, aumenta en un factor de 3 respecto del eje de las y, se 
refleja respecto del eje de las x. y se desplaza 2 unidades hacia abajo véase la 
figura 4.B).

i-í
>1í

Figura 4 ,8  Gráfica de la fimdón/jjv) =  — 3(x + l)3 - 2 .

Ejem plo 26

Construir un bosquejo de la gráfica / = x ix  -+- 2u'x — 1).

Solución
Comenzamos formando la ;itabla de signos ” del polinomio, como se muestra a con­
tinuación, En esta. primero notamos que las raíces del polinomio son x = - 2 ,x  = 0 y  
x  — 1. Luego, dibujamos el eje de las x como una recta, con el eje positivo a la dere­
cha, y marcamos sobre este eje las raíces del polinomio. De esta manera, estaremos 
formando intervalos abiertos alrededor de las raíces,

A continuación marcamos en la tabla el signo de cada uno de los factores del poli­
nomio en los intervalos que hemos identificado. Asi pues, vemos que x  < 0 en los 
intervalos —oo, - 2 '  y i -2 ,  0 ) .  Sin embargo, x  >  0  en los intervalos (0 , 1) y (1 , « j ,  
como podemos observar en el primer renglón de la tabla de signos. De la misma ma­
nera. el factor x  + 2' < 0 en el intervalo -=o, —2), pero ix + 2 ■ >  0 en los intervalos 
Í - 2 ,0 ) , ( 0 .1 ) t  1 , o:. i. Ver el segundo renglón de la tabla de signos.

Finalmente, el último factor del polinomio, x  -  1. < 0 en los intervalos -o c , —2), 
-2 ,  0), 0,1; ,  pero x  -  1; > 0 en el intervalo 1, so) tercer renglón de la tabla de 

signos).
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Tabla 4.1
s ig n o  de x — — + +

s ig n o  de {>. 4- 2) - + + F
s ig n o  de —  1) - — F

s ig n o  d e l re s u lta d o +
1

+
1------------------- -W.—  h; H:X =  2 :!t=0 .V= 1

El último renglón de la tabla de signos es el signo del polinomio /■ x)\ es decir, el sig­
no del producto de cada uno de los factores que conforman al polinomio.
En resumen:

• fix) = 0 en x = - 2 ,0  y 1

• f(x) < 0 en (-se , -2 )

• >  0 en (—2,01

• fix) <  0 en (0,1)

• f  x  > 0 en (1, >- i

Para ayudarnos a construir la gráfica de f(x), es conveniente construir una tabla de 
valores de fix  para valores de ^cercanos a los ceros del polinomio, como se muestra 
en la tabla 4.2:

Tabla 4.2
X - 3 - 2 - 1 0 0.5 I a

II - 1 2 0 - 2 0 -0.625 0 0

Así que la gráfica de y  ~ / { x  vs. xr queda 
como se muestra en la figura 4.9.

Figura 4 ,9  Grálicatiol po!inoniío/(.s) = -f- 2)(x — 1).
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Ejem plo 2T

Construir la gráfica del polinomio í(z  = x¿ + 3x2 -  4y - 12.

Solución
En el ejemplo 23 vimos que f'X- — x̂  4- 3;^ -  Ax -  12 = x -  2 [x 4- 2 x + 3i. Así que 
ya sabemos que las raíces de f(x\ son —3, - 2  y 2.

Ya en el ejemplo anterior, pudimos observar el signo de cada uno de los íactores del 
polinomio en cada uno de los intervalos alrededor de las raíces. Así que

x -  2 i <  0 en el intervalo i -o c s 2

x -  2} >  0 en el intervalo 12, ac >

x + 2} <  0 en el intervalo (-oo, - £  :

x + 2) >  0 en el intervalo i -2 ,  as)

x + 3} <  0 en el intervalo ¡ -a c , —3)

{x +  3  >  0 en el intervalo (-3 ,  ac)

Con esta información, ya estamos en posibilidad de construir la tabla d e  signos del 
polinomio. De esta manera, tenemos:

Tabla 4.3
s ig n o  d e  {x  —  2) — — 4

s ig n o  d e  (jt 4- Z) + 4

s ig n o  de (x  4- 3J — + 4 4

s ig n o  d e l re s u lta d o 4
1 1 1

4-

x = X = x = 2

Como podemos ver, el último renglón de la tabla de signos es el signo del polinomio 
fix); es decir, el signo del producto de cada uno de los factores que conforman al 
polinomio.

En resumen:

* f(x) = Oenjr = — 3, — 2 y 2

* fix) < 0 en ( oc, 3)

* f(x) > 0  en —3 ,- 2 }

* f(x) <  0 en (—2,2)

* f(x) >  0 en (2roc)
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Para ayudarnos a construir la gráfica de f(x) es conveniente construir una tabla de 
valores de í\x\ para valores de x cercanos a las raíces del polinomio, como se muestra 
en la siguiente tabla:

Tabla 4.4
X -4 -3 -2.5 -2 -1 0 1 a 3

m -12 0 1.125 0 —6 -12 -12 0 30

Así que la gráfica de y  = t'x\ vs. x , que vamos a construir queda como se muestra en 
la figura 4.10.

Figura 4 .10  Gráfica dci polinomio/^) = ( * — 2){x + 2){x + 3),

E jercicio s propuestos

20. Escribe el polinomio P[x) = x* — 3xz -  ISbr2 + 32x +96 como producto de factores 
de primer grado, sabiendo que 4 es una raíz de multiplicidad 2.

21. Escribe el polinomio P(x) = x* + 8xz + 2xl — SOx— 75 como producto de factores 
de primer grado, sabiendo que - 5  es una raíz de multiplicidad 2.

22. Encuentra un polinomio P x) del menor grado posible con coeficientes enteros, 
tal que - 2  es una raíz de multiplicidad 2, y 3 y 1 son raíces de Pix).
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23. Encuentra un polinomio P x  del menor grado posible con coeficientes enteros, 
tal que 2 es una raíz de multiplicidad 3 . - 1  es una raíz de multiplicidad 2 y 4 es 
una raíz del Pix\.

24. Escribe el polinomio P.x: = 3x3 -  1 lx 2 + 1 lx  + 5 como producto de factores de 
primer grado, sabiendo que 2 + i es una raíz de P,x ., y encuentra todas los ceros 
de P(x).

25. Escribe el polinomio Pt'.x = 4x3 -  26xL + 64x -  26 como producto de factores de 
primer grado, sabiendo que 3 — 2i es una raíz de P(x) y encuentra todos las raíces 
de P[x).

26. Encuentra un polinomio P.x< del menor grado posible, con coeficientes reales, tal 
que - 2  es una raíz de multiplicidad3,1 es una raíz de multiplicidad 2,0 es una raíz 
y  1 — 3i es una raíz.

27. Encuentra un polinomio P(x) del menor grado posible, con coeficientes enteros,n
tal que 1 ,- 2  y  son raíces del polinomio.

3
28. Encuentra un polinomio Pix) del menor grado posible, con coeficientes enteros,

tal eme —, —  v —  son raíces del polinomio.
4 5 2

29. Prueba que f  x< = 3x4 -  17 tiene una raíz entre 1 y 2.

30. Muestra que f  x  = 4x2 -  l x 2 + B tiene una raíz entre - 1 y 0.

31. Muestra que i  x  — - 2 x i -  5x3 + 2x2 + 3 ^ - 6  tiene una raíz entre - 2  y - 1.
32. Usa el corolario del teorema del valor intermedio para localizar, entre enteros

sucesivos, las raíces de i  x = x* -  i x 3 -  3x2 + 1 lx  +  4.

33. Usa el corolario del teorema del valor intermedio para localizar, entre enteros 
sucesivos, las raíces de fix) = x* -  3x3 -  6x2 + 33x -  35.

34. Usa el método de división sintética y el corolario del teorema del valor interme­
dio para localizar, entre enteros sucesivos, las raíces d e  f  x̂  = x 3 + 4x2 -  4x -  B.

35. Usa el método de división sintética y el corolario del teorema del valor intermedio 
para localizar, entre enteros sucesivos, las raíces de f\x) = x i -  2x3 -  l l x 2 + 9^ + 31.

36. Localiza las raíces de f\x = x 2 -  4x2 + x + 1 entre enteros sucesivos.

37. Construye las gráficas de las siguientes funciones polinomiales:

a) fix'i = ix + l }4

b)

c) í[x) = 3 x 5 -  S
d) f¡x :i = —2(x + 3)a + 6

38. Construye un bosquejo de la gráfica f  x = x(x + 3)¡x - 2 i ,  siguiendo el procedi­
miento descrito en el ejemplo 26.

39. Construye un bosquejo de la gráfica f{x) = x  — 2j (x -+- 1 x + 2 -x  + 4 siguiendo 
el procedimiento descrito en el ejemplo 26,
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40. Encuentra las raíces del polinomio fix) = x s + 4xz -  7x -  lOy realiza un bosquejo 
de su gráfica,

41. Encuentra las raíces del polinomio fix) = x 2 -  2x2 — 5* + 6 y realiza un bosquejo 
de su gráfica,

42. Encuentra las raíces del polinomio fix) — x A -  x 2 -\ 2 x l + 26^ -1 6  y realiza un 
bosquejo de su gráfica.

43. Encuentra las raíces del polinomio f(x = 4jrs -  12:r- + 5x2 -i- IOlv2 -  9x + 2 y rea­
liza un bosquejo de su gráfica,

44. Encuentra las raíces del polinomio fix  = 8x~ -  26x2 + 5x + 3 y realiza un bosquejo 
de su gráfica,

45. Encuentra las raíces del polinomio fix) = x 2 + x 2 + x  -  3 y realiza un bosquejo de 
su gráfica.

46. Encuentra las raíces del polinomio f{x) = 5x5 -  5xi -  i x 3 + 36.x13 + 27x -  135y 
realiza un bosquejo de su gráfica.

A plicaciones

47. Considera una cartulina rectangular como la que se muestra en la figura 4.11. 
Esta cartulina mide 1S cm de base y 24 cm de altura. Se desea construir una caja 
abierta usando la cartulina y cortando, en cada esquina, un cuadrado de lado 
x cm, de modo que, al doblar los lados restantes, se forme la caja. Si el volumen 
de la caja que se quiere elaborar debe ser de 640 cm5, ¿de qué tamaño, x, deben 
ser los cuadrados que se corten en las esquinas? i Pista: El volumen de la caja es el 
área de la base por la altura, cuya fórmula es: V = A ■ x. Usa la división sintética y 
el teorema del residuo para c = 2,3, 4, 5, para íactorizar el polinomio resultante 
y hallar sus raíces, ¡

Figura 4,11
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48. Se va a construir un süo para almacenar granos de trigo. Dicho silo estará formado 
por un cilindro vertical con un cono en su parte superior. La altura total del silo 
será H = 100 cm: el radio de la base del círculo será x y la altura del cono superior

la base? Véase la figura 4.12. ;Pisía: Construye una función para el volumen del silo 
y relaciona el volumen con un polinomio P'.x . Usa la división sintética y el teorema 
del residuo con c = 18,20,22, etc.,para factorizar el polinomio y hallar sus raíces,:

49. Se va a construir una tienda de campaña con una tona térmica aislante especial 
para resistir bajas temperaturas. Se planea que la tienda tenga una forma de pi­
rámide con base cuadrada de lado x  centímetros. En ei centro de la pirámide se 
colocará un poste vertical de altura h = 200 cm, como se muestra en la figura 4.13. 
Con base en estos datos, encuentra la longitud, x , de un lado de la base cuadrada 
de la pirámide, para que la cantidad de tela que se utilice en los cuatro costados 
y en el piso de la tienda tenga un área total de AM = 170000 cm3.

será 2x. Si el volumen del cono debe ser V - 88 00077

3
, ¿cuál debe ser el radio x  de

H

Figura 4,12

1+
jf

Figura 4,13 Pirámide tundí angular de base x y altura h.
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4 .4  F u n c io n e s  r a c io n a le s  
Definición de función racional
Una fundón racional es una función que puede especificarse mediante una regla de la 
forma:

P ( x )
/ ( * )  =

O ú )

Donde Pix) y Q(x) son funciones polinomi a les. El dominio de la función racional es el 
conjunto de los números reales para los cuales Q(¿e) #  0. Normalmente se considera que

P(x)
la expresión racional está escrita en sus términos más bajos: es decir, P[x) y Qfx)

Q(x)
no tienen factores en común i véase más adelante el análisis de casos donde no se hace 
esta suposición).

E jem p lo  23

Como ejemplos de funciones racionales tenemos las siguientes:
20* Í(jt)n— con dominio { t e R  \ x  ̂ 0}
x

* g ( j t )= - -  ■ , con dominio {jt é  K | x  ¥= ± 4}
x  - 1 6

* h ( x ) -  —-  — —— , con dominio {x e IR | x  ^  0,1, - 2 }
jf (j f - l ) (  x  +  2)

Ax
* k { x ) -  —— con dominio e 3?} 'dado que el polinomio del denominador

x  S
nunca es cero)

Gráfica de una función racional
La gráfica de una función racional se analiza en términos de su simetría, de su intersec­
ción con los ejes, de sus asíntotas y del comportamiento del signo de la función. Para la rea­
lización de la gráfica de una función racional se sugiere considerar los siguientes aspectos:

P(x)
1. Si Q(x) no tiene raíces reales, la gráfica de ^   ̂ es una curva suave para toda x real.

2. Si Q(x) tiene raíces reales, la gráfica de - consiste en curvas suaves en cada inter­

valo abierto que no incluya alguna raíz. La gráfica tiene asíntotas verticales en cada 
raíz de Q(x).

Asíntotas verticales
La recta x = a  es una asíntota vertical en la gráfica de una función/(je), si cuando x se 
aproxima a a  mediante valores que son mayores o menores que a, el valor de la fun­
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ción crece indefinidamente mas allá de cualquier límite, o decrece más allá de todo 
límite. A continuación se muestran cuatro casos posibles para la asíntota vertical de 
una función y su notación común:

L, Si x se aproxima a a  por la izquierda y fix )  es positiva y se incrementa más allá de 
cualquier límite, decimos que:

lím / ( x ) - o o

Por tanto, la gráfica de fix') queda como se observa en la figura 4.14, donde/í#) au­
menta indefinidamente conforme x  — 1 por la izquierda. Aquí se fia escogido a — i, 
solo como ejemplo, pero Ja constante a  puede ser cualquier número real.

Figura 4,14

2, Si x se aproxima a a  por la izquierda y f i x ) es negativa y disminuye más allá de cual­
quier límite, se dice que:

lím f ( x )  — — oo

Por tanto, la gráfica de/(jc) queda como en la figura 4.15, donde f i x ) disminuye inde­
finidamente conforme *  — 1 por la izquierda.
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Figura 4.15

3. Si x se aproxima a a  por la derecha y f\x) es positiva, y esta se incrementa más allá de 
cualquier límite, se dice que:

Km f ( x )  =  oo
x—>a*

Por tanto, la gráfica de f\ x) es similar a la que se representa en la figura 4.16, donde^jc) 
aumenta indefinidamente conforme x —* 1 por la derecha. Como antes, aquí también 
se eligió a =  1 como ejemplo; no obstante a  puede ser cualquier número real.

X

Figura 4.16
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4, Si x  se aproxima a a  por la derecha y f ix )  es negativa, y esta disminuye más allá de 
cualquier límite, se dice que:

lím f ( x )  =  — oo
X—‘•S 4

Así que la gráfica de f{x )  es similar a la que se muestra en la figura 4,17, donde f ix )  
disminuye indefinidamente conforme x — 1 por la derecha.

Figura 4.17 

E jem p lo  29

Encontrar las asíntotas verticales de:

b) /(jt)
+ 4

c) f (x ) Ax -2
x'¿ x - 6

d) Í{x ) S
x 3 +3

Solución
a) Dado que las raíces de x 1 -  9 son ±3, tenemos que las asíntotas de f-x i son: x =

b) Debido a que x 2 + 4 no tiene raíces reales, f(x  no tiene asíntotas verticales.

2 2 9



Introducción a las matemáticas. Ejercicios y problemas

c) Dado que las raíces reales de x 2 -  x -  5 = (x 4) x  + 3) son 4 y -  3, las asíntotas 
verticales de f{x) son x = 4 y x  = - 3 .

d) Debido a que la única raíz real de x 3 + 3 es -2 , la única asíntota vertical de f(x) es
x = —2.

Ejem plo 30

Encontrar las asíntotas verticales de:

* ( * )  =
2 x

x ¿ 4

Solución
A primera vista parecería que fix  tiene asíntotas verticales en x ±  2, pues estos cons­
tituyen las raíces reales del polinomio en el denominador. Sin embargo, esta expre­
sión para fix) no está en sus términos más bajos; de hecho:

/ (*) = x  - 2 x ' ( x - 2 )
x ¿ - 4  ( x + 2 ) ( x - 2) x  -\ 3

Cuando x  — 2 o  x  — 2 la función no aumenta ni disminuye indefinidamente, así que 
2 no es una asíntota vertical de fix) , y la única asíntota vertical de fx .  e s x  = -2 .

Asíntotas horizontales

La recta y =  a  es una asíntota horizontal de la gráfica de una función/(x) si, conforme 
x aumenta más allá de cualquier límite positivo, f[x )  se aproxima al valor de a, o si con­
forme x disminuye más allá de cualquier limite negativo, f(x )  se aproxima al valor de 
a. A continuación se muestran cuatro posibilidades para la asíntota horizontal de una 
función y su notación común.

i. Conforme x  aumenta indefinidamente, f{x )  se aproxima al valor de a por abajo; de 
esta manera, f ix )  < a  para valores grandes positivos de x. Entonces, se dice que:

lím f ( x ) = a
x—‘Ou

Por tauto, la gráfica d e f(x )  queda como en Ja figura 4.18, donde/(A —* 2, conforme 
x — cc . Aquí se ha elegido a  — 2, solo como ejemplo.
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Figura 4.18

2, Conforme x aumenta indefinidamente,/!#) se aproxima al valor de a  por arriba. De 
esta manera,/)#) >  a  para valores grandes positivos de#. Se dice que:

lím/(#) =  f7
X.— K X j

Y la gráfica de/(#) queda como en la figura 4.19, donde/i#) —► 2, conforme# — oc.

Figura 4,19

3. Conforme # disminuye indefinidamente,/ #) se aproxima al valor de a  por abajo. De 
esta manera,/#) <  a  para valores grandes negativos de#. Se dice que:

lím f { x ) = a
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Por tanto, la gráfica def ix )  queda como la que se muestra en la figura 4.20, donde 
f(x ) — 2. conforme x —  — oo.

Figura 4.20

4, Conformex  disminuye indefinidamente,/^) se aproxima al valor de a  por arriba. De 
esta manera,/(je) >  a  para valores grandes negativos de je. Entonces, se dice que:

iím f ( x )  =  a
je——co

Y la gráfica d ef(x )  queda como en la figura 4.21, dondef(x )  — 2, conformex — —2c .

Figura 4.21
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Para encontrar las asíntotas de/i*), sea la siguiente función racional:

Q (x) t mx ” +  - + b ix + b e

Donde: a  ^ O y b  ^  0,n * m
Se tiene que:

1. Si n <  m, el eje a; es una asíntota horizontal de la gráfica de f ix ) .
a

2. Si n = m, la recta y = -g- es una asíntota horizontal de la gráfica de _/[*).

3. Si n >  m, no hay ninguna asíntota horizontal para la gráfica de/(*). En este caso, 
cuando x — oe y x — —c<¡,f[x) —> oc of(x )  — — oo.

E jem p lo  31

Encontrar Jas asíntotas horizontales > si las hay | de:

, ■ 3jt 4- 3
/ ( * ) = --------

W  x  - 4

Solución
Primero, podemos escribir como:

3 + -
/ (x )= 5 f j S + ^ u ! l i £ .

x  x 4
X

Vemos que para valores positivos grandes de x, como para valores negativos
3

grandes de x, este cociente tiende a el cual es el cociente de los coeficien­

tes principales de ?  x  y de Q(x). Así que f  x  — 3 conforme x — o conforme 

x — -  ^c. Por tanto, la recta y  = 3 es una asíntota horizontal de í-x\.

E jem p lo  32

Encontrar las asíntotas horizontales de las gráficas de las funciones racionales 
siguientes:

a) /(*) :

b) f ( x ) -

S x 3
* 3 +8 

x  -f 6
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c) / ( j ) =  Ax
x ¿ - 8

, . 2jr24 l0 j f -7
d) f ( x  =   ----------

3 x a + 2

Solución
a} Dado que tanto el numerador como el denominador son polinomios de grado 3 : el

cociente puede escribirse como:

f ( x ) 3 x 3 3 x *  jtM  8

jr * +  8 x 3 x 3 l t  8
Xa

Como sabemos, para valores grandes de x, ya sean positivos o negativos, el
3

cociente tiende a que es el cociente de los coeficientes principales, Así que 

f(x) — 3 y la recta / = 3 es una asíntota horizontal de / x).

b} Dado que el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, la
gráfica de esta función no tiene asíntotas horizontales.

c) Debido a que el grado del numerador es menor que el grado del denominador, el 
eje x. es decir, la recta / = 0, es la asíntota horizontal de esta función.

d' Dado que el numerador y el denominador son polinomios del mismo grado, el
cociente se puede escribir como:

2-1 10- 7
, ,  . 2 i ’ + 1 0 i - 7  2ar + LOjf —7  3 x '  + ¿  .  . *

3 * * + 2  x t x ¿ „ 2
3 ?

Para valores muy grandes de x, ya sean positivos o negativos, este cociente tien-

de a —. el cual constituye el cociente de los coeficientes principales. Así crue 
3

2 2í { x ) —y— asi que /  = — es una asíntota horizontal de i x\.
3  3

Asíntota^ oblicuas

Sea:
f  ( * )  =  =  a,,X +— + a ix + a o j con a  ^  o y b  ^  0

Q (*) bmx ~ + ~ + b 1x + b o

En el caso en que n — m  + 1, se puede simplificar f ( x  usando la división larga y escri­
biéndola como:
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f ( x )  =  a x + b  ■ R(x)
Q(x)

Donde el grado del polinomio R(x) es menor que el grado del polinomio Q(x). Así que 
conforme *  — oc o x —* — oc, tenemos qu efix ) —* ax  + b, de modo que la recta y — ax  + 
b es una asíntota oblicua de la gráfica de la fonriónjfijc).

Ejem plo 33

Encontrar la asíntota oblicua de la gráfica de la función:

2 x 3 + 2
f ( x )  =

Solución
Primero, usamos la división larga y encontramos que:

¡ l 2 x ¿ + 2 Bx  - 4f  ( jt } =  — -----------   =  2 x  2 +
+ ^ - 3 x  “ + x  —3

Por tanto, conforme x  — oc o x  — -  ̂ , tenemos que f:x  — 2x -  2 . de modo que la recta 
y  = 2x -  2 es una asíntota oblicua de la gráfica de la función.

Ejem plo 34

Encontrar las asíntotas oblicuas de la gráfica de las siguientes funciones:

a) / (a ) .
X  H- 3

b) /(*)■

c) / ( ít).

ir + 3

x'¿ 6 x  + 2

d) / ( * )  =

3 jt -  8

4 x * Zx

x  + 2 x  +1

Solución
a) En este caso, primero usamos el método de división sintética para desarrollar:
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Conforme x  — oc o x —* loo , tenemos que iix  — x -  3 Así que la recta / = x — 3 
es una asíntota oblicua para la gráfica de f(x .

b) Dado que aquí el grade del numerador no es igual al grado del denominador + 1, 
la gráfica de í-.x. no tiene asíntotas oblicuas. Sin embargo, si usamos el método de 
división sintética para escribir:

/ ( x)  = — —  =  jf" — 3x  +  9 ----------- ,
x + 3  x  + 3

podemos ver que conformex — ac o x — — a c ,  f(x) — x2 -  3x + 9 ,y decimos que 
la gráfica de f\x) tiende ¿¡sintéticamente a la curva / = x1 -  3x + 9.

c) Usamos el método de división larga para desarrollar:

62

t ( x ): 6 x  + 2 
3 x - B

. *  10 | 9
3  9 3 jf -  8

x  10Así que conforme x — x  o r  ^  -  =c, / u n —* --------: de m.odo que la recta
3 9x  10y — —  es una asíntota oblicua para la gráñea de la función de f(x).

3 9

d) Aquí usamos el método de división larga para escribir:

/ (*}:
Ax3 - Z x

x 2 -t- Zx + 1
= Ax 8  +

10.x +  B

x'¿ +  Zx +  1

Así que conforme tí — oo c x —̂ —ao, í'jo  — Ax -  S. Así que la recta/ = <íx -  6 es 
una asíntota oblicua para la gráfica de f'x-.

-PÍJt)
Para el esbozo de la gráfica de una función racional del tipo y =  f ( x ) = —— , es necesa-

Q(x)
rio llevar a cabo una serie de pasos, Jos cuales se indican a continuación:

1. Se encuentran las intersecciones de/fjr) con el eje x-, esto es, las raíces reales de Pix) 
y luego se gradean los puntos correspondientes. Enseguida, se encuentra la intersec­
ción de/(Vi con el eje y, es decir, el valor/(O) [suponiendo que 0 está en el dominio 
de f(x )]  y se gradea el punto (0,/TGV). Se analiza la función en términos de alguna
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simetría posible, ya sea respecto de los ejes (función par) o respecto del origen (fun­
ción impar).

2, Se e cu entran las raíces de Q(^) y se ubican las asíntotas verticales de la gráfica de/ú; 
en el esbozo,

3, Se determinan las asíntotas horizontales u oblicuas de la gráfica de f ix )  y se dibujan 
en el esbozo,

4, Se determina si la gráfica interseca las asíntotas horizontales u oblicuas. En términos 
generales, las gráficas de y — f(x ) y de y — ax  +  b se intersecarán en las soluciones 
reales de/|,vj = ax  -  b.

5, Se determinan, a partir de una tabla de signos sí es necesario, los intervalos en los 
cuales la función es positiva y en los cuales es negativa. Acto seguido, se establece el 
comportamiento de ¡a función cerca de las asíntotas.

6, Se elabora un esbozo de la gráfica Aef(x) en cada una de Jas regiones encontradas en 
el paso 5.

Ejemplo 35
3

Elaborar un esbozo de ta gráfica de la función /(s ) =  -.
x

Solución
1. En este caso, la gráfica no interseca ni al eje x ni al eje y. Además, como 

fix) = fi - x  . la función es una íunción par. Por tanto, podemos decir que la gráfica 
tiene simetría respecto del eje y.

2. Dado que 0 es el único cero del denominador, entonces et eje/ , es decir, la recta 
x = 0, es la única asíntota vertical.

3. Debido a que el grado del denominador es mayor que el grado del numerador, el 
eje x, es decir, la recta / = 0, podemos afirmar que es una asíntota horizontal,

4. Dado que no hay una solución de la ecuación - ^ (, podemos afirmar que la grá­
fica no Ínter se ca la as ínto ta horizontal. x

5. Si x es negativa, fix  es positiva. En caso contrario, si x  es positiva, f x  también es 
positiva. Así que:

lien i"{jf) =  oo y lim f ( x )  — oo
JT —rO x —O

6, El esbozo de la gráfica de f{x\ queda como se muestra en la figura 4.22.
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Fi gu ra 4.2 2 Gráíic a de / ( * }  ——

10
Ejem plo 36

Construiré! esbozo de la gráíica de f  (jt) :
Jí T a

Solución
De acuerdo con lo espuesto antes, aplicamos cada uno de los pasos descritos para 
construir et esbozo de la gráíica de una función racional

Dado que f[0 ■ = 2, la intersección de /(x) con el eje / es igual a 2. Dado que f(x) nunca 
es cero, no hay intersección de f[iri con e! eje de las x.

Por tanto, podemos afirmar que la gráíica no tiene simetría respecto de los ejes ni
respecto del origen.

Debido a que x + 5 = 0, si x = - 5 ,  podemos determinar que esta es la única asíntota 
vertical que tiene la función.

Por otra parte, debido a que el grado del denominador es mayor que el grado del 
numerador, podemos decir que esta gráfica tiene como asíntota horizontal al eje x.

En este caso, í\x — 0 no tiene soluciones, lo cual significa que f(x"\ no cruza al eje x  en 
ningún momento.

Como se observa de la tabla de signos de f  x , podemos establecer que f(x\ es nega­
tiva en el intervalo —ico, -5 )  y que í{x) es positiva en el intervalo ( - 5 ,  es:); por consi­
guiente, lím =  oú y lím =

De acuerdo con el desarrollo anterior, la gráfica de f¡x. es como ia que se muestra en
la figura 4,23.
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Figura 4,23 Gráfica de f [ x )  =
10

,v +  5

x  + 2 
x 3

Ejem plo 37

Esbozar la gráfica de f { x ) -  

Solución
Z 2Dado que / (0) = la intersección con el eje y es —. Como fix  = 0, si x  = -2 ,  po- 
3 3

demos decir que f  x  interseca al eje jt en .a: = -2 . Por tanto, ia gráfica de fix) no tiene
simetría respecto de los ejes ni respecto del origen.

Debido a que x -  3 = 0, cuando x  — 3. podemos decir que esta recta es la única asín­
tota vertical de f(x).

Como en este caso el numerador y el denominador tienen grado igual a 1 y el cocien­

te de los coeficientes principales es -  = 1, podemos afirmar que la recta y  = 1 es la 
asíntota horizontal de fx\. 1

Pues t o qu e f i x  = 1 no tiene so luciones. 1 a gr áíica de f ; x ) no cruza su asínt ota horizo nt al.

Usando una tabla de signos encontramos que fix) es positiva en el intervalo ¡ —oc, -2 )  y 
■ 3, ac) , y que f.x  es negativa en el intervalo ■ —2,3), así que lkn / (x ) = ■ ou y lím / {x ) =  tx 
Así pues, la figura 4.24 muestra la gráfica de fix). * ̂ 3'
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Figura 4.24 Gráfica de f (-*) ■ ------ ,
'  ’ x  — 3

Ejem plo 38

Esbozar la gráfica de la función /(x ) — - -£■- , realizando cada uno de los seis pasos 
descritos antes. Zx —a

Solución
Primero vemos que f.O = 0; por tanto, podemos decir que f{x] interseca al eje y en 
y  -  O.Por otro lado. 0 es la única raíz oa/te), así que fix) interseca al e ie jren j: = 0;por 
consiguiente, la gráfica de f(x  pasa por el origen. Dado que f{ —x) = - f  x), podemos 
decir que la función es impar y la gráfica tiene simetría respecto del origen.

Por otra parte, debido a que Zx2 -  6 = 0, para x  = ±2, podemos afirmar que estas rec­
tas son las asíntotas verticales de !{x).

A su vez, debido a que el grado del denominador es mayor que el grado del numera­
dor, el eje x es la asíntota horizontal. Como fix  = 0  tiene la solución x  = 0; vemos que 
la gráfica cruza su asíntota horizontal en el origen.

En una tabla de signos vemos que ia función es negativa en los intervalos [ - a c ,  —2) y 
0 ,2 '; asimismo, en esta vemos que la función es positiva para -  2, G ■ y ■ 2, ac,.

De esta manera, lím f(x )  = — oo, lím: ]ím /(jr) = —oo, lím f(^ ) = □.
r  — -2  i — 2 ' i — 2 r —2'

La gráfica de f{x) se representa en la figura 4.25,
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Figura 4,25 Gráfica de f { x ) —
6x

2 x ' - S

Ejem plo 39
3 jt *

81
Construir la gráfica de la función /(V)

x 1
Solución
Como f x i = 0 solo si x  = 0, podemos decir que fix) interseca al eje x en el origen. Por 
otro lado, la única raiz que tiene la función es en x = 0, así que f(x) interseca al e je /  
también en el origen. Por ende, podemos determinar que la gráfica de í\x) pasa por 
el origen.

Dado que f:.x. = í. —x), podemos decir que la función es par y la gráfica tiene simetría 
respecto del eje/.

Tenemos que jí4 -  SI = 0 , implica que x = ±3, asi que podemos afirmar que estas son 
las lineas asíntotas verticales de la función.

Puesto que tanto el numerador como el denominador son de grado 4. el cociente de
3

los coeficientes principales es -  =  3, así que la recta / = 3 es una asíntota horizontal 
de la función. 1

Puesto que fix  = 3 no tiene soluciones, esto significa que la gráfica de í{x) no cruza 
su asíntota horizontal.

Una tabla de signos nos muestra que la -Unción es positiva en los intervalos -  - 3
y (3. y que la función es negativa en el intervalo (—3,3). Así que lím /(,*■) =  oo,
lím / ( j t ) f =  — d o , lím./ ( i r )  =  — d o ,  l í m  f  ( j f )  =  o o

x—•—3 1 x-f3 i-+3J
La gráfica de f(x) se muestra en la figura 4.26.
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"1

H i i i i I -It -Sí ■I— I — I — I— l i l i  
5 IDI 21

Figura 4 ,26  Gráíica de f ( x )  = —
ix

x — 8 J

Ejem plo 40

Construir la gráfica de ia función /(x ) =
a V ' x * - 1 6

Solución
Dado que /: 0 = 0, y que esta es la única raíz de la función, podemos afirmar que tanto 
la intersección con el eje x como la intersección con el eje y  ocurren en el origen. Esto 
es, la gráfica de fix) pasa por el origen.

Debido a que f i - x  = ^f(x), la función es impar y la gráfica tiene simetría respecto 
del origen.

Por otro lado, como x¿ — 16 = 0, cuando x  = ±4, podemos decir que estas rectas son 
asíntotas verticales de la función.

Puesto que el grado del numerador es mayor que el grado del denominador en 1, 
tenemos que la gráfica tiene asíntotas oblicuas. Usando una división larga podemos 
determinar que:

2x  -
32x

x'¿-1 6

Ahora, vemos que conforme x  — oc, f(x — -  2x: así que la recta y = -2 x  es la asíntota 
oblicua de la gráíica de fix).

Dado que f  x = - 2 x  tiene el valor cero para x = 0, podemos afirmar que la gráfica 
cruza la asíntota oblicua en el origen.
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Una tabla de signos nos muestra que la función es positiva en los intervalos -o c , - 4  
y 0 ,4 ;, mientras que la función es negativa en los intervalos . -4 .0  ) y > 4, í :  ¡.Por tanto, 
lira /(jf) =  do, lím f ( x  ) — -oa, lím /(¿r) —tx>, lím f  (jr) — —ex:-.
w—+4' x—*A* j —=-4 *-*4:
Como la función es positiva para x < - 4  y la íunción no cruza su asíntota oblicua. 
Vemos que la gráfica de / x ) tiende a su asíntota oblicua por arriba para x mucho me­
nores que -4 .  De la misma manera, como la función es negativa para x  >  4, y  como 
la gráfica de fix  no cruza su asíntota oblicua, vemos que la gráfica de f\x\ tiende a 
su asíntota oblicua por abajo  para x mucho mayores que 4. La figura 4.27 muestra la 
gráfica de fix).

Figura 4 ,2 7  Gráfica d e / (a)
— 2*J

x ‘ + x  
x ¿ - 3 x  +2

x 2 - 1 6

Ejem plo 41

Construir la gráfica de la función f  (x ) = ■

Solución
Dado que íO  : = 0, podemos decir que la gráfica de í[x. interseca al eje y  en el ori­
gen; luego, debido a que + x = 0, cuando x  = - 1  o x — 0, entonces decimos que la 
función interseca al eje x  cuando x  = - l o r  = 0. Así que la gráfica pasa a través del 
origen y no hay una simetría obvia para la gráfica.

Puesto que -  3x + 2 = 0 para x =  1 y x = 2, decimos que estas son asíntotas verti­
cales de la gráfica de f¡x i.

Debido a que tanto el numerador como el denominador son de grado 2, el cociente 

de los coeficientes principales es j  = 1. Entonces, y  = 1 es una asíntota horizontal.

Puesto que f<x> = 1 tiene la solución x = 1, la gráfica de f{x  cruza la asíntota horizontal
2

en (14
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Una tabla de signos nos muestra que la función es negativa en ios intervalos . -1 .  0'
y (1, 2), y que la función es positiva en los intervalos !—=c,.—1 j, (0,1 j y 2, . Asi que
lím f  (x ) =  txj, lím f  (x  j =  —oo y lím /  (x ) =  — oo y lím /  (x ) =  do .
x - J  i - + r  j c — *2  x — * 2 '

Además, dado que la función es positiva para x > 2. vemos que la gráfica i  x se 
aproxima a su asíntota horizontal por arriba. Del mismo modo, para x < — 1, fik) es 
positiva; sin embrago, la gráfica de í\x se aproxima a su asíntota horizontal por abajo. 
La gráfica de f(x i es como la que se muestra en la figura 4.20.

Figura 4 .28  Gráíica de f ( x ) —  — "
x  —3 x + 2

Ejem plo 42
x ¿ —16Realizar un esbozo de la gráfica de la función / (*) = ——- — .
x  -í 2

Solución
Dado que í 0 :  = 3, la intersección de la gráfica con el eje y  es en 0, 3 . Como 
x 2 -  16 = 0, en x  = ±4, la gráfica de la función interseca al eje x en ambos valores, 
x  = - 4 y x =  4. Además, como f  - x  = fix  i ,1a función es par y. por tanto, tiene simetría 
respecto del eje/.

Luego, como x2 + 2 no tiene ceros, podemos decir que la gráfica no tiene asíntotas 
verticales.

Como en este caso tanto el numerador como el denominador tienen el mismo grado

y el cociente de los coeficientes principales es M 1, tenemos que la recta / = - 1 
es una asíntota horizontal, ^
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Debido a que f(x = - 1 no tiene soluciones, la gráfica no cruza la asíntota horizontal.

Una tabla de signos nos muestra que/i» es negativa en los intervalos -oc-, - 4 :  y(4 :oc : 
mientras que/id- es positiva en el intervalo. -4 ,4  .Así que lím f ( x  - 1 y -1.
La figura 4.23 representa la gráfica de f¡x .

10-

-5--

- 10 -

Figura 4,29 Gráfica de f { x )  =
jc -1 6  
x * + 2  '

x - 9 -, tomando

Ejem plo 43

Construir un esbozo y analizar la gráfica de la función / (x ) =
x “ -  8x  +  1S

en cuenta que el numerador y el denominador tienen factores en común.

Solución
Primero, factorizamos el numerador y el denominador; por consiguiente obtenemos

/<*) = O  3)(jt + 3 ) _  (jr-t-3)
,para x ¥* 3.

Así que la gráfica de la función es igual a la gráfica de la función _

cepto que x  — 3 no está en el dominio d e f  x ,

I*  ■+ 3)
( * - 5 )

es-

La gráfica de y  = f\ x > normalmente se representa como la gráfica de g{x\ con un pe­
queño círculo centrado en 3r -3 ) , lo que nos indica que este punto no pertenece a la 
gráfica
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—3 —3Dado que g\ 0 1 = — : la intersección con el eje y  es — , y como g[x) = 0 si x  = - 3 ,  la
5 5

intersección con el eje x e s  -3 . Por tanto, la gráíica de g(x) no tiene simetría respecto 
de los ejes ni respecto del origen.

Ahora, debido a que jt -  5 = 0, cuando x = 5 ,podemos decir que esta recta es ia única 
asíntota vertical.

Ya que tanto el numerador como el denominador tienen el mismo grado y que el co­

ciente de los coeficientes principales es 7 = 1, la recta7  = 1 es una asíntota horizontal.

Usando una tabla de signos encontramos que la función es positiva en el intervalo 
-oc, -3 :  y (5, do i, y que la función es negativa en el intervalo (—3, 5', Así que 
lim f (x )  — -o c  y lím /(x ) = oc : asíntota verticall, y lím /i¿r) -  1 y = 1 asin-

1—51 *-<—■ 1 -t“
tota horizontal . La figura 4.30 representa la gráfica de /{>:.

x - 9
Figura 4 .30  Gráfica de f ( x )  - —  — ,

x  - S í : + 1 5

Aplicaciones
A continuación se presenta una aplicación de funciones racionales.
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E jem p lo  44 

Modelo poblacional
Hace relativamente poco tiempo, fue descubierta una especie rara de ranas en la sel­
va alta de Chiapas. Para proteger a esta especie, un grupo de biólogos ambientales 
la declararon en peligro de extinción y, por tanto, se estableció una colonia de estas 
ranas en un área protegida. La población, P. de ranas, í, meses después de que se es­
tableció la colonia está dada por la función:

PÍO-
50(1 + 0.5/) 
(2 + 0.01/}

a) Determinar cuántas ranas se descubrieron inicialmente; es decir, ¿cuál es la po­
blación de ranas en í — 0?

b) Establecer cuál será la población de ranas 5 años después.

c) Calcular cuál es la población máxima de ranas que puede albergar el área prote­
gida. Es decir, ¿a qué valor tiende P,  conforme r tiende a infinito?

d) Determinar cuánto tiempo debe transcurrir para que la población de ranas alcan­
ce 90% de su valor máximo.

Solución
a) Para hallar la población inicial de ranas, primero evaluamos P í) en t = 0. Así que:

P(Q) = 25 ranas

b) La población de ranas a los 5 años corresponde áPi.fi, evaluada en í = 5 x 12 = 60 
meses. Asi que:

Pi60) = 596 ranas

c) Para hallar la asíntota horizontal de Píf) procedemos como en los ejemplos 
anteriores:

P (0  =

50 + 25/ «o , 5D
50(1+0.51) _  f +
(2+ 0.01/) 2 + 0.01/ 0 0 1 h 2

/ /

* - 2 500 ranas conforme í —> oo.

d) Par a de termin ar cuándo 1 a población de ranas alcanzar á 9 0 % de su val or máximo, 
primero establecemos que 90% de 2500 ranas son 2250 ranas en total. Luego 
igualamos P: í . = 2 250 y despejamos í;

P =  2250 =
50 + 25/
2 + 0.01/

De esta manera podemos decir que f = 1730 meses, lo que equivale a 143.3 años.
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E jercicio s propuestos

De los ejercicios 50 a 64 encuentra las intersecciones con los ejes, las asíntotas de la 
función racional y esboza la gráfica de la función.

50. / ( * '

51. f ( x

52. f ( x

53. f [ x

54. f ( x

55. /(.y

56. f ( x

57. / ( *  

53. f ( x

59. f ( x

60. f [ x

61. I { x

62. /(.y

63. í ( x

x  — 4

- 6 *  

x  + 9

13
x

x a - 4

20*
x'¿ + 4

3
x*  +1

x~ — X (Piste: Realiza la factorización del numerador y el denominador.)
x  1

6 x ¿
x ¿ + 25

4 *  + 10* + 4
2 * J +  1

x ¿ - 9

2x -i 2

* + 1

x ¿ -  4 *  + 3 
2 *  4

> ~ 7
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64. f i x ) 10

De los ejercicios 65 a 66 construye un bosquejo de la función dada y determina las 
intersecciones con los ejes, las asíntotas, los intervalos del dominio donde es positiva 
o negativa y si tiene alguna simetría.

65. f  (jf)
16 -  jC

66. /(jt) = 3jT
x* - 36

6 7 ./ (*) = Zx
x ¿- 9

6S. f ( x )
x  - 3 j  + 2

69. Encuentra las intersecciones con los ejes, las asíntotas y graíica la función
X 2 -  X 2 -  JT +  ] 

X* +1

A plicaciones

70. La ley de gravitación universal de Newion permite escribir la aceleración de la 
gravedad de la Tierra como función de la altura, h, sobre el nivel del mar. Esto es:

9{h)-
GM,,

(*r+ A )

Donde G es la constante de gravitación universal G  = 6.6736 x 1 0 'l! Nm2/kg: .; 
Mt es la masa de la Tierra (MT = 5.9722 x 102" kg¡ y es el radio medio de la Tie­
rra :J?_= 6.373 x i o5 m...

Determinar:

a) ¿Cuál es la aceleración de la gravedad a nivel del mar i es decir, para h = 0 ■?

b) ¿Cuál es la aceleración de la gravedad en la cima del monte Everest, cuya 
altura e sd e3 3 0 0 m  sobre el nivel del mar?

c) ¿Cuál es la aceleración de la gravedad a la altura a la que órbita la Estación 
Espacial Internacional, es decir, a h = 336 km sobre el nivel del mar?

d) ¿Cuál es la asíntota horizontal de g  h y cómo interpretas este resultado?

71. Un laboratorio especializado estudia una muestra de bacterias para su posible 
uso comercial: dadas las condiciones en las que se cultiva la muestra, La cantidad
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de muestra (en gramos) depende del tiempo f (en días), a partir del momento en 
que se comenzó el cultivo, por medio de la relación:

200(3 + 0.751)
ptfí = - -ry /-(8 + 0.25!)

Determinar:

a) La cantidad de bacterias ■ en gramos que se tenia al inicio del estudio,

b) ¿Cuál es la cantidad de bacterias que se tiene al cabo de 30 días?

c) ¿Cuál es la cantidad de bacterias en gramos' a la que se estabiliza la 
población?

d) ¿Cuánto tiempo se requiere para que la población alcance 90% de su. valor 
final?



C a p í t u l o

Funciones 
exponenciales 
y logarítmicas

Al final de este capítulo el alumno será capaz de:

Definir las funciones exponenciales y logarítmicas. 
Aprender a graficar funciones exponenciales y 
logarítmicas.
C onocer las propiedades y leyes de los logaritmos. 
Resolver ecuaciones exponenciales y logarítm icas. 
C onocer algunas aplicaciones de estas funciones.
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Introducción
En este capítulo se presentan dos tipos de funciones especiales que tienen diversas apli­
caciones en la vida diaria, desde demografía hasta medicina. Estas funciones tienen que 
ver con la operación de la potenciación, y están muy relacionadas entre ellas, se trata de 
las funciones exponenciales y las logarítmicas.

5.1 Funciones exponenciales
Una función exponencial en su forma más simple, está deñnída como

f(x )  = a 1, a  > 0

donde a  debe ser positiva para que la función sea continua y, por ende, útil como mo­
delo, De aquí en adelante se supondrá que al hablar de una función exponencial, la base 
es positiva. Obsérvese la diferencia de la función exponencial f\x) = a x, a >  0 con la 
función potenciaf{x\ — x‘\ En una función exponencial, la variable independiente es el 
exponente (de ahí el nombre), mientras que en una función potencia, Ja variable inde­
pendiente es la base.

¿Cuál es el dominio de una función exponencial? Si a >  0 como se ha definido, el domi­
nio serán todos los números reales, porque cualquier número positivo puede elevarse a 
cualquier potencia. ¿Cuál es el rango? El rango es el intervalo (0, oc) porque cualquier 
número positivo elevado a cualquier potencia da como resultado un número positivo,

A continuación se trazará la gráfica de una función exponencial, la función f(x )  — 2*. Se 
hace tabulando, es decir, haciendo una tabla de valores como se aprendió en la sección 3.1.

Jf f {x)  = Z1

0 I

1 2

3 4

3 S

4 IB

- 1 1/2

- 3 1/4

- 3 1/S

-  4 1/16

Figura 5.1 Gráíica cíe i a fundón/fa) = 2",

Ai unir los puntos se obtiene la gráfica mostrada en la figura 5.1.

En la figura 5,2 se ha hecho un acercamiento a la paite negativa del dominio de f(x )  = 2* 
para notar algo, entre más negativa es x, la gráfica se acerca más y más al eje x, pero
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nunca lo tocará, porque como ya se dijo, esta función nunca será igual a cero, es decir, 
2X = 0 no tiene solución; así que se dice que esta función tiene una asíntota en el eje x, 
cuya ecuación, según se sabe por el estudio de rectas, sería la ecuación y  =  0. La asíntota 
se marca con gris en la figura 5.2.

Figura 5.2 Gráfica de la función/(jr) = 2*.

Ahora se gradeará la función f (x )  =  3* para observar qué sucede cuando cambiamos la 
base. Nuevamente se hace una tabla de valores y se unen los puntos para obtener la gráfi­
ca que se muestra en la figura 5.3 en color negro. La gráfica gris corresponde a f(x\ =  2*; 
se ha puesto en el mismo plano coordenado para poder apreciar que cuando la base de 
la función es más grande, en la parte positiva del dominio la función crece más rápido 
(se pega más rápido al eje y), y en la parte negativa del dominio la función decrece más 
rápido (se pega más rápido al eje x).

X /(*) =  3r

0 1

I 3

2 9

3 27

- I 1/3

-2 1/9

- 3 1/27

Figura 5,3 Gráficas de f(x) =  21 (en gris) y de f [ x )  =  31 (en negro),

Hay algo que estas dos gráficas tienen en común, además de que tienen Ja misma asín­
tota, que ambas pasan por el punto (0 ,1 ). De hecho, sin importar cuál sea el valor de a
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eiif ( x )  = a\ la gráfica siempre pasará por este punto debido a que cualquier número 
positivo elevado a la potencia cero da uno.

E jem p lo  1

Trazar ta gráfica de la íunción /( jt) = 1 . Dar el dominio y el rango.

Solución
No haremos la gráfica tabulando, usaremos las transformaciones que se vieron en la 
sección 3.4. Primero observamos que

í(lH¿) = ( * ' ) ' = * "

Entonces la gráfica de esta función es la misma que la de f  x) = 2* pero reflejada 
respecto del eje y  debido ai signo menos que multiplica a la x. La gráfica se muestra 
en la figura 5.4. El dominio y el rango son los mismos que los de í\x\ = 2*, (—ocr oc) y 
0, oc), respectivamente.

Figura 5.4 Gráfica de Ja funciónf ( x )  =  2  \

E jem p lo  2

Trazar la gráfica de la función /¡x = - 3-' + 1. Dar el dominio y el rango,

Solución
Partimos de la gráfica de la función f  x ) -  3" que ya graficamos antes y usamos las 
transformaciones de la sección 3.4, Primero reflejamos la gráfica con respecto al eje 
jrpara obtener ia gráfica de f(x) = -3 *  que se muestra en la figura 5.5.
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Figura 5,5 Gráfica de la fiinción/(;r) — - 3 1.

Y por última desplazamos esta gráfica una unidad hacia arriba para obtener la gráfica 
de ia función í{x  = - 3 X + I, que se muestra en la figura 5.6 en negro. En gris claro se 
ha grafícado la asíntota, que ahora es la recta/ = 1, porque también subió una unidad. 
El dominio sigue siendo f— so, \ pero ahora el rango es el intervalo {-%&, 1).

Figura 5,6 Gráfica de la función/(a) = —3 '+  i.

Ejem plo 3

Trazar ia gráfica de la función í ix  = 5- 1 
clones con los ejes.

2, Dar dominio y rango. Hallar las intersec-
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Solución
Partimos de la gráfica de í(x) = 5"r que no hemos graficado antes pero tendrá la mis­
ma forma que las de f  z  -  2T y f¡ x -  3f, solo que crecerá aún más rápido. Su gráfica 
se muestra en la figura 5.7.

-14 - 1 2  -10 -2

-2

- A

-t

10 1.1 14

x
->

Figura 5.7 Gráfica de ia fruición f { x )  =  5.

La primera transformación que aplicaremos será desplazar la gráfica a la derecha una 
unidad para obtener la gráfica de /ix) — 5X x. Esta gráfica se muestra en la figura 5.3.

-14 -12

A 7

i-

2

O
-10

-2 ..

-i..

-i-

-8 4-

10 12 14

J(
►

Figura 5.8 Gráfica de la funcíón/C*} = 51

Ahora desplazamos esta gráfica dos unidades hacia abajo para obtener la gráfica de 
f. x = 5 - ! -  2, que se muestra en la figura 5.9.
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Figura 5,9 Gráfica de la fiincíon/fx) =  5* 1 -  2.

En la gráfica podemos ver que el dominio es Mr», gc ¡ y el rango es i - 2 ,  =ci. Para en­
contrar la intersección con el eje y evaluamos la función en cero:

f(0) = 5° J - 2  = 5 1 -  2 = - - 2  = -^
5 5

Para, ia intersección con el eje x igualamos la función a cero y clespejamos x:

5* 1 — 2 = 0 

5* 1 = 2

Aquí nos topamos con un problema, ¿cómo despejamos x? Esta es una ecuación 
exponencial, y para resolverla necesitamos conocer la teoría de logaritmos, que es 
el tema siguiente, así que dejaremos pendiente la solución de esta ecuación para la 
sección siguiente.

Ahora se introducirá un nuevo número, el número irracional e, el cual es necesario para 
graficar la función f ix )  = e\ cuyo nombre es función exponencial natural

Para encontrar el valor aproximado de e se evalúa la expresión ( * + “ ) Para de n

cada vez más grandes. Los resultados aparecen en la siguiente tabla.
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n Kí
1 s
2 2 .25

10 2 .59374246

100 2 .704813829

1 000 2 716933932

10 000 2 .713145927

100 000 2 .718268237

1 000 000 2 .713280469

Puede verse que conforme x se hace grande, el valor de ( l + ~ j  parece acercarse al nú­

mero 2.7182.,.; pues esta es una aproximación al valor del número e , El numero e  se 
conoce como el número de Euler y es muy importante en Cálculo.

La función exponencial natural tiene diversas aplicaciones, desde matemáticas financie­
ras, crecimiento de poblaciones, desintegración radioactiva o circuitos eléctricos, por 
citar algunas.

Ejem plo 4

Trazar la gráfica de f  x\ = e x.

Solución
Tabulamos usando una calculadora para aproximar los valores de la función (las 
calculadoras científicas tienen una tecla especial para elevar e a alguna potencia). La 
gráfica se muestra en la figura 5,10.

X f i x  i = e 1

0 1

1 2 .713231823

2 7 .389056099

3 2 0 .0 8 5 5 3 6 9 2

- t 0 .3678794412

-2 0 .1353352832

- 3 0 .0 4 9 7 8 7 0 6 8 3 7

Figura 5.ÍO Gráíica de la función f(x ) =  c\
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Como podemos ver, también esta gráfica cruza el eje y en 1, su dominio es -o c , oc i 
y su rango es .0, oc¡.

Ejem plo 5

Un cultivo de bacterias inicia con dos bacterias. Se reproducen duplicándose cada se­
gundo. Escribir una función que dé la población p  de bacterias en función del tiempo 
t (en segundos}. ¿Cuántas bacterias habrá en un minuto?

Solución
Podemos empezar haciendo una tabla donde observemos cómo va creciendo la po­
blación de bacterias cada segundo:

t n o  1
0 2
1 4
2 8
3 16
4 32

Esta tabla debe darnos una idea de cómo puede ser la ecuación de la función. Si la po­
blación se va duplicando, podemos usar la función /¡¿ó = 2Z. Compara esta tabla con 
la que hicimos para trazar la gráfica de í[x'\ = 2Z\ observa que los valores de nuestra 
tabla son los de la tabla de f(xt = 2* pero multiplicados por dos, entonces la función 
que buscamos es f{x) = 2;2J).

En un minuto habrá por tanto f  (60) -  2(2™) 2.3058 x 10liJ bacterias.

E jercicios propuestos

En los ejercicios 1 a 3 traza la gráfica de la función y da su dominio y rango.

1. f  x) = 2 't*

2. fíx) =  3 x

3. g\x) = - 4  z

4. f íx ) = e*  -  3

5. fíx) = 5 T-  2

6. f(x) = e" J + 1

7. A(x) = —2* 2

8 -  + 4
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9. Una población de bacterias inicia con dos bacterias, una de las cuales se repro­
duce triplicándose cada segundo das dos bacterias que surgen de ella también 
se triplican cada segundo y asi sucesivamente:, pero la otra bacteria no puede 
reproducirse. Escribe una función que dé la población de bacterias p  en función 
del tiempo í (en segundos., ¿En qué momento habrá 59 050 bacterias?

10. Una empresa predice que el valor de la misma se duplicará cada ano. Si se toma 
í = 0 como el año 2012, ¿en qué año el valor de la empresa es de $180000.00?, 
escribe el valor T d e la empresa en función del tiempo r (en años i. ¿Cuál serla el 
valor de la empresa en 2019?

5.2 Funciones logarítmicas
Primero se definirá qué es un logaritmo. La siguiente expresión

1o g x  = y

se lee “logaritmo base a de # es igual a y" donde x es el argumento del logaritmo. Esta 
expresión quiere decir que

a? = x

Es decir, un logaritmo es el exponente al que hay que elevar la base para obtener el ar­
gumento, Por ejemplo, ¿cuál sería el logS? Para contestar esta pregunta tenemos que 
encontrar el exponente al cual se debe elevar el 2 para que dé 8; es decir 3. Entonces 
log,8 = 3 porque 23 = 8. Las ecuaciones log, 8 = 3 y 2 ’ = 8 corresponden a las ecuacio­
nes lognx = y y a} = x, respectivamente.

Siempre se puede pasar de una ecuación a otra, es decir, de forma logarítmica a forma 
exponencial y viceversa. Por ejemplo, la ecuación log, 9 = 2, que está escrita en for­
ma logarítmica, sería equivalente a la ecuación 32 = 9, que está en forma exponencial;

y la ecuación 2 1 =  —, que está en forma exponencial, sería equivalente a la ecuación
1 ^

log, -  = —1, que está en forma logarítmica.

E jem p lo  €

Hallar el logaritmo y escribir la ecuación en forma exponencial.
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Solución
Recordemos que un logaritmo es el exponente al cual debemos elevar la base para 
obtener el argumento. Entonces, en el caso del inciso a', ¿a qué exponente hay que 
elevar el 4 para obtener 64? La respuesta es 3. Haciendo el mismo análisis obtenemos 
las siguientes respuestas.

a) log4 64 = 3

b) loge 1 = 0

c) log : —  = -  264
La forma exponencial de cada ecuación quedaría como sigue.

a) 4 -= 64

b) 6° = 1

c) 8 _a =■ —64

Logaritmos común y natural
Cuando la base de un logaritmo es 10, se llama logaritmo común, debido a que 10 es una 
base muy usada. Al escribir un logaritmo común, la base se omite, es decir, para escribir 
Iogju x, realmente solo se escribe log x.
Otro tipo especial de logaritmo es el logaritmo natural, cuya base es el número irracional 
e introducido en la sección anterior, Al escribir un logaritmo natural no se acostumbra 
ponerlo como logc* sino como ln x.

E jem p lo  7

Pasar la ecuación a forma exponencial o logarítmica según corresponda.

a) log 3x = 3

b) lm> + 2 :■ = a

c) 10^í3 = 1

d) e*  = z  -  2

Solución
Usando las ecuaciones dadas al inicio del tema, donde log. x  = y  implica que sf = x y 
viceversa, podemos escribir la otra forma de cada ecuación. Los resultados son:

a) 10s = 3x

b) = x + 2
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c) log 1 = 2x + 3

d) ln ( z - 2 )  =  —
x

Ejem plo 8

Hallar la intersección con el eje x de la función del ejemplo 3 de la sección 5.1. 

Solución
En dicho ejemplo dejamos pendiente la resolución de la ecuación 5*' 1 = 2 ,  que nos 
daría la intersección de la función con el eje x. Ahora ya podemos resolverla, simple­
mente la pasamos a forma logarítmica para obtener

log52 = x  -  1

Despejamos y tenemos que x = logs2 + 1.

Ese es el valor exacto de la intersección con el eje x, pero ¿cuánto vale? El log=2 
no es un número entero; es la potencia a la que hay que elevar 5 para obtener 2. y 
ciertamente debe ser un número menor que 1. Para aproximarlo podemos usar una 
calculadora; sin embargo, no todas las calculadoras pueden obtener un logaritmo con 
la base que deseemos, muchas solo tienen teclas para los logaritmos común y natu­
ral. Si tu calculadora no te permite escribir la base que quieras, tendrás que hacer 
un cambio de base para calcular este logaritmo, pero eso lo veremos un poco más 
adelante.. Si tienes una calculadora con opción de introducir cualquier base, podrás 
corroborar que la respuesta aproximada es

X 1.430677

Lo cual concuerda con la gráfica mostrada en la figura 5.9 de la sección 5.1.

Propiedades de los logaritmos
A continuación se enlistan algunas propiedades inherentes a los logaritmos que pueden 
resultar útiles al momento de calcular un logaritmo.

1. log-1 = 0

2. logí(í3 = 1

3. log a-* = je

4. a ^ “* = x

Para estas propiedades se supone que a  >  0, Las primeras dos son muy obvias. La prime­
ra propiedad simplemente dice que el logaritmo (con cualquier base) de i es 0, esto de­
bido a que cualquier número positivo elevado a la 0 da 1, La segunda dice que cuando la 
base y el argumento son iguales, el logaritmo es 1, esto desde luego es así porque a x =  a.
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Si se escribe en forma exponencial la tercera propiedad, indica que ax — ax, lo cual ob­
viamente es cierto. Esta propiedad puede parecer un poco redundante pero es de mucha 
utilidad. Se puede resumir como sigue: si se tiene el logaritmo de una potencia, y la base 
del logaritmo y de la potencia es la misma, entonces el resultado es eJ exponente,
A simple vista, la cuarta propiedad puede resultar dificíJ de entender, por lo que se verá 
con un ejemplo.

6]̂ = 6 2 = 3 ó

Simplemente quiere decir que cuando se tenga una base elevada a un logaritmo con esa 
misma base, el resultado es el argumento.

E jem p lo  9

Simplificar las siguientes expresiones.

a) log 0.001

b) e^-

Solucíón
Desde luego, el objetivo no es hacerlo con calculadora, sino usando las propiedades 
de los logaritmos. Para el inciso ai iremos trabajando el argumento hasta convertirlo 
en una potencia de base 10, y así podremos usar la propiedad 3. Esto sería:

a) lo g 0.001 = log —-— — log — = log  10 3 = - 3
1000 103

donde en el último paso hemos aplicado ia tercera propiedad.

En el inciso b podemos aplicar directamente ia cuarta propiedad porque ia base de 
la potencia y del logaritmo es la misma: el número e. Entonces la respuesta es:

b) é»4 = 4

G ráficas  d e  fu n cio n es lo g arítm icas

Ya se vio lo que es un logaritmo, ahora se gradearán funciones logarítmicas. Una función 
logarítmica es una función del tipo

/ ( # )  =  lo g H* ,  a >  0

Nuevamente, igual que en las funciones exponenciales, solo se trabajará con bases posi­
tivas porque aseguran que las funciones serán continuas y, por tanto, útiles para modelar 
situaciones reales.
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Ejem plo 10

Traxar La gráfica de la función f(x  = Iogrx.

Solución
Primero elaboramos una tabla de valores para obtener la gráíica.

X f ( x )  =  l o g 2 x

1 0

2 1

4 2

B 3

1/2 - 1

1/4 -2

1/8 - 3

Observamos en la tabla que no asignamos valores negativos a x ; esto debido a que 
no se puede obtener el logaritmo base 2 de un número negativo. En general, siempre 
que la base sea positiva, no se puede obtener el logaritmo de un número negativo ni 
de cero; porque no existe algún exponente al cual elevar un número positivo y que el 
resultado sea negativo o cero.

La gráfica se muestra en la figura 5,11.

Figura 5.11 Gráfica de la fundón/(*} =

Entonces concluimos que el dominio de una función logarítmica ; considerando la 
base positiva' es el intervalo ÍO, oc y el rango es el intervalo — =oa c¡c). Notamos tam­
bién que así como en las funciones exponenciales se considera ai eje x como una 
asíntota, en las funciones logarítmicas la asíntota es el eje y  'Siempre y cuando la
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función no esté desplazada hacia la derecha o izquierda i porque cuando x se acerca 
ai origen por la derecha, es decir cuando x  es positiva y muy pequeña, la función se 
hace cada vez más negativa, digamos que se va pegando al eje y, pero nunca lo tocará.

En la figura 5.12 se han graficado en el mismo plano coordenado las funciones f ix )  = T  
y f ix )  =  log.,*. Se observa que son simétricas con respecto a la recta y = x y que el rango 
de una es el dominio de la otra y viceversa. Esto significa que una función exponencial y 
una función logarítmica que tengan la misma base son funciones inversas.

Figura 5,12

Ejem plo 11

Trazar la gráfica de la función f(x) = — log,x -  1.

Solución
Comenzaremos trazando la gráfica de i  x\ = log.x haciendo una tabla de valores.

X f ( * }  =  l o g 2x

1 0
3 1

9 a
27 3
1/3 - i
1 / 9 — 2
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La gráfica de f{x) = log^  se muestra en la figura 5.13.

A.r

Figura 5 .13  Gráfica dc/fjr) = log x.

Notamos que asi como todas las funciones exponenciales pasan si no está transfor­
mada ■ por el punto ; 0,1 todas las funciones logarítmicas pasan por el punto 1,0 ■ ■ si 
no está desplazada sin importar cuál sea la base.

Ahora transformamos esta gráfica para obtener ia gráfica de f[x) — - I c g 3Jr -  1. Pri­
mero reflejamos con respecto al eje x  y luego desplazamos la gráfica una unidad 
hacia abajo. La gráfica se muestra en la figura 5.34.

Áf,

Figura 5 .14  Gráfica =  — log^-t— 1.
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Leyes de los logaritmos
A continuación se deducirán las leyes de los logaritmos. Es importante resaltar que no 
deben confundirse con las propiedades de los logaritmos que se dieron antes en esta 
misma sección.

Primero definimos logflA =  u y l o g = v. En forma exponencial estas ecuaciones se 
convierten en au — A y a' =  B, respectivamente. Entonces:

logrt AB =  loga a ua v =  loga a u+v =  +  v =  logu A +  loga B

Donde en el segundo paso se usó una ley de los exponentes vista en el capítulo 1, y en 
el tercer paso se usó la tercera propiedad de los logaritmos que se vio antes. Se acaba de 
deducir la primera ley de los logaritmos que puede resumirse como:

L  iog^Afi =  loga .4AlogflB

Esta ley dice que cuando el argumento de un logaritmo es una multiplicación, entonces 
se puede escribir como la suma de los logaritmos de cada factor de la multiplicación.

Si el argumento es una división, tenemos que:

loB„ 4 = l°Ba 7 = l° g aa“ ^ « - v =  loga A -  loga B 
B a

Aquí nuevamente en el segundo paso se ha usado una ley de los exponentes y en el tercer 
paso se aplicó la tercera propiedad de tos logaritmos. Esta ley se resume como:

A
Z l° S‘ B = lo Z«A - log " B

Y esta ley dice que cuando el argumento de un logaritmo es una división, se puede es­
cribir como la resta del logaritmo del numerador menos el logaritmo del denominador.

La última ley se refiere al caso en que el argumento es una potencia. O sea:

loga Ac loga(a “)C =  loga a m = cu =  cloga A 

Se enuncia esta ley como

3, loga4 f =  clogiTA

Y dice que si el argumento de un logaritmo es una potencia, entonces se puede “bajar” el 
expolíente y queda multiplicando al logaritmo.

Estas tres leyes ayudarán en la siguiente sección a resolver ecuaciones logarítmicas de 
complejidad moderada.
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Ejem plo 12

Usar las leyes de los logaritmos para escribir las expresiones como una suma, resta o 
multiplicación.

a) log„5x

c ) log4r 2 

Solución
Como los argumentos de estas tres expresiones son una multiplicación, una división y 
una potencia, usaremos las leyes 1.2 y 3 para los incisos a. b y c respectivamente. Las 
nuevas expresiones son:

a) log35 + log3x

b) ln 10 — ln(x + 1)

c) {x -  2 ¡ log4

E jem p lo  13

Escribir la expresión como un solo logaritmo,

log,. x -f-21ogs(2 x - l ) -  log,.11 x)

Solución
Aquí aplicaremos las leyes de los logaritmos pero a la inversa. Primero usamos la ley 
3 para pasar al 2 que multiplica al segundo logaritmo como exponente:

logs x + log,, (2x i f  - log,. (1 - x )

Ahora escribimos los primeros dos logaritmos que se están sumando como uno solo 
usando la ley 1:

log,. ,x (2x -  l f j  logs (l ■ x)

Por último, como tenemos una resta de logaritmos, usamos la ley 2 para escribirlos 
como uno solo:

. x { 2 x - l f
logg — ----------

s l - x
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Cam bio de base
Ahora se verá cómo escribir un logaritmo de cierta base en términos de logaritmos de 
cualquier otra base.

Sea u =  log^x. Asi que en forma exponencial esto es a'1 = x.

A esta última ecuación se le saca logaritmo base b de ambos lados (donde b será cual­
quier base que se desee).

log. a “ =  log* *

Por la ley 3 de los logaritmos puede pasarse la u multiplicando y luego despejarla:

Mlogi n =  lqgí *

u =  lQZb*  
log *fl

Pero se sabe que u = log â:, entonces:

■ loe ^log x =  — —
a

Esta es la fórmula para realizar un cambio de base, a continuación se verá cómo usarla.

I E jem p lo  14

I Cambiar log ,2 abase 10.

I Solución
I Este logaritmo es el que teníamos en el ejemplo 3. Si lo queremos pasar a base LO 
I entonces en la fórmula de cambio de base b  = 10 y tenemos que

log„ 2 - —'— ftd 0.4306765581 
5 logS

I Lo cual hemos aproximado con una calculadora.

I Vamos a comprobar que no importa qué base tomemos. Si tomamos logaritmos naíu- 
I rales b  = e  entonces tendríamos que

log 2 — - 0.4306763531
5 InS

I que es lo mismo que cuando tomamos base 10.
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E jercicio s propuestos

En los ejercicios 11 a 16, escribe la ecuación en forma exponencial. 

11 . log^ x  = 1 0  

1Z. logj 2 = 5

13. log j_,S =  y

14. log  ̂( r  + 3) = 8 + y

15. log(jcz l) = y

16. 1iíy^ =  -
x

En los ejercicios 17 a 22. escribe la ecuación en forma logarítmica.

I I .  2* = 7

18. e* = x  +3

19. {x  + e f  = -
'  ' 3

ZG. 10t B = y

21. 3 ,_Jf = í s

22 . e 1* =  4 - r

En los ejercicios 23 a 34? evalúa la expresión.

2 3 . log^ I  

Z 4 . Io g 4 0  

2 5 . log^ 32  

26 . lo g 3 81

21 . lo g  -
B S

2 8 . lo g  —
1 27

2 9 , l o g 100

30 . ln e *

3 1 . l n -
e

32 . 4 1*9' 31

3 3 . ÍO 1̂ 1

3 4 .
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En los ejercicios 35 a 40, traza la gráfica de la función y da su dominio y rango.

35. /{jr )= lo g 2{^ - I J

3 6 ./(jr )  = logs(-jr)

37. g { x )  = — log x

38. Jj(í') — ln x  + 1

39. / ( x }  =  31oga x

40- /(í ' ) = ^ lí>g3 *

En los ejercicios 41 a 44, escribe la expresión como sumas o restas de logaritmos. 
Evita que los argumentos queden como potencias.

141. log
x y

42. log x y 2'iz

43. ln
(I + 3)(<-4)*

44. log
¿ 4

En los ejercicios 45 a 43, escribe la expresión como un solo logaritmo.

45. loga x  + log3 - l j- lo g ^  (jt + 3}

46. log(jra + l) — Slog^- lo g ( l -x )

47. - ln y  — ln—-— f  l n í j  + í)
2 y + 2  v 1

4B. - 3  íoga x  +  lo g a +  | l o g s 8 
x  o

En los ejercicios 49 y 50, haz un cambio de base y aproxima el resultado cor. una 
calculadora,

4 9 . log .,40

50. Íogn 230

5.3 Ecuaciones exponenciales y logarítmicas
Ahora ya se pueden resolver ecuaciones exponenciales (aquellas en las que la variable a 
despejar está en el exponente) y logarítmicas (aquellas en las que Ja variable a despejar 
está en el argumento de un logaritmo).
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E cu a cio n es  e x p o n e n c ia le s
Ya se resolvió una ecuación exponencial. En el ejemplo 3 de la sección 5.1 se tenía la 
ecuación 5-*" ! = 2 y se resolvió pasando la ecuación a forma logarítmica y luego despe­
jando x. Se repite el proceso aquí:

logr2 =  x - 1 
#=logs2+l

Esto es lo que hay que hacer siempre, pasar la ecuación a forma logarítmica y despejar* 
sí es necesario.

Ejem plo 15
i

Resolver la ecuación 3- = 6.

Solución
Pasamos a forma logarítmica:

1 0 9 ,6 - 4

Despejamos z\

zlog^ 6 = 1 

1
log3 6

Ejem plo 16

Resolver la ecuación = 8.

Solución
Pasamos a forma logarítmica:

loĝ e = x £
3 =  X2

Despejamos*:
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Ejem plo 17

Resolver la ecuación ZT+1 -  4a*-1.

Solución
En esta ecuación tenemos dos potencias que tienen x  en el exponente, entonces pa­
sarla a forma logarítmica en este punto no nos ayudará. Hay dos formas de resolver 
esta ecuación:

Opción 1

Debemos lograr que solo nos quede una x  en la ecuación, así que usando leyes de 
exponentes tenemos que:

Opción 2

La otra forma de hacerlo es aplicar logaritmo en ambos lados de la ecuación: usare­
mos logaritmos comunes:

logS*+1 -  log4a*-;

Luego aplicamos la ley 3 de los logaritmos:

(x -f-l)log2 = (2x l}log4

Multiplicamos y pasamos los términos con x  de un mismo lado:

x log 2 -4- log2 = 3x  log 4 — log 4 

log 2 4- log 4 — 2x  log 4 - x log 2

8(2I ) = 16I

8 =  ̂  
Zx

Ahora si pasamos a forma logarítmica:

loge8 = x

Y entonces tenemos que:

x =  1
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Factorizamos el lado derecho de la ecuación:

log 2 4-log 4 = x (21og4 log 2)
Despejamos x:

lo g  2 -i- log 4 
2 1 o g 4  -  log 2

Podemos simplificar este resultado usando las leyes de los logaritmos:

log 2 +  log 4 log 8
l o g l6  - lo g 2  lo g 8

Ejem plo 18

Resolver la ecuación 4X + 4  1 -  3 -  0.

Solución
Hacemos positivo el exponente del segundo término:

4 " +  — - 3  =  0 
4 J

Recordemos que en una ecuación racional siempre conviene multiplicar arribos lados 
de la ecuación por el mínimo común denominador, en este caso 4’:

14r —3 =  0J4*

(4^)B4 ^ - 3 ( ^ )  =  0(4~-)

(4 r )* + l - 3 ( 4 Jf) =  0 

(4 jrf - 3 ( 4 Jf) +  l =  0

Si ahora tomamos 4* = 2 . entonces i a ecuación se transforma en una ecuación cuadrá­
tica capítulo 2 ):

z 2 - 3 z  + l = 0

Resolvemos para z usando la fórmula general para ecuaciones cuadráticas:

z -  - ( ~ 3 ) ±N'''(-3 )¿ - 4 (1)(1) _  3 _ ± V g _ 4  _  3  ± ' I q 
2(1} 2 ~~ 2

Tenemos dos soluciones para z:

3 + V5 3 - V s
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Y como z — 4', entonces tenemos dos ecuaciones exponenciales que resolver:

, r 3  H- ' J s  t  3 "Js4  ■ = ----------  y  4  * — -
2  2

Se despejanx pasándolas a forma logarítmica. Para la primera ecuación tenemos que:

.. ,  3 + Vs
= Z

Y para la segunda nos queda:

3 - 4 s  
= >°9. —

Solo falta verificar que estos dos logaritmos existan, es decir, que sus argumentos
sean números positivos. Podemos hacerlo mentalmente; sabemos que y 5 debe ser
un número mayor que 2 y menor que 3 puesto que y 4 — 2 y y 9 = 3. Esto asegura que
tanto 3 + yS como 3 y15 son números positivos y por tanto ambas soluciones son vá­
lidas. Aproximándolas con una calculadora tenemos que

XL 0 . 6 9 4 2 4 2  y  r 2 ss - 0 . 6 9 4 2 4

Ecuaciones logarítm icas
Así como las ecuaciones exponenciales debían expresarse en forma logarítmica para en­
contrar su solución, las ecuaciones logarítmicas deben pasarse a forma exponencial para 
encontrar su solución. A continuación se dan algunos ejemplos.

Ejem plo 19

Resolver la ecuación loge 2x -  4 = 0 .

Solución
Pasamos a forma exponencial:

6° = 2x — i

Y despejamos:

1= 2JT -4
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E jem p lo  20

Resolverla ecuación 2 + Imx2 -  3x + I j = 3.

Solución
Despejamos el logaritmo:

Iní'jr -  3x + 11 = 1

Pasamos a forma exponencial:

e1 = x E — 3x + 1

Igualamos a cero:

x 2 - 3 x + l - e  = 0 

Resolvemos con la fórmula general tomando c = 1 -  é:

3 i  v'9 — 4 (i -  e) 3 ± V s  + 4e 
2  3

Aproximando las soluciones tenemos que:

X( k  3.493055 y X¿ a; -0.492055

Al resolver ecuaciones logarítmicas podemos encontrarnos con soluciones “extra­
ñas" o inválidas, asi que debemos revisar que en efecto satisfagan la ecuación. la 
cual se cumplirá siempre que el o los logaritmos presentes en ella estén definidos, es 
decir, que sus argumentos sean positivos.

En este caso solo hay un logaritmo donde el argumento es el polinomio x 2 -  3x + 1; 
este polinomio debe ser positivo para los valores x. y x. obtenidos como soluciones. 
Se puede comprobar que dicho polinomio toma aproximadamente el valor 2,718 para 
ambas soluciones; de hecho, si encontráramos este valor de forma exacta usando los

valores exactos: 3 - -  5 , obtendríamos que dicho valor es el número e. Y como e
Z

es un número positivo, entonces ambas soluciones son válidas.

E jem p lo  21

Resolver la ecuación log (x + 3) + log x  -  log(x  - 1) = L 

Solución
En este caso primero debemos lograr que solo nos quede un logaritmo, entonces 
usamos las leyes de los logaritmos vistas en la sección 5.2.

Usando la ley 1 tenemos que:

log [(x + 3) x ] -  log (x - 1) = 1
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Ahora con la ley 2 obtenemos:

Ya teniendo un solo logaritmo, pasamos La ecuación a forma exponencial:

x 1
Convenimos esta ecuación racional en una cuadrática:

10(x - 1J= x* + 3x 

10 X  ID = X a + 3x 

x 2 — 7x 4-10 = 0
Y la resolvemos por factorización:

( x - 2 ) ( x  S ) - 0

x  = 2 x , = 51 1
Para comprobar que ambas respuestas sean válidas, debemos asegurarnos de que 
los tres logaritmos de La ecuación original tengan argumentos positivos cuando x = 2 
y cuando x = 5. Sustituyendo x = 2 y x  = 5 en los tres logaritmos obtenemos siempre 
argumentos positivos, entonces ambas soluciones son válidas.

E jercicios propuestos

En los ejercicios 51 a 55, resuelve las ecuaciones exponenciales.

51. 7¿I 3 = 4

52. e3"  = 2

53. 3 ,+s = 4 J

54. 5*"1 = 10*fi

55. 3* + 3 1 - 6  = 0

56. La función coseno hiperbólico es una función especial que tiene algunas aplica­
ciones, por ejemplo, en la construcción de puentes. Esta función se define como:

¿Con qué valor o valores de x e l coseno hiperbólico es igual a I?
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57. La dosis M [ en miligramos presente en el torrente sanguíneo de una persona que
ingiere una pastilla de 100 mg de cierto medicamento está dada por la función:

M =  100[l 0.7' J para 0 < í < 10

donde í es el tiempo en minutos después de haberla ingerido. ¿Cuánto tiempo 
debe transcurrir para que haya SO mg del medicamento en el torrente sanguíneo?

En los ejercicios 58 a 63. resuelve la ecuación logarítmica.

58. log(3x + 7) = 2

59. In—  = 0
X2

60. log., X a — log.. (2 x ) =  2

61. loga — + loga (x + 3) = loĝ . 5 + I
X

62. log, x logje(x 2j -  1 [Sugerencia; Aplica un cambio de base.)

63. log (log 2 x ) = 1 {Sugerencia: Fas a dos veces a forma exponencial. )



Funciones
r  . •trigonométricas

Al fin a l d e  e s te  ca p ítu lo  e l  a lu m n o  s e r á  c a p a z  d e :

Identificar las diferentes formas de m edir ángulos 
y conocer cómo transformar una medida en otra. 
Conocer las diferentes funciones trigonom étricas y 
sus principales características.
Graficar las funciones trigonom étricas.
M anejar las identidades trigonom étricas 
fundamentales y dem ostrar con ellas otras 
identidades.
Utilizar las funciones trigonom étricas y sus 
propiedades para resolver problem as.



r
6.1 Angulos
En este capitulo se presentan los ángulos y algunas formas de medirlos. Para una mejor 
comprensión del tema, es importante destacar aquí que ángulo se define como la aber­
tura entre dos semirrectas que inician en el mismo punto.
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Figma 6.1

No obstante, esta definición tiene el inconveniente, de que dos semirrectas desde el mis­
mo punto no definen un ángulo sino dos (véase la figura 6,2).

Figura 6,2

Esta ambigüedad se elimina ai colocar el ángulo en posición estándar, esto es, cuando el 
vértice del ángulo coincide con el origen del plano cartesiano y el lado inicial del ángulo 
corresponde a la parte positiva del eje x. Cuando se recorre el ángulo en la dirección con­
traria al sentido del recorrido de las manecillas del reloj (dirección levógira), se dice que el 
ángulo es positivo. En cambio, cuando se recorre el ángulo en el sentido de la dirección de 
las manecillas del reloj (dirección dextrógíra), se considera que el ángulo es negativo.

y.
5-

1

I i 
-1

-1

F i gui a 6,3

Como se recordará de cursos anteriores, los ángulos se miden en grados y Jos grados, 
a su vez, son el resultado de medir la circunferencia en 360 partes iguales; cada una de

Lado inicial
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estas paites es precisamente un grado, que también se conoce con eJ nombre de grado  
sexagesim al (término que proviene de contar o subdividir de 60 en 60). Los grados se 
denotan con el símbolo 11 delante del número. Así, por ejemplo, 90" representa noventa 
grados, que corresponden a un ángulo recto. Los grados sexagesimales fueron utilizados 
por primera vez por los babilonios, quienes utilizaban un sistema numérico de base 60. 
Hoy día, aún se emplea algo de este sistema numérico, sin que se tenga clara conciencia 
de ello: los minutos son una sesentava parte parte de una hora (1 min =  1/60) h), y los 
segundos son una sesentava parte de un minuto (1 s = (1/60; min).

Esta forma de medir los ángulos no es la mejor. Dividir la circunferencia completa en 
360 partes iguales es totalmente arbitrario, ¿por qué no dividirla en 100,200 o 400 partes 
iguales? De hecho, existe otra medida en la que la circunferencia completa se divide en 
400 partes iguales, cada una de las cuales se conoce como un grado cen tesim al, esto es, 
un grado centesimal es el ángulo que es subtendido por un arco de 1/400 de la longitud 
de la circunferencia completa de un círculo. Asismimo, constituye la centésima parte de 
u ji  ángulo recto (de ahí su nombre). Los grados centesimales también se conocen con el 
nombre d e grados centígrados (centígrado = 100 grados) o gradian es.

Pero esta medida también es arbitraria, proviene del hecho de haber querido cambiar las 
mediciones de ángulos al sistema decimal en el siglo xvm . Entonces, ¿cuál es la forma 
adecuada de medir los ángulos? La respuesta es medir los ángulos mediante radianes. 
Un radián  se define como la medida de un ángulo con vértice en el centro de una cir­
cunferencia cuyos lados cortan un arco igual en longitud al radio de la circunferencia. 
Es decir, un radián es el ángulo que subtiende un arco de circunferencia cuya longitud es 
igual al radio. En otras palabras, la magnitud de un ángulo medido en radianes está dada 
por la longitud del arco de circunferencia que subtiende, dividida entre el valor del radio 
de la circunferencia.

Figura 6.4

Aunque los radianes son la forma correcta de medir los ángulos, se acostumbra medir 
los ángulos en grados sexagesimales, que en adelante se denominarán solo como grados. 
Existen diferentes métodos para convertir los grados a radianes, pero aquí solo se pre­
senta un método de conversión de grados a radianes y de radianes a grados. Por fortuna,
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este proceso es muy sencillo, solo basta aplicar una regla de tres simple y saber que una 
circunferencia completa equivale a 360" y a 2 tt rad, por lo que ISO" corresponden a rad. 
Esto permite el cambio de grados a radianes y viceversa.

Ejem plo I

Convertir 30° a radianes.

Solución
Primero, utilizamos la regla de tres:

Grados
ISO"

Radianes

30°

1 _

2 i 4

Figura 6.5

Así. al resolver la regla de tres tenemos:

180 6

Ejem plo 2

Cambiar radianes a grados.

Solución
En este caso, utilizamos la regla de tres:

Grados Radianes
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Asi, al resolver la regla de tres tenemos:

180
= 60°

2
>X

Figura 6,6 

E jem p lo  3

Encontrar la medida en radianes de:

a) 90°

b) 12°

Solución
a) Dado que 90° es la mitad de ISO0, su medida en radianes es la mitad de Así

tenemos:

90° =  — radianes 
2

b) En este caso solo hay que resolver una regla de tres:

Grados
ISO"

Radianes

12 “

Entonces, tenemos que:

13tt tr
x  = ------ =  —  radianes

180 15
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E jem p lo  4

Calcular la medida en. grados de:

a) — radianes.
12

. . 9 jt „b) —  radianes. 
4

Solución
a) En este caso, utilizamos la regla de tres:

Grados Radianes
ia o & -------

i r

12

Entonces, tenemos que:

1BG j —
X =  i l ^  =  l5°

i r

b} En este caso, también usamos la regla de tres:

Grados Radianes
180° —  -  w

9tt."   —
4

Entonces, tenemos que::

X =  - i  4 1= 405°
180Í-9--

7T

Obsérvese, en este último inciso, que el ángu­
lo es mayor a 360°, por lo que su representa­
ción es una vuelta completa (360°) más otros 
45=, que al sumarlos dan como resultado 405°.

Figura 6,7
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Cambiar a grados y dibujar un ángulo de:

a) 1 radián.

b) 3 radianes.

Solución
a) En este caso, recurrimos al igual que en ejemplos anteriores ¡ al a regla de tres:

Grados Radianes
130a -------

X-------------------

Entonces, tenemos que:

180(1) _ h 80]o

Ejem plo 5

7T
1

X =
TT 1 ÍT

Luego, hacemos uso de la calculadora para tener una idea geométrica de esta 
cantidad de grados. De esta manera, tenemos que:

( v )
= (57.2957...)°

Así que 57.3° corresponden, aproximadamente, a un ángulo de 1 radián (véase la 
figura 6.8).

b) Aquí simplemente multiplicamos la medida obtenida en a por 3 (véase la figura 
6.3). Por tanto:

1 radián í» 57.3957a... =>3 radianes « 171.837. ,ú

Indine - Tíl.í!1

! ! * 5

a)

Figura 6.8

b)
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De los ejemplos anteriores, se pueden obtener las reglas generales para cambiar las uni­
dades de un ángulo de grados a radianes y de radianes a grados:

I. Para cambiar de grados a radianes 

* Se multiplica el valor del ángulo en

II. Para cambiar de radianes a grados 

« Se multiplica el valor del ángulo en

Los ángulos negativos se tratan igual en cuanto al cambio de grados a radianes. Para una 
mejor comprensión del tema, a continuación se presentan algunos ejemplos para con­
vertir de grados a radianes y viceversa.

Ejem plo 6

Convertir a radianes y dibuj ar ios sígnentes ángulos:

a) -43°

b) -403°  

o) 315°

Solución
En el caso de los tres incisos basta con multiplicar las unidades del ángulo dado por

a) -̂4 5 ^180" = - 4 radiaries-

b) ( - 4 0 5 ° ) ^ = -^ r a d ia r e s .

c) (315°) — -  —  radianes.
'  180 4

Para realizar la gráfica correspondiente de cada inciso, debemos recordar que, en 
posición estándar, un ángulo negativo se mide en la dirección en que se mueven las 
manecillas del reloj, mientras que un ángulo positivo se mide en dirección contraria 
al movimiento de las manecillas del reloj. Entonces:

grados por n

radianes por

1S0°

180°
7T
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a) b) c)

Figura 6,9

Como podemos notar, en todos los incisos el lado terminal del ángulo es el mismo.

E jem p lo  7

Convertir a grados y dibujar los siguentes ángulos:

a) -  5 - radianes.
3

b) — radianes. 
3

c) — -  radianes.
2

ÍTd) -  radianes.
2

Solución

180"Para cambiar de radianes a grados, multiplicamos p o r  el valor del ángulo dado.
Así tenemos: 77

„  = ( - ^ } ( í ^ ) = - 3 0 0 ‘

7tt radianes
* 3

420ú

Stt
2

 radianes — |------

di — — radianes 
1 2
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Conversión de grados y/o radianes a grados centesim ales
No obstante la importancia de este tema, esta sección puede omitirse sin pérdida ni me­
noscabo de continuidad en un curso estándar previo al cálculo.

Como ya se dijo antes, los ángulos deben medirse en radianes, pero algunas veces se mi­
den en grados. Pocas veces, pero cada vez más debido a las calculadoras, los ángulos se 
miden en grados centesimales. Por tanto, en este apartado se estudia cómo convertir las 
unidades de un ángulo en radianes o grados a grados centesimales y viceversa.

Al igual que sucede con la conversión de grados sexagesimales a radianes, para convertir 
unidades de grados centesimales a radianes y viceversa se utiliza una regla de tres simple 
junto con la relación obtenida del hecho de que 100 grados centesimales corresponden 
a un ángulo recto. Esto es:

200 grad os centesim ales =  tt rad ianes
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Convertir a radianes:

a) 40 grados centesimales, 

b 250 grados centesimales.

Solución
a) Primero: utilizamos la regla de tres:

Grados centesimales 
200 

40

Luego. al resolver, obtenemos:

Ejem plo 8

= 401 —  | = -  
\200/ 5

Radianes

7T
x

radianes

b) Para este caso, la regla de tres es:

Grados centesimales Radianes
200 *

250 x

Así, tenemos que:

x  = 250 i —  ] =  —  radianes 
1200/ 4

E jem p lo  9

Convertir a grados centesimales:

7T
a) -  radianes. 

3

571-
b) —  radianes.

Solución
a) Primero, utilizamos la regla de tres:

Grados centesimales 
200

Radianes

7T
7T
3
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Luego, al resolver, obtenemos:

X = í  j 2001 ^ = 66.666 grados centesimales

b) En este caso, la regla de tres es:

Grados centesimales Radianes
200  ^

x 57T 
6

Luego, al resolver, obtenemos:

x  -- —  =  1 =. =  166.666 grados centesim ales
6 \ v  I 3

E jem p lo  10

Realizar las siguientes conversiones:

a) Convertir -3 5  grados centesimales a radianes.
7r

b) Convertir — radianes a grados centesimales. 

Solución
a) Primero, utilizamos 1a regla de tres:

Grados centesimales Radianes
200 

-3 5
Luego, al resolver, obtenemos:

X =  - 3 5

«i
X

ir \ _  _  7tt 
200

=  radianes
40

b) Para este caso, la regla de tres es:

Grados centesimales 
200

Radianes

7T
8

Ahora, al resolverla, obtenemos:

x  =  - 2 5  grados centesimales
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De los ejemplos anteriores, se puede observar que para convertir las unidades de un án-
7r

culo en arados centesimales a radianes, basta multiplicar las unidades por el factor -—
200

También es posible observar que para convertir las unidades de un ángulo en radianes a 

grados centesimales, se deben multiplicar las unidades por el factor ,
Tí

Ahora se analiza cómo convertir las unidades entre grados centesimales y grados (sexa­
gesimales). De esta manera, cabe explicar que un ángulo recto corresponde a 100 grados 
centesimales y a 90°, por lo que resulta necesario utilizar una regla de tres simple junto 
con esta relación. Así pues, se tiene:

100 grados centesimales = 90 grados (sexagesimales)

Luego, al resolver, obtenemos:

E jem p lo  12

Convertir 405 grados a grados centesimales. 

Solución
Primero, utilizamos la regla de tres:

Luego, al resolver, obtenemos:

Solución
Primero, utilizamos la regla de tres:

E jem p lo  11

Convertir 120 grados centesimales a grados.

Grados centesimales 
100 
x

Grados centesimales 
100 
120

x  = ----- —
90

>: ^ -------
100

120(90)

-  450 grados centesimales

10B grad os

Grados
90

405

Grados
90
x
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E jercicio s propuestos

En los ejercicios 1 a 15 convierte a radianes.

1. 25°

2. 55°

3. 120°

4. 215°

5. — 1B°

6. 92°

Z. 45a

8. 400°

9. -630°

10. 105°

11. -135°

12. 150°

13. -165°

14. -  ISO0

15. 195°

En los ejercicios 15 a 24 dibuja el ángulo dado en posición estándar.
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23. -7 T

En los ejercicios 25 a 32 convierte a radianes los siguientes ángulos que están dados 
en grados centesimales.

25.150

26. 45

27. 22

28. 30

29. 75

30. -400

31. -3 5 0

32. -2 7 5

En los ejercicios 33 a 42 convierte cada uno de los ángulos dados en radianes a gra­
dos y a grados centesimales.
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I
« -  - (§ ) *

« -  (¿h 
«-({§)'

6 .2  F u n c io n e s  tr ig o n o m é tr ic a s
En esta sección se definen las funciones trigonométricas y se exponen sus principales 
características.

En la sección anterior se mencionó que la forma correcta de medir los ángulos es en 
radianes; por tanto, de aquí en adelante cualquier ángulo siempre estará dado en ra­
dianes, a menos que se exprese lo contrario. Es decir, no se escribirán las unidades; por

7T 7T
ejemplo, — significa — radianes. Así, cuando un ángulo esté dado en otras unidades,

estas se escribirán explícitamente. Por ejemplo, 30 significa 30 radianes, 30n representa 
30 grados i sexagesimales i, mientras que para grados centesimales se escribirá 30 grados 
centesimales.

Asimismo, a partir de esta sección se utilizarán algunos valores que es posible obtener 
con calculadora; por tanto, resulta buena idea que a partir de este momento cambies tu 
calculadora a modo de radianes, los cuales, por lo normal, se representan con la letra R 
(o rad). En tanto, los grados sexagesimales aparecen en la calculadora como el modo D 
(de Degree, grado en inglés) y los grados centesimales corresponden al modo G (o Grad, 
por eso algunos les llaman gradianes).

Como se sabe, existen seis funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotan­
gente, secante y cosecante. El orden en que se presentan aquí es importante, dado que 
siguiendo este orden es más fácil recordar algunas de sus propiedades.

7TPrimero se definen tas funciones trigonométricas para los ángulos entre 0 y — y luego se
7T

extiende a otros ángulos; así, sea t un ángulo tal que 0 <  t < —. Considérese un triángulo 

rectángulo con uno de sus ángulos precisamente igual a t (véase ia figura 6.11),

Figura 6 .1 1
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En la figura 6.11 se designa con ca al cateto adyacente al ángulo t, con co ai cateto opues­
to al ángulo í y con hi a Ja hipotenusa del triángulo. Con esta notación, es posible definir 
las funciones trigonométricas del ángulo í como sigue:

CO
♦ Seno de t: sen(í) =  —

hi
■ . / . V o®♦ Coseno de t: cos(í) = —

hi

♦ Tangente de f: tan(£) =  —
ca

♦ Cotangente de f: cot(f )=  —
co

♦ Secante de í: sec(£)= —
ca

♦ Cosecante de £: csc(í) =  —
co

Para no olvidar estas definiciones, como se puede observar, basta recordar que los nu­
meradores de las funciones trigonométricas de arriba hacia abajo tienen el siguiente 
orden: co—c a - c o —ca—hi—hi; mientras que ios denominadores de abajo hacia arriba 
también tienen el mismo orden: c o - c a —co —ca—h i-h i.

Una propiedad importante de las funciones trigonométricas es que solo basta conocer 
los valores de seno y coseno de t, para obtener el resto de las funciones trigonométricas 
porque:

sec(f) — —  csc(í) —----
cos(f) sen

Asimismo, se tiene que: tan(£ )= — -— ,cot(í) =  — i— , sen(t) =  — !—  ycos(t)
cot(£) tan(£) csc(£) sec(£)

Entonces, se advierte que sen('f) y csc(£j; cosífj y sec(f); tan(£) y cot(f), son funciones 
recíprocas:
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Recíprocos

A continuación se presenta un ejemplo, para el cual es indispensable tener una calcula­
dora a la mano.

Ejem plo 13

Calcular los valores de las funciones trigonométricas para los siguientes ángulos:

■>
b) f = 1.

c) t = 80°.

d i f = 50 grados centesimales.

Solución
a) En este caso, basta con que obtengamos los valores de seno y coseno en la calcu­

ladora. Por tanto, debemos asegurarnos de que nuestra calculadora esté en modo 
de radianes. De esta manera:

No obstante, quizá nuestra calculadora nos dé los valores con números decimales; 
si esto es así. entonces:

Ahora, podemos calcular los valores de las demás funciones como sigue:
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1 ¡TVs e n | — l — . . sen
tan|-'| = -------------- A - - L  o tañí—1 = ------^  = ---------- — ---------- = 0 .577 3 5 0 2 6

16' c o s M  ^  6 cosf-M 0 .3 6 6 0 2 5 4 0 3 ...
le í  ñ

„ * ( j : L _ ! ^ = _ L  = ^  0 cot( j[ ) = ^ _ = ---------1--------
\ 6 !   ; 1 \ g ! hv\  0 .5 7 7 3 5 0 2 6 . . .tañí " I ~  ' v ’ tan,

\Gl V3 te

732050307

sec(—  [ = — -—  t_ 1  o aecí— 1 = — 1—  ----------------- 1---------------=1.154700538
« . ( * )  TÜ ^  U J Co s ( í)  “-86602Í5403...

C S C ( 4 =  1 = 1 = 2  o c s c - U  L  - = —U  =  2

■ “ ( ! )  2 Hl ° 's
se n i

Muchas calculadoras solo tienen una tecla para calcular de manera directa las 
funciones seno, coseno y tangente; por tamo, las otras tres funciones trigonomé­
tricas (cotangente, secante y cosecante) se calculan como los recíprocos de las 
tres primeras.

Recuerda: Cuando uses la calculadora utiliza todos los decimales que resulten. 
En adelante escribiremos solo algunos decimales, pero las operaciones están he­
chas con todos los decimales que nuestra calculadora nos da.

Igual que en el inciso anterior, el ángulo está medido en radianes. Una vez que 
la calculadora está en este modo R ', obtenemos los valores de seno, coseno y 
tangente. Los valores de cosecante, secante y cotangente son respectivamente los 
recíprocos de los tres primeros. Así, tenemos:

sen fl) =  0 .84147 .. .  ^  esc (1) =  — í—        =  1 .13839...
w w sen(l) 0.34147...

oosfl) =  G.S403...=>secfl) = — “  =  1 = 1.8508...
cos(l) 0.5403...

tan(I) =  1.5574... =* cot(l)=  — 1 - = -----1-----= 0.64209...
w  tan(I) 1.5574...

En este caso, el ángulo está dado en grados (sexagesimales). Por tanto, podemos 
cambiar a radianes o podemos poner la calculadora en modo de grados sexa­
gesimales. Aquí preferimos cambiar las unidades a radianes, porque estos cons­
tituyen la forma natural de medir ángulos (aquí no se encontrará ninguna dife­
rencia si se cambia a grados el modo de la calculadora, pero en cursos de otras 
asignaturas, como cálculo, ¡sí hay una gran diferencia al tratar las funciones 
trigonométricas en radianes en lugar de grados!), de esta manera, tenemos:
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80° — B0°l  ̂ I — — 77 radianes
130'”' 9

s e n
1___

1 ,f 4 \sen|
i. 9 ")

eo s ?rj = 0.173648... => sec irj -  —  —  = 5.7587...
C O S | — Tí

9

tanj^íi j -  5.6713... =,- c o t j^  tí) = ------ — —  -  0.17632...

tan
( i -

d) Para este ejemplo cambiamos las unidades de los ángulos a radianes, pero tam­
bién es posible cambiar la calculadora a modo de grados centesimales (grad) 
para obtener los mismos valores que obtuvimos aqui. Así:

50 grados centesimales = 50■ ——
\200

TT t 7T— — radianes
200/ 4

se n [-j =  0.707106.. . f f  c s c ( - ¡  = ----——  = 1.4142...a

,4.'

e o s -  -  0.707106... =' secf —1 = --------- -1.4142...
4 V 4 / I tt\

COB(4 J

tan ;f n =1=>co, ( n = _ i _ =1
\4r V4 /ir tan

U

Aquí trabajamos con los números decimales, pero muchas calculadoras dan el 

resultado exacto como sen i—1 - L osen :'—] -  - 3- al racionalizar, por lo cue
,  ,  U/ va U/ 2

c s c i = _ l _  = vS.
sen (-1i 4 1

Existen algunos ángulos que se utilizan con frecuencia, que se conocen como ángulos 

notables, por tanto sus valores en las funciones trigonométricas son fáciles de obtener:
/[ 71" '7T

estos ángulos son — y —. Para calcular los valores de las funciones trigonométricas
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en estos ángulos, primero se construye un triángulo rectángulo con lados conocidos y el 
ángulo en uno de los vértices.

7T
De esta manera, para f =  — se considera un triángulo rectángulo con catetos iguales a

i unidad. Como los lados son iguales, los ángulos opuestos a estos lados son iguales y 
como la suma de los tres ángulos es -  radianes (180"), cada ángulo opuesto a un cateto

7T
mide la mitad de un ángulo recio; esto es: — radianes.

4

Figura 6.12

De acuerdo con el teorema de Pitágoras, la hipotenusa mide \¡2 unidades. Como se dijo 
antes, primero se calculan los valores de Jas primeras tres funciones trigonométricas, de 
acuerdo con Ja primera definición, y las segundas tres como sus recíprocos:

/irá co i
sen — = — =  -!==$■ esc 

\ 4 1 hi v 2

/ ir á  cu 1
COS — =  =  —F\ 41 hi v*

t )  =  _ i ~  =  V2 
u  i m

Sen\4/

sec
V2 U

TV

U í ) = ® = i =
\4¡ cu i

1 =y cot | —

eosa
1

tan| —
*4

Para los ángulos notables — y — se comienza con un triángulo equilátero con lados de 2
3 6

unidades cada uno, esto significa que cada uno de sus ángulos es la tercera parte de ir, es
7T

decir, cada uno de sus ángulos mide —, que equivale a 60°,

Figura 6,13
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Si se traza Ja altura desde el vértice superior, este queda dividido en dos triángulos igua­

les con hipotenusa de 2 unidades, un cateto de 1 unidad y el otro, de acuerdo con el 

teorema de Pitágoras, de ■s/Í unidades.

F i g u r a  6 . 1 4

7T
En la figura 6.14, el ángulo inferior derecho mide —, mientras que el valor del ángulo

TTsuperior es la mitad de esto, es decir: —. Con este triángulo es fácil calcular los valores de 
las funciones trigonométricas. ^

Así, para ~  se tiene:
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7rHasta este momento solo se ha trabajado con ángulos entre O y —. Ahora, se extiende a 
otros valores de ángulos como sigue: ^

Figura 6.15

De la figura 6.15 se puede observar que el ángulo t está en posición estándar, que el lado 
terminal interseca a la circunferencia con centro en el origen y radio 1 (cuya ecuación es 
x2 + y1 = 1), en un punto Pía, b). De esta manera, se define: a  = cos(t), b = senít), Las 
otras funciones trigonométricas se definen como:

. . sen(í) . . cos(í) , . 
ta n (í)=  c o t(í)=  sec(í): ,csc(í)=

cos(í) sen(í) v ' cos(í)’ v ' sen(í)

siempre y cuando el cociente tenga sentido, es decir, cuando el denominador no se anula. 

La circunferencia x2 + y2 — 1 (véase el capítulo 7) se conoce como el círculo trigonomé-
1Ttrico o círculo unitario, En este caso, se nota que para un ángulo entre 0 y — la definición

que se acaba de dar coincide con la primera definición que se dio, dado que la hipotenusa 
del triángulo es 1.

Los siguientes ejemplos utilizan esta definición.

Ejem plo 14

Calcular directamente de la definición, el valor de cada una de las funciones trigono­
métricas para el ángulo ~

Solución
Primero, dibujamos el ángulo en posición estándar: así. podemos ver que el lado ter­
minal coincide con la parte positiva del eje/ , por lo que interseca al círculo trigono­
métrico en el punto P. 0,1 ,
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Figura 6.16

De acuerdo con la definición anterior, c o s í11 \ =  0 y sen j " | = 1. Por tanto, las otras fun­

ciones trigonométricas tienen los siguientes valores:

senf71"!
tañí —'   —  no asiste, poraue el denominador se anula.

\Z I tiT)
e o s

\ 2

cot©eos(iL«
s e n

s e c | ~ J— — -—r  nc existe, porque el denominador se anula.
eosa

CSC(§Hsen 7Tt

Podemos comprobar estos valores en nuestra calculadora, solo debemos tener en 
cuenta que esta debe estar en radianes.

Ejem plo 15

Calcular el valor de las funciones trigonométricas para el ángulo ! =  ■ 

Solución
Primero, dibujamos el ángulo en posición estándar:

5tt
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Figura 6,17

De la figura 6.17, podemos observar que el lado terminal interseca al círculo trigo-
H\ |

sennométrico en el punto PrO, — 1 >. Así, por definición, c o s j - ^ j  ^O y

Dado que el coseno es cero, la tangente y La secante no están definidas. Siguiendo la
5*1

definición, cotí - ~ l = '
cosí

sen

2 i  0  „- Q— — —  =  0 y  esc
5tt\ - 1

I
\ T

s e n
5tt

2

=  - 1 .

E jem p lo  16

Calcular los valores de las funciones trigonométricas para los siguientes ángulos:
* * 

a» 4

b) ( = ÍT

Solución
a) Primero, dibujamos el ángulo en posición estándar; su lado terminal corresponde a la

recta y  = x, que interseca al drculo trigonométrico en el punto P | (Véase el
ejercicio63).

1 _ L
m ' j r

Figura 6.13
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Por definición, tenemos que:

eos

O, al racionalizar, tenemos:

/ 7r\ / tt! v2
eo s  — ) =  sen — -  —

\4J U I 2

Como se recordará, estos son los mismos valores que obtuvimos cuando vimos 
los ángulos notables.

Ahora, los valores de las otras funciones trigonométricas son:

fu- 
sen |

eos

(íT*cos|
ü )

s e n ( I )

secs —
C O S Í sen. tw\

',4/u

b) Al dibujar el ángulo en posición estándar, podemos observar que el punto de 
intersección del lado terminal es simétrico, respecto al eje x, al punto de intersec­
ción del incisa anterior.

Figura 6.19

Por tanto, el punto de intersección tiene las coordenadas:

Ahora,por definición tenemos:

sen Hj)=-̂ ycsc sen(-í)
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C O S I  —

tan| -  -

■Ji
eos —(-S

sen! 7T

eos TT
1 y cot |----TT

4
c) En este caso, primero dibujamos el ángulo en posición estándar y podemos ad­

vertir que el punto de intersección del lado terminal del ángulo con el circulo 
trigonométrico es simétrico, respecto al eje y, con el punto de intersección del 
inciso a).Por tanto, sus coordenadas son:

P -

Figura 6,20

Así, tenemos:

Hf)=1 (37T\

^ 7CSCi T  r
H i " )

/3  irá 1 /3  TTeos' —  = — y sec —  ' 4 I V2 U -V 2Hv)
t /3jrtañí —  

\ 4

/3tt sen —

hI l y  COt(^
4 i3»'tan \ 4

-1

d) Aquí, de nueva cuenta usamos la simetría del punto de intersección para encon­
trar sus coordenadas. Por tanto, sus coordenadas son:

P L ±  _ 2 _
1 V i' v i
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De los ejemplos anteriores se desprenden algunas propiedades, las cuales estudiamos a 
continuación:

1. El signo de las funciones trigonométricas depende del cuadrante en el que se halla el 
lado terminal del ángulo, cuando este está en posición estándar (véase la tabla 6.1).

Tabla 6.1 Signos de las funciones trigonométricas
C u a d ra n te F u n c ió n Sign o

E seno +
I coseno +
F tangente +
I cotangente +
t secante +
I cosecante +
n seno +
n coseno -

n tangente

n cotangente

n secante

n cosecante +
m seno

ra coseno T̂'

ni tangente +
m cotangente +
iii secante

ni cosecante
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[V seno -

[V coseno +

rv tangente

[V cotangente

rv secante +

rv cosecante

II. Para ángulos simétricos respecto aJ eje x, los valores de coseno no cambian, sin 
embargo los valores de seno difieren por un signo. En símbolos:

sen(—í) =  —sen(í) y cos(—í)= co s (í)

Esta propiedad indica que la función seno es una función impar, mientras que la 
función coseno es par.

Así, los valores de un ángulo negativo en las otras funciones son:

tañí—f ) = — tan(í) y cotí—í) = —cot(f 1 

sec(—íW sec(í) y csc(— =  —csc(í) (véase el ejercicio 64)

III. Si í £  Iñ, entonces sen2 (í ) h- cos2 (í  ) =  1 (identidad pitagórica).

Esta es una propiedad que se obtiene directamente de la definición: el punto P(a, 
b ; = Pícosít), sen(f)) se encuentra sobre la circunferencia x2 -  y2 = 1.

Debido a esta propiedad, las funciones trigonométricas son conocidas también 
como funciones circulares.

IV. sen(A+i?)=sen(A)cos(JB)-f-sen(i?)cos(A)

V. sen(A —S)= sen(A )cos(fi)—sen(fi)cos(A)

VI. cos(A4-5) =  cosAcosjB—senAsenB 

VII. cos(A — B) =  cosAcosB+senAsei\B

Además de estas, hay muchas más propiedades e identidades de las funciones trigono­
métricas que se obtienen de las anteriores. De esta manera, aquí se llamará a las propie­
dades l—VIL identidades básicas. Un esbozo de la prueba de las propiedades IV a VII 
aparece en los ejercicios 23 a 26.

Como puede observarse aquí, se ir (í)  es una abreviación de la notación [sen(£)j en la 

propiedad 11!. En general, (sen(f )]* se denotará por sen* (í). Lo mismo ocurre para cual­

quier función trigonométrica. Por ejemplo, [tan(í)]É = tan 6(í), [csc(f)]' =  esc'1 (t), etcétera.
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A continuación se presentan algunas identidades que se obtienen de estas identidades o 
propiedades básicas.

E jem p lo  17

a) Probar la identidad sen(2f) =  2sen(í)cos(().

b; Calcular sen (~  J .

Solución
a) En este caso, nos basta con expresar 2í =c= t + t y utilizar la identidad básica IV con 

A S  B =k f. Así, tenemos:

sen(2í) — sen|í + í) — scnif)cos(í) + sen(í)cos(í) = 2sen(í)cos(f)

b) Ahora, usamos la identidad de a junto con los valores de ángulos notables, lo que 
nos da:

Ejem plo 18

Demostrar las siguientes identidades:

a) sen (0 =  eos!-- íj

b) cos(f) = sen|-| -  i|

Solución
a} En este caso, usamos la identidad básica VII. Por tanto, tenemos:

eos _ -f J -1 c o s j cos ^) + sen I “  Isen (í) Y como eos j — J =  0 y sen j — | = 1 

Asi obtenemos:

cos| — -  íj = cos| " | co s(fsen |  -  Jsen(f)=  (Oicosff) + (l)sen(/) = sen(í) 

b) Aquí usamos la identidad básica V y tenemos:

i j ^  -  í j  =  s e n í“  |cos(f) +  cos| ^-jsen(f) =  (l)cos(f) + (0>sen(.f) -  co s(í)sen
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Probar la identidad se c(f)-  cos(í) = sen (í) tan. (f).

Solución

Primero, usamos el hecho de que secfí) = 1 . Por tanto:
w  eos (f)

sec(t)- cos(f) = — - cos(f) 
cos{í)

Ahora, convertimos en una sola fracción:

1 ft\ 1^ ™ s2(í)— cos(í ] = ■

Ejem plo 19

co s(í)  c o s ( 0

De la identidad básica II, tenemos que:

1-- eos12 (f) = sen^f} 

l - c o s ^ f í )  se n ^ f)  

cos(f) cos(f)

Por último, re escribimos la última fracción como sigue:

sen2(f) , sen (í)
 =  senfí \ 7-í — sen|í i tan f f |
cos(f) eos jf j w w

Ejem plo 20

Demostrar q u e  -   + ------ -------- = 2sec£ (w }.
l-s e n jw ) H-sen(tv)

Solución
En este caso, comenzamos sumando las fracciones del lado izquierdo:

1 1 l+ s e n (tF ) - f - l  — seit(w) 2
i —sen(tv) l + sen (w ) (1 —sen(w )J(l  + sen(w )) 1 sen^ftv)

Ahora, de la identidad básica III tenemos:

l - s e n N w ')  -  cos^ttvj

2 J  1 „ *
!■ sen ^ tv ) co ss (w } \cos(w)

= 2\----  — =  2 sec i w )
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Ejem plo 21

Probar que senA eos B =

Solución
Primero, usamos las identidades básicas rv y V: así, tenemos:

san(A + B) = sen(j?)cos(fi)+ seii{S)cos(j4) 
sen(A -Íf) =  sen(A)coa(B) ■ sen(5)cos(j?)

Ahora, sumamos estas identidades y luego eliminamos el término . De esta manera, 
obtenemos:

sen (A + B) + sen{A -  B) — 2sen(A)cos(£í)

Enseguida, dividimos entre 2 cada lado de la igualdad para obtener:

Solución
a) En este caso, nos conviene comenzar con eos 2í: y usar la identidad básica de la 

suma de ángulos, Así, tenemos:

cos(2í) -  eos (í + f) — cosíí)cos(t) — sen (í) sen (f) = eos2 {f) -  sen2 (f) (3)

Como en la identidad a la que queremos llegar aparecen solo cosenos, despeja­
mos sen2' í' de la identidad básica III:

scnA eos B

Ejem plo 22

a) Mostrar que la identidad eos2 (í)  —  - ( I + c o s ( 2 f ) )  es cierta,
2

b) Calcular — .
12

sen2 (í) =  1 - eos2 (/)

Ahora, sustituimos : 2) en (1 :

cos(2í) = cos£ (f)- sen2 (f) = cos2(í) — |l ■ eos2 (í)] — Seos2 (í) - 1

Por tanto:

cos(2í) = Seos2 (f) 1

Enseguida, despejamos el coseno al cuadrado:
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TC
7T fíb) Notése que — = —t y que de La identidad anterior:
12 2

¿ i  U - 11COs| -  J =  ± ^ —  (1 +.CÓs{f))

Por lo que :

eos = ví^|l + cos(“

Como se observa, aquí utilizamos el signo positivo de la raíz, porque el ángulo 
está en el primer cuadrante ¡propiedad básica I).

Luego, sustituimos cosí -'■-] = — , que obtuvimos al estudiar los ángulos notables.
\6 / 2 

De esta manera, tenemos:

eos

Ejem plo 23

a) Establecer una identidad para la tangente de la suma de dos ángulos.

b) Demostrar crue tan '! + - j  _ 2— .
\ 4/ 1 - tan(í)

Solución
a) Sean A y £ dos números en donde tan A .. tan B ) y tan. A + B ■ están definidas. En 

este caso, queremos determinar una identidad para tan -A + B en términos de 
tan' A ) y tan(B . Por tanto, usamos la definición de tangente como cociente de seno 
entre coseno y luego las identidades básicas de la suma de ángulos. Asi:

tan (A f sen(A + B) sen(A)cos{5) + sen(5}cos(A)
co s(A  +  5 ) c o s (A }c a s (B )-  se n (A }s e n (£ )

Enseguida, dividimos cada término del lado derecho entre eos A eos B ■ y 
simplificamos:

tan (A + S) =

sen (A) eos (s) sen(if)cos(A) sen(A) sen (5)
cos(A)cos(B) cos(Ajcos(B) cos(Al cos(B)
cos(A)cos(B) sen(A)sen(fl) sen(A)aen(ií)
eos (A) eos (B) cos(A)cos(B) cos  ̂A)cos(f?}
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Por último, ree ser ib irnos en términos de tangentes:

tan (A ) +  tan (B } 
tan [A + fi =  -

1 tan (A) ta n [B)

b) Aquí usamos la identidad establecida en el inciso anterior:

tan(t +  ^ | =  tímíí? +  ta n ^  tan ( 0  +  1 l +  tan(Q
41 , (w\ 1 — tan(f) 1 - t a n f í )1 -  tan(f )tan|" j

Ejem plo 24

Demostrar que sen(3f) =  3sen (f) -  4sen3 (f).

Solución
Primero, re escribimos sen 3f. para utilizar et seno de la suma de ángulos:

sen(3f) =  sen(2í +  f) — sen(2í )cos(í) + sen (f)cas(2f)

Ahora, utilizamos la identidad sen(2í) = 2sen(f)cos(í) y cos(2f) = 1- 2scn2(f)del ejer­
cicio 31:

s e n (2 í)c o s {( )  +  scn (f)cos (2f)  =  2 se n ( !)co s :2 (f) -f aen(í)[l —2aena (t)j 

= 2sen(f)jl sen 2 (01 +  s e n ( f ) [ l - 2 s e n a (f)j =  3sen(í) - 4sen'5(f)

Como se podrá observar, en el penúltimo paso usamos la identidad pitagórica.

E jem p lo  25

Simplificar:

sen 2 (f)_

1 +  cos(í)

b; ___ ^ ___
tan (í) +  cot(f)

sen3 (f)cos1 (f) 

sen(í) +  co s(í)

Solución
a} En este caso, primero usamos la identidad pitagórica. Así:
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s e n ^ t)  _  l - c o s 2 ( f ) _ [ l - c o s ( f j ] [ l  +  c o s ( t ) ]_ 1 

l-J-cos(í) l +  co s(t)  l +  cos(í)

b) Aquí re escribimos en términos de senos y cosenos:

sen(f) sen(í)

tan(í) co s(í)  cos(í)

tan(f)-)- cot(í) sen(f )  ̂ cosfí) sen2 ( í ) + co s2 (f) 

cos(f) sen(f) eos (f) sen (t)

sen(í)

eos (í) sen (f)cos(í)

1 cos(f)
co s(í)sen fí)

se n “(0

c) Usamos la suma de cubos vista en la sección de productos notables y la identidad 
pitagórica, Así. tenemos:

sen3 (í)-l-cosa (í) _  (sen(t) + co s(f )) {se n z( f ) -  sen (f)co s(í)  +  co sa (íj)

sen (í)-f-cos(f) sen(í) +  cos(í)

se n 2{f) sen (t}cos(f)H -cosJ (t) =  1 sen (f)cos(f)  =  l — — sen(ZÍ}2

E jem p lo  26

Demostrar que eos4 (í) - sen1 (í)= eos2 (f) - sen2 ( í) .

Solución
Primero, usamos la diferencia de cuadrados vista en productos notables y en la iden­
tidad pitagórica. De esta manera, tenemos:

eos'1 (í) sen 4 (í) =  ¡eos2 (í )f — Isen ^ i)1 — jeos2 (f) + sen 2 (f)||cosa(í) sena (í)l

= eos.2 (f) — sen2 (f)

E je rc ic io s  propuestos

En los ejercicios 43 a 47 dibuja el ángulo dado en posición estándar. Recuerda que si 
no se indican sus unidades, el ángulo está dado en radianes.

43. í = —
3

44. a) t = -300°.
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b) f = -200 .

c) t =  -2 0 0  grados centesimales.

45. a) ( =  4.

b) í = -4 .

46. a) í = 13- b) t = -18sr

47. a )í  = —  b )f  =  -  —
12 12

En los ejercicios 4S a 53 usa tu calculadora para calcular los valores solicitados.

c, cscIt J

a) s e n í  200)

b) tan(-200)

c) sec(- 200)

50. a) cosf — j

51. a) tan (200°)

b) sec(200°)

c) esc 200°'

52. a) eos — 
10

b )so c — 
10

c) tan — 
10
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53. a) tan 30 grados centesimales..

b) oso: 30 grados centesimales .

c) sec;30 grados sexagesimales:.

En los ejercicios 54 a 62 determina si la aseveración es falsa o verdadera.
71"

54. Las funciones seno y coseno solo están definidas para valores de f entre 0 y —.
2

55. Los valores de las funciones seno y coseno siempre son positivos.

56. sen1: 10° + eos1; 10Q) = 1.

57. Las funciones trigonométricas están definidas para cualquier número real í.

sa . ae° T ! + c ° sS - i - í «»"(2)sen (1) + cos (l) 2

59. sen 4fi = 2sen 2f|cos{4/).

60. Los signes de los valores de tangente y seno para un ángulo en el tercer cuadran­
te son signos contrarios.

61. tan (45) = 1.

62. semff) -  eos1!'!': = sen(í) -  cos í).

63. Prueba que la intersección de y  = x  con x2 + y 2 = 1 es x  = y y  -j=.
V2 Va

64. Prueba que tan(-í) -  tan(í) y cot(- f) -  cot(f)

seci --í} = sec(f) y csc(-í) = —csc(f)
65. Prueba la identidad básica VII como sigue: sean A, B dos ángulos con A > B y sea 

í = A -  5, todos en posición estándar. Considera las intersecciones de estos ángu­
los con ei círculo trigonométrico para:

A, P[x,y).

B._ P(w, z)

9,P{p, qy, es decir, x  = cosA, y  = senA w = cosAz = serJt.jo = cosí1 y q  = sen#.

Establece qué distancia 1,0:-, p, q \; = distancia x, y ) , i w, z i ■, Eleva al cuadrado 
cada fórmula de la distancia y simplifica.

66. Prueba la identidad básica VI mediante las identidades básicas VH y II.

ÍÍT 167. Usa la identidad básica VII y la identidad zen(í) — eos; —  í (vista en los ejem­
plos) : p ar a pr ob ar 1 a identida d b á sica IV. ' 2

68. Usa las identidades básicas fV y II para probar la identidad básica V
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Prueba la identidad en los ejercicios 69 a 66.

69. sen 2 (f) = - [ 1  - cos(2f)l
2

70. tant-d—£t)= km(B)

71 . cat{A +  B) ±

1 + tan! A)tan(fii 

cot(A )co t(B ) - 1
cot[A ) + catCB)

72. cos(.3f) ^ 4co s‘ t 3cosf

73 . cosi 2fJ— 2 c o s z (í) —1 -  1 2 se n ¿ (í)

74 . tanfí) =  — cotjt -  --

75 . cosíf )sec(/)  — 1

76 . tanUJ =  sen(£) 
sec(f)

73 lanítj = s e n ( í )c o s ( í )  
sec  (0

78 . {1 4  c o s i2 t» ( l  - eos (2f)) =  sen 3 (2 i)

7 9 .1  - 2sen a í - ]  =  Z cosa
2

8 0 .-------- ™tf ÍJ = esc (f)
e sc ! —f) s e c (—í)

M , ( ( )

1 —tan (f)

82. sec2 (í)— tan!l{/)= 1 

tan (f)
83 . sen{/)  =

84 . aen(2f)

Vi + tanü (í)

2tan(í)

1 f  tana (f)

85 . e o s (2t} =  -  tan¿j U) 
1 + tarL (f)

. a , . ,  a t*\ 1 -  c o s ( 4 f )86 . sen (f)cos (f)
8
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87. Simplifica: a)

s c c ( 4 j t  + 1 )

c) eos3 w/sec2 tv- l )

d) {1 — sen 3jc)(l + tard x

2 esc x  s e c x

2 tan x

6.3 Gráficas de funciones trigonométricas
En esta sección se grafican Jas funciones trigonométricas y algunas traslaciones y com­
presiones-estiramientos de las funciones seno y coseno.

Una función y — f íx )  es cíclica (o periódica) si existe un valor p  para el cual 
f { x  + p ) =  fíx'y, esto es, los valores de Ja función se repiten cada p  unidades. Ai menor 
de los valores p  >  0, tal que/(ir + p) = / (*); se le conoce como el periodo  de la funciónf

Las funciones seno y coseno son cíclicas con periodo 2tt; es decir, sen/ + 2x) — sen/j 
y eos/ + 2tt) =  cos(í) para cualquier t e  IR. Por su parte, las funciones tangente y co­
tangente son cíclicas, pero con período 77 (ejercicio 88 , En tanto, las funciones secante 
y cosecante son funciones cíclicas con periodo 2~ ( ejercicio 89).

Dado que las funciones trigonométricas son cíclicas, basta graficar un periodo y repetir 
ía gráfica.

Así, aquí se inicia con la realización de la gráfica de seno. Como se recordará, la defini­
ción de//) = sen/). Así que primero se dibuja el ángulo f en posición estándar; esto es, 
su lado terminal interseca al círculo trigonométrico en un punto P, la altura de ese punto 
es precisamente el seno del ángulo f, sen/).

Figura 6,21
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Por tanto, el ángulo 0 tiene seno 0; es decir, la gráfica de flí) = sen(í) pasa por el origen. 
S ise consideran ángulos positivos cada vez mayores en el primer cuadrante, las alturas 
de los puntos de intersección de los lados terminales de los ángulos con el círculo trigo­
nométrico van aumentando cada vez más desde cero (para t — 0) hasta 1 para el ángulo

7T
t =  —. Después, disminuyen hasta llegar otra vez a cero para el ángulo í = Para t en-

3tt
tre 7T y —  (cuadrante III), los valores de seno son negativos, desde cero hasta — 1 para

37T 3tt
t =  Para ángulos entre —  y 277 (cuadrante IV), los valores de seno son negativos y

van de — 1 hasta 0 en t  =  2 tt. Para ángulos mayores, los valores de seno se repiten en cada 
cuadrante de acuerdo con lo que se describió antes.

Dado que el seno es una función impar, su gráfica es simétrica respecto del origen. Esto 
es, basta graficar el seno para ángulos positivos y reflejar esta gráfica respecto del origen 
(véase la figura 6.22). No obstante, también es posible graficar solo un periodo, es decir, 
graficar en el intervalo [0,2;*] y repetir la gráfica.

y*
-v ;jb-
> t

'  1 ~ \1 1i j*í+
\ !
1 I

I \ , ¡ ,
-* ^  i

,2 -l 1
4 i 6

-o.í—
1 J
1 1
t I i /
v /

- i . o -

1 1
1 1
1 f\ 1

\ t

ifl ; n 1 t
I2se

\ j

a) Gráfica de un periodo de coseno.

Figura 6.22

b) Gráfica de y = oos(í).

Ahora, toca el turno de analizar la gráfica de la función coseno. Al igual que la gráfica de 
la función seno, esta también se construye en cada cuadrante. Sí i  es un ángulo entre 0 y
TT
—, cos( í) corresponde a la distancia horizontal desde el eje al punto de intersección del

lado terminal de t (en posición estándar) con el círculo trigonométrico. Por tanto, 
cosiO; = 1; sin embargo, este valor va disminuyendo a medida que el ángulo aumenta,

TT TT
hasta que en£ =  — el valor de coseno es cero. Para ángulos entre — y 77 (cuadrante lí), el co­

seno tiene valores negativos, desde cero hasta — 1 en t =  tt. En tanto, para ángulos entre ~
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3?r 3tt
y —  (cuadrante III), los valores de coseno son negativos, y van de — 1 hasta 0 en £ =  — .

 ̂ 3tt ^
En el caso de ángulos entre —  y 2~ (cuadrante IV), los valores de coseno son posi­

tivos y van de 0 hasta 1 en t = 2 t . Con estos datos es posible graftcar un periodo de 
f ( t ) = cos(f), mientras que el resto de la gráfica se obtiene al repetirla.

Dado que el coseno es una función par, su gráfica es simétrica respecto al eje y. Esto es, 
basta graficar el coseno para ángulos positivos y reflejar esta gráfica respecto al eje y 
(véase la figura 6,23), También es posible graficar solo un periodo; es decir, graficar en el 
intervalos Q,2n  ̂y repetir la gráfica.

I -OJ- l
\ i r- 
\
V -1.0—

L* ", r
\ I
* /
\ Il /\ /

A
I 1 i

- 6  - 4

l 0 —

0.5

i
- 2

-0.5-

1
r | A ¡ . | . | i 1 | i ¡2 4 6; S 10 12,

\ J

a) Gráfica de un periodo de seno. 

Figura 6,23

b) Gráfica de y = sen(É),

Ahora, se analiza la construcción de la gráfica de la función tangente. Para este efecto,

recuérdese que tan(£)
sen(t)
cos(t)

; por tanto, su dominio son los números reales en donde

cos(í) no se anule. Dadoque c o s (£ )= 0 = > -£ = ^ ^ -^ -  p^a « ̂  Z , el dominio de la fun-

„  f(2M +  l)7T 
cion tangente es el conjunto R —j- —  para

La función tangente es cíclica con periodo tt; de esta manera, basta construir la gráfica
7T 7D „ 7T . 7T

W £ z j,

sobre el intervalo — , Para £ =  —  y t =  —, la gráfica tiene asíntotas verticales; esto 
\ 2 21 2 2

7T TT / 7T\
es, la gráfica se aproxima a las rectas verticales Y * intervalo ^0,—J, tan­

to seno como coseno son positivos, por lo que la tangente es positiva, pero en el intervalo 

j —A o J , seno es negativo mientras que coseno es positivo, por lo que La tangente es ne­

gativa. Además, como se recordará, la tangente es uiia función impar, por lo que su grá-
7T

tica es simétrica respecto al origen, así que basta tabular valores entre 0 y — para graficar:
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Tabla 6.2
t 0 0.2 0 .4 0.6 o .s 1 1.2 1A 1.5 1.52

tan. ( í) 0 0 2 0 3 0 .4 2 3 0.6B4 1.03 1.557 2 .572 5 .7 9 8 14.1 19.67

h

Figura f>.!24 Gráfica de y — tan(í).

Por su parte, la función cotangente se gráfica de una forma similar a las gráficas anterio­
res (véase el ejercicio 90).

Para graficar y =  sec(f), recuérdese que los valores de la secante son los recíprocos de

los valores del coseno, se c(t)= — -— , así que para valores positivos de cosí t) cercanos
oos(í)

a 0, sec(t) toma valores muy grandes, mientras que para valores cercanos a 1, la secante

toma valores cercanos también a 1. Esto indica que es posible utilizar la gráfica de la fun­
ción coseno como guía para graficar la función secante. El dominio de la secante son los

- 4  —  

--5-

F i gura 6=25 Gráfica de y =  sec(í).
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En tanto, la gráfica de la cosecante se construye de manera similar, solo basta tomar la 
gráfica del seno como guía (véase el ejercicio 91).

En algunas áreas, por ejemplo en la propagación de ondas, se requiere conocer la gráfica 
de una función de la forma:

/  (x) =  A sen(B (x—h ))+ k  

f { x )  =  A cos(B(x—h ))+ k

Donde A, B, h y k  son constantes. En los ejemplos siguientes se verá, paso por paso, cómo 
cada una de estas constantes altera la gráfica. De acuerdo con el estudio de la sección 3.4, 
se sabe que h traslada horizontalmente la gráfica y que k  la traslada verticalmente, mien­
tras que ,4 alarga o comprime verticalmente la gráfica y B alarga o comprime la gráfica 
de forma horizontal.

E jem p lo  2T

Graficar la función y  = 3sen; id 

Solución
En este ejemplo comenzamos con la gráfica de y — sen(f). De acuerdo con lo que se es­
tudió antes, esta gráfica tiene una amplitud de - 1  a 3; por tanto, la gráfica de7  = 3sen. f'j 
simplemente se alarga a una amplitud de - 3  a 3 .véase la figura 6.26 i.

Figura 6.26 y -  sen (ti en linca punteada, y =  lisen ( r ■ en línea gris.
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Ejem plo 28

Dibujar la función/ = -4co s í .

Solución
En este caso, no solo tenemos que aumentar la amplitud de y  — cosí f), que es de - 1 
a 1, hasta - 4  a 4, sino que debemos reflejar la gráfica con respecto al eje x  (véase 1a 
figura 6.27). Esto es, debemos dibujar la parte de arriba del eje ^debajo del eje x, y 
la parte debajo del eje x  arriba del eje x.

7a

Í  „  \  / \
\ f  \

t \ i \
í -  \ \ t \

i  2— V t \
t ~ \ i I1 • # I — I I 1

y \ t i  \ f i,
! 'i' I ' ' I J  1 J t  I l ' I r!  1 I i i- ' ’il I I í

-S >  -4  - í  - 1 ¡  - I  _  I  1 2 I  4 ¡ [ i  É 7 4  * f

i i \ ■ l r ¡ i
y t • \ t \
\ i  -i— \ i \
\ i \  ■ i  / i i  t\ t 3_ \ f \

\ f  (  \ f  \
\ / \ t \
v  _4— ^  ^

a) Gráfica de / = 4cos(f)> b) Gráfica de / = — 4cos(f .

Figura 6.27

Ejem plo 29

Graficar la función / = -^ sen (í).

Solución
En este caso, la amplitud disminuye de -  a —; el signo menos significa que la gráfica

2 2
refleja respecto al eje x  (véase la figura 6.23).

F+— TJI S,
* OJ\

/ \ y \
i \ i  \

i \ t \\ i u— i y t iy ¡ V -t \ t \I j 0-1T I \ i * 'Ll U\1 1 I f1 , » t Ii->-a i- 4—i—t— i i -i -y- ■-1.-1—i—i--i i-ij» i ■ i •—é-+
-4  ¡ y  -1  - I  ¡  1 2 r  4 5 y  7 3 9 r

,1 \ t\ t

\ I

' -o jlL. h t\fc ÍT1, ! \ I
i -oj{ ■ \ I
\ i \
\ -IJ,—
\ f -

/-OJ-i- x t\ i I \ /w -Uhr v

<i) Gráfica de y  =  f—  ¡sentí). b) Gráfica de y  — - í -  lsen(f).
\2l \2

Figura 6,28

7a
liy, ^

y v 
b j -  t  ̂

-  t y
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Graficar la función / = eos; 2f).

Solución

Aquí, el factor 2 de í comprime horizontalmente en un factor de -  la gráfica

y  = cosff). Podemos deducir esto como sigue: ei coseno tiene un periodo en el inter­
valo [O, 2~ y dado que 0 < 2f < 2 ír=>0 < f < 7rnel periodo de la función dada es [o, tt] . 
Esto es: lo que antes gradeábamos para y = eos.í. entre 0 y 2~, ahora lo gradeamos 
para/ = eos; 2 íe n tre  0 y -  Nótese que solo cambia el periodo, la amplitud perma­
nece igual (véase la figura 6.29).

Ejem plo 30

Figura 6,29 Gráíica de y -  cos(2í). (Lincade color gris.)

Ejem plo 31

Dibujar la función y  =  sen|- ^ í j,
Solución
Primero, reescribimos la función con la identidad básica H:

y  =  sen I — - ) =  - sen f— í
3 /  \3

Ahora, obtenemos el nuevo periodo al resolver la siguiente desigualdad:

0 < - í  < 2 tt=> 0 < t < 6 7 T  
3

Asi que lo que gradeábamos para / = sen.í.i, entre 0 y 2-, ahora lo gradeamos para 

y =  sen | ^ í J, entre 0 y 6
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Por último, el signo menos refleja la gráfica respecto al eje x. que debido a la identi­
dad básica D. en este caso es igual a reflejarla respecto al eje / (véase la figura 6.30/

1J8J '  f\ A r\ 1 ¿ —

l
4

1 1 
1 i

1 \  
i  \

1 1 
;  \ \  ¿

i
1
1

( J - 1 1 
i 1

i \ 
1 1 
i \

í  \ 
f i

j í -

1/ 1 l  1

rasga - i _ * _ i _ - t _ —i—i—i—i—i—■—i—i* i

t
t

U i
-A -2  j  ;  i  í  á Ya 13 14 ¡4 21 I

f"\ \ l
¿S -

- 1.1-

a) Gráfica de 7 sen!- í ] _ 

Figura 6.30

b) Gráfica de y sen¡ - 1

E jem p lo  32

Graficar la función / = 3 -  5sen¡ 4íj. 

Solución
7TEn este caso, comenzamos con el nuevo periodo: 0 < 4f < 2 ,t =í- 0 < f < —. Esto signifi­

ca que lo que se gráfica en / = semf'., entre 0 y 2t , ahora se gráfica para / = sen:4t¡,
7fentre 0 y — (es decir, la gráfica se comprime horizontalmente). El factor 5 modifica la

amplitud entre - 5  a 5, el signo menos refleja la gráfica respecto al eje x  Por ultimo, el 
número 3 que se suma a / = -5 s e n 4 í' traslada esta gráfica 3 unidades hacia arriba. 
Aquí destaca el orden que se güimos: primero compresión horizontal nuevo periodo i. 
luego estiramiento vertical ■ amplitud., enseguida reflejo respecto al eje ^y: por último, 
traslación vertical. Las gráficas siguientes muestran este orden, desde / = sen f) hasta 
/ = 3—5sen(4f); no obstante, cabe aclarar que este no es el único orden posible.

« / >
u - /

A

/ _ V-BjP— 
p: -fl|i

-IjO-

fm
5-
4 -  , 

3 -  :

1 J
'*b! 

i  . ' j '

S\\ |
- í -

/ i-J

i . S . J  . i \  ’-I -T
i

i 2 3 \\ \ > |
1 f +■ «4
v  » -a A 1;  ̂ i

s L * 2v y v /—if- “
yV_/

-1-

j~
- 4 -

a) Gráfica de / = sen;4t ¡. b) Gráfica de / = 5sen(4fi.
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i-
fJ \

■ 'II TT

' í
r i t ■IA i

J  I1 I
"  V i

n i /.* 1 1 2 ri ri jí f
i r
\ i

( \ i l 
i iJ 1

i
Ll'

r

t i i ¿■i i\ i\ i

c) Gráfica de y = — Ssen 4 r . 

Figma 6,31

d) Gráfica d ey  = 3-5sen ;4f .

Ejem plo 33

Graficar la función/ = 4 -  2cos:t -  t í .

Solución
Dado que el periodo está trasladado -  unidades hacia la derecha, entonces: 
0 s  t — -  <  2 -  -- -  < t < 3tr. Esto significa que lo que graíicamos para y  = eos: i., 
entre 0 y  2t, lo graflcamos para y  = eos í f — entre t  y  3t. El factor -2  modifica la 
amplitud entre - 2  y  2 y  refleja la gráfica respecto al eje jt. Por último, el 4 que suma 
a y  = 2cos í -  -  ■ traslada su gráfica 4 unidades hacia arriba. Cada uno de los pasos 
referidos antes, lo mostramos en las gráficas siguientes.

1

A
/ %

// \
k . . . . A-I-» f i l \-4-

- 4  - 3  - 3  >  - I

-1 -A-

H-l- I H

a) Gráfica d ey  = eos f — tí. b) Gráfica dey = 2cos f -  -i.
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5

/  l_ 

i*
/

i i i r i Í  i i

\ /
\ / , 

i 1 V 1 i  ̂1 i 1 i 1 hI J t * : '
-E - i  /  1

1 1 \ \ 1 1 ' 1 ► 
1 ^  3 A y  5 i  7 |

\ i \ /
\ /

-1 -
\, /

c> Gráíica de /  =  -2 co s  (í -  ir). d) Gráfica de y  = 4 -  2cos if — ir).

Figura 6.32

E jem p lo  34

Graficar la función y — 3sení 2 (í + -1 i I 3.
2

Solución

En este caso, la gráfica de y  - sen f  -  | traslada unidades hacia 1a, izquierda la

gráíica y  = sen(í). El factor 2 dentro del paréntesis comprime la gráíica en sentido 
horizontal. Ahora determinamos el nuevo periodo;

0 < 2 | f+ —!< 2 jt=* - - < * < -2 2
Por su parte, el factor 3 cambia la amplitud entre - 3  y 3; a su vez, el 3 que resta trasla­
da la gráfica 3 unidades hacia abajo (véase la figura 6.33).

a) Gráíica de y  = sen |í + “ )- í )  Gráfica de y  = sen
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c) Gráíica de Y =  3sen 

Figura 6,33

2 f + 7T
d) Gráfica de Y -  3se^ 2jí +

E jem p lo  35

Dibujar la gráfica de y  = 4sen;-f + -  2

Solución
Primero, reeapresamos la función como:

y =  4sen(7rí + t t ) -2  = 4scn[7r(f + 1)1-3

Ahora, ya queda claro que la traslación horizontal es una unidad hacia la izquierda. 
Determinamos el nuevo periodo:

0 < 7T(i + 1) < 27T => -  1 < f < 1

El factor 4 cambia la amplitud de - 4  a 4 y el número 2 que resta traslada la gráfica 2 
unidades hacia abajo (véase la figura 6.34).

VD- ,  %
\  J * \

, r l . ■ f \V \ > \ 
1 5- 1 \

' t
' ■ 1\ i

1 L 4 | i 1 ' 1 ■ t i i -1 , 1 I-A «  -J
' f f

t
+!,-\ /\ A l  \ /K& -1S-

V\
i V

r\ 
t \ i \ 

t t 
i \
t \l \

i \

1.0.
ÍJ
<U-
l;l
uyi

/ \ 
t \
í \
I l
i 1

\ i
\ i
\ t
t /\ /

V /

n -*4
\ - 4  

\ J§

i \> \ 
i i
r \

. i \i \
i i 1—■— )—► a 3 tl

a) Gráíica de y  = sen --f).

5 !
'- '-T J0 +

b) Gráfica de y = sem-f + tt).
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4 —
t \ i

u

V -  / \
J  — t * i f -  i \
i - 1 \ í J -  t \
i -  I  \ l  /  \  t t . 1-  / 1
u r \ t ' r  í i

\ /
—  Ir- —

N 1 / s  . V  ' \ l ■ J ■ i  - í  * V ■

y-  \  ' 4
< \  > f  1 s  , 1 . - y  s tV - i j  i !  n  i

>  'i  *  i  f A
/

Li i i (
S 1__ / , \ - ¿ t i  t \ i_ \ / i  \ i

- 1 - \ i \ / \ t

-3 -
-4 — ^

- 5  —

-i —

c) Gráfica de/ = sen: -f + t) 

Figura 6,34

d) Gráfica de / = sen rt + -  -  2

Con estos ejemplos quedó demostrado cómo funcionan los coeficientes en las gráficas
de:

f (x)=Asen(B{x—h))+k 

f (x )  =  Acos(B(x—h))+k

En ambos casos, el coeficiente A modifica la amplitud entre -A y A. Si A es negativo, ade­
más también refleja la gráfica con respecto al eje x. Por su parte, el coeficiente B modifica 
el periodo; si B > 1, lo comprime, en tanto si 0 < B < 1, lo ensancha. Sí B es negativo, 
en el caso de / = seni Bt), además hay que reflejar ia gráfica con respecto al eje x , pero si 
se trata de y = cos(üf) no es necesario el reflejo, debido a que coseno es una función par; 
por ejemplo, sen (—3f) = sen 13f), pero cos{ 3f) = cos(2£),

Por último, se estudian las traslaciones horizontales y verticales. Así, el número //traslada 
horizontalmente la gráfica de f  (x)= Asen(Bx) o f ( x ) =  A cos(fíx),/z unidades hacia la de­

recha si //es positivo y \h\ unidades hacia la izquierda si h es negativo. Por su parte, el núme­

ro k traslada verticalmente la gráfica de f ( x ) =  ,4sen(B(^—//)) o f ( x ) =  Acos(£(x — h))f 
k unidades hacia arriba si kes positivo y |/r| unidades hacia abajo si k es negativo.

Enseguida se presentan algunos ejemplos de gráficas de las otras funciones trigono­
métricas.

E jem p lo  36

Graficar la función y = 2 + tan I x —
1 2
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Solución
En este caso, solo hay traslaciones. De esta manera, la gráfica de y = tan .v , se traslada
7T unidades hacia la derecha y 2 hacia arriba véase la figura 6.351.
2

i
IJ: i
t¿¡£ 1 _ i
ts-/ t/ i/ / I !  t  i■‘I i I ■ i i     | ■ |- ' | . |'i f

l - t  - j  -ü ijE*. -!■ -t /: i j  i  j s p r

14-

r^-

r*
i_

hi ■
f - 

1 1-
.>.,h, 4 > i i 'i i <1 f
- í  y5  - )  -3  t í  - I

-+■*■, I I I I 1/ I i I 1 P 
1/ i  3 Xy 5 i  í

t / , ' 1 /
f i •T“ i t
f t -  1 • i1

i¡1
1
1ll

-2- 1 
_ J

i
i

I*

a) Gráfica de y  -  tan -  —

Figura 6.35

7T b) Gráfica de y -  2 + tan -  ~J.

E jem p lo  37

Graficar la función y — 2 3cscí—fj.

Solución
En este ejemplo, comenzamos calculando el nuevo periodo:

0 < — t <2ít=^ 0 < f  < 4 
2

Por tanto,lo que gradeamos entre 0 y 2 ~paray = eso f.', ahora se gradea entre Oy 4 para

y  = c s c ^ í j ,  mientras que el factor 3 estira verticalmente la gráfica de y = esc t. en un

factor de 3. De esta manera, la gráfica de y  = 3cscj —t ) tiene imagen ( oo, 3)u{3,oo):

donde el signo menos del factor 3 invierte la gráfica de y = 3 esc j—t j respecto al eje

A". Por último, el 2 traslada hacia arriba 2 unidades la gradea de y -  -3csc|—t ! (véase 
la figura 6.36). 1
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- i -V
I, - I

I
-5

I t
| i, r
I il I\ í\ i\ /

V  jf
E i I — t ■ \ i —  l ^ r  
^  -3 -J -I

i i i ' i ' 1 ■ 1-,
1'

M.

a) Gráfica de y =  esc I—t J b) Gráfica de y  = 3 esc ( f ].

I-
Wi

i — t " A ‘,

\
\ ! *+ 

i
i I I I I I I I i 

- i  -*  -3  -2 - I

I l

- 1- -

-4-

4S--

/ v 
t V I 'i i

c) Gráfica de y  - -3 c s c |''' fj.

Figura 6,36

d) Gráfica de y = 2 -  3cscj í }

Graficar la función y = — cot' t

Ejem plo 38
7T 

2
Solución

7TEn este caso, la gráfica consiste en trasladar unidades hacia la derecha la gráfica
2

de y  = cot.f y después reflejarla con respecto al eje x. Así tenemos las siguientes 
gráficas:
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a) Gráfica de y -  cot^í — .

P ig .n r^  6 ,3 7

b) Gráfica de y  =  cot j f

Como se puede observar, esta es la gráfica de tanf f ], lo cual podemos comprobar 
mediante las identidades que aprendimos en la sección anterior. Así:

cot
eos * ~ -X2

cos(()cos | sen (í) sen
TT

.2 sen(í)

sen
H

sen(f)cos
[ i

— sen Í1u .
0 0 . ( 0  " C0S(1)

=  tan(f)

E jem p lo  39

Graficar la función y  —1 -sec(jrí Zx).
2

Solución
Aquí podemos observar que dado que la secante es una ¿Unción cíclica con periodo 
£ - ; sec t í  i- 2t  = seo -í¡;por tanto, da lo mismo trasladar que no trasladar para cons­
truir la gráfica,

Asi que aquí debemos obtener el periodo de y  — seo ~i):
0<7r/<27T=^0<t<3

En este caso, el factor -  comprime verticalmente la gráfica de 7  = sec- -tr, el signo
 ̂ 2

menos refleja la gráfica de y  — -  sec (?rf} respecto al eje ir; por ultimo, la gráfica ante-
2

rior se traslada una unidad hacia arriba (véase la figura 6.38).
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i

a) Gráfica de / = sec -r .
b) Gráfica de / = - sec (ti-/).

2

d) Gráfica de y  =  1—  sec (n ).
2 v '

Figura 6.3S

E jem p lo  40

Graficar la función / = 2.5 -  3 tan f- 1 -  —
\2 21

Solución
Primero, determinamos el periodo .como sabemos, el periodo se obtiene al resolver 
una desigualdad::

K  1 . 7 T 7 F  ~  i  n-  -  < -  f 0 < i < 2tt
2 2 2 2

Como podemos observar, en este caso el factor de x alarga el periodo; por tanto, alar­
ga horizontalmente la gráfica de / = tan í . Por su parte, ei factor - 3  tiene dos efectos;

por un lado alarga vertical mente la gráfica de / - ■ tan | í  -  J, y por el otro también

la refleja respecto al eje x. El número 2.5, que suma a la función anterior, traslada la
gráfica 2.5 unidades hacia arriba (véase la figura 6,39).
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c) Gráfica de y  

Figura 6,39

3 tan d) Gráfica de y = 2 .5 --3tan|-f -\ 2  2

E je rc ic io s  propuestos

33. Prueba que las funciones tangente y cotangente son cíclicas con periodo 

39. Prueba que las funciones secante y cosecante son cíclicas con periodo 2-,

90. Gráfica la función cotangente.

91. Graílca la función cosecante.

En los ejercicios 92 a 111 dibuja la gráfica de la función dada,

92 .  y  — s e n ( - f )

93. y  = c o s (—í + ir)

94. v — 3 s e n {t -  tt)

a) Gráfica de y  -  tan f  ̂f j .
f

b) Gráfica de y  -
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95, y — sent3f + 3jt)

96. y — eos

9B. y  — 4sen(—2í)

99. y  — É4-senf -í)

100. y -  2  2&en ( í  - f  t t )

101. y  = 4 + 3 eos (7rf + ttJ

102. y  =  3 — 4cos(3í - 6tt)

105. y  = 3 + 3sen (-30

106. y -  2.5 1.5cos(27rt}

107. y  = — 4 + 5sen(-í -f tt)

108. y =  3tan<27rí) + 1

109. y = - 1 - 2  scc (—t -j- tt)

110. y  =  3 + 2cot(fr(í + 1)J 

111- y = - 2+ 2csc(2í +2tt)

6 .4  A p lic a c io n e s  d e  las fu n c io n e s  t r ig o n o m é tr ic a s
En esta sección se estudian algunas aplicaciones de Jas funciones trigonométricas. Pero, 
para una mejor comprensión del tema, antes es importante definir el concepto de trigo­
nometría. Así pues, la trigonometría es la parte de las matemáticas que estudia los ele­
mentos y la medición de los triángulos. La idea central de este tema es que si se conocen 
algunos elementos de un triángulo rectángulo, pueden deducirse los otros elementos del 
triángulo mediante las funciones trigonométricas (y el teorema de Pitágoras).
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Figura 6.40

Como se vio antes, para el triángulo rectángulo de la figura 6.40 se tienen las siguientes 
relaciones:

, . A B A B r¡ A B
sen(a) = — , costo)= —, ta n (a )= —, sen(p) = —, cos(/j ) =  —, tan (p )= —

C C B C C A

Esto significa que si se conoce un ángulo y uno de los lados, con alguna de las relaciones 
anteriores es posible encontrar otro de los lados y mediante el teorema de Pitágoras 
(A2 + B2 — C 2) o a través de otra de las funciones trigonométricas, se puede conocer 
el tercer lado del triángulo; por tanto, se conocerá la información completa del trián­
gulo. Debe advertirse que no se escribieron las otras funciones trigonométricas de los 
ángulos del triángulo, dado que por lo general no son necesarias. También es posi-

1T
ble notar que los ángulos a  y 3  son complementarios, por lo que a + 0 = —; es decir,

TV “K  2
a  =  3  y 6  = ----a,

2 2
A continuación, se analizan algunos ejemplos para una mejor comprensión del tema.

Ejem plo 41

Encontrar los elementos del triángulo de la figura 6.41.

Figura 6.41

Solución

El otro ángulo del triángulo es = 5 11 . Como conocemos el ángulo y su cateto
a 12 12

adyacente, podemos utilizar las funciones coseno y tangente para encontrarlos va-
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lores de la hipotenusa y el cateto opuesto del triángulo, respectivamente. Entonces,
7T

sean S el cateto opuesto al ángulo — y Cía hipotenusa:

7T 6cos — — — =£■ C — ■ 
12 C eos _tt_ 0.96593 

12

-  6.2117

tan — = B => B = Gtan ' - = 1.6077 
12 6 12

Figura 6.42

E jem p lo  42

Encontrar los elementos del triángulo de la figura 6.43.

Figura 6,43 

Solución

El ángulo que falta es el complementario a - esto es: — =  —.
6 2 6 3

Sean A y B los catetos adyacente y opuesto, respectivamente:

Í A  B1F =  C '
\ Q I  5

sen ■ = >  B  =  5sen|-" t =  —

A  A  ̂ ,C O S  -  =  —  =4' 5 COS|
\el 5

6 / 2 

5V3
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Figura 6,44  

Ejem plo 43

Supóngase que una persona en la azotea de un edificio de 24 m de altura ve su auto 
con un ángulo de inclinación de 40°. Encontrar la distancia entre el edificio y el auto.

Solución
En la figura 6.45 bosquejamos el problema, De esta manera, observamos que tene­
mos un triángulo rectángulo del cual conocemos un ángulo y su cateto adyacente. 
Como queremos calcular el otro cateto, 5, utilizamos la tangente. Asi, tenemos:

Entonces, podemos afirmar que la distancia del auto al edificio esd e2 0 .1 4 m  (véase 
ia figura 6,45).

Figura 6,45 

Ejem plo 44

Una canaleta para agua de lluvia se forma al doblar por la mitad una lámina plana 
de 5 m por 0.4 m (véase la figura 6.46), Espresar el volumen del canal en función del 
ángulo f entre los lados doblados,

Figura 6,46
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Solución
Si miramos la canaleta de perfil, podemos observar un triángulo isósceles con ángulo 
central t.

0.2 m 0.2 m

Figura 6,47

El volumen de la canaleta es el área de este triángulo multiplicada por el largo de 
la canaleta; de esta forma, solo debemos expresar el área del triángulo isósceles en 
función del ángulo f. Para esto, dividimos la canaleta en dos triángulos rectángulos 
iguales mediante la altura desde el vértice inferior:

O.ÍJn

Figura 6.48

Para cada uno de estos triángulos, podemos expresar el área en términos del ángulo
inferior, y la hipotenusa, 0,2 m por construcción. Si llamamos B a su base y H a su 

2
altura, tenemos:

senf—1 =  => B = 0,2sen) -
\2) 0,2 \a

cos[ — ) = —  =¡> H — 0 .2co sí-|  
2 ! 0.2 \ 2 /

BHEntonces, el área de cada triángulo rectángulo es — , y el área del triángulo isósceles2
es BH 0 .2sen  —(í) °-2cosí|)
V = 5

0.04sen | “ Jcos (~ | ■ tanto, el volumen buscado es 

0.04sen | * jcos j * J = 0.2sen j^J cos|  ̂j para 0 < t <  -  y í depende de lo que se

haya abierto la canaleta.

Ejem plo 45

Dos árboles se encuentran directamente alineados en las orillas opuestas de un río. 
A 100 m. sobre una de las orillas del río, se mide el ángulo hacia el árbol de ia orilla 
opuesta, el cual es de 35° (véase la figura 6,49). Calcular la distancia entre los árboles.
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Figura 6,49

Solución
De la ñgura 6,49 podemos ver que la distancia, D, que buscamos corresponde al ca­
teto opuesto del ángulo dado, por lo que en este caso utilizamos la función tangente:

tanfSG") = =? la distancia entre los árboles es D — 100 tan(35u) — 70.02 m.
100

Ejem plo 46

Una antena se encuentra en lo alto de un edificio; una persona que se encuentra a 
50 m de distancia del edificio nota que si mira el inicio de la antena tiene un ángulo de

7 5
elevación de ir y si mira el final de la antena tiene un ángulo de elevación de — jt 

36 18
(véase ia figura 6,50), Determinar la altura de la antena y del edificio.

Figura 6.50

Solución
De la figura 6,50 podemos ver que tenemos dos triángulos rectángulos de los que 
conocemos un ángulo y su cateto adyacente. Dado que la altura del edificio corres­
ponde al cateto opuesto del triángulo menor y la altura de la antena es la diferencia 
del cateto opuesto dei triángulo mayor menos la altura del edificio, sean H  la altura del 
edificio y A la altura de la antena. De esta manera, tenemos que:

3 3 9
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H -+ A — SO tan — 59.53 m =? .4 =  53.59 -35.01 =  24.53 metros

Entonces, el edificio mide 35.01 m y la antena 24.53 m.

Ejem plo 47

La figura 6.51 muestra la estructura de un armazón para un puente. Determinar los 
valores de los segmentos C y  B.

Solución
Como podemos observar en la figura, todos los triángulos del armazón son igua­
les. Por tanto, en cualquiera de estos, C es la hipotenusa, mientras que B es el cateto 
opuesto al ángulo dado. Entonces:

Ejem plo 48

Una montaña que mide en su punto más alto 150 m tiene miradores en lados opuestos. 
En uno de los miradores el ángulo al ver hacia la cumbre de la montaña es de 20°, 
mientras que desde el otro mirador es de 25° (véase la figura £.52), Calcular la distan­
cia entre ios dos miradores.

Figura 6.51

/2x\ B D tan \ —  — —  =;■ B — 20 tan 
19/ 20

= 16.78 m

Figura 6.52
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Solución
De acuerdo con la figura 6.53, podemos establecer que:

ir 520u =■ - radianes y 25° = ?r radianes 
9 36

Sea P el punto en el suelo debajo de la cima de la montaña y A la distancia de P al 
mirador 1 y B la distancia de P ai mirador 2. En la figura 6.52 también podemos ver

que tani — ] —Tí 150 y tan
\36 >

A-\- B —

150
B
150

, Por tanto, la distancia entre los dos miradores es: 

150

tan(!) tan(JH733.80 m

En toda la serie de ejemplos anteriores se plantearon problemas en los que siempre se 
conocía un ángulo. Sin embargo, existen aplicaciones en las cuales se requiere conocer el 
ángulo de un triángulo rectángulo del cual solo se conocen dos lados; no obstante, el ter­
cer lado es fácil de calcular por medio del teorema de Pitágoras. Así, para determinar el 
ángulo se requiere calcular la función inversa de alguna de las funciones trigonométricas.

Funciones trigonom étricas inversas
En matemáticas, muchas operaciones tienen una operación contraria; por ejemplo, la 
operación contraria de la suma es la resta, de la división es el producto y de la raíz cua­
drada es elevar al cuadrado. En esta sección, se estudia cuál es la operación contraría de 
la aplicación de alguna de las funciones trigonométricas.
Asi, lo primero que se señala es que las funciones trigonométricas no siempre tienen 
una operación contrapuesta. Para decirlo con precisión, ninguna de las funciones tri­
gonométricas tiene una función inversa en su dominio. Pero, si se restringe adecuada­
mente su dominio, sí tienen una función inversa. Existen muchas formas de restringir el 
dominio; en la tabla anexa se presentan Jas restricciones para cada una de las funciones 
trigonométricas que se usan más comunmente. En las únicas funciones en donde no hay 
consenso es en la secante y en la cosecante.
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Tabla €.3
F u n c ió n , tr ig o n o m é tr ic a D o m in io  re s tr in g id o

Seno
JT TT 

2 ’ 2

Coseno [ M

Tangente 1
( TT 77 i 

1 2 ’ 2 ¡

Cotangente (O .tt)

Secante 0 , -  ]U (- , 7T 
21 \2

Cosecante - , 0  U 0, í  
2 M  a

Entonces, las funciones inversas de las funciones trigonométricas se definen como sigue:

Arcoseno: y — a resen fí) es el numero en el intervalo JT TV 

2 ’  2
para el cual sen(y) = í.

Arcocoseno: y = árceos íf) es el número en el intervalo [o, n] para el cual óos (y) = f.

7T TT
Arcotangentery =  arctan(í) es el número en el intervalo , — J para el cual tan (y) =  t. 

A ico cotangente: y — arccot(t) es el número en el intervalo (0, tt) para el cual cotfy} = t.

Arcóse catite: y = arcsec(f) es el número cu el intervalo
-ir\ I tv

W r 7T

71" \ / 7TArcocosecante: y — arccsci 11 es el número en el intervalo , 0ju|0, —

csc(y} = í.

para el cual sec(y) = t., 

para el cual

Pero, también hay otra notación muy utilizada para fas funciones trigonométricas 
inversas:

arcsen(£)=sen“'( í )

arcco s(í)= co s‘ (í)
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arctan(f)=tan '(£) 

aiccot(í) =  co t '1(£) 

arcsec(£)=sec ’ (£) 

arccsc(£)=csc 1 (£)

No obstante, esta notación solo es para una función inversa, no para un recíproco, esto es;

arcsen(£)=sen ' ( í ) ^ — -— = csc(í)sen(t)

eos ‘ ( í ) ^ — -—  =  sec(í) 
cos(í)

^ r  =  rat{í)tan(f)

cot — -—  =  tan(£)
V ;  cot(í) V }

sec ‘(í|?t — -—  — cos(£) 
sec(£)

esc ‘ ( í ) ^ — -— =  sen(í)
v '  CSC(í) 1 '

En resumen, las funciones trigonométricas inversas permiten conocer el valor del ángu­
lo en un triángulo rectángulo.

Ejem plo 49

Encontrar los valores de los ángulos a y  3 del triángulo de la figura 6.53, si se conocen 
dos de sus lados.

Figura 6,53
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Solución
Dado que conocemos el valor del cateto opuesto a u y el valor de la hipotenusa, sa-

ángulo 3  conocemos los valores de su cateto adyacente y de la hipotenusa, por lo que 
utilizamos el coseno:

Como podemos notar, no es necesario calcular el valor del otro cateto: sin embargo, 
si esto fuera necesario es fácil de calcular con el teorema de Pitágoras; en este caso, 
su longitud es de 4 unidades.

Ejem plo 50

Encontrar los valores de los ángulos a y 5 del triángulo de la figura 6.54.

Solución
Dado que conocemos los valores de los catetos, utilizamos la función tangente y su 
inversa:

bemos que sen(e) = de donde ti = aicsen|~j = 0,B435 radianes. En tanto, para el

Ti

Figura 6.54

tan (i?) -  —  4  0  =  axctan--- — 1.1442 
5  5

Como podemos ver, el resultado de la suma de ios ángulos es —, tal como debe ser.

Ejem plo 51

La corriente en un circuito eléctrico está dada para el instante t como

l [ t ) = I 0 [sen ( njt i- 0) eos (Vi) + cos(^í + fl)sen(d)]

Despejar f.
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Solución
Primero, observamos que la expresión dentro del paréntesis cuadrado es el seno de 
una suma de dos ángulos:

Ejem plo 52

Una avioneta vuela a una altura de 2 millas y se encuentra a una distancia horizontal 
de 10 millas del inicio de una pista de aterrizaje. Determinar el ángulo al que debe 
descender para aterrizar en la pista.

Solución
En la figura 6,55 podemos notar que los datos dados corresponden a los catetos del 
triángulo rectángulo:

u

Al aplicar arcoseno tenemos:

Donde:

Figura <í,55

tan (o) -  — => a  = arctan(5) = 1.3734 (aproximadamente 73.69°)
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Ejem plo 53

a> C alcular sen jaratan |~j|-

b) Probar que sen(árceos(w)) — >/l- w'¿ para — 1 ^  1.

Solución

a) Sea í =  arctan| —1; primero, aplicamos la función tangente de cada lado y 
obtenemos: ' 4l'

taxiíf) =  —
v '  4

Luego, construimos un triángulo rectángulo con ángulo í, cateto opuesto 1 y cateto 
adyacente 4 (véase La figura 6.56):

Figura 6.56

Por el teorema de Pitágoras, sabemos que la hipotenusa es *Jl7. Por tanto,

i)Hsen (arctan | — J | -  sen(f) -  ——

wb) Sea f = arcos- tv); entonces, cas (í) = w -  - . Por tanto, a continuación construimos

un triángulo rectángulo con un ángulo t, cateto adyacente w e  hipotenusa 1 (véase 
la figura 6.57).

Figura 6.57

De acuerdo con el teorema de Pitágoras, el cateto opuesto al ángulo t es Vi- w^.por

lo que sen (árceos (w)} = sen(f) ■ M¡l—W 1 - w .
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Calcular eos ¡aresen — + árceos—1.
I 4 51

Solución
En este caso, usamos la fórmula de coseno de una suma:

, 3  2\ / Sí  / 21 I 3\ i 2eos i aresen— h árceos — = eos l aresen— eos; árceos — | — sen i aresen— sen | árceos — 
4 5/ l 4 I \ 5 / 1  4/ \ 5

Ejem plo 54

Por definición de íunción inversa, sabemos que eos j árceos ¡ -2 \ 2 1 3\ 3árceos —J =  — y  sen|aresen -  | — —.

Ahora, eos|aresen—J se calcula consiruyendo un triángulo rectángulo con ángulo

3 3
í = aresen -  o sen(í) = —.

Figura 6,58

Por el teorema de Pitágoras, sabemos que el cateto adyacente es: V7, por lo que

i m  ^eos aresen — eos (f) —
4/ 4

En tanto, para el otro factor, calculamos sen | árceos^ |. De igual modo, también cons-

2 2fruimos un triángulo rectángulo con ángulo 0 =  árceos , por lo que eos 0 =
5 5

Figura 6,59

El cateto opuesto es, de acuerdo con el teorema de Pitágoras, y'21 y

/ 2\ ^sen árceos — ? — senü —-----
l 5/ 5
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Así, al reunir lo anterior, tenemos:

/ 3  2\
c o s í  a r c s e n — i- á r c e o s —\ 4 SJ

"¿7 ¡Z\ /3\N2l' 2^ 7-3^ 21
r 4 U ) 14) 1 5 20

E je rc ic io s  propuestos

En los ejercicios 112 a 121 encuentra ios valores de los ángulos y lados que faltan del 
triángulo o figura dada.

112.

Figura 6,60

113.

Figura 6.61

114.

Figura 6,62
115.
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Figura 6,64

117.

Figura 6,65

113.

Figura 6,63

116.

Figura 6.66
119.
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12031

Figura 6,67

120 .

Figura 6.68

121 .

3

Figura 6.69

122. En un parque se desea colocar un teleférico; se planea que este se ubique en 
un punto A sobre el suelo a un punto B a 200 m de A y a 150 m arriba del suelo. 
Determina el ángulo del tendido del teleférico.

123. Un globo aerostático vuela a una altura de 100 m sobre el suelo. Un observador 
situado a cierta distancia del punto en el suelo sobre el globo ve el globo con 
un ángulo de 0.3 radianes. Calcula la distancia entre el observador y el globo.

124. Una montaña tiene una altura de 700 m: en esta hay un refugio que se ubica a 
500 m de altura. Asimismo, a 2 km de distancia del punto en el suelo debajo de 
la cima de la montaña se ubica un mirador con un telescopio. Determina el án­
gulo del mirador para ver el refugio y la cima de la montaña.



C a p í t u l o

Geometría 
analítica

Al fin al d e  e s te  ca p ítu lo  e l  a lu m n o  s e r á  c a p a z  d e :

Identificar las ecuaciones correspondientes a 
las distintas cónicas, incluyendo circunferencia, 
parábola, elipse e hipérbola.
Resolver problem as que involucran cónicas y 
graficar estas en el plano cartesiano.
Aplicar las ecuaciones de las cónicas a problem as 
de la vida cotidiana.
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Introducción
La geometría analítica se encarga del estudio de las cónicas, que son las curvas planas 
que se forman cortando un cono recto con un plano.

Cuando el plano que se usa para cortar al cono es perpendicular al eje del cono, la inter­
sección que se obtiene es una circunferencia (véase la figura 7.1a). Por su parte, cuando 
el plano forma un ángulo dado con el eje del cono, que sea menor que el ángulo de aber­
tura del cono, la figura que se obtiene es una elipse (parte superior de la figura 7.1a). En 
tanto, cuando el ángulo de inclinación del plano es igual al ángulo de inclinación de la 
generatriz del cono se obtiene una parábola (véase la figura 7.1b); es importante aclarar 
aquí que la generatriz es la recta que indica qué tanto se abre el cono. Cuando el plano 
con el que se corta el cono es paralelo al eje del cono (o forma un ángulo con el eje del 
cono, menor que la abertura de la generatriz) se obtiene una hipérbola (véase la figura 
7.1c). Por último, cuando el plano pasa por el vértice del cono se obtienen cónicas dege­
neradas-, las cuales pueden ser: un punto (si el plano es perpendicular al eje), una línea 
(si el plano contiene a la generatriz del cono) o una cruz (si el plano contiene al eje del 
cono), Es posible visualizar estas curvas imaginando los cortes que se obtienen al cortar 
un cono con un plano, y variando la posición del plano respecto del cono, así como su 
inclinación respecto del eje del cono.

al bl el

Figura 7.1 Generación de: ai una circunferencia y una ciipsc, b i una parábala y el una hipérbola, cortando 

un tono con un plano de acuerdo ai ángulo de inclinación del piano respecto del eje del cono.

Como se estudió en el capítulo 3, el plano coordenado se divide en 4 cuadrantes: 1, II, 111 
y IV, como se muestra en la figura 7.2. Donde existe una correspondencia uno a uno en­
tre un par ordenado de números (a, b ) y un punto Pen el plano coordenado cartesiano.
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Figura 7 ,2  Plano cartesiano con cuadrantes I. LI, III y IV, donde se observa la posición de un punto P  con 

coordenadas (a, b).

Como se estudió en el capítulo 3, la distancia entre dos puntos £,(#,, y,) y P2(x2, y2) en el 
piano cartesiano está dada por la fórm ula de la distancia:

d {P l ,P2)= s¡(x i - X ] f + ( y 2- y t f

Además el punto medio de un segmento con extremos en P i (xlty f  y P fx 2, ^2) est  ̂dado 
por la fórmula del punto medio:

h ± h .
2 ’  2

Z.l Circunferencia
La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos en el plano cartesiano cuya dis­
tancia a un punto fijo es una constante; este punto recibe el nombre de centro de la  
circunferencia. La distancia desde el centro a cualquier punto en la circunferencia es el 
radio. Así, una circunferencia con centro Ci7i, k) y radio r >  0 está formada por todos los 
puntos en el plano que están a una distancia r de C (véase la figura 7.3).
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y  *

Figura. 7 .3 Circunferencia do radio r, con centro on C.

Así que la forma estándar de la ecuación de la circunferencia con centro C(h, k) y radio 
r > 0 es:

( x - h f  =  r 2

Si la circunferencia está centrada en ei origen, entonces (h, k) = (0, 0) y la ecuación de 
la circunferencia se reduce a:

je 2+ y 7 =  r2

Si se desarrolla la forma estándar de la ecuación de la circunferencia se obtiene:
* 2 -  2xh+h 2 + y7 -  2yk +  k 2 -  r2 =  0 

Esta puede escribirse como:
x * + y 1- 2 x k - 2 y k + & + & - r 1= 0

Es decir:
x 1 +  y 1 +  Dx +  Ey+ F = 0

Donde:

D = —2h, E = - 2 k y F =  h1 + k1 -  r 1 

A esta última forma se le conoce como forma general de La ecuación de la circunferencia. 
Combinando ambas expresiones se tiene que:
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Entonces, si D 2 +  E 2 — 4F  >  0 se tiene una circunferencia de radio r >  0. En tanto, 
si D1 + P  — 4F  <  0 se tiene una circunferencia compleja o imaginaria. Por su parte, si 
D2 + E2 — 4F  =  0 se tiene una circunferencia degenerada que consta de un solo punto: 
el centro.

Suele ocurrir que los términos círculo y circunferencia se usan de manera indistinta. Sin 
embargo, el círculo es la superficie plana contenida por la circunferencia y constituye la 
figura plana que tiene la mayor área posible para un perímetro dado. Por otro lado, la lon­
gitud de la circunferencia de un círculo es el perímetro de ia circunferencia, que es igual 
al producto de tt por el diámetro: P  = t D. En tanto, el área del círculo es el producto de 
-  por el radío al cuadrado, cuya fórmula se expresa de la siguiente manera:

A = ñr2

Ejem plo 1

Encontrar el centro y el radio de las circunferencias dadas por las siguientes 
ecuaciones:

a) x 2 + y 2 = 9

b) [x + 3)2 + [y -  1 f  = 4

C  ( * - 6 ) ! + ( /  + ¿ )2 =  36 

Solución
a) Al comparar la ecuación dada con la fórmula x 2 i- y 2 = r 2, vemos que el centro de 

la circunferencia está en el origen: (h, k) =  ('0, C y que el radio de la circunferencia
es rí = 9, asi que r = V9 =  3 (asi, solo tomamos el valor de r  >  0 ,

2 2 qb) Al comparar la ecuación dada con la fórmula (x  -  A) + {y  k ) -  r  , vemos que 
el centro de la circunferencia está en ih. k\ = - 3 , 2  :■ y que el radio de la circunfe­
rencia es r2 = 4, así que r  =  A  -  2 ¡ así, solo tomarnos el valor de r > 0

c) Ahora, comparamos la ecuación dada con la fórmula general de la circunferencia:
2 2 5

(x h) + {y k) = r  ; así, concluimos que el centro de la circunferencia está en

el punto (A, k ) =  jfit y que el radio de la circunferencia es rí = 36, así que

r  =  V36 - G ■ asi, solo tomamos el valor de r > 0 :.

Ejem plo 2

Encontrar las ecuaciones de las siguientes circunferencias:

a) Circunferencia con centro en el origen y radio 5.

b) Circunferencia con centro en 4, 6 y radio v'2.

c) Circunferencia con centro en 9,1.  y radio 3^3.
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Solución
a} Aquí sustituimos r  = 5 en la forma estándar de la ecuación de una circunferencia 

con centro en el origen, asi que la ecuación que buscamos es:

#  + f  = 25

b) En este inciso sustituimos h = 4, k  = -8  y r  = ^2, en la forma estándar de la
2  2 í?

ecuación de una circunferencia, { J r - - h )  +  ( y — ir) =  r  ; así, obtenemos

(x -  4)2 + y  + 8)3 = 2.

c) Aquí sustituimos h =  9, k = 1 y r -  3>/3 en ta forma estándar de la ecuación de
2 2 ouna circunferencia, (x  - h )  + (y k) = r  ; así, obtenemos ix -  9)2 4- (y  -  1 ;2 = 27. 

Ejemplo 3

Encontrar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuación es:

x2 + y 2 -  ix  — 12y  = 9
Solución
Primero, completamos cuadrados en x  y en y. Para eso, tomamos el coeficiente del 
término lineal en x, -  4, lo dividimos entre 2 y lo elevamos al cuadrado:

l Ia
1 M )  = 4 2̂  J

Luego, procedemos de la misma manera con el coeficiente que multiplica al término 
lineal en y\ es decir, - 12:

36

Así que:

Es decir:

x2 + y  -  ix  -  12y = 9 =* 

x* -  ix  + 4 + y2 -  127 + 36 = 9 + 4 + 36

(x -  2Y +  y -  6)2 = 49

Comparando esta ecuación con la fórmula general de la circunferencia,
2 2

{ x  h) \-{y -k )  =  r* . encontramos que el centro de la circunferencia está en 
h, k  1 =  2, 6 y que su radio es r =  7.

Ejem plo 4

Encontrar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuación es:

x* + y¿ + 6x -  iy  = 3
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Solución
Como en el ejemplo anterior, primero completamos cuadrados en x y en y. Conside­
rando los coeficientes de los términos lineales en x  y en y, tenemos que:

1 9 y que —{ 4 )  
2 ' *

Asi, podemos escribir:

x* + y1 + Qx — 4y = 3 =? 

x2 + 6x + 2 + y2 -  4 y 4 = 3 + 9 -t- i

Es decir:

{x + 3'j2 + y  -  2 f  = 16 

Si comparamos esta ecuación con la fórmula estándar de la circunferencia,
2 2 o

(x — h} -\-(y—k ) = r  , observamos que el centro de la circunferencia está en 
h, k) = - 3 ,2 ' y que su radio es r  -  4.

Ejem plo 5

Encontrar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuación es:

jra +  y 2 + 2'J2x — 8y =  -9

Solución
Como en el ejemplo anterior, primero completamos cuadrados en x  y en y. Conside­
rando los coeficientes de los términos lineales en x y enyTrespectivamente, tenemos 
que:

2 2 

± 2^2 j = 2 y q u e | I(-8)| =16

Así, podemos escribir:

Es decir:

x 2 + y 2 + 2^ 2x-Q y = -9=^ 

x z t- 2v,f2z + 2 + y2 - 8y  + 16 = - 9 +  2 + 1G

(x + ^ 2 f  + [ y - = 9

Si comparamos esta ecuación con la fórmula estándar de la circunferen-
Z 2 ocía, (jt h) + (y  k ) — r  . vemos que el centro de la circunferencia está en 

(i, Je) = (-V 2 ,4 jy  que su radio e s r  = 3.
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Ejemplo €

Encontrar la ecuación de la circunferencia, sabiendo que los puntos 3 ,1 y 9.5 son 
los puntas extremos de un diámetro.

Solución
Paso 1. El centro de la circunferencia es el punto medio del diámetro, así que pode­
mos encontrar las coordenadas del centro usando la fórmula del punto medio:

Yt + 7 a' /3 + 9 1+5'i
2 ' 2 l 2 ’ 2 )

De esta manera, el centro de la circunferencia se localiza en h .. k  = 6,3).

Paso 2. El radio es la distancia desde el centro a cualquiera de los puntos extremos 
del diámetro. Por tanto, podemos encontrar el radio usando la fórmula de la distancia:

Vua -  + f  +  (ya -  Yl  f  =  h  -  6)2 + (S -  3)a = V3a + 22 = JÍ3

Así que:

r  =  v'13

Paso 3. En este punto sustituimos los valores encontrados para el radio y las coor­
denadas del centro de la circunferencia en la forma estándar de la ecuación de la
circunferencia con r  — Vl3 y  , f i , k<  =  (6, 3 : . Así:

( x - 6 ) a + ( y - 3 ) a =13

Ejemplo Z

Encontrar la ecuación de la circunferencia, sabiendo que í -2 ,4  y (1, - 4  son los pun­
tos extremos de un diámetro.

Solución
En este caso, también procedemos como en el ejemplo anterior.

Paso 1. Encontramos el centro de la circunferencia calculando el punto medio entre 
los dos extremos del diámetro:

Así que:
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Paso 2. Ahora, para hallar el radio calculamos la distancia que hay desde el centro de 
ia circunferencia a uno de ios puntos extremos del diámetro:

Asi:

H 7i

Paso 3. En este punto, sustituimos los valores de r y ■ fi, k  en la forma estándar de la 
ecuación de la circunferencia:

( x - h ?  +  { y  - J r ) a =  r a = *

KI: i  1 7 1 - 7.3

Ejemplo 8

Encontrar la ecuación de la circunferencia que contiene los puntos A(l, 4), B {  - 2 , 2) y 
C¡' 3 .0 1 y construir un bosquejo de su gráfica.

Solución
Como se puede observar en el planteamiento de este problema, en este caso tene­
mos tres incógnitas que son las coordenadas del centro de la circunferencia (h, k) y 
el radio de la circunferencia r: así que debemos tener tres ecuaciones para encontrar 
ia solución.

Como sabemos, cada uno de los puntos dados está en el circulo, por tanto, estos de­
ben satisfacer la forma estándar de la ecuación de la circunferencia:

( x - h f + ( y - k f  =  r 2

Por consiguiente.

( I - A ) a +  í 4 - ¿ ) 2 =  r a ~ . ( l )

{ - 2 - h f - i - ( 2 - k ) 2 = r\ ..(2)

( - 3 - h f  + ( - k f  = rK..(3)

Ahora, combinamos las ecuaciones 1 y 2 y al desarrollar, obtenemos:

(1 -  h f  +  {4 -  k f  = (-2  -  h f  + (2 — k  f  

1 -  2h + hz + 16 - Bit + k z = 4 + 4h h h1 + 4 -  4Jt + k z 

-Z h  - SJt — 4A 4- 4ió — 4 -I- 4 -  1 -16  

- 6h -  4Jr = - 9
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Del mismo modo, al combinar las ecuaciones I y 3 y al desarrollar, obtenemos:

( l - t i f  + ( A - k f = ( - 3 - h f  +  ( - k f  

1 -Zh  + A* + 16 -  8k + k z = 9  + 6A + h2 + k 2 

- Z h - G h  - 8k  = 9 -  1-16  

- 8 h - 8 k  ——8

Ahora, resolvemos el sistema de 2 ecuaciones con 2 incógnitas (capítulo 2 ■:

- 6/i -  4Jr =  —9 

-8/i -SAr = - 8

Así, obtenemos:

¡ A, Jb.: = ; 2.5, —1.5

Ahora, para hallar r, sustituimos estos valores en cualquiera de las ecuaciones 1,2 o 
3. Por ejemplo, aquí sustituimos en la ecuación 3, que es la más sencilla, y obtenemos:

Así que:

r 2 -  ( - 3 -  2.5) + (1.5) =  32.5

Nota: Se deja como ejercicio al lector sustituir los valores de ih, k) en las ecuaciones 
1 y 2 y verificar que se obtiene el mismo radio.

Por tanto, la ecuación de la circunferencia que estamos buscando es:

2.5)E + (/ + l . s f  = 32.5 

Su gráfica se muestra en la figura 7.4.

2 2
Figura 7 .4  Gráíica de la circunferencia ( x — 2,5) + (>  +  1.5) =42,5.
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Encontrar la ecuación de Ja circunferencia que contiene los puntos AíO. 3J, JÍÍ2, 0; y 
C: -2 ,  - 2 ), y realisar un bosquejo de su gráfica.

Solución
Como en el ejemplo anterior, cada uno de ¡os puntos dados debe satisfacer la forma 
estándar de la ecuación de la circunferencia: (x h) t- (y k)  = r 2. De esta mane­
ra, podemos establecer tres ecuaciones para poder encontrar las tres incógnitas, r y 
(h, ki.Por tanto,

( 0 - h f  +  { 3 - k f  = r 2...(l)

( 2 - h f  +  (0- -k)2 =  r\ ..(2)

( - 2 - h f + ( - 2 -  k f  =  r\ ..(3)

Ahora, combinamos las ecuaciones 1 y 2, y al desarrollar, obtenemos:

(0 — h f  +(3 - k  f  = ( 2 -  h f  + (0 — £)2 

h2 i 9 6Jr | k z =  4 4h + h2 + k 2 

4 h - G k  = 4 9 

Ah - 6 k  =  - 5

Del mismo modo, combinamos las ecuaciones 1 y 3, y al desarrollar obtenemos:

(0 -  h f  + (3 -  k f  =  ( - 2  -  h f  + ( -2  -  k f  

h 2 + 9 -Gk +  k 3 =  4 + 4 A + /i i!+ 4  +  4it-t k 2 

- 4 h- Gk — 4k  =  4 + 4  — 9 

- Ah -lOJr = -1

Ahora, resolvemos el sistema de 2 ecuaciones con 2 incógnitas que resultaron, usando 
alguno de los métodos vistos en el capítulo 2:

4 h - G k  = -S

-Ah  - 1 0 *  = -  1

Ejem plo 9

Así, obtenemos:

(* ,* )  = 11 JL 
í e 'i e

Para hallar r, sustituimos estos valores en cualquiera de las ecuaciones 1, 2 o 3. Por 
ejemplo, en este caso sustituimos en la ecuación 1 y obtenemos:

= f0 + ü f + (3 - l ) 3 = ^ ^ , 3 6 3
l 16/ l 16/ 256
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Por tanto, la ecuación de la circunferencia que buscamos es:

Mientras que su gráfica se muestra en la figura 7.5:

Figura 7 .3  Gráfica de la circunferencia ( ,  +  i l f + ( , - £ ) ’ =  7.363.

E jem p lo  10

Encontrar la ecuación de la circunferencia con centro en 2, —3) y que pasa por el 
punto 1, 4:.

Solución
Como en este caso ya conocemos el centro de la circunferencia, solo debemos en­
contrar su radio, que es la distancia que hay del centro de la circunferencia al pun­
to dado. Asi que a partir de la forma estándar de la ecuación de la circunferencia:

2 2 
( x - h )  +(/■ fe) =  r , tenemos que:

r 3 =  {I -  2 f  + (4 + 3 f  = 1 + 49 = SO

Así:

r =  V'50

Por tanto, la ecuación de la circunferencia que buscamos es:

ix -  2)2 + y  + 3)- = 60
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E jercicios propuestos

En los ejercicios 1 a 6 encuentra el radio r y el centro h , k  de las circunferencias 
dadas.

1 . x2 = 16

2. \x -  2)z + i y -  6)2' = 49

3 .  x?  +  ( y  -  l ) 2 =  61

4. (x+  3)2 + 1 7 + 5 ¡2 = 10

6. x +  G'f -ty*  = 100

En los ejercicios 7 a 12 determina la ecuación de la circunferencia con el radío y cen­
tro dados.

1. r = 5, (h,k) =  ( - 2 , 3 )

8 .  r =  \,{h,k) = f O . O j

9. r  = 7,(h,k)  = f - 2 ,  - 2 )

10. r = 2^2, (htk) =  (3, -4 )

12. r = 4, sJi.&->=:0P S.-

En los ejercicios 13 a 1S encuentra el centro y la circunferencia correspondientes a la 
ecuación dada.

14. x 2 + y 2 + ix  -  14y  = -4 7

15 . x 2 + y 2 - S x  5 /  — — = 0
2

16. x = +  y 2 + 16* -  207 + 152 = 0

17. x 2 + y 2 - 6 x +  IO7  = -2 0

18. x 2 + y 2 + 16* -  4/ + 64 = 0

En los ejercicios 19 a 24 determina la ecuación de la circunferencia, sabiendo que los 
puntos dados son puntos extremos de un diámetro.

19. (2,2) y (6,2)

20. ( - 1 , - 3 )  y [ 2, 11

1 3 .* £ + y E- 3 *  + 6y - |
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21. (-3,0;.! y - 3 , - 8 .

22. ( - 3 , 3} y {1 ,-2 )

23. {1,6 y (2, - 4 1

24. ( - 6,2) y {3 ,-1 }

En los ejercicios 25 a 23 encuentra l a  ecuación de la circunferencia que pasa por los 
puntos dados y construye un bosquejo de su gráfica.

25. (1,0), (0, 2) y ■ — 1, 1).

26. (2,1), (1 ,-3 )  y ( - 1 , - 1 ) .

2 1 . ( 1, 0), (0 ,-3 )  y  (—6 —2).

En los ejercicios 28 a 33 encuentra la ecuación de la circunferencia con centro en h,k  
que pasa por el punto P^x^.y.), si:

28. ,hrk'. = i l , l íy F , . jr I1/¡) = (3,1)

29.(A,2ci = ¡C -2.4)yP1(jr1>7 J) =  1,5}

30. $ ,* )  =  (0, -3 )  y Plíx1,y1) = (2, - 6)

31. (h, k) =  ¡ I ,  - | )  y />(*,. 7 t) =  ( - h  -2 )

32. (h,k) = (4, - l J y P ^ , / , }  = ( - 2 , 5)

33. ,A,Jt! = ,;2 ,0 )y ? 1..jf!!/íj = :7r3í

7.2 Parábola
En esta sección se estudian las cónicas con la parábola, la cual constituye una curva que 
tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, cuando se lanza un objeto al aire y cae en caída 
libre, la trayectoria que describe el objeto en su movimiento es una parábola [ ignorando 
la resistencia del aire).
De esta forma, la parábola se define como el lugar geométrico de todos los puntos, P, que 
tienen la misma distancia a un punto fijo dado, F, ya una recta dada, L\ esto es, tales 
que PF — PD, donde PFes la distancia de P a F. Al punto dado F se le llama foco de la 
parábola, en tanto PD es la distancia del punto, P, a la recta dada, L, llamada directriz. 
La línea que pasa por el foco y es perpendicular a la directriz se llama eje de la parábola 
(o eje de simetría) y al punto que está a la mitad, entre la directriz y el foco, se le conoce 
como vértice de la parábola.
Cuando el eje de una parábola es paralelo a alguno de los ejes coordenados, se dice que 
tiene una orientación estándar. Pero si además el vértice déla parábola está en el origen,
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se dice que la parábola está en posición estándar: abierta hacia arriba, abierta hacia abajo, 
abierta a la derecha o abierta hacia la izquierda,

A continuación se muestran las fórmulas que definen a las parábolas en su posición es­
tándar, así como sus gráficas.

Parábolas en posición estándar 
P arábo la  ab ierta  h acia  la derecha
Vértice: V(0, 0); foco: F{p, 0); directriz: recta x = —p: ecuación: y 2 =  4px. La figura 7.6 
muestra la gráfica de una parábola en posición estándar abierta hacia la derecha. En 
este caso, por sencillez, se ha tomado en la figura p  — 1, donde la cantidad 4p  se conoce 
como el lado recto de la parábola y corresponde a la longitud del segmento que une dos 
puntos opuestos de la parábola a lo largo de una recta perpendicular al eje de simetría y 
que pasa por el foco.

Figura 7.6, Parábala en posición estándar abierta hacia la derecha te n  p  =  1. Vértice: Vi 0 f 0); foca: F¡ 1, 0). 

Ecuación j 2 = ip x .

P arábo la  ab ierta  h acia  la izqu ierda

Vértice: V(0, 0): foco: F (—p, 0); directriz: x — p; ecuación: y2 =  —4px. La figura 7.7 
muestra la gráfica de una parábola en posición estándar abierta hacia la izquierda, para 
la cual p  = 1.
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Figura 7.7 Parábola en posición estándar abierta hacia la izquierda con p  — 1; vértice; VfO, f)¡; foco: F{ - 1,0); 

ecuación: >J  =  —4px.

P arábo la  ab ierta  h acia  a rr ib a

Vértice: 1/(0,0 |; foco: F, 0, p ); directriz: y = —p ; ecuación: x2 =  4py. La figura 7.8 muestra 
la gráfica de una parábola en posición estándar abierta hacia arriba, para la cualp  =  1. 
Esto es, el foco se encuentra en el punto F (0 ,1).

Figura 7.8 Parábola en posición estándar abierta hacia arriba con¿> =  1. Vértice: VTO. 0); foco: FIO, I j ;  ecua­

ción: x4 = 4̂ 7,



Capitule 7 • Geometría analítica 3 6 7

P arábo la  a b ier ta  h acia  a b a jo

Vértice: V(G, Oj; foco: FÍO, —p'\\directriz: y  =  p\ ecuación: x1 =  - 4 py. La figura 7.9 mues­
tra la gráfica de una parábola en posición estándar abierta hacia abajo, para la cual p  = 
1. Esto es, el foco se encuentra en el punto FIO, —1).

Figura 7 .9  Parábola en posición estándar abierta hacía ahajo con p  =  1. Vértice: V{0, 0); foco: FiO, - l ) ;  

ecuación: x2 — - 4 py.

Parábolas con orientación estándar
Como se comentó en el capítulo 3, cuando se reemplaza x por x — h se tiene el efecto 
de desplazar la gráfica de una ecuación en |//| unidades; a la derecha si h es positiva y a 
la izquierda si h es negativa. Asimismo, sí se reemplaza y por y -  k  se tiene el efecto de 
desplazar la gráfica en j£j unidades; hacia arriba si k es positiva o hacia abajo si k  es ne­
gativa. Así que las ecuaciones y las características de parábolas con orientación estándar, 
aunque no necesariamente en posición estándar, son las siguientes:

P arábo la  ab ierta  a  la  derecha
Vértice: V(h, k); foco: F\ h + p , k); directriz: x =  h —p ; ecuación: (y — k)2 =  4p(x  — //). 

P arábola  ab ier ta  a  la  izqu ierda

Vértice: V(h, k); foco: F(h — p, k); directriz: x  =  h +  p; ecuación: (y — k)2 — —4p(x  — h). 

P arábo la  ab ierta  h acia  arriba
Vértice: V(h, k); foco: Fi7í, k  -4- p); directriz: y = k —jsj ecuación: (x — h )J = 4piy — k). 

P arábo la  a b ier ta  h acia  a b a jo
Vértice: V(h, k); foco: Fí h, k  — p); directriz: y = k i p ;  ecuación: (x — h)2 =  — ip íy  — k).
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Ejem plo 11

Encontrar la ecuación en su forma estándar de una parábola que se abre hacia ia 
derecha, con foco en F¡p, 0:. vértice en el origen V- 0: 0: y directriz dada por la recta
x =  - p .

Solución
La parábola se define por eí conjunto de puntos del plano cartesiano que cumplen 
con la condición de que su distancia al foco es igual a su distancia a la directriz; es de­
cir, PF = PD. Entonces, sea P x ,y  un punto arbitrario en la parábola con coordenadas 
x, y  . Por tanto, calculamos la distancia del punto P:x ,y  al foco F.p. 0 1, PF, usando ia

fórmula de la distancia entre dos puntos: PF = v(jc p f  + (y O f. Por otro lado, los 
puntos ? ’ en la directriz tienen coordenadas de la forma [ —p ,y ), así que la distancia

perpendicular de P x, y  a la directriz es: PD =¡ y'( x + jo)* + (y ■ y f  ■ Así que por la 
definición de parábola tenemos:

PF = PD=*

^(x + p f  +{y-o r ='J(x + p)í + ( y - y f

(x -  p f  +  y 2 = U  ~ p f
x ¿ — 2xp + p 2 + y 2 — x2 + 2xp -t- p 2 

y 2 — Axp

Ejem plo 12

Dada la parábola y z = 20x; encontrar el foco, el vértice, la directriz, su eje de simetría 
y esbozar su gráfica.

Solución
La ecuación de la parábola está en su forma estándar:/ 1 = 4px, así que 4p = 20 y, por 
tanto, p  = 5. Entonces, decimos que la parábola está en posición estándar y se abre 
hacia la derecha, con vértice Vi0 ,0), foco F{S,0), directriz dada por la recta x = - 5  
y el eje de simetría es el eje x\ es decir, la recta y  = 0. De esta forma, la gráfica de 1a 
parábola se muestra en la figura 7 .10.
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Figura 7 ,10  Gráfica de la  parábola y3 =  2ffce. En esta se observa que V; 0, tí i y F {5, tí i.

Ejem plo 13

Encontrar el foco, el vértice, la directriz y el eje de simetría de la parábola x2 = - 8 y\ 
asimismo, esbozar una gráfica de la parábola en cuestión,

Solución
La ecuación de la parábola ya está en su forma estándar; x¿ = - 4 py, así que 4p = 3 y. 
por tanto,p  = 2. Entonces, la parábala está en posición estándar y se abre hacia abajo, 
con vértice V 0,0), foco F O, -  2 y directriz dada por la recta y = 2. El eje de simetría 
de la parábola es el eje y, es decir, la recta x = 0. Su gráfica se muestra en la figura 7.11.

Figura 7,11 Gráfica de ta parábola x- =  -  Rv, con vértice en V( tí, Ü) y foco en F| tí, - 2 ) .
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Ejem plo 14

Mostrar que la ecuación y- -  2y -  Br -  15 = 0 es una parábola y encontrar el foco, el 
vértice, la directriz y su eje de simetría; asimismo, construir la gráfica de esta parábola.

Solución
Primero tenemos que completar los cuadrados en y:

y3 -  2y -  8x — 15 = 0 

Luego, separamos los términos en x  y en y.

y3 -  2y =  8 x  +  15

Para completar el cuadrado, tomamos el coeficiente que multiplica a y, en este caso 
- 2, lo dividimos entre 2 y lo elevamos al cuadrado:

Enseguida, sumamos este valor en ambos lados de la ecuación y nos queda:
7 a - 2 / + 1 = 8 *  + 15 + 1 

Esta s e  puede reescribir como:

■y -  l ; s = 8x + 16

iy  -  1)E = B(x + 2)
Como podemos observar, esta es una parábola que se abre a la derecha: cuyo lado 
recto es 4p = 5, asi que p  = 2. En tanto, su vértice se localiza en Vih, ki = - 2 A  y su 
foco se localiza en F'h + p,k — >0,1); su directriz es la recta x = h -  p  — -4 ; su eje de
simetría es la recta y  = 1 y su gráfica se muestra en ía figura 7.12.

Figura 7 ,1 2 Gráfica de la parábola [y -  1 :: =  8[jc 4 2!.
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Mostrar que la ecuación jó -  Ay. -  16y+52 = 0esuna parábola y encontrar el foco, el 
vértice, la directriz y su eje de simetría; asimismo, elaborarla gráfica de esta parábola,

Solución
Como en el ejemplo anterior, lo primero que debemos hacer es completar cuadrados 
en x:

j ó  -  4 jt -  16y +  52 =  0  

jó -  4x = 16y -  52 

x1 -  4x +  4 = 16/ - 5 2  + 4 

\x -  2i2 = 16/ -  43 

ir  -  2)2 = 16í/ -  3)

Asi, tenemos una parábola que se abre hacia arriba, con vértice en V(2,3), lado recto 
4p = 16,lo cual implica que p  = 4. así que el foco está en Fih,k  + p ' = . 2,3 + 4: = ¡2,7: . 
La directriz es, por tanto, la recta y = £ - p = 3 - 4 =  -  l y s u  eje de simetría es la recta 
x  = 2. La figura 7.13 muestra i a gráfica de la parábola.

Ejem plo 15

Figura 7,13 Gráfica de [a parábola (x 2 a=  L6(/ — 3).

Ejem plo 16

Encontrar el vértice, el foco y el lado recto de la parábola ;ó + 4 j : - r 4 y - 1 2  = Qy 
construir su gráfica.
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Solución
Al igual que en los ejemplos anteriores, primero completamos cuadrados e n r  para 
llevar la ecuación dada a la forma estándar de la parábola:

x* + 4x + 4y -  12 = 0

+ 4x -  —4y  + 12

F  + 4x + 4 = - 4 y  + 1 2  + 4

(x + 2 f  = - 4 y  + 16

(x +  S )E =  - 4 [y -  4)

De la ecuación anterior, concluimos que tenemos una parábola que se abre hacia 
abajo, con lado recto 4p = 4. Así que p  — 1; vértice en V{h, k) ~  (—2, 4j y foco en 
F[h ,k  - p ) - — - 2 , 4  -  1: = i -2 ,3 . .  La figura 7.14 muestra la gráfica de esta parábola.

Figuríi7.14 Gráfica de la parábola x +  2 )3 = - 4 i y  — 4),

Ejem plo 17

Encontrar la ecuación de la parábola en posición estándar con foco JP(3,0) y directriz 
x  = -3 .

Solución
En este caso, tenemos una parábola en posición estándar con foco sobre el eje posi­
tivo de las x\ debido a que el foco se localiza en F\p, 0: tenemos que p  = 3. Por otro 
lado, la directriz es una recta paralela al eje de las 7  a la izquierda del origen, por lo 
que la parábola se abre hacia la derecha, y su ecuación es de la forma y- = 4px. Así, 
sustituyendo p  = 3, tenemos que/ 3 = 12x.
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Ejem plo 18

Encontrar la ecuación de la parábola en posición estándar con foco F- 0. - 4  ■ y direc­
triz 7  = 4.

En este ejemplo tenemos una parábola en posición estándar con foco sobre el eje 
negativo de las y\ como la directriz es una recta paralela, al eje x por arriba del ori­
gen: entonces la parábola se abre hacia abajo, y el foco está localizado en F^0,-p  ; 
por tanto p  = 4. Como la parábola se abre hacia abajo, su ecuación es de la forma 
x 2 = - 4 py, asi que x 2 = -1 6 y.

Ejem plo 19

Encontrar 1a ecuación de la parábola con orientación estándar, foco en F 2 ,3) y direc­
triz dada por el eje y.

Como sabemos, podemos encontrar la ecuación de la parábola sustituyendo directa­
mente en la definición de la parábola: PF = PD. Sin embargo, una manera más práctica 
es notando que el vértice es el punto medio entre el foco y la directriz; en este caso, 
como el foco está en F(Z, 3' y la directriz es el eje 7 , tenemos que el vértice está en 
V 1,3:, Dado que el foco está a la derecha de la directriz, la parábola se abre hacía la 
derecha y tiene una ecuación de la forma 17 -  k)2 = Apix — h), donde V'h.k\ = 1 , 3 .  
La distancia del vértice Vi l, 3) al foco F¡2,3 1 es 1, y este es el valor de p, así quep  = 1. 
AI sustituir en la forma estándar tenemos que:

(7 -  3)2 = 4(jt -  1)

Ejem plo 20

Encontrar la ecuación de la parábola con orientación estándar, foco en Fi —3 f — 3 y 
directriz dada por eje x.

Como en el ejemplo anterior, en este caso notamos que la directriz es el eje x, así que 
es posible que la parábola se abra hacia arriba o hacia abajo. Debido a que el foco 
está debsjo  de la directriz, entonces la parábola se abre hacia abajo y es de la forma 
■ x -  h ¡: = -4 j0.7 -  £i; en tanto, ia distancia entre el foco F< - 3 , - 3 )  y la directriz es de 
3 unidades. Como el vértice está a la mitad entre el foco y la directriz, tenemos que 
las coordenadas del vértice son:

Solución

Solución

Solución

3
Por última, la distancia entre el foco y el vértice es igual ap, así que p  -  - .A l  sustituir 
estos valores en la ecuación estándar de la parábola tenemos que:
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Ejem plo 21

Dada la parábola x1 = - 107, encontrar el foco: la directriz, el vértice y el eje de sime­
tría, y construir un esbozo de su gráfica,

Solución
En este caso, la ecuación de la parábola es de la forma ir  = - 4 py con 4p = 10; asi, 
tenemos que:

Dado que la parábola está en posición estándar con vértice en V 0. Qi, se abre hacía

abajo y tiene su foco en P - 10, -| J. La directriz es la recta: y  — jj y el eje de simetría

es el eje y: es decir, la recta ^ = 0. La gráfica de la parábola se muestra en la figura 
7.15.

Figura 7 .15  Grálica de la parábola x1 — -  iOy.

Ejem plo 22

Dada la parábola x1 + 3x + 67  -  £ = 0. determinar su vértice, foco, directriz, eje de 
simetría y construir un esbozo de su gráfica.

Solución
Como en los ejemplos anteriores, en este caso completamos cuadrados en n
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x1 + Sx + 6y -  2 = 0 

x* + Bx = - 6y + 2 

x2 + 3x + 16 = - 6 7  + 2 + 1 6  

ix + 41a = - 6 7  + 13 

(z + 4)3 = -617  — 3).

Al comparar con la forma estándar ‘X -  h'<2 = -4 p (y  -  k  y ern os  que el vértice está en

abajo, su eje de simetría es paralelo al eje 7 ,7  pasa por el foco, así que está dado por 
la recta x = -  4. La figura 7.16 muestra un esbozo de su gráfica.

Figura 7.16 Gráfica de ta parábola 1 x  + 4V f t  — 6( j  — 3 ;.

Ejem plo 23

Encontrar la ecuación de la parábola en orientación estándar con foco en F  1 , -2  j 7 
directriz x  = 5, y construir un esbozo de la gráfica de la parábola, en la que se incluya 
su directriz.

Dado que la directriz es paralela al eje 7 , y que está a La derecha del foco, tene­
mos que la parábola se abre hacia la izquierda. En este caso, la distancia entre el 
foco y la directriz son 4 unidades; como esta distancia corresponde a 2p, entonces 
£p = 4 y p  — 2. Puesto que el vértice es el punto medio entre el foco y la directriz,

1;

Solución
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el vértice está localizado en Vil + 2, - 2 .  = .3, - 2  . Si lo comparamos con la for­
ma estándar de la ecuación de una parábola con orientación estándar que se abre 
hacia la izquierda, y  -  k f  = - 4 p  x  -  h), la ecuación que estamos buscando es 
y  + 2 11 = - 8  x  -  3). La figura 7.17 muestra un esbozo de la gráfica de la parábola 
incluyendo su directriz.

Figura 7 .17  Gráiica de la parábola ¡ y + 2}3 = —8f,v — i ) .

Aplicaciones de las parábolas
Las parábolas tienen diversas aplicaciones en la vida diaria; por ejemplo, en los faros de 
un automóvil, en las antenas parabólicas de recepción de televisión via satélite o en el 
diseño de los espejos de los telescopios. Guando una parábola se hace girar en torno a su 
eje principal, se obtiene un paraboloide de revolución.

Una parábola (y, por tanto, un paraboloide de revolución; tiene la propiedad de que los 
rayos que inciden paralelos a su eje convergen en el foco de la parábola. De manera alter­
nativa, los rayos que emergen del foco e inciden en la parábola salen paralelos al eje de la 
parábola. Esto se representa en las siguientes figuras.

Rayos incidentes p a ra le lo s  a l  eje d e  la  p a rá b o la  convergen en e l fo c o

Esta propiedad se usa, por ejemplo, en las antenas de recepción de televisión vía satélite, 
en las cuales la señal que se recibe del satélite consiste en ondas electromagnéticas que
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inciden, viajando paralelas, al eje de Ja parábola y, por tanto, convergen en el loco donde 
se ubica el receptor que luego amplifica y procesa la señal. Este principio también se usa 
en los espejos de los telescopios y los radiotelescopios.

Figura 7 ,18  Rayos incidentes paralelos al eje de ia parábola convergen en el foco.

Rayos que em ergen d el fo c o  qu e se reflejan en la  p a ráb o la  
salen  p a ra le lo s  a l eje de s im etría

Esta propiedad se usa, por ejemplo, en los faros de los automóviles o en las lámparas 
que tienen forma interna de paraboloide de revolución y la fuente emisora, un foco o un 
LED, se ubica en el foco de Ja parábola, de tal suerte que cuando el foco emite rayos de 
luz, estos inciden sobre la parábola y se reflejan de modo que salen paralelos al eje de la 
parábola, con lo cual se hace más eficiente el alumbramiento.



Introducción a las matemáticas. Ejercicios y problemas

Figura 7.19 Rayos que emergen de! foco que se reflejan en la parábola y salen paralelos al eje de sime tria,

Otra aplicación importante de las parábolas en la vida cotidiana es cuando se lanza un 
objeto cerca de La superficie de la Tierra, donde la trayectoria que describe el objeto se 
puede aproximar a una parábola cuando se ignoran los efectos del aire. Esto permite 
hacer predicciones en muchos deportes, como, por ejemplo, en el fútbol o el basquetbol.

E jercicio s propuestos

34. Muestra que la ecuación de una parábola en posición estándar que se abre hacia 
abajo con vértice V(0T 0), foco F{ O .-p  y directriz y  = p, es x2 = - 4 py.

35. Muestra que la ecuación de una parábola en orientación estándar que se 
abre hacia arriba con directriz y  = p , foco en F:h, k  + p  y vértice en VT.fi, k) es 
(y  -  k)2 = 4p-.x -  k).
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En los ejercicios 36 a 43: encuentra el foco, el vértice, la directriz y el eje de simetría.
y construye un esbozo de la gráfica de las parábolas correspondientes.

36. y 1 = \2x

37. x 2 = -2 y

38. x 2 =  3 \ y -  1)

39. y 2 =  - 1 2 : *  + 4)

40. ( *  + 3)2 = 20/

41. y 2 -  1 4 y -  10* + £9 = O

42. y a + 6/ + 3*  -  £3 = 0

43. x 2 -  \2x + 4/+ £6 = 0

44. Muestra que y 2 -  8x + 2y + 9 = 0 es 1.a ecuación de una parábola; encuentra el
foco, el vértice, la directriz y el eje de simetría de esta.

45. Muestra que* 2 + 2x + 6/ -  11 = 0 es la ecuación de una parábola; encuentra el
foco, el vértice, la directriz y el eje de simetría de esta.

46. Encuentra el vértice, el foco, la directriz y el eje de simetría de la parábola 
y 2 = 2 x  -  S y construye un esbozo de su gráfica.

47. Encuentra el vértice„ el foco, la directriz y el eje de simetría de la parábola
, x + 2 : = 1 [y -  5) y construye un esbozo de su gráfica.

48. Encuentra la ecuación de la parábola con orientación estándar, foco enítO, 2) y 
directriz dada por la recta x = 4, y construye un esbozo de su gráfica.

49. Encuentra ia ecuación de la parábola con orientación estándar foco en FfO, 3' y 
directriz dada por la recta / = 5= y construye un esbozo de su gráíica.

50. Encuentra ia ecuación de la parábola con orientación estándar, foco en F\ 1, 0' y 
vértice en Vi1, -3) ,  y construye un esbozo de su gráfica.

351. Encuentra la ecuación de la parábola en posición estándar y directriz *  =  — , y 
esboza la gráfica de la parábola. ®

52. Encuentra la ecuación de la parábola en posición estándar y directriz / = 1, y 
esboza la gráfica de la parábola.

53. Encuentra la ecuación de la parábola en orientación estándar, foco F  -  2. 5 y di­
rectriz x = 3, y esboza la gráíica de la parábola.

54. Encuentra la ecuación de la parábola en orientación estándar, foco F Í3 r|) y di­
rectriz dada por el eje/ , y esboza la gráfica de la parábola.

55. Encuentra la ecuación de la parábola con orientación estándar, foco F, - 6, 1) y 
directriz dada por la recta / = - 2 , y esboza la gráfica de la parábola.

56. Encuentra la ecuación de la parábola con orientación estándar, foco F  - 6, - 2  * y 
directriz dada por la recta / = 4.
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57. Encuentra la ecuación de la parábola con orientación estándar, vértice VT6, — 3) y 
directriz dada por la recta x  ^ 11. Escribe la ecuación en la forma estándar y en 
la forma general Ax2 + 3 y l + Dx + Ey + F -  0; asimismo, realiza un esbozo de ia 
gráfica.

58. Encuentra la ecuación de la parábola con orientación estándar, foco en F\3, 2i y 
directriz / = 4. Escribe la ecuación en la forma general Ax2 + By~- + D x+  Ey + F =  0, 
y construye un esbozo de la gráfica de la parábola.

7.3 Elipse
En esta sección se estudia otra figura geométrica muy conocida e importante llamada 
elipse. La elipse se define como el lugar geométrico formado por todos los puntos P  
del plano cartesiano tales que la suma de las distancias de P  a dos puntos fijos es una 
constante. Sean F, y F, estos dos puntos fijos, llamados focos; entonces, se tiene que la 
relación que define a la elipse es; PF] + PF =  2a; donde a  es una constante mayor que cero. 
De esta manera, la línea que pasa por los focos recibe el nombre de eje fo ca l  de la elipse, 
mientras que al punto medio entre los dos focos sobre el eje focal se le llama centro de 
la elipse. Por su parte, los puntos de la elipse que cruzan el eje focal se conocen como 
vértices; el segmento de recta que une a ios dos vértices se llama eje mayor de la elipse, 
y el segmento de recta que pasa por el centro y es perpendicular al eje mayor con puntos 
extremos sobre la elipse recibe el nombre eje menor de la elipse. La figura 7.20 muestra 
todos los elementos que conforman una elipse.

Figura 7.20 Elementos de una elipse,

En el ejemplo que se representa en la figura 7.20 se eligió el semieje mayor a = 10 y el 
semieje menor b =  6, tal que c =  8 (véase más adelante).
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Se dice que una elipse está en orientación estándar si su eje focal es paralelo a uno de 
los ejes coordenados, Pero, si además de esto el centro de la elipse está en el origen, se 
dice que la elipse está en posición estándar y, por tanto, existen dos posibilidades: que los 
focos estén sobre el eje x  o que esten sobre el eje y.

La distancia del centro aun vértice se denota con a  y se llama semieje mayor, la distancia 
del centro a un punto de la elipse a lo largo del eje menor se denota con b y se llama se­
mieje menor, la distancia del centro a uno de los focos se denota con la letra c.

Gráfica, ecuación y características de elipses en posic ión estándar
Focos sobre e l eje x

Gráñca: véase la figura 7.21.
v 3 y 2

Ecuación: — + - ^ -= 1, donde, b2 — a 2 -  c2.

Obsérvese que a  >  b y a  >  c.

Focos: F {\ —cf 0), F Jc ,  0).

Vértices; VLf - a ,  0), V ja , O .

Centro: CÍO, 0).
2 2 

Directriz: Rectas D :x  =  —  y D : x = ^ ~ .
c c

Figura 7,21 Elipse horizontal en posición estándar ton focos sobre el eje x.

Fot os sobre e l eje y 
Gráfica: véase la figura 7.22. 

x2 y2Ecuación: —  H— -  =  1> donde b2 = a 2 — c2. 
b a
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Obsérvese que a >  b y  a  >  c. 
Focos: F  (0, —c), F¿( 0, c). 

Vértices: V^O, —a), V2(0, a). 

Centro: CfO, O).

Directriz: Rectas D : y = —: D^:yc
a

Figura 7.22 Elipse vertical en posición estándar con focos sobre el eje y.

Una manera práctica de caracterizar la forma de la elipse es mediante su excentricidad,
cdefinida como e =  Para una elipse dada, siempre se cumple que c <  a. Así que e  <  1 

para una elipse. a
Además, se define el lado recto de la elipse como:
2b2— que corresponde a la longitud del segmento paralelo al eje menor que une dos pun- atos de la elipse y que pasa por uno de los focos.
Si la elipse está en orientación estándar, pero su centro está desplazado al punto C(h, k), 
se debe reemplazar X por $ — h y y por y -  k en la forma estándar de la ecuación de Ja 
elipse. Así se tiene que:
Elipse horizontal :con eje focal paralelo alejen)

Cx — hY ( y —A")
Ecuación forma estándar; -— + ———̂—=  l , a > l r

a  bFocos: F(h — c, k'¡.
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Vértices: Víh — a,k).
Puntos extremos del semieje menor: (h, k — b).
Elipse vertical ;con eje focal paralelo al eje y)

(x —hY ( y —k f  Ecuación forma estándar: ■■■■.. .../—|_M.. ■■' =  l,a>b>
b~ a~Focos: F\ h, k — c).

Vértices: V(h, k — a ¡.
Puntos extremos del semieje menor: (A = b, k).

I Ejem plo 24

I Obtener la ecuación de una elipse en posición estándar con focos sobre el eje jt.

I Solución
I Sea P'X,y : un punto cualquiera sobre la elipse. Dado que los focos están en F, - c ,  Oi y 
I F2{ c, 0'. por la definición de elipse, tenemos que la distancia de P a F. más la distancia

de P a Fz es una constante:

PFl + PF2 -  £a

Así que, de la fórmula de ia distancia:

^(x + c f  + ( y -  0)a 4- \¡(x - c f  +  (y  —ú f  l = 2a

Pasamos una de las raíces al lado derecho, elevamos al cuadrado, desarrollamos y 
simplificamos:

y j ( x  +  c f  + ( y  - 0  f  =  2 a  -  y { x  -  c f  +  ( y  -  0 f  

{ x  +  c f  + ( y  ■ ■ 0)" =  4 a 2 -  4 a \ j { x - c f  +  { y -  O)2 +  ( jt  -  c f  +  ( y  -  0 f  

x 2  + 2 x c  +  c z  +  y 2  —  4 a "  4 a \ j ( x  - c f  +  ( y  —  O ) 2  +  x 2  ■■ 2 x c  y e 2  +  y 2  

4 x c  4a J =  —4 a - J ( x  - c f + ( y - 0 f  

x c  —  a 2  —  — a y j ( x  -  c f  +  (y — 0 f  

Enseguida, elevamos al cuadrado ambos lados y simplificamos: 

x 2 c 2  2 x c a 2  +  a *  = a 2 \ { x  —  c f  +  y 2 j  

x 2 c 2  -  2 x c a 2  + a *  =  a 2 x 2  -  2 a 2 x c  -j- a ^ c 2  + a 2 y 2  

x 2 c 2 - a 2 x 2 - a 1 y 2  =  a 2 c 2 - a i  

x 2 { c 2 - a 2 ) - a 2 y 2  =  a í { c 2 - a 2 )
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Como ¿  > 0, de ia figura 7.20 tenemos que:

PF1 + PF2 > F &
Por tanto:

2a > 2c

a2 >  c2
Así que el término a2 -  c2 es positivo.

Sea = az -  c2, entonces la ecuación de la elipse nos queda:

- b 2x 2 - a zy a = - b 3aa 

b 2x ¿ + a 2y z =  b ¿a2

Esto nos lleva a la forma estándar de la ecuación de una elipse en posición estándar 
con focos sobre el eje x:

Donde:

a = Semieje mayor. 

b  = Semieje menor.

Como b 2 = a2 -  c2 >  0, tenemos que a >  c.

Ejem plo 25
y 2

Analizar ia ecuación =  1 de una elipse en posición estándar con focos sobre
el eje ¿t. b

Solución
2

Primero, si hacemos x  = 0r tenemos que -  1 =$■ y  — ± b . Así que la elipse interseca 
al eje y  en / = ±  b . b

Luego, si hacemos / = 0, tenemos que ^  =  1=? x — ±a\ de este modo, la elipse inter­
seca al eje x  en x  — ±  a. a

Ahora, si sustituimos -/por/ , obtenemos la misma ecuación, dado que y- — —/ :¡2, así 
que la gráfica tiene simetría respecto del eje x.

De igual modo, si sustituimos - x  por x, obtenemos la misma ecuación, dado que 
x2 = —x)2, así que la gráfica tiene simetría respecto del eje/. Por tanto, la gráíica tam­
bién tiene simetría respecto del origen.

Si despejamos / en términos de x  obtenemos: y  = ± — J a 2 -  x1 , de aquí que. para que
a

y  sea real, tenemos que -a< , zr<a . Del a  misma manera, para que x  sea real, tenemos 
que —b  < y  < b .
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En resumen, la gráfica de la elipse está confinada a la reglón entre las intersecciones 
±a  en el eje x  y ± b  en el eje y, como se observa en la figura 7,21.

Ejem plo 26

Analizar y construir un esbozo de la gráíica de la elipse 4^ + 1 dy2 = 64.

Solución
Primero escribimos la ecuación de la elipse en su forma estándar dividiendo toda la

ecuación entre 64: — 1, Como podemos ver. a2 = 16=-a = 4 y b i = 4 =  jb = 2:
16 4   i_

por tanto, la distancia del centro al foco es c =  -  b 2 =  -  4 = s/l2.

En este caso, la elipse está en posición estándar (centrada en el origen'!, con focos en 
F {±^12,Oj sobre el eje x. Las intersecciones con el eje x son V{ =t4f 0; y las interseccio­
nes con el eje / son 0, ±2), La gráfica de la elipse se muestra en la figura 7.23.

Ejem plo 27

Analizar y construir un esbozo de la gráfica de la elipse 26x2 + y 2 = 2o.

Solución
Primero escribimos la ecuación de la elipse en su forma estándar, dividiendo

i-

-ii t i i

-i-

JT1 yJFigura 7,23 G ráficadc ia elip se—- 4  — 1,
16 4

toda la ecuación entre 25: 23: x L + ?  — 1. Como á > b, vemos que a 2 = 26 =* ¿¡ = o
25 H

yjb2= 1 = 1, Por tanto, la distancia del centro al foco esc =  \:a2 - b 1 ^ ^25 -1  = v'24.
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En este caso, la elipse está en posición estándar .centrada en el origen i y como la 
variable* está sobre la constante b , que es menor que a, tenemos que el eje focal de
la elipse es paralelo al eje y, asi que sus focos están en i7 (o, ±V24 ¡sobre el eje y. Las 
intersecciones con el eje *  son en = 1.0 ■ y las intersecciones con el eje y . en este caso 
los vértices, son V'O, — Sj. La figura 7.24 muestra la gráfica de esta elipse.

Figura 7 .24  Gráliua de la elipse x  -I —  1.
25

Ejem plo 28

Analizar y construir un esbozo de la gráfica de la elipse

2 5 *E + 9y2 + 200* -  16/ +  184 = 0

Solución
Primero completamos cuadrados en x y  en y, para ello agrupamos los términos e n *  
y en y.

25(x2 +  a*:. + 9>y 2 -  2y  - = -104

Para completar el cuadrado, tomamos el coeficiente del término lineal, lo dividimos 
entre dos y lo elevamos al cuadrado; el número resultante también hay que sumarlo 
del lado derecho del signo igual:

25tx2 + S* + 16) + 9 ¡y2 - 2 y +  1)= - 184  + 25.16) + 9:1

Esto se puede escribir como:

25;* + 4}2 + 9(y ~ l f -  225
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Ahora dividimos todo entre 225 pana llegar finalmente a la forma estándar de la elipse:

(jr + 4)a  ̂ [ y - \ f  _ x
25

Es decir:

{ x i A f  j y - l f
_ o 1 _ n

Sí comparamos esta expresión con la forma estándar de una elipse con orientación
. ( j r - A )  , ( y - * ) I, podemos notar que elestándar con centro en el punto Cih, ky. 

centro está en Cih, k) = {- 4 ,  11. D a

Entonces, como a - b, tenemos que el semieje mayor es s = 5 y el semieje menor es
b = 3. Por definición, c = \'a£ - b 2 = Vg5 9 -  4 es la distancia del centro a cualquiera 
de los focos.

En este caso, como a está debajo del término con y z, tenemos que el eje focal de la 
elipse es vertical; esto significa que es paralelo al eje y, así que la posición de los fo­
cos es Fth, k ±  c  = ; —4, 1 — 4 = í -4 , - 3 i y . - 4 , 5 ;.r al tiempo que los vértices están 
en V(k, k  — a ■ = ( - 4 , 1  -4- 5j  = (- 4 , - 4 :  y - 4 ,  6 ', y los puntos extremos del semieje 
menor se localizan en h = b , k  = . - 4  =  3 , 1) = ; - 7 ,1 }  y (—1,1). Dado lo anterior, la 
gráfica de la elipse se muestra en la figura 7.25.

(x 4- 4Y* ( y — l}2 
Figura 7.25 Gráfica de la elipse J  —  4- •' _. J ■ =  1.
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E jem p lo  29

Analizar y construir un esbozo de la gráfica de la elipse 4^  + 9y2 -  3x + 367 + 4 = 0 .  

Solución
Primero completamos cuadrados en a1 y en y, para ello agrupamos los términos en x  
y en y.

4\x2 — 2x\ + 9(y2 + 471 = - 4

Para completar el cuadrado, lomamos el coeñciente del término lineal, lo dividimos 
entre dos y lo elevamos al cuadrado. Luego, el número resultante también hay que 
sumarlo del lado derecho del signo igual, esto nos da:

4 íx2 -  2x + 1) + 9 (y2 + 4/ + 4) = - 4  + 4 + 36

Esto se puede escribir como:

4 l !2 + 9(7 + 2 f  = 36

Ahora dividimos todo entre 36, para obtener la forma estándar de ia elipse:

lx - 1  f  (y  + S f  
9 4

Es decir:

[ x - l f  (y +  2 f  
3S 2a

Si comparamos esta expresión con la forma estándar de una elipse con orientación
i je ( k f

estándar con centro en el punto C{h, Jri: a " ,+ 1 ,a ' ■, podemos notar que el
a h

centro está en C h, k  = (1, -2 i .  Como a > b, tenemos que a = 3 y b = 2; además,
c  =  Va 2 - j b 3 = v ' 9 Z ¡  =  Vs.

Como a está debajo del término con x2, tenemos que el eje focal de la elipse es para­
lelo al eje ir. asi que la posición de los focos es F { b ±  c ,k ) -  ( l± V s  ■ 2)--{-  1.24,-2) 
y 3.24, -2) ;  los vértices están en Vih — a,ir. = 1 — 3, — 2 = - 2 ,  -2 )  y .4, - 2 . ,  y los 
puntos extremos del semieje menor se localizan en ib, k  í.Jb) — (1 , — 2 ±  2) fe 1,4'  y 

1,0.  Dado lo anterior, la gráfica de la elipse se muestra en la figura 7,26.
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Figura 7,26 Gráfica de la elipse —  í l_  _|_ — [,
31 27

Ejem plo 30

Analizar y esbozar la gráfica de 6x~- + 10y- -  60jt -  60y + 130 = 0. 

Solución
Debemos completamos cuadrados en x y en/:

6x2 -  60* + 10y 2 -  60/ = -  1B0 

Para ello,primero agrupamos los términos en xy  en/:

Q<x2 -  10*) + 10\y2 -  6y) =  -130  

Adora completamos cuadrados en x y y.

Glx2 -  lOx + 25) + 10.:y 2 -  6/ + 9) = - 130  + 150 + 90

Es decir:

6Í* -  5}2 + 10:/ -  3)2 = 60 

En la forma estándar de la ecuación de una elipse queda:

í x - S ?  ( y  — 3)z 
10 6
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Por tanto, el centro de la elipse está en C [h ,k  = -5. 3). Como s. > b, tenemos que
a = Vio y b  = v'G. Además,c  = ^aa -  b 2 =  ^10 - 6 =  a/í =  2.

Como a está debajo del término con ir, tenemos una elipse horizontal, así que la po­
sición de los focos es F\h ±  c, Jr = 5 =  2, 3 = (3,3} y (7,2); los vértices están en
V{h ±a , k) -  (S ±  VIO,3) — (1.34,3} y (8.1G.3); los puntas extremos dei semieje menor
están en (h ,k ±  b) -  (5 ,3  ± v 6 ) = (5,0.55) y (5 ,5 .45)  y la gráfica de la elipse se mues­
tra en la figura 7.27.

( x - S )  í y —3 }
Figura 7 .27  Gráfica de la elipse —  + ' = { .

S K LO 6

Ejem plo 31

Encontrar la ecuación de la elipse en posición estándar con focos en H —2 ,0: e inter­
sección con el eje j e n  0, =1 , y construir un esbozo de su gráfica.

Solución
D ado que la elip se e stá e n p osición estándar co n foco s a lo largo del e j e x . su e cuación es

jr£ v2de la forma t -- I.Comolos focos están en F  ± 2 , 0 .  = c  = 2 ,y la elipse interseca al 

e j e y e n : 0, = l 1 =  b  = 1 .Finalmente,como b  =  Va2 c2 => a = Vb2 t- c 2 =  n/23 + i2 =  v'5,
p y. ̂

tenemos que la ecuación de la elipse queda — = 1  La figura 7.28 muestra la
gráfica de esta elipse. 5 1
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—— i—■
- j

-h-— <— i—►
i x

Figura 7.2 S Gráfica de fa elipse —  l- — - =  1.
5 1

E jem p lo  32

Encontrar la ecuación de ia elipse en orientación estándar con focos en F. — 1, 2 y
o

F2{ -1 ,  S i, y excentricidad e  ̂ y construir un esbozo de la gráfica de esta elipse.
3

Solución
En este caso, el centro de la elipse está en el punto medio entre los dos focos, así que 
C h, ki = (—1,4 . Como eí eje focal de la elipse es paralelo al eje y, la ecuación de la

elipse es de la forma —— ^  = 1.
b  a

Como la distancia entre los dos focos es 2c = 4, entonces c  = 2.
O

Además, también sabemos que la excentricidad es e  = y como

e =  £ = ;.£  =  ? ^ í  =  ̂  =  M  =  3 
a a 3 2 2

Finalmente, tenemos que b  =  Vaz -  <7 =  - 2a = V5 ; por tanto, la ecuación de la

elipse con orientación estándar con centro en C - l ,  4 es: [X '  ̂ ^  ^  — 1.
La figura 7.29 muestra la gráfica de esta elipse.
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( # + 1 )  f y  4)
Figura 7 .29  Gráfica de la elipse J—  ------ \—  ' = 1 .

Ejem plo 33
P"3Analizar y construir la gráfica de la elipse =  1.

y u
Solución
Como la elipse está en posición estándar, su centro está en el origen C h ,k  -  (0,0).
Si comparamos con la forma estándar de la ecuación de la elipse, observamos que
a = 3 y que Jb ¡=¡ Vs. Como a1 = Jb2 + c2: tenemos que c ^  V i  Ü  & Vs - 5 = v'4 ^ 2.

Como a >  b  y a  está debajo del término xL, tenemos que la elipse es horizontal 
y sus focos están sobre el eje *  e n F  —2, 0 ; sus vértices están en V ±3, Oí, y los ex-
tremos del semieje menor están en (0, ±Vs i. Así, la excentricidad de la elipse es

e _  c _  2 _  o.6G7. La gráfica de esta elipse se muestra en la figura 7.30.
3 3

y
Fígu ra 7.30 Gráfica de I a el i pse 1— f- -— =  I.

9 5
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Analizar y construir un esbozo de la gráfica de 25X2 + L6/2 + 100* -  96/ = 156. 

Solución
Primero agrupamos términos en *  y en /  y factorizamos:

25*1 + 16/ + 100* -  96y  = 156 

2S*3 + 100*+  16/ -  96/= 156 

25i*2 + 4*j + 16¡/ -  6/i = 156 

Luego completamos cuadrados e n * y  en/:

25 (* 2 + 4 *  + 4) +  16(/¿ -  6/ + 9) -  156 + 25(4)+ 16(9)

25(*  + 2)S + 1 6 ( / - 3 f  =400 

(x + 2)2 , ( y - 3 )2 ,

Ejem plo 34

16
■ +  ■

25

Asi. tenemos una eiipse con orientación estándar, con eje focal paralelo al eje /, cen­
tro en C\h: k' = -2_. 3-, semieje mayor a = 5 y semieje menor b  = 4. Como a.2 = b 2
+ o3, tenemos que la distancia del centro al foco es c  — Va2 b 2 = V25 -  16 = V9 = 3. 
Así, los focos están en F h , k  — c) = <-2, 0) y -2 ,  6); los vértices están en 

Vih, k ±  ai = ¡ -2 . -2 ) y i - 2 , 8); los puntos entremos del eje menor h = b T k  = - 6,
C  ^3' y ■ 2, 3), y la excentricidad es e  = — =  -  -  0.6. La gráfica de esta elipse se muestra 

en la figura 7.31. a 5

Figura 7.31 G rálica de la elipse  ̂ ^  ̂  +  ——— = ÍL
16 25
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Ejem plo 35

Encontrar la excentricidad de las siguientes elipses:

x2 y2a) ü -  +  JL = i.
25 49

b) Bjt + 12/ -t 64x -  72y  + 140 = 0.

Solución
a) De la ecuación de la elipse tenemos que a = 7 y b  = 5. Como a2 = b1 +  cz, tenemos 

que c = v'a2 -  t í  = V49 ■ 25 = Vj¿4 -  2 Ve, Así que la excentricidad de la elipse es
e = c = 2Vé = 0_700

a 7
b} Como en los ejemplos anteriores, en este caso tenemos que transformar la ecua­

ción de la elipse de su forma general Axz + By2 + Dx + Ey + F = 0 a su forma

estándar =  1. Comenzamos con la expresión dada., agrupamos
a b

términos en x y en /, completamos cuadrados y simplificamos:

Bx2 +12 y 2 + 64* —72/ + 140 = 0 

8 x 2 + 64* + 12/a —72/ = 140 

8( * 3 + 8*) + 12(/£ 6 7 ) = - 1 4 0

8( * z + 8* +  16)-t 12(/ 2 — 67 + 9) = -  140 + 128 -1-108 

8(jt + 4)Z + \2{y -  B'f — 96

8 í *  + 4 )3 : 1 2 ( 7 - 3 )3 _ 9e 
96 96 96
{x + 4 f  (/ — 3)a 

12 8

Así, a2 = 12, b 2 = 3 y c = \'a2 -  b 2 =  V12 - 8 = V4 =  2. Por tanto, la excentricidad de la 

elipse es e  = — = -  0.577.
3 Vi 2

Ejem plo 36

Encontrar la ecuación en forma estándar de la elipse con vértices en V =4, 0- y ex­

centricidad e .
4

Solución
Como se puede notar, tenemos una elipse horizontal centrada en el origen, Aquí, el 
semieje mayor es la distancia del centro a uno de los vértices, así que a = 4. Por otro
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lado, la excentricidad es e - -  y en este caso e —, así que — — — =j- c = — — =  1 .
a  J 4 a 4 4 4

Finalmente. b  -  Va2 -  c2 =  v"16 — 1 = Vis : por tanto, sustituyendo en la forma estándar
x2 víde la ecuación de la elipse en posición horizontal, ¿ = ■*= tenemos que la ecua­

ción de la elipse es: a ^

^  + ¿  =  1 
1G 15

Ejem plo 37

Encontrar la ecuación de la elipse con ''vértices menores”: en ■ - 3 : 3) y (1,3 y con 
excentricidad: e  = 0.4.

Solución
Los vértices menores se refieren a los puntos extremos del eje menor. La distancia en­
tre estos dos puntos es 2¿>; entonces, en este caso tenemos que 2b = 4. así que b  = 2. 
El centro de la elipse es el punto medio entre estos dos vértices menores, por tanto el 
centro de esta elipse está en C.h,k\ = —1,3). Para hallar el semieje mayor a, usamos

el valor de la excentricidad e =  -c- = 0.4 y la relación a: = b 2 + c2. Luego, dividimos
a , , ,2 , ,a ,_.a

esta última expresión entre a- y así tenemos que: l2 — I—j + (— =¡' ls = ( -  ¡ + (0.4)f. 

Enseguida, despejamos a y obtenemos que a3 =
l x - h f  ( y - k f  Por tanto, usando f — 1, tenemos que la ecuación que estamos bus-

cando es í £ ± l ¿  + 
4

(f)
1.

Aplicaciones de la elipse
Las elipses tienen diversas aplicaciones en ía vida cotidiana. Aunque, sin duda, una de 
las aplicaciones más importantes es que las órbitas de los planetas alrededor del Sol o 
de los satélites alrededor de la Tierra siguen órbitas elípticas. De hecho, el astrónomo y 
filósofo alemán johannes Kepler i 1571-1630) postuló este hecho en sus famosas “leyes 
de Kepler" en las cuales hizo notar que los planetas describen órbitas elípticas y que el 
Sol está en uno de los focos. Lo mismo ocurre con la órbita de la Luna alrededor de la 
Tierra; esta órbita no es una circunferencia sino que es una elipse, de modo que la distan­
cia más cercana de la Tierra a la Luna es d m  = 356,425 kilómetros, aproximadamente, 
y la distancia más lejana de la Tierra a la Luna es d ni — 406710 kilómetros, aproxima­
damente. Con estos datos, es posible demostrar que la excentricidad de la órbita de ia 
Luna es e =s 0.934. En el caso de la Tierra y el Sol, la distancia de máximo acercamiento es 
d rSi = 147.1 x 10* kilómetros, aproximadamente, y la distancia de máximo alejamiento



es d rS2 =  152.1 x  106 kilómetros, aproximadamente. Entonces, ¿cuál es la excentricidad 
de la órbita de la Tierra alrededor del Sol? La respuesta es; e == 0.983.

Otra aplicación importante de las elipses es que estas cumplen con la propiedad de que 
un rayo emitido en un foco siempre se reflejará dentro de la elipse, de modo que con­
verge en el otro foco. Esta propiedad se usa en algunos aparatos en medicina para atacar 
tumores mediante reflexiones múltiples de ondas de choque de alta energía bajo el agua.

E jercicio s propuestos

59. Obtén ia ecuación de una elipse en posición estándar con focos sobre ei eje y.
2. %

60. Analiza la ecuación ^  ^  — 1 de una elipse en posición estándar con focos so­
bre el eje/ . P  a

En los ejercicios 61 y 62, analiza y construye un esbozo de la gráfica de la elipse,

61. I5* 2 + / 2 = 16

62. 4x2 + 36/2 + 16 * -  128 -  0

En los ejercicios 63 a 69 encuentra la forma estándar, el centro, los focos, los vértices 
y los vértices menores, y construye un esbozo de la gráfica de las elipses.

63. 2 5 jt  + 4y 2 -  32/ -3 6  = 0

64. 4 * ’ + 61 y 1 -  324 = 0

65. 25x2 + 49/ 2 + 400* -  392/ + 1 169 = 0

66. 36*" + 7 " T 648* + 67 E 28B9 = 0

67. 4* 2 + 64/2 -  4* + 64/ -  240 = 0

68. 9*- + 4/ 2 -  18* + 87 -  23 = 0

69. 100* 2 + 25/2 -  1200* -  500/ + 3600 = 0

70. Encuentra la ecuación de Ja elipse en posición estándar con focos en F¡ —3, 0 e 
intersección con el eje / en 0, —2 ¡, y construye un esbozo de su gráfica.

71. Encuentra la ecuación de la elipse en posición estándar con focos en W ± — r0j
/ S i  Be intersección con el eje y  en [0 i  — y construye un esbozo de su gráfica.

72. Encuentra la ecuación de la elipse en posición estándar con focos en .FÍO, =5 y 
vértices en V< 0, =6 ¡, y construye un esbozo de su gráfica.

73. Encuentra la ecuación de la elipse en posición estándar con vértices en V\ 0, =9 . 

excentricidad - , y construye un esbozo de su gráfica.

Introducción a las matemáticas. Ejercicios y problemas
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74. Encuentra la ecuación de la elipse con orientación estándar, focos en F, ; -  2, —Si
p

y F._ -2,1 y excentricidad e = —, y construye un esbozo de su gráfica.
O

75. Encuentra la ecuación de la elipse con orientación estándar, vértices en 
V, < - 8„ - 2  :■ y V..[ -  2, -2 )  y longitud de semieje menor de 2, y esboza la gráfica de 
la elipse.

76. Encuentra la ecuación de la elipse con orientación estándar, focos en F} [4, -  4 ! y 

F ,(12, 34) ,  excentricidad e  =  . y construye un esbozo de su gráfica.

77. Encuentra la ecuación de la elipse con orientación estándar, vértices en V.:. 6, -3 )  
y V2[ 6,7  vértices menores en 3,2:  y . 9, £ , y construye un esbozo de su gráfica.

78. Encuentra la ecuación de la elipse con orientación estándar, vértices en

V.' - 3 ,  - 4 1 y 1^(3. B'¡, y excentricidad e -  —.
6

En los ejercicios 79 y 80 determina la excentricidad de las elipses.

79. 9* 2 + 49y 2 -  441 = 0

80. 40*3 +  20y 2 -  800 = 0

En los ejercicios 81 y 82 determina las coordenadas del centro y la excentricidad, y 
construye un esbozo de la gráfica de las elipses.

81. 6*3 + 18y 2 + 60* -  lOBy + 204 = 0

82. 16*3 + I00y2 + 320* -  1600y + 6400 = 0

En los ejercicios 33 y 34 determina la excentricidad y construye un esbozo de la grá­
fica de las elipses.

83. 36*3 + 20y3 -  576* + 120p + I 764 = 0

84. 17*3 + 5y 2 -  374* -  60y + 2152 = 0

85. Encuentra la ecuación en forma estándar de la elipse con orientación estándar 
con focos enFj (1,5) y F2[ 1, 7), y excentricidad 0.5.

86. Determina la excentricidad y la posición de los vértices de la elipse

( * - 7 )2 (y  + 2 f  
14 9

87. Encuentra la ecuación de la elipse que tiene centro en C | ^ |  ], un foco en f] [ i  ,-| j 

y  un vértice en J. Calcula la excentricidad de la elipse y  construye un bos­

quejo de su gráfica.

83. Encuentra la ecuación de la elipse en posición estándar, con eje focal paralelo al 

eje *, eje mayor 2a = 7 y excentricidad e = * .
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7 .4  H ip é r b o la
En esta sección se estudia otra de las cónicas que tiene una forma analítica parecida a la 
elipse, aunque su gráfica es muy distinta, conocida como hipérbola. La hipérbola se de­
fine como el lugar geométrico formado por todos los puntos P del plano cartesiano tales 
que el valor absoluto de la diferencia de las distancias de P  a dos puntos fijos es una cons­
tante; sean F] y F2 estos dos puntos fijos, llamados focos. La relación matemática que 
define a la hipérbola es, entonces: \PFl — PF2j = 2a, donde a es una constante. La linea 
que pasa por ios focos se llama eje focal de la hipérbola; el punto medio entre los dos fo­
cos sobre el eje focal se conoce como centro de la hipérbola; los puntos de la hipérbola 
que cruzan el eje focal se llaman vértices; el segmento de recta que une los dos vértices 
se llama eje transverso de la hipérbola. La figura 7.32 muestra todos los elementos que 
conforman una hipérbola.

Figura 7.32 Elementos de una hipérbola.

En el ejemplo que se muestra en la figura 7.32 se eligió la distancia entre los focos 
2c = 10 y la distancia entre los vértices 2a = 4 ívéase más adelante).

Se dice que una hipérbola está en orientación estándar si su eje focal es paralelo a uno de 
los ejes coordenados. Pero si además de esto, el centro de la hipérbola está en el origen, 
se dice entonces que la hipérbola está en posición estándar, donde existen dos posibili­
dades: con los focos sobre el eje x o con los focos sobre el eje y.

La distancia del centro aun vértice se denota con la letra a  y se llama semieje transver­
so; la distancia del centro a uno de los focos se denota con la letra c y corresponde a la 
mitad de la distancia focal; la distancia del vértice a una de las asíntotas de la hipérbola 
perpendicular al eje focal se denota con la letra b y cumple que b2 =  c2 — a 2, con c >  a. 
Por su parte, el segmento de longitud 2b perpendicular al eje transverso que pasa por el 
centro se llama eje conjugado.
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Gráfica, ecuación y características de hipérbolas en posición estándar
Focos sobre e l  eje x 

Gráfica: figura 7.33.
l -

Ecuación: ~  =  1, donde tí1 = c2 — a 2,
a ' br

Además se tiene que c >  a  y c >  b.

F o c o s : O í ,  F2(c, 0).

Vértices: -  a, 0), V ja , 0).

Centro: C(0, 0).

Asíntotas: y = ± — x  
a

Figura 7 .33  Hipérbola horizontal ton  focos sobre el eje x. Fn este ejemplo se eligió c  =  5, a  = 4  =? b  =  3.

Focos sobre e l  eje y

Gráfica: figura 7.34.
v 2 3

Ecuación: —— — = 1 , donde b 2 =  c2 — a 2, 
a2 b1

Además se tiene que c >  a  y c >  b.

Focos: Fj(0, - c), F2{0, c).

Vértices: V,(0, —a), 17(0, a).

Centro: C(0, 0).

Asíntotas: y =  ± —x.
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F i guia 7.34 Hipérbola vertical con Focos sobre el eje y. En este ejemplo se eligió c  =  5, a  =  4=> b  =  3.

Así como con la elipse, para caracterizar la fo rm a  de la hipérbola se usa su excentrici-
C-dad, definida como e = —, Por tanto, para una hipérbola; c >  a. Así que e >  1 para una
a

hipérbola.

Dos hipérbolas que comparten las mismas asíntotas se conocen como hipérbolas 
conjugadas.

Si la hipérbola está en orientación estándar, pero su centro está desplazado al punto 
O h, k),x. se debe reemplazar por x -  h y y por y  k e n  la forma estándar de la ecuación 
de la hipérbola.

Hipérbola horizontal (con eje focal paralelo al eje x) y centro en O h, k¡:

Ecuación forma estándar:  -----:----- ' - =  1 .
b 2

Focos: F\ h — c, k].

Vértices: V (h ±  a, k).
hAsíntotas: y —k =  ± —( x —h).

Hipérbola vertical (con eje focal paralelo al eje y) y centro en O  h, k):

Ecuación forma estándar: ^  ^ — (x h) _  ^
a- Ir

Focos: r ( h ,  k ~ c ).
Vértices: V(h, k — a).

Asíntotas: y — k  — ± ^ ( x —h).
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Obtener la ecuación de una hipérbola en posición estándar con focos sobre el eje x. 

Solución
Sea P x, y .i un punto cualquiera sobre la hipérbola. Dado que los focos están en 
F .' -c ,  Oí y F jc ,  01, por la definición de hipérbola, tenemos que el valor absoluto 
de la resta de la distancia de P a F. menos la distancia de P a F2 es una constante: 
| AF, ~ PFZ ¡ = 2a. Esto es PFl -  PF2 = ±2<a. Así que:

' ¡ { x  +  c f  4  ( / - O ) 2 - f { x  — c f  +  ( y -  0 f  =  ±2a

Luego sumamos la segunda raíz en ambos lados de la igualdad, elevamos al cuadra­
do, desarrollamos y simplificamos:

' ¡ { x  +  c f  + ( y  - 0 )  =  ± 2 a  + > j ( x -  c f  + ( y - 0 ) 2

{ x  +  c f  4  y z  — 4aa ± A a ' i i x  — c ' f  +  ( y  -■ o f  +  (*  — c f  4  y 2

x 2  4 2xc + c 2  + y 2  -  4a‘ ±  4a \ j ( x  - c f  4 [ y  —  O f  + x 2  -  2 x c  4 c 2  4  y 2

4xc —4a2 = ± 4  a \ j ( x  c f  4  (7  -  0 f

x c  -  a 2  —  ± a y j í x  —  c f  +  ( y  -  0)̂

Enseguida, elevamos ambos lados al cuadrado y simplificamos: 

x 2 c 2 - 2 x c a 2  +  a *  = a 2 \ ( x - c f + { y - Q f ]  

x 2 c 2  2 x c a 2  4  a ‘  =  a3*2 -  2a z x c  4  a2c E 4 a 2 y z  

x 2 c 2  -  a 2 x 2  —  a ^ y 2  -  a 2 c 2 — a’ 

x 2 ( c 2 - a 2 ) - a 2 y 1  =  a 2 { c 2 - a 2 )

Ejem plo 38

De la figura 7.32 tenemos que:

Así que:

PF2 4  F.,F, > PF,, es decir 

F,F, >  PFí -  PF2

2c >  2a 

c > a

De esta manera, el término cz -  az debe ser positivo. Entonces, sea b z = cz -  a2, así que 
i a ecuación de la hipérbola queda:

b 2x ¿ -  a¿y ¿ = a¿b 2
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Lo cual nos lleva a la form a estándar de la ecuación de una hipérbola en posición 
estándar con focos sobre el eje x\

x2_ _ z l  =  1
a2 b 2

Comob 2 = c2 — a2 > 0. vemos q u e o a y c  > b.

Ejem plo 39
x2 y2Analizar 1a ecuación -r— — 1 de una hipérbola en posición estándar con focos 

sobre el eje x. a "

Solución
r2

2Si hacemos x  = 0, tenemos que ~  = - 1 =? y 2 — -b \  asi que no hay intersecciones 
con el eje/ . ^

y 2Pero si hacemos / = 0, tenemos que ~  = 1 -̂=' x  = ±a; así que la hipérbola interseca 
al eje x  en x  = ±  a. a“

Si sust ituimos —/ por /, obtenemos la misma ecuación, dado que y 2 = - y  )2:, así que la 
gráfica tiene simetría respecto del eje x.

Si sustituimos -x p o r x ,  obtenemos la misma ecuación, dado que x- — ( -x\2, así que la 
gráfica tiene simetría respecto del eje/.

Por tanto, la gráfica tiene simetría respecto del origen.

Si despejamos / en términos de x  obtenemos y  = ± — \¡x2 a2, así que x > 3 o x < a 
para que/sea real. a

Si despejamos x en términos de / tenemos que x  = =L — Vy2 f  b 2, así que / puede 
tomar cualquier valor. $

Conforme x  tiende a infinito o a menos infinito, tenemos que y = ± — v'̂ -2 -  a2 tiende
h ha y  =  ±---x, así que las rectas / — L —x  son asíntotas oblicuas de ia gráfica de la
a a

hipérbola.

Para dibujar la gráfica de la hipérbola, se marcan las intersecciones ± a  sobre el eje 
de las x, en tanto, los puntos = b  se marcan sobre el eje de las/, para formar el rec­
tángulo mostrado en la figura 7.33 se dibujan los segmentos de línea verticales sobre 
los puntos x  = =s, y los segmentos de línea horizontales sobre los puntos / = = b. Las 
diagonales de este rectángulo, extendidas hacía valores grandes de x o de -x .  son las 
asíntotas de la hipérbola. Luego, se dibuja la hipérbola hacia arriba comenzando en la

intersección x = a y acercándose cada vez más a la asíntota / = 4- — x. El resto de esta
a

rama de la hipérbola se puede dibujar considerando que la hipérbola es simétrica
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respecto del eje x .Una ves qu.e se tiene esta rama de la hipérbola, podemos dibujar la 
segunda rama, considerando que la hipérbola es simétrica respecto del eje 7 .

Ejem plo 40

Analizar y construir un esbozo de la gráfica de la hipérbola Ax1 -  2jr = 36.

Solución
Primero escribimos la ecuación de la hipérbola en su forma estándar dividiendo toda 
la ecuación entre 36:

9 4

jc YFigura 7.35 Gráfica de ia hipérbola — — — = 1.

Ejem plo 41

Analizar y construir un esbozo de la gráfica de la hipérbola 4/ 1 -  x1 = 36.

Aquí podemos observar que a;  = 9 =  a = 3 y  que b 1 = 4 =■ b  = 2. Por tanto, la dis­
tancia del centro al foco es c — a2 + b s fcv/9 +  4 =  %/l3. Entonces, se dice que la hi­
pérbola está en posición estándar : centrada en el origen ), con focos en F(±V13, 0) 
sobre el eje x; en este caso, las intersecciones con el eje x  son V' -3 ,  O i y las asíntotas

son y  = ± -  x. De esta manera., la gráfica de la hipérbola se muestra en la figura 7.35.
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Solución
Primero escribimos la ecuación de la hipérbola en su forma estándar dividiendo toda 
la ecuación entre 36:

9 3G

Así que £ — 3. b  = 6. Por tanto:

c -  */a^+bz -  v/9 + 36 = V'45 = 3V5 =6.71

Por tanto, la hipérbola está en posición estándar i centrada en el origen y como el 
signo del término y 2 es positivo, tenemos que el eje focal de la hipérbola es vertical,
y coincide con el eje y; por consiguiente, sus focos están en F[Q, 3-3^5) sobre el eje y. 
Por su parte, las intersecciones con el eje y, es decir, los vértices, están en Vi 0, =3: . 
y las asíntotas de la hipérbola están dadas por y = -0 .5 jt. La figura 7.36 muestra la 
gráfica de esta hipérbola.

y r2
Figura 7 .36  Gráfica de la hipérbola —7 — -  ̂=  1.

Ejemplo 42

Analizar y construir un esbozo de la gráfica de la hipérbola

4x2 -  25y 2 -  24x -  50y -  69 = 0.

Solución
Debemos completar los cuadrados en x  y en y.

4x2 -  25y E -  24a* -  50/ -  89 = 0
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Para ello: agruparnos los términos en x y en y:

Ax2 -  24* -  25y 2 -  50y  = 89

Aí x2 -  6x) -  2 5 (y2 +  2y)  = 89

Ahora, para completar el cuadrado, tomamos el coeficiente del término lineal, lo divi­
dimos a la mitad y lo elevamos ai cuadrado; el número resultante tenemos que sumar­
lo del lado derecho del signo igual, así tenemos que:

41.x2 -  Bx + 9) -  25¡>z + 2y + 1 i = 89 + 4(9) -  25;. 1)
Esto se puede escribir como:

4l> — 3)z — 25(y+ !)*=  100 
Enseguida, dividimos todo entre 100, para llegar a la íorma estándar de la hipérbola:

( *  3 f  [y + í f  
25 4

Como el signo del coeficiente que acompaña a x 2 es positivo, tenemos una hipérbola 
horizontal con eje focal paralelo al eje x. Comparando esta expresión con ia íorma 
estándar de una hipérbola horizontal con orientación estándar y centro en C-'h. k::
í X ti ̂-— -j-*-— —— =¿1, tenemos que el centro está en C[ h, k = 3 , - 1  . 

a b
A diferencia de la elipse en ia que a Jb, en el caso de una hipérbola no tene­
mos esa restricción y puede ser que £ > b  o que b  >  a. En este caso, vemos que
a = 5, Jb ^ 2 =? c  = 'la2 + b 2 = ^25 -i- 4 = >/29. Por tanto, la posición de los focos es
F ( J ] ± c , ¿ )  = (3 ±^29,  1). Los vértices están en V¡h ±  a, k¡ = 13 = 5, - 1 : = : -2 , -1 )

y : 3, -  11. En este caso, las asíntotas están dadas por y  - k  =  ± —[x  - h) ,  es decir:

y  + I = ± | ( * - 3 ) ,

Para construir la gráfica de la hipérbola, dibujamos líneas verticales que 
pasen por los vértices y líneas horizontales que pasen por los puntos 
h; k  = b  - = 3 , - 1  = 2 = ! 3, —3) y 3,1 : así, estas líneas forman un rectángulo en el 

centro de la hipérbola, Si prolongamos las diagonales de este rectángulo obtenemos 
i as asíntotas de la hipérbola. Por último, dibujamos la hipérbola desde los vértices 
hacia las asíntotas; la gráíica de la hipérbola se muestra en la figura 7.37.

Finura 7,37 Gráíica de ia hipérbola —— —  .. — l
25 4
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E jem p lo  43

Analizar y construir un esbozo de la gráfica de la hipérbola

25/2 -  9* 2 -  200y  -  36* + 139 = 0.

Solución
Procedemos como en el ejemplo anterior; primero para completar los cuadrados en 
* y  en 7 :

Primero agrupamos los términos en *  y en/;

25y 1 -  200y  -  9 * : -  36* = -1 3 9  
251y  _  Qy )  _  g < y  +  4 z )  =  - 139  

Ahora completamos los cuadrados:

25-,y 2 -  8 7 + 16) -  9Í* 3 + 4* + 4) = -139  + 25i 16) -  9 4:

Esto se puede escribir como:
25( y  -  4)2 -  9 ( *  +■ 2)2 =  225 

Enseguida, dividimos todo entre 225 para obtener ia forma estándar de la hipérbola:

( y - A f  (x + 2 f
9 25

1

el punto C: h, k  : —— ^ — 1. Como podemos observar aquí: el centro está

Como el coeficiente que acompaña al término/ 2 es positivo, tenemos una hipérbola 
vertical con su eje paralelo al eje 7 . Comparamos la expresión que obtuvimos con 
la forma estándar de una hipérbola vertical con orientación estándar con centro en

, ( y - J Q 3 ( x - h f
aa b 2

sn C (h ,k  = '-2,4'1. En este caso, a = 3 y Jó = 5. Además, c = Va2 + Jb3 - v 2 5  + 9 = V34.
Por tanto, la posición de los focos es F ( h ,k ± c )  = (-2A ± 'Í34 )'f los vértices es­
tán en V\h, k  ±  «a; = í — 2 , 4 ±  3 ; = -2 ,  1 y . -2 , 7); las asíntotas están dadas por

a  O
y  -  k  = ± —(* h), es decir: 7  4 =  ±~- (x  + 2). Ahora procedemos como en el ejem-

Jb 5
pío anterior y construimos la gráfica de 1a hipérbola que se muestra en la figura 
7,38.
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Figura 7,38 Gráíica de la hipérbola id— í -̂ - — I.
25

Ejem plo 44

Analizar y esbozar la gráfica de 16y2 -  64y 1 -  64x -  3B4y -  1536 = 0, 

Solución
Como en los ejemplos anteriores, para completar los cuadrados en x y en/: 

Primero agrupamos los términos en x y  en y\

I6x ¿ -  64x -  64y2 -  364y -  1536 = 0

Ahora íactorizamos:

16(x; - 4 x ) ~  64i.72 + 67) = 1 536 

Enseguida completamos cuadrados:

16 V  -  4x + 4) -  6417a + 67 + 9) = 1536 + 16(4) -  64(9)

Esto se puede escribir como:

161.x -  2 f  -  64i.7 + 3 ,2 -  1024 

Ahora dividimos todo entre 1024:

l x - 2 ?  (y + 3)2
64 16

= 1
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Como el coeficiente que acompaña al término x2 es positivo, tenemos una hi­
pérbola horizontal, con su eje paralelo al eje x. Comparando la expresión ante­
rior con la forma estándar de una hipérbola horizontal con orientación están­

dar y centro en ^ =} ;  tenemos que C h, k  = (2, —3;,
a b

a = 3 y b  = 4, además c  = Va* + b 2 ^  VG4+16 = V80s?2V2G. Por tanto, la posi­

ción de los focos es F ( A±c ,A: -  {2±  3 j. En tanto, los vértices están en
V\h ±  a.Jt) = (2 =  8, -3 )  = ( - 6 ,  - 3 )  y (10, -H3).Para una hipérbola horizontal, las asín­

totas están dadas por y  - k  ± - ( x -  A), es decir; 7-t-3 =  ± - ( ^  2). La figura 7.39
a 2

muestra la gráfica de esta hipérbola.

Figura 7 ,39  Gráfica de la hipérbola ' '  — J =1.
64 16

Ejem plo 45

Analizar la excentricidad e = — de una elipse y de una hipérbola.
a

Solución

Para una elipse, 0 < c  <  a, así que 0 < —_  e < 1. Entonces, la excentricidad determina 
la forma de la elipse como sigue; a

* Si e  es pequeña, es decir, si e es cercana a 0, entonces c es pequeña comparada
con de aquí que b  =  v'a2 - c2 es cercana a a. En este caso, el eje menor y el eje 
mayor de la elipse son más o menos del mismo tamaño, y la elipse se parece a un 
círculo . la palabra excentricidad significa que se aleja del centro i.

• Si e es grande, es decir, si es cercana a 1, entonces c  es cercana a a, por tanto el 
semieje menor es cercano a 0. En este caso, el eje mayor de la elipse es mucho 
mayor que el eje menor y la elipse tiene una forma muy elongada.



Capitule 7 • Geometría analítica 4 0 9

Para una hipérbola, c >  3. asi crue -  = e > 1. La excentricidad determina la forma de
a

ia hipérbola restringiendo la pendiente de Las asíntotas de la siguiente manera:

• Si e es pequeña, es decir, si e es cercana a 1, entonces c es cercana a a. asi que 
b = f e *  a* es cercano a 0, En este caso, las asíntotas que tienen pendientes

h  ax - o í ^  que aparecerán cercanas a los ejes sobre los crue están los vértices y la 
a b

hipérbola tendrá la forma de una horquilla muy cerrada.

• Si e  es grande, es decir, mucho mayor que 1. entonces a es pequeña comparada
con c, así que b  = Ve2 -  a2 es cercana a c, por tanto será grande comparada con 
s. En este caso, las asíntotas aparecerán lejos de los ejes sobre los que están los
vértices y la hipérbola será muy abierta, tendiendo sus dos ramas a ser dos líneas
paralelas.

E jem p lo  46

Encontrar la ecuación de la hipérbola en posición estándar con focos en PT(±3,0) e 
intersección con el eje x  en ( ± 1 , 0), y construir un esbozo de su gráfica.

Solución
En este caso, la hipérbola está en posición estándar con focos a lo largo del eje x. así

y2 V3
gue su ecuación es déla forma ̂ r- ~  =  l. Por tanto, a partir de la posición de ios focos

b
sabemos que c = 3. mientras que a partir de la posición de los vértices sabemos que 
a = l .  Con estos datos, podemos encontrar el segmento b ■ Ve2 -  a3 = y 32 - 12 = Vs.

x 2 v 2Por consiguiente, la ecuación de la hipérbola es —  -  ? La figura 7.40 muestra la 
gráfica de esta hipérbola. * ®

iT

jc yFigura 7,40 Grátiua di? la hipérbola 1 -  ■— =1,
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Ejem plo 47

Encontrar la ecuación de la hipérbola en posición estándar con focos en F. 0, - 4 )  y 
F j  0 , 4 y asíntotas dadas por las rectas y = ± 2x ,y  construir un esbozo de su gráfica.

Solución
Por la información dada, sabemos que c = 4. Entonces, tenemos una hipérbola con su eje 

focal que coincide con el e je j ,  así que sus asíntotas están dadas por las rectas y  -  ± —x\

por tanto, en este caso: -- =  2. En el caso de una hipérbola, al utilizar la relación entre
b

los parámetros a . ¿ y c  tenemos que b 1 = c2 -  a.2, luego dividiendo toda esta ecua­

ción entre b z y sustituyendo los valores de o y de —, nos queda que 1 =  -  4, lo
b  b

4 8cual implica que b  — - h  y que a *== - f - ,  Ahora, ai sustituir estos valores en la forma
v5 v5

estándar de la ecuación de una hipérbola vertical en posición estándar, tenemos que 

1. La gráfica de esta hipérbola se muestra en la figura 7.41.
2 Zy X

í64"l fie)
l 5 i i 5 1

y x3RpiK7.11 Gráfica de la hipérbola —--------  —  1.(?) 1?)
Ejem plo 48

Encontrar la ecuación de la hipérbola en orientación estándar con vértices en 
V, 6S - 2 :  y Vr? 6,8), y excentricidad e = 2, y construir un esbozo de su gráfica.

Solución
El centro de la hipérbola está en el punto medio entre los dos vértices, así que 
C:h;k', = 6 ,3 . Como sabemos que la distancia entre los dos vértices es 2a. por tanto,
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a = 5. Como también sabemos que la excentricidad es e  = 2, entonces c = 2 y, por 
tanto, c = 2a = 10. Por último, Jb =  ^c2 -  a2 = VlOO 25 = */l5.

Como el eje focal de la hipérbola es paralelo al eje y, su ecuación es de la forma
.2 2

ÍZ—^  -* :x - 1. asi que ]a ecuación de la hipérbola que estamos buscando es:
a2 b 2

( y - 3 ) 5 ( x - e f  !
25 75

La gráfica de esta hipérbola se muestra en la figura 7.42.

2 2
Figura 7.42 G ráika de fa hipérbola — — ——  — — —  =  1.

25 75

E jem p lo  49

Encontrarla ecuación de la hipérbola horizontal en orientación estándar, con distan-
o

cia del centro al foco c = 4 y asíntotas y + 3 = ±  ,— (jt +  5), y construir un esbozo de 
su gráfica.

Solución
Sabemos que las asíntotas de una hipérbola horizontal están dadas por las rectas

/- í : = ± ~  (jr + Ji); entonces, comparando con la información dada tenemos que 
a

Cih, k' = ( - 5 ,  - 3 :  y que — =  . Por otro lado, tenemos que b 2 = c 2 -  a2. Al di-
3 %/!2

hyidir todo entre a2 y usar el valor dado de c tenemos: - 1=:- - 1 ,1o
a 2 a 2 12 a

16
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cual implica que a = VÍ2 y que, por tanto, b  -  2. Si usamos la forma estándar de2 2
una hipérbola horizontal con centro en ■ h , k ,: ^  ' = teTierrL0S ĉ ue

— i p - ■ —  =  1- La figura 7.43 muestra la gráfica de esta hipérbola.

Figura 7 .43  Gráfica de la hipérbola —  =1.
12 4

Ejem plo 50

a a
Analizar y construir la gráfica de la hipérbola - -  ~ l,

1 *  r  16 25
Solución
En este caso, la hipérbola está en posición estándar, por lo que su centro está en el 
origen C:,h,k = (0,0). Como el coeficiente que acompaña a x2 es positivo, tenemos 
una hipérbola horizontal con eje focal paralelo al eje x. AI comparar con la forma 
estándar de La ecuación de la hipérbola vemos que a = 4 y b  — 5. Como b 1 -  c2 -  a2,
tenemos que c¿=V41. En este caso, los focos están en F (± c ,0 ) = ( ±^41,0); los vértices

están en V- =a, 0 = ■ =4, Oi; las asíntotas son las rectas y  = ± —*  ==fc— * y l a  excentri-
I— a 4

cidad de la hipérbola e s e - - - -  - - L.60. La gráfica de esta hipérbola se muestra
en la figura 7.44. a 4
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x1 Y2Figura 7,44 Gráiiuíi de L¿ hipérbola   — L,
16 25

Ejem plo 51

Analizar i a hipérbola 2ŷ  -  ¡Orí1 + 16/ -  160* -  628 = 0, determinar la posición de 
los focos, de los vértices, sus asíntotas, su excentricidad y construir un esbozo de su 
gráíica,

Solución
Primero agrupamos términos en *  y en y, y factor izamos:

2 f  ~ 10^ + 16/ -  160* -  623 = 0 

2f  + 16/ -  10jé -  160* = 626 

2 { f  + Sy) -  10(*= + 16*: = 623 

Ahora completamos cuadrados en *  y en y:

2 ( y 2 + 8y + 16) -  10(*2 4 16* + 64) =  628 4- 2(16) -  10(64)

2(y + 4)B - 1 0 { *  4 8)2 = 20

k ± í £ l í £ ± 3 L i  
10 2

Como podemos observar, tenemos una hipérbola con orientación estándar, con eje 
focal paralela al eje y y centro en Cíh, £) = ( -8 . - 4  ', cuyos parámetros son a =  vio,

b  = V'2 y e -  'Ja2 4- JbE -  vÍQ + 2 =  *12 . Los focos están en F {h ,k  ±  c) = ( -8, -4  i  Vl2);

4 1 3
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los vértices están en V (A, A ±  a) =  ( -8,  - 4 + VIO); las asíntotas, y  -  k  =  (jt A), son
r~  ^

y + 4 =  +Vs [x + 8); la excentricidad de la hipérbola es e  — — — J —. y su gráfica se 
muestra en la figura 7.45. a 5

Figura 7*45 GráIlea de la h i p é r b o l a  ̂ 1 - 1 - 1 - ^ .  l.

Ej emplo  52

Encontrar la excentricidad de las siguientes hipérbolas.

a) =  1100 10
b }  3 /  -  -  67 -  3x -  6 =  0

Solución

a) De la ecuación de la hipérbola tenemos que a = Vi00 =  10 y ib = VÍO. Así que
c =  Va3 -t b 2 =  VI00 + 10 -  Vi 10 . Por tanto, la excentricidad de la hipérbola es;

e = c =  J l l 0 55 = 1  0S
100 Vso

b) Como en los ejemplos anteriores, tenemos que transformar la ecuación de la hi­
pérbola de su forma general, Ax2 + + Dx + Ey + F = 0, a su forma estándar
(y ~ k f  {x  -  A)

2

-  3. Así pues, comenzamos con la expresión dada, agrupamos2 . a
a b

términos enx y en y, completamos cuadrados y simplificamos:
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3 y z -  2 x z - 6 y  -  8 x - 1 1 - 0  

3 y 2 - G y - 3 x 2 - 8 x  =  U  

3 ( y 2 - 2 y )  2(jt2 + 4*) = 11 

3 ( y z - 2 y  + l)- 2 ( x s + Ax  4) = 11+ 3 ( 1 ) - 2(4) 

3 { y - l f  - 2 ( x  +  2 f  =  6 

( y - l ¿ _ ( *  +  2 ¿  =  1

Asi:

a =  y/2, b  = V 3 , c =  Vaa + b 2 =  H- 3 =  '¡5 

Por tanto, la excentricidad de la hipérbola es:

e = ■— = = 1.53

Ejem plo 53

Encontrar la ecuación en forma estándar de la hipérbola con vértices en V =4, 0: y 
excentricidad e  = 4.

Solución
Los vértices están sobre el eje x, así que tenemos una hipérbola horizontal. Además, 
el punto medio entre los vértices es 0,0), así que la hipérbola está centrada en el ori­
gen, C .h ,k : — 10,0). Como la distancia del centro al vértice son 4 unidades, tenemos
que a = 4. Además, sabemos que e = 4. y como e  -  c -  4. tenemos que c  = 4a = 16.

a
Por ultimo, como c- = a2 +  b 2, tenemos que 162 -  42 +  b 2 =t- b — v'240. Por tanto, la

* Va
ecuación de la hipérbola es —------ — = 1.

*  16 240

Ejem plo 54

Encontrar las asíntotas de la hipérbola vertical centrada en el origen con un vértice 
en V.. 0 .8 1 y excentricidad e = 1.1.

Solución
La distancia del centro al vértice son 8 unidades, así que a = 8, Además, e = 1,1, así que

— = 1.1 => c =  I. la = 1.1(8) = 8.8. Como c* = aa + Jb2 =* 8.8E = 82 +  b 2 => b  =  Vl3.44. 
a
La ecuación de las asíntotas de una hipérbola vertical centrada en el origen es

3 Qy = ± — x. Por consiguiente, en este caso las asíntotas son: v — — x =  2.18x.
h  y  ^13.44
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Aplicaciones de la hipérbola
Una de las aplicaciones más comunes de las hipérbolas es en la localización de puntos 
en el espacio. Por ejemplo, para ubicar la posición de un punto P  se usa un par de radio­
transmisores, 71 y 712, y se emite una señal de radio desde cada uno de los transmisores, 
con lo cual se registra ta diferencia en ios tiempos de llegada de la señal del transmisor 
71 a P y del transmisor T2 a A Al conocer Ja distancia entre ambos radiotransmisores 
se puede establecer que el punto, P, pertenece a una hipérbola dada con una ecuación 
conocida. Si se repite este procedimiento para otro par de radiotransmisores 51 y 52, se 
establece que el punto, P, pertenece a una segunda hipérbola dada con ecuación tam­
bién conocida. Al hallar la intersección de estas dos hipérbolas se puede determinar la 
posición del punto P. Este es el principio que se usa en ei sistema de navegación LORAN 
(siglas en inglés de Long Range Navigation), para ubicar la posición de barcos o aviones. 
Sin embargo, hoy día este sistema de localización está siendo desplazado por el sistema 
de localización satelital más avanzado GPS (siglas en inglés de G lobal Positioning Sys­
tem), que funciona en base a triangulación.

E jercicio s  propuestos

39. Obtén la ecuación de una hipérbola en posición estándar con íocos sobre el eje y.

v* 290. Analiza la ecuación 2— 2L = \ ¿e una hipérbola en posición estándar con focos 
sobre el eje/, 3 ■

En ios ejercicios 9 i y 92 analiza y construye un esbozo de La gráfica de la hipérbola 
dada.

91. í6 j t  - y 2 -  16

92. 9y2 -  25x2 -  £25 = 0

En los ejercicios 93 a 99 encuentra la forma estándar, el centro, los focos, los vértices, 
las asíntotas y construye un esbozo de la gráfica de las hipérbolas dadas.

93. 9¿r2 -  49y2 -  90jt + 294y  -  657 = 0

94. 25y 1 -  8\x: -  200/ -  1 625 = 0

95. 36x2 -  9y 2 + 360x + 576 = 0

96. y 2 -  4x2 -  12y -  64* -  221 = 0

97. 4x2 -  4y2 + 56* -  12/ + 171 = 0 

93. 4y2 -36x'- + 32/+ 432x -  1241 = 0

99. 324*2 -  100y2 -  2263x  + 500/ + 1319 = 0
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100. Encuentra la ecuación de la hipérbola en posición estándar con focos en 
F(0, ±4 ; e intersección con el eje y  en V(0._ ±2), y construye un esbozo de su 
gráfica.

101. Encuentra la ecuación de la hipérbola en posición estándar con focos en

F. ' - 8, 0' y f,(B , Oj e intersección con el eje x en V j + — , 0 1. y construye un es­
bozo de su gráfica. ^

102. Encuentra la ecuación de una hipérbola en orientación estándar con focos en 
Fl 1,5 y F. 1, 7 ■ y excentricidad 2, y construye un esbozo de su gráfica.

103. Encuentra la ecuación de la hipérbola en posición estándar con vértices en 
V(0r ± 2), excentricidad e = 9. y construye un esbozo de su gráfica.

104. Encuentra la ecuación de la hipérbola en posición estándar con focos en 
FjfO, — 6) y F ÍO ,6j ,y  asíntotas dadas por las rectas y = —x.

105. Encuentra la ecuación de la hipérbola con orientación estándar con focos en 

F 3 , 6  y F. 11,6), y excentricidad^.
O

106. Encuentra la ecuación de la hipérbola horizontal con orientación estándar, dis­

tancia del foco al centro c = 6 y asíntotas y  - 4 = ■ 5), y construye un
esbozo de su gráfica.

102. Encuentra la ecuación de la hipérbola vertical (es decir, con su eje paralelo
sal eje y)con distancia del centro al vértice á = 3 y asíntotas y  + 3 =  ± y- {x 3).
¿i

Calcula la excentricidad de la hipérbola y construye un esbozo de su gráfica.

103. Encuentra la ecuación de la hipérbola vertical con distancia del centra al foco 

—  - y asíntotas / + 8 = =S-x — 6'¡. Calcula su excentricidad y elabora un esbozo
o

de su gráfica.

109. Determina la excentricidad de las siguientes hipérbolas: 

a)
9 5

b) x 2 -  y 2 + Sx +  34 = 0

110. Determina la excentricidad de la hipérbola 4y; -  16x: + £4y + 64x -  92 = 0.

111. Determina las coordenadas del centro y la excentricidad de la hipérbola 
25y- -  9^  -  300y -  a ix  + 594 = 0, y construye un esbozo de su gráfica.

112. Determina las coordenadas del centro y las asíntotas de la hipérbola 
l x 2 -  ÉBy2 + 1 l£x ¡É 322 = 0, y construye un es bozo déla gráfica de la hipérbola.

113. Determina la excentricidad y la posición de los vértices de la hipérbola 
23y3 -  I4x2 + 230y + 253 = 0 :y construye un esbozo de la gráfica de la hipérbola.
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114. Determina la posición de los focos y las asíntotas de la hipérbola 3 jt  -  Sf- -  36x 
-  3 2 j + 52 = 0, y construye un esbozo de su gráfica.

115. Determina la posición del centro, de los focos y de los vértices de ia hipérbola 
9\y- -  14jt’ + 162y -  84x +  477 = 0, y construye un esbozo de su gráfica.

116. Encuentra la ecuación en forma estándar de la hipérbola con orientación están­
dar con vértices en V,' -3 , 61 y V.< 3, 6) y excentricidad e =  vlG, y elabora un 
esbozo de su gráfica.

IIZ. Encuentra la ecuación de la hipérbola que tiene centro en C ( - 5 , 7), un vértice

en V ¿—5,9) y un foco en F¿ ( - 5, — V Determina su excentricidad y construye un
bosquejo de su gráfica, ' 2 '

118. Encuentra la ecuación de la hipérbola en posición estándar, con eje focal para­
lelo al eje x, longitud del eje transverso 2 y excentricidad e = va.

Bibliografía
Barnett, Raymond, A.; Ziegler, Michacl R. y Bylecn, Karl, E. (2000). P recálcu lo: Funciones y  gráficas. 4a cd., 

México, McGraw-I ülL

Cobnrn, John, \V. (2007). Precalculus, l a c d ,  USA, McGraw-Hill.

Cohcn, David (J998), Precalculus with unit-circle trigomvnetry, 3a cd., USA, Brooks/Cole ídiblishing 

Company.

Demana, Eranklm, D.; Waits, Bcrt, K.; Folcy, Gregory, D. y Kennedy, Daniel (2007). Precálcu lo: gráfico, nu­

m érico y algebraico, México, Pcarson, Addison Wesley.

Lai'son, Ron y Hostctler, Robcrt (2006)*Precálcu lo. 7a cd., México, Editorial Reverte.

Sokowski, Earl y Colé, jeffcry (2011). Álgebra y  trigonom etría con g eom etría  analítica. 13a ed,, México, Ccn- 

gage Learning,

Stcwart, James; RcdJín, Lothar y Watson, Saicem (2012). Precálcu lo: M atem áticas p a ra  el cálculo. 6a cd., 

México, Cengagc Lcarning,

.Sullivan, Michacl (2008). Precalculus, fia cd., USA, Pearson, Prenticc Hall.


	Introducción a las Matemáticas - Ejercicios y Problemas2 
	Introducción a las Matemáticas - Ejercicios y Problemas3 

