A. AREAS DE FIGURAS PLANAS.

En Geometria Elemental se conocen las férmulas para hallar el area de cual-
quier regién limitada por una poligonal cerrada. Ahora bien, si una regién
estd limitada por alguna linea curva, como es el circulo, el area se expresa
como un limite de las areas de poligonales “préximas”. Kl procedimiento
descrito en el capitulo anterior para definir el concepto de integral de una
funcién consiste precisamente en aproximar la funcién por funciones esca-
lonadas; si consideramos una funcién y = f(z) no negativa en un intervalo
[a, b], la integral inferior es el limite de la suma de las dreas de los rectdngu-
los inscritos en la regién limitada por la curva y = f(x), el eje OX y las
rectas * = a y x = b, y la integral superior es el limite de las areas de los
rectangulos circunscritos a dicha regién. De este modo podemos definir el
area de dicha regién como la integral de la funcién f en el intervalo [a,b].
En general,

Dada una funcién y = f(x) integrable en un intervalo [a,b], el drea de la
region limitada por la funcion, el eje OX y las rectas x = a y x = b se define
como

Az/ablf(w)\ d.

Observacion: El valor absoluto de la funcién es debido a que en los inter-
valos donde la funcién es negativa, la integral también es negativa y su valor
es opuesto al del area correspondiente.

En la practica, para eliminar el valor absoluto en el integrando, debemos
determinar los intervalos de [a,b] donde la funcién es positiva o negativa y
descomponer la integral en suma de integrales correspondientes a cada uno
de los intervalos indicados colocando el signo adecuado. Asi, en la figura
adjunta, el area se expresa como

A:/arf(x)dx—/rsf(:c)dﬁ/sbf(w)dx.
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En particular, si la funcién estd expresada en forma paramétrica z = z(t), y =
y(t), el area viene expresada como

A= /yd:r—/ y(t) - 2/(t) dt,

donde a = z(ty), b= x(t1).

Regiones mas generales que las descritas son aquellas que estan limitadas
por dos funciones y = f(z), y = g(x) entre dos rectas verticales © = a y
x = b. En este caso el area se expresa mediante la férmula

/!f 7)) da.

y=£(x)

y=g9(x)

En el ejemplo de la figura, el drea se descompone como:

T S b
A= [lgw) = ) do+ [ 1#@) ~ gla)) o+ [ lgla) - f(o) d.

Si la regién esta limitada por dos curvas y = f(x), y = g(z) entre dos
rectas horizontales y = ¢ e y = d, consideramos las funciones inversas
e 1ntegramos respecto a la variable y. El area se expresa entonces como

A= /|f <>|dy

y=£(x)

y=g9(x)

En el ejemplo de la figura, dicha integral se descompone como
r d
A —/ [~ ) — 97 ()] dy+/ 97" (v) = 1 (W)] dy.

39



PROBLEMA 11.4

Hallar el drea de la figura limitada por la recta x = 2a y la hipérbola

2 2
T
a b2
Solucion

De acuerdo con la figura, el drea se obtiene como
2a
A = 2/ b/ (x/a)? —1dx
a

2 _ 42
_ [fmrz_a2_abm 2+ VP —a
a a

2a
] = ab2Vv/3 — In(2 4+ V/3)].

a

PROBLEMA 11.5

Hallar el drea limitada por la curva y? = 2*(4 + z).

Solucién
10

-5

=10

Como la figura estd determinada por el intervalo z € [—4,0] y es simétrica
respecto al eje X, el area sera

Azz/_imQ\/mClx: [4(4+m)3/2<(4+x)2 84 +ta) +16>](i4: 1096

7 5 3 105
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PROBLEMA 11.8

Hallar el drea limitada por la curva = = (y% + x)2.

Solucion

En forma explicita, la ecuacién de la curva es y = ++/y/z —x. Como la
grafica es simétrica respecto al eje OX, el drea viene dada por

1
1 sent
A =2 JVr—ade= bio = — /T =
/0 VI —x dw (camlo2 NG 2)
1 2

™/ 1]t sen2t cos®t /2 T

2
= = os“t- (1l —sent)dt== |-+ + = _.
2/7T/2C S ( 5¢ ) 212 4 3 /2 4

PROBLEMA 11.9
2
Hallar el drea encerrada por la curva y? = %(a2 — z?).

Solucion

De acuerdo con la figura y gracias a la simetria, tenemos:

a /2
A = 4/ TVa — 22 do = (cambio x = asent) =4a2/ cos’t - sent dt
0o @ 0

42 _cos3t T2 a2
3 1o 3
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PROBLEMA 11.18

Dada la curva de ecuacién y = 23 y la recta y = Az (ver figura),
demostrar que la regiom S; limitada por la curva y la recta en el
intervalo z € [0,a] tiene la misma drea que la regién Sz limitada
por la curva y el eje X en el mismo intervalo.

Solucién

Como la recta pasa por el punto (a,a?), se debe cumplir que a® = \a, es

decir \ = a2.

Al calcular cada una de las areas mencionadas obtenemos

a A2 24" 22a2—at ot
_ R NI A _a
S = /0()\33 x°) dx [2 4]0 1 1

a 47a 4
3 x a
= d pr— —_— == —
S2 /Ox ! |:4:|0 4’

lo que prueba el enunciado.

PROBLEMA 11.19

Hallar el drea de la figura encerrada por la pardbola y = x2/4 y la

de A LYy = ———.
curva de Agnesi y P
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Solucion

-2 2
Los puntos de interseccién de ambas curvas son solucién del sistema formado
por ambas ecuaciones. Tenemos que:

2
8
LA et 4 da? =32 2% = 24+ V1132 = —246.
4  12+4
Como la solucién 22 = —8 no es real, sélo es posible 22 = 4 = x = +2. El

area es entonces, teniendo en cuenta la simetria de la figura,

2 2 2 2
8 x 8 T
—C T dr=2 _° Ty
/_2{x2+4 4] v /0[:£2+4 4] v

312

r T 4
= 2|darctg= — —| =27 —-.
[angZ 12]0 T3

A

PROBLEMA 11.20

T
Calcular el drea limitada por las curvas y = 22, y = sen 5

Solucion

Como se observa en la figura, la region que limitan dichas curvas se encuentra
. . T .
en el intervalo [0, 1] en el cual la funcién y = sen - queda por encima de

W\

Yy =x°.
El area es entonces




PROBLEMA 11.28

Calcular el drea de la regiom limitada por las grdficas de f y g en
el intervalo que se indica en cada caso:

a) f(z) =V, g(z) =2* en [0,2].
b) f(x) =z(z? - 1), g(x) =2 en [-1,2].

Solucion

a) Los puntos de interseccién de las curvas son

y=+vr, y=2*=z=2'=21=0, z=1.

\

0 1 2

El drea se descompone entonces como la suma

_10—-4V2

A:/Ol(ﬁ—xQ)dx+/l2(x2—ﬁ)dx 3

b) Los puntos de interseccién de las curvas son:

y=2(?-1), y=z=2(*-1)=z=0=0,z=v2 z=—V2
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El area se obtiene entonces como:

2

A = / o(z® — 1) — 2] da

-1

0 V2 2 11
= / (2% — 22) dx+/ (22 — %) d:c—i—/ (2% — 2x) do = —.
—1 0 \/§ 4

PROBLEMA 11.29

Calcular el drea limitada por las regiones y < 22 +1, y > 22 — 9,
y<3—=zx.

Soluciéon

Calculamos los puntos de interseccién de las curvas:

y:mQ—{—l,y:S—x :>:132+x—2:0:>x:—2,93:1;
y=x>-9, y=3—=z =4z -12=0=2=—4, z=3.
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El area queda entonces como la suma de las siguientes integrales:

-2 1
A = / [(3—$)—(:U2—9)]dx+/[($2+1)—(:L‘2—9)]dx

—4 —2

3
— ) — .752— X
+/1[<3 ) (2 —9)d

—2 1 3
= / (—x2—a:+12)dx+/ 10dx+/(—x2—x+12)da::
1

—4 -2

158

3

PROBLEMA 11.30
Calcular el drea comprendida entre las cuatro pardbolas

v =a, yt =21, 2’ =y, a? =2y

Solucion

Los distintos puntos de interseccién son los siguientes:
x2:2y,y2:x :>x:O,x:41/3;
332:y,y2::x — =0, x=1;

=y, =2 :>1::O,m:41/6;
$2:2y,y2:2x —z=0, z=2.
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El area es entonces

A_/141/6[x2—\/§] dx+/

41/6

41/3 2 1
[V2z — /] d:):—i—/ [V2z — 27 /2] dng.

41/3

PROBLEMA 11.31

Calcular el drea de la figura interior a la circunferencia z2 + (y —
1)2 =5y a la pardbola z = 2(y — 1)%.

Solucion

Los puntos de interseccion de ambas curvas son:
?+(y—1)? =5 2/2=(y-1)° =22 +2-10=0=2=2, 1= —5/2.

Como la pardbola estd definida en = > 0, sdlo es posible la solucién x = 2
lo que da los puntos (2,0) y (2,2).

NS

Como debemos descomponer la integral en dos sumandos para integrar res-

61



pecto a la variable x, integramos respecto a y, lo que da lugar a:

2
A = / [\/5—(y—1)2—2(y—1)2} dy
0

5 y—1 y—1 2 517 1 2
= |=arcsen +Z /55— (y—1)2—-=(y—1 = bHarcsen — + —.
Savesen L oL =1 - S 17| T+

PROBLEMA 11.32

Encontrar el drea de la regiom comin a las circunferencias C7 :
22+ y? =4, Cy: 2% +y? = 4u.

Solucion

Los puntos de interseccién de las circunferencias son (1,v/3) y (1, —v/3), de
modo que, si integramos respecto a la variable y, el area puede expresarse
como la integral

V3 V3
A = 2/0 [\/4—y2—(2—\/4—y2)]dy=4/0 (Vd—y*—1)dy

V3 8
4[%\/4—y2+2arcsen%—y} =T 93

0 3

PROBLEMA 11.33

Sea f la funcién indicada en la figura adjunta.

1
Hallar f y también el drea de la regiom comprendida entre la

0
funcion f y el eje X.
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