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ANTECEDENTES MATEMATICOS

Usar la formula cuadratica:

_ —bxAb* —dac

e 2a (1)

para resolver

fX)=ax®>+ bx+c=0 (2)

A los valores calculados con la ecuacion (1) se les llama las “raices” de la ecuacion, que
representan los valores de x que hacen a la ecuacion (2) 1gual a cero.

Por lo tanto, se define la raiz de una ecuacién como el valor de x que hace f(x) = 0.
Debido a esto, algunas veces a las raices se les conoce como ceros de la ecuacion.



ANTECEDENTES MATEMATICOS

Aparecen muchas mas en las que no es posible encontrar su solucion de forma sencilla.
Por ejemplo f(x) = e™* — x no se puede resolver en forma analitica. En tales casos, la
Unica alternativa es una técnica con solucion aproximada.

Un método para obtener una solucion aproximada consiste en graficar la funcion y
determinar donde cruza el eje de las x. Este punto, que representa el valor de x para el
cual f{x) = 0, es la raiz. Aunque los métodos graficos son utiles en la obtencion de
estimaciones de las raices, tienen el inconveniente de que son poco precisos.

Un método alternativo es el de prueba y error, que consiste en elegir un valor de x y
evaluar si f{x) es cero. Si no es asi se hace otra eleccion y se evalia nuevamente f(x). El
proceso se repite hasta que se obtenga un valor que proporcione una f(x) cercana a cero.
Estos métodos fortuitos, evidentemente, son ineficientes e inadecuados para las
exigencias de la ingenieria.



ANTECEDENTES MATEMATICOS

Un modelo de un disefio de ingenieria es la ecuacion obtenida a partir de la segunda ley
de Newton, para la velocidad del paracaidista:

= gm (1 _ e—(cfm)t)
¢

Donde:

la velocidad v = la variable dependiente

el tiempo ¢ = la variable independiente

la constante de gravitacion g = una funcion de fuerza

el coeficiente de arrastre ¢ y la masa m son los parametros.

Estos calculos se pueden llevar a cabo de manera directa, ya que v se expresa
explicitamente



ANTECEDENTES MATEMATICOS

= ﬂ(l - e—(c;’mjr)
c

Ahora suponga que se tiene que determinar el coeficiente de arrastre de un paracaidista
con una masa dada, para alcanzar una velocidad determinada en un periodo
preestablecido.

No hay forma de reordenar la ecuacion para despejar el parametro c. En tales casos, se
dice que c esta en forma implicita.

Para resolver el problema con métodos numeéricos es conveniente reexpresar la
ecuacion:

Flo)=2" (1 e ) Ly
[



METODOS CERRADOS

Se ocupa de metodos que aprovechan el hecho de que una funcidon cambia de signo en
la vecindad de una raiz, se necesita de dos valores iniciales para la raiz. Como su
nombre lo indica, dichos valores iniciales deben “encerrar”, o estar a ambos lados de la
raiz.

METODO GRAFICO

Un método simple para obtener una aproximacion a la raiz de la ecuacion

fx)=0
consiste en graficar la funcion y observar donde cruza el eje x. Este punto, que representa
el valor de x para el cual f{(x) = 0, ofrece una aproximacion inicial de la raiz.



METODOS CERRADOS

EJEMPLO:

Utilice el método grafico para determinar el coeficiente de arrastre ¢ necesario para que

un paracaidista de masa m = 68.1 kg tenga una velocidad de 40 m/s después de una
caida libre de t =10 s.

Nota: La aceleracion de la gravedad es 9.8 m/s?

flo)= ﬂ(l B e—(cf??'e)r) 0 F(e) = 9.8(68.1) (1- e 580} _ 40
C c

f(C) — 667'38 (1 . 8—0.1468436) . 40
c
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METODOS CERRADOS

Las técnicas graficas tienen un valor practico limitado, ya que no son precisas. Sin
embargo, los métodos graficos se utilizan para obtener aproximaciones de la raiz.
Dichas aproximaciones se pueden usar como valores iniciales en los métodos
numericos.
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METODOS CERRADOS

EJEMPLO:

Las graficas por computadora facilitan y mejoran la localizacion de las raices de una
ecuacion. La funcion que se muestra, tiene varias raices en el rango que vadex =0 a x

= 5. Utilice graficas por computadora para comprender mejor el comportamiento de
esta funcion.

fixy =sen 10x + cos 3x



METODOS CERRADOS

EJEMPLO:

Las graficas por computadora facilitan y mejoran la localizacion de las raices de una
ecuacion. La funcion que se muestra, tiene varias raices en el rango que vadex =0 ax

= 5. Utilice graficas por computadora para comprender mejor el comportamiento de
f(x)

esta funcion.
2,500

2,000
1,500
1,000
0,500
0,000
-0,500
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METODOS CERRADOS

EL METODO DE LA BISECCION

Cuando se aplicaron las técnicas graficas en el ejemplo del
coeficiente de arrastre, se observd que f(x) cambio de signo a ambos
lados de la raiz. En general, si f(x) es real y contintia en el intervalo
que va desde x/ hasta xu y f(x[) y fixu) tienen signos opuestos, es
decir:

Joo) flx,) <0

La localizacion del cambio de signo (y, en consecuencia, de la raiz)
se logra con mas exactitud al dividir el intervalo en varios
subintervalos. Se investiga cada uno de estos subintervalos para
encontrar el cambio de signo. El proceso se repite y la
aproximacion a la raiz mejora cada vez mas en la medida que los
subintervalos se dividen en intervalos cada vez mas pequeiios.

fle)

40

20 —

=10 —




METODOS CERRADOS

EL METODO DE LA BISECCION

Paso 1:

Paso 2:

Pasa 3:

Ehﬁdekwesimckﬂesnﬁeﬂon)q ysupeﬂon)@,queeamjewen|a raiz, de forma
To|que|Ofuncﬁw1canﬁﬁeckaagnoemwe|Hﬁen&ﬂe.Eska&avenﬁcacxwﬂpnjbondo
que ) fx) < O.
Umocjpmndmacﬁwwde|d raiz x, se determina mediante:

X+ X,
XJ’ =

Z

Realice las siguientes evaluaciones para determinar en que subintervalo estd
la raiz;
al  Siflxlfix) <O, entonces la raiz se encuentra denfro del subintervalo inferior

oizqukwdD,F%N|otankx haga sz.&nyvuehﬁ o|poso 2.
bl Sifix)fix) >0, entonces la raiz se encuentra dentro del subintervalo superior

o derecho. Por lo tanto, haga x = », v vuelva al paso 2.
d  Sifhgfix) = O, la raiz es igual a x; termina el céleulo.




METODOS CERRADOS

EL METODO DE LA BISECCION

EJEMPLO:

Emplee el método de biseccion para resolver el
ejercicio de coeficiente de arrastre. Y encuentre los
errores relativos.

El primer paso del método de biseccion consiste en
asignar dos valores iniciales a la incognita (en este
problema, ¢) que den valores de f(c) con diferentes
S1gNos.

En la figura se observa que la funcion cambia de
signo entre los valores 12 y 16.

fle)

40

20

=10
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EL METODO DE LA BISECCION




METODOS CERRADOS

EL METODO DE LA BISECCION
CRITERIOS DE PARO Y ESTIMACIONES DE ERRORES

El método de la biseccion se repite para obtener una aproximacion mas exacta de la
raiz. Ahora se debe desarrollar un criterio objetivo para decidir cuando debe terminar el

método.

mevo anterior
X - X
s s
nuevo

r

100%

£ =

o

Cuando &a es menor que un valor previamente fijado &s, termina el calculo.



METODOS CERRADOS

EL METODO DE LA BISECCION
CRITERIOS DE PARO Y ESTIMACIONES DE ERRORES

El método de la biseccion se repite para obtener una aproximacion mas exacta de la
raiz. Ahora se debe desarrollar un criterio objetivo para decidir cuando debe terminar el

método.

mevo anterior
X - X
s s
nuevo

r

100%

£ =

o

Cuando &a es menor que un valor previamente fijado &s, termina el calculo.



METODOS CERRADOS

EL METODO DE LA BISECCION
CRITERIOS DE PARO Y ESTIMACIONES DE ERRORES

EJEMPLO

Continute con el ejemplo del coeficiente de arrastre hasta que el error aproximado sea
menor que el criterio de terminacion de & = 0.5%. Use la ecuacion de &a para

calcular los errores.
Grafique el valor de &s y ga respecto del numero de iteraciones.

Construya una tabla que muestre los siguientes datos:

Iteracion X X, X, £q (T0) &y (%)




METODOS CERRADOS

EL METODO DE LA BISECCION
CRITERIOS DE PARO Y ESTIMACIONES DE ERRORES

EJEMPLO

fX)=X*—2X>—-4X*+4X+4 €=0.00001



METODOS CERRADOS

EL METODO DE LA POSICION FALSA

La falsa posicion es una alternativa basada en una
visualizacion grafica.

Si f(x]) estda mucho mas cercana a cero que f{xu),
es logico que la raiz se encuentre mas cerca de x/
que de xu. La posicion falsa consiste en unir f(x/)
y f(xu) con una linea recta, La interseccion de esta
linea con el eje de las x representa una mejor
aproximacion de la raiz. El hecho de que se
reemplace la curva por una linea recta da una
“falsa posicion” de la raiz

Jx)

Flx)




METODOS CERRADOS

EL METODO DE LA POSICION FALSA

fx) _ fix,)

X, — X X, —X,

— _ f(xu)(xi _xu)
' : f(xg)_f(xu)

Jx)

Sy




METODOS CERRADOS

EL METODO DE LA POSICION FALSA Fe)

40 —
EJEMPLO:

Con el método de la falsa posicion determine la raiz de la
misma ecuacion analizada en el ejemplo del coeficiente de
arrastre.

20 —

f(C) — 067.38 (1 _ 8—0.1463436)_ 40
e

=10 —




METODOS ABIERTOS

)y METODO CERRADO  fix}
Los métodos abiertos se basan en
formulas que requieren uUnicamente
de un solo valor de inicio x o un par
de ellos, pero que no necesariamente
encierran la raiz. Estos, algunas veces
divergen o se alejan de la raiz
verdadera a medida que se avanza en
el calculo. Sin embargo, cuando los
métodos abiertos convergen, en
general lo hacen mucho mas rapido
que los métodos cerrados.




METODOS ABIERTOS

METODO DE PUNTO FlJO

Los métodos abiertos emplean una formula para predecir la raiz. Esta formula puede
desarrollarse como una iteracion simple de punto fijo (también llamada iteracion de
un punto o sustitucion sucesiva o método de punto fijo), al arreglar la ecuacion

f(x) =0 de tal modo que x esté del lado izquierdo de la ecuacion:

x=gx)

Esta transformacion se realiza mediante operaciones algebraicas o simplemente
sumando x a cada lado de la ecuacidn original. Por ejemplo,

x> —2x+3=0 cen x =0

2
= X+3 X=senx+x
2



METODOS ABIERTOS

METODO DE PUNTO FIJO

La utilidad de la ecuacion anterior es que proporciona una féormula para predecir un
nuevo valor de x en funcion del valor anterior de x. De esta manera, dado un valor
inicial para la raiz xi, la ecuacion se utiliza para obtener una nueva aproximacion xi+1,
expresada por la formula iterativa.

Xy = 8

Como en otras formulas iterativas, el error aproximado de esta ecuacion se calcula
usando el error normalizado

e =M100%

o
Xin



METODOS ABIERTOS

METODO DE PUNTO FlJO
EJEMPLO

Use una iteracion simple de punto fijo para localizar la raiz de

fx)=e*—x.

SOLUCION:
La funcion se puede separar directamente y expresarse en la forma:

—_ A
Xip1=€7"



METODOS ABIERTOS

METODO DE PUNTO FlJO
EJEMPLO

Use una iteracion simple de punto fijo para localizar la raiz de

fx)=e*—x. valor verdadero de la rafz: 0.56714329,

SOLUCION:
La funcion se puede separar directamente y expresarse en la forma:

—_ A
Xip1=€7"



METODOS ABIERTOS
METODO DE PUNTO FlJO

EJEMPLO

Use una iteracion simple de punto
fijo para localizar la raiz de

Ej: F(x)=X%2X3-4X2+4X+4

=Xt 2X3 +4X2 -4
B 4

X

i/X4—2X3+4x+4
4

i/X4—4X2+4x+4
X = 2

‘*\/2X3+4X2—4x—4
1




METODOS ABIERTOS

METODO DE PUNTO FlJO

CONVERGENCIA
DIVERGENCIA

Y

=X

/@J = g(x)

Xa X Ly X
a)
¥ = g(x)
n=x
Ko X

n==x

o

d)



METODOS ABIERTOS

METODO DE NEWTON RAPHSON

Si el valor inicial para la raiz es xi, entonces
se puede trazar una tangente desde el punto
[xi, f(xi)] de la curva. Por lo comun, el punto
donde esta tangente cruza al eje x representa
una aproximacion mejorada de la raiz.

Y- 0
Py =2

xz_xi+1

que se arregla para obtener

I - )

fxt

Pendiente = f'(x))

fe) -

F flap -0




METODOS ABIERTOS

METODO DE NEWTON RAPHSON

EJEMPLO

Utilice el método de Newton-Raphson para calcular la raiz de f{x) empleando como valor

inicial x0 = 0.

f)=e*—nx. valor verdadero de la rafz: 0.56714329.

Solucién.  La primera derivada de la funcién es

fx)y=—e*-1



METODOS ABIERTOS

METODO DE NEWTON RAPHSON

EJEMPLO

Utilice el método de Newton-Raphson para calcular la raiz de f{x) empleando como valor

inicial x0 = 0,5

fl)y=x1-1

10

10x7

I

Xip1=4—
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METODO DE NEWTON RAPHSON
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METODOS ABIERTOS

METODO DE NEWTON RAPHSON

De manera que no hay un criterio general de convergencia para el meétodo de Newton-
Raphson. Su convergencia depende de la naturaleza de la funcion y de la exactitud del
valor inicial. La unica solucion en estos casos es tener un valor inicial que sea
“suficientemente” cercano a la raiz. ;Y para algunas funciones ningin valor inicial
funcionara!

Los buenos valores iniciales por lo comun se predicen con un conocimiento del
problema fisico o mediante el uso de recursos alternativos, tales como las graficas,
que proporcionan mayor claridad en el comportamiento de la solucion.



METODOS ABIERTOS

METODO DE LA SECANTE

Un problema potencial en la implementacion del método de Newton-Raphson es la
evaluacion de la derivada. Aunque esto no es un inconveniente para los polinomios ni
para muchas otras funciones, existen algunas funciones cuyas derivadas en ocasiones
resultan muy dificiles de calcular. En dichos casos, la derivada se puede aproximar
mediante una diferencia finita dividida hacia atras

f(xi_1)_f(x;')

X,_|— X,

I I

[rx)=



METODOS ABIERTOS

METODO DE LA SECANTE

f(xi_l)_f(xi)
X

— _x'

Fx)=

S

flxy)

f(x;'_1)

=Y




METODOS ABIERTOS

METODO DE LA SECANTE

En el método de Newton Raphson se tenia: X =X — f(x)
I+ I f}(xl)
Ahora se sustituye el valor aproximado de la pendiente:  £7(y )= S )= [ )
A1
Nos queda: _ Jx)(x_,—X) | Férmula para el método de la

. X. —
TN flx, V- (f(x) | secante. Observe que el método
requiere de dos valores iniciales
de x.




METODOS ABIERTOS

METODO DE LA SECANTE
EJEMPLO:

Con el método de la secante calcule la raiz de f{x). Comience con los valores iniciales
x1=0yxo=1.

flxy=e>—nx. valor verdadero de la raiz: 0.56714329.



METODOS ABIERTOS

DIFERENCIA ENTRE EL METODO DE LA POSICION FALSA Y METODO DE LA SECANTE

o S xR =X, fG)G - x)

TR fx)- flx) He TN T - ()

La diferencia estriba en la forma en que uno de los valores iniciales se reemplaza por la
nueva aproximacion. Recuerde que en el método de la falsa posicion. En consecuencia,
las dos aproximaciones siempre encierran a la raiz. Por lo tanto, para todos los casos, el
método siempre converge, pues la raiz se encuentra dentro del intervalo.

En contraste, el método de la secante reemplaza los valores en secuencia estricta: con
el nuevo valor xi + 1 se reemplaza a xi y xi reemplaza a xi — 1. En consecuencia,
algunas veces los dos valores estan en el mismo lado de la raiz. En ciertos casos esto
puede llevar a divergencias.



METODOS ABIERTOS

DIFERENCIA ENTRE EL METODO DE LA POSICION FALSA Y METODO DE LA SECANTE

Falsa posicién

J(x)

. fe)=x)

Sixy)

f@)

Secante

f(-x,)

T - fx)

fx)

JACHICARESY)
i1 =X —
I f(xi_l)_(f(xi)

flxp)

a)

c)

d)




METODOS ABIERTOS

DIFERENCIA ENTRE EL METODO DE LA POSICION FALSA Y METODO DE LA SECANTE

EJEMPLO:

Utilice los métodos de la secante y de la falsa posicidon para calcular la raiz de:

fix)=Inx

Empiece los calculos con los valores iniciales x/ = xi —1= 0.5 y xu = xi = 5.0.



METODOS ABIERTOS

DIFERENCIA ENTRE VARIOS METODOS

Error relativo porcentual verdadero

10

1071

10-2

1073

1074

1075

1078

uosydey-uolmaN

20

Comparacién de los errores relativos porcentuales verdaderos &, para los métodos que de-

terminan las rafces de fix] = e — x,
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