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Introduccion al Analisis Matricial de
Estructuras

El analisis matricial de estructuras es una de las materias mas importantes en el campo del
analisis de estructuras.

Consiste principalmente en concebir estructuras reales utilizando matrices.

La armadura mostrada se la puede representar con las siguientes matrices.
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Introduccion al Analisis Matricial de
Estructuras

F=KxU

171.132 17.467 —100
17.467 44 30
—24 628 —100 171. 132 —17 467

—5.814

—17.467 44.30




Historla

En 1920 los esfuerzos de Maney en EEUU y Ostenfield en Dinamarca dan como resultado las
primeras ideas basicas de analisis de armaduras y porticos.

Conocimiento estaba adelantado a la tecnologia.

En 1932 se da a conocer o se propone el método de distribucion de momentos (Método de
Hardy Cross).

Este nuevo método se establecié como el método para realizar analisis estructural y se lo utilizé
casi exclusivamente por los siguientes 25 anos.

Computadoras digitales aparecen en 1950.



Introduccion al Analisis
Matricial de Estructuras

Programas comerciales tales como Sap2000,
ETABS, RISA, PERFORM 3D, Cypecad, Ram
Adanvance entre otros.

Ingeniero estructural debe conocer lo que esta
ocurriendo dentro del programa.

Realizar programas de analisis propios.




Método Fuerzas vs Método
Desplazamientos

Método de fuerzas: son los aprendidos hasta el momento: doble integral, area momento, viga
continua entre otros.

Problemas pequeios
Indeterminacidn estatica: Numero de incégnitas menos ecuaciones de equilibrio.

Método de Desplazamientos: Las incognitas son los desplazamientos y la indeterminacion es
cinematica.

Indeterminacidn cinematica: Grados de libertad que deben ser restringidos para que la
estructura no tenga ningun desplazamiento. En otras palabras, el grado de indeterminacién
viene dado por las incégnitas.



Conceptos Basicos Analisis Matricial

NODOS: Son los puntos en los cuales se hace cumplir equilibrio y los desplazamientos son
calculados. Los nodos se encuentran los extremos de los elementos.

GDL: Son los desplazamientos posibles que tiene un nodo para definir su posicion en el espacio
cuando una carga es aplicada a la estructura. El nUmero de GDL depende del tipo de estructura

EJES LOCALES: Es conveniente derivar las ecuaciones de relacion fuerza deformacién en
términos de fuerza desplazamientos a los largo y perpendicular del elemento.

EJES GLOBALES: La relacion fuerza deformacion de la estructura debe estar referenciada con
respecto a estos ejes.



Analisis Matricial de
Estructuras - Barras 1D




Introduccion

El analisis de barras en una dimension se lo puede considerar no util desde el punto de vista
practico, pero es de suma importancia desde el punto de vista académico.

Sirve para entender los conceptos claves de analisis matricial que se utilizaran para analizar
cualquier estructura.

Se hace analisis de estructuras tipo barra con un comportamiento lineal sometido a cargas
nodales y no nodales.

No existe diferencia entre ejes locales y ejes globales.



Relacion Fuerza Deformacion

La relacién fuerza deformacion para un elemento tipo barra viene dado por la ecuacion:
{F} = [K] = {U}

Para obtener esta relacion es necesario aplicar dos importantes conceptos: 1) el concepto de
rigidez y 2) mecdnica de materiales

Rigidez: Fuerza necesaria para producir un desplazamiento unitario.

Una barra puede tener desplazamientos en los dos nodos de sus extremos.
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Definicion
Se considera un sistema de coordenadas P - p para la estructura presentada a la izquierda de la
figura, es el que aparece en la parte central.

Es decir que la numeracion del sistema P - p se lo hara de corrido, se entiende que las tres
primeras deformaciones corresponden al elemento AB, las tres subsiguientes (4, 5 y 6) al
elemento BCy las tres ultimas (7, 8 y 9) al elemento CD.

A la derecha de la figura, se indica el sistema de coordenadas Q - q para el portico analizado. Se
guiere establecer una relacion entre los desplazamientos g y las deformaciones p. Esto se lo
consigue por medio de la matriz A, definida de la siguiente manera:

p=A4xq



Definicion

Donde A es la matriz de compatibilidad que transforma los
desplazamientos de una estructura en deformaciones, en
general sera de orden m x n. Siendo m el numero de filas que

es igual a las coordenadas p y n el nUmero de columnas que es
igual a las coordenadas g .







Calculo de |la Matriz “A”




Portico Plano

La matriz A sirve para encontrar la matriz de rigidez de una estructura, con este objetivo el
sistema de coordenadas de elemento que mas se emplea es el presentado a la izquierda de Ia
figura para un elemento totalmente flexible.

Si el elemento es axialmente rigido se tiene las coordenadas, indicadas en la grafica central de la
figura y si el elemento es transversalmente rigido las coordenadas indicadas a la derecha de Ia

figura.
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Ejercicio 1

Hallar la matriz de compatibilidad de deformaciones A de la estructura de la figura compuesta
por elementos totalmente flexibles.
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Primera columna matriz A

1
1 pll=0
D P2=3 p12-0

p3=0 p13 =0
p4=0  514=0
p5=0 p15 =0

p6 = —1
p7 =
E —
77 p8 =




Segunda columna matriz A

G2=1;qi=0;i+2 pl=0  plo=0
B p12 = 0
i K c D PI=l p13=0
"""" 1
o pr=7  ple=0
5_1 pl5=0
P>=7
p6 =
A F E p7=0
Vi 077, 7, p8 = 0




Tercera columna matriz A

q3=1;qi=0;i+3 pl=0 pl0 =0
5 p3 =0 pl2 =0
p5 =0 pld =0
pl5=0
p6 =0
p7 =0
p8 =0
E —
wo | PO =0




Cuarta columna matriz A

q qi l pl 0 p10=§
p2 =0
ps = 3
p4=0 pl2 =
PS> = p13 =0
p6 =1 pld =0
p7 = pl5 =

- E p8 =

0, 777 | p9=—1




Quinta columna matriz A

qg5=1;qi=0;i+#5 pl=0
2=0

c P
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p9 =0
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pld =0
pl5=0



Sexta columna matriz A

qgb=1;qi=0;i+6

T7777,

Vi

pl=0
p2 =0

pl0 =0
pll =1
pl2 =0
pl3 =0
pld =0
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Séptima columna matriz A

q7 =1;qi=0;i+7
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Octava columna matriz A

q8 =1;qi=0;i+8
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Novena columna matriz A

q9=1;qi=0;i#*9 pl=0 pl0 =20

c p3 =0 pl2 =0

p5 =0 pld =1

15=0
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Ejercicio 2

Hallar la matriz de compatibilidad de deformaciones A de la estructura de la figura compuesta
por axialmente rigidos
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Primera columna matriz A

ql=1;qi=0;i#1 pl=0 pl0 =20

p2=1 pll =0
p3=1 pl2 =0
p4d =0 pl3 =0
p5=0 pl4 =0

p6 =0
p7 =0
p8 =0

p9 =1




Segunda columna matriz A

G2=1;qi=0;i %2 pl =0 p10 =0

p2 =0 pll =0
p3 =0 pl2 =0
p4=1 p13=0

ps=1  pla=0

B p6 =0
¥ p8 = 0

TV p9 =0




Tercera columna matriz A

q3=1;qi=0;i+3 pl=0 pl0=0
p2=0 p11=0

p4=0 p13=0

p6 =1
p7 =0
p8 =1

p9 =0




Cuarta columna matriz A
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Quinta columna matriz A

qg5=1;qi=0;i+#5 pl = p9 =
p2 = pl0 =0
pll =0
p3 = p12 = 0
p4d = pl3 =0
pl4d =0

=T
(o) NG, | =
I
= [ o —_ =

<
~
Il

<
™
Il




0000 O]
1000 O
1000 ~
4
0108 =
4
0100 O
0010 O
A=0001iﬁ
; Matriz “A”
0010 —
o alllz
1000 O
0001 0O
0000 O
0001 0O
0000 O
0001 0|



Ca

rg

culo de matriz de

C

SY®

estr
de la matriz “A”

Uctu

e la
ra por medio




Matriz de Rigidez

K=A'sxkxA

Donde K es |la matriz de rigidez de la estructura; A es la
matriz de compatibilidad de deformaciones; k es la matriz
gue esta conformada por las matrices de rigidez de cada uno
de los elementos de |a estructura colocados en la diagonal.



Ejercicio




Para la estructura, presentada a la izquierda de la figura 1, cuyos elementos son axialmente
rigidos, se pide calcular la matriz de rigidez, utilizando el sistema de coordenadas Q - q

indicadas a la derecha de la figura 1. En la figura 2 se presenta el sistema de coordenadas de los
elementos P - p y la numeracién de los elementos con los cuales se hallo la matriz A.
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iQué es la matriz de
colocacion?

La matriz de colocacidn se utiliza para trasladar o colocar la
relacion fuerza deformacién del elemento en ejes globales a
las dimensiones de |a estructura.

Por ejemplo, en barras la dimensidn de la matriz de rigidez
es de 4x4 sin embargo la matriz de rigidez de la estructura es
de dimensiéon NxN.

La matriz de colocacion convierte la matriz del elemento de
4x4 en una matriz de NxN situando los coeficientes de
rigidez adecuadamente dentro de la matriz resultante.



iQué es la matriz de
colocacion?

El objetivo de esta traslacidn de dimensiones es
gue la matriz de rigidez, el vector de fuerzasy el
vector de fuerzas de empotramiento de la
estructura se las obtenga sumando las matrices
de los elementos.

Se requiera una matriz que traslade o coloque
los GDL del elemento situados correctamente en
la relacién fuerza deformacion de la estructura 'y
viceversa.




iQué es |la matriz de colocacion?

Por ejemplo, |a relacién fuerza deformacion del elemento 2 en la estructura mostrada es:

[F22] [ k2 —k2] [u2]  [Femp22]
|F52|=| k2 k2 |"|us || Femps2]



iQué es la matriz de colocacion

Los grados de libertad de la estructura son 6 por lo tanto la matriz de rigidez de la estructura es
de dimension 6x6. Para convertir los GDL de la estructura a los de los elementos se necesita una

matriz L.
ul
u2
Iuﬂ]_[ﬂ 1000 ﬂ]_ u3 L._rﬂ 10000]
u5| 00001 0] |u “loooo1o]
U
_ﬂﬁ_

Las filas de la matriz de colocacidn representan los grados de libertad que tiene el elemento. Las
columnas de la matriz de colocacion representan los grados de libertad totales de la estructura
analizada.



iQué es la matriz de colocacion?

La matriz de colocacion que convierte la dimensidn del elemento en el de la estructura es:
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Relaciones para transformar tamanos de vectores
v matrices utilizando |la matriz de colocacion

Por lo tanto, se tiene las siguientes relaciones:
Ug = LT = U,
U, =L *Ug

Donde:

Ufg: Desplazamientos en dimensiones de la estructura (Total de grados de libertad)
U,: Desplazamientos en dimensiones del elemento (Grados de libertad del elemento)
L: Matriz de colocacién

LT: Matriz de colocacién traspuesta.



Relaciones para transformar tamanos de vectores
v matrices utilizando |la matriz de colocacion

Por lo tanto, se tiene las siguientes relaciones:
Kp=LTxK,+L

Donde:

Kg: Matriz de rigidez en dimensiones de la estructura (Total de grados de libertad)
K,: Matriz de rigidez en dimensiones del elemento (Grados de libertad del elemento)
L: Matriz de colocacién

LT: Matriz de colocacidn traspuesta.



Relaciones para transformar tamanos de vectores
v matrices utilizando |la matriz de colocacion

Por lo tanto, se tiene las siguientes relaciones:
Fy = LT % F,
Fempg = LT x Femp,

Donde:
Fg: Fuerzas en nudos en dimensiones de la estructura (Total de grados de libertad)
F,: Fuerzas en nudos en dimensiones del elemento (Grados de libertad del elemento)

Fempg: Fuerzas de empotramiento en dimensiones de la estructura (Total de grados de
libertad)

Femp,: Fuerzas de empotramiento en dimensiones del elemento (Grados de libertad del
elemento)

LT: Matriz de colocacidn traspuesta.



Resumen de relaciones de |la matriz de
colocacion

Relaciones de la matriz de colocacion

De tamano de elemento a tamano de la estructura

[Fe] = [L]" * [F,]
E e

[ug] = [L]" * [ue]

[Fempg] = [L]" * [Femp,]

[Ke] = [L]" * [K,] * [L]
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Armaduras

Los elementos que forman parte una armadura son los mismos que los ya estudiados en barras
pues estan sometidos Unicamente a cargas axiales.

Las tres suposiciones en armaduras son:
1. Los elementos de la armadura estan conectados en los extremos y son rectos.
2. Las conexiones entre elementos son simples (sin capacidad de transmitir momentos).
3. Cargas aplicadas unicamente en los extremos (nodos).

Como resultado de estas suposiciones las fuerzas internas en los elementos son axiales las
mismas que pueden ser traccidon o compresion.



Armaduras

En armaduras, los elementos pueden estar orientados en cualquier direccion.

Los ejes locales de cada elemento no necesariamente coinciden con los ejes globales de Ia
estructura.

Los ejes locales de un elemento estan posicionados a lo largo del elemento y perpendicular al
mismo.

El nodo inicial y final dictaran la direccion del eje X'.

¥

%',y : Ejes Locales
X,Y :Ejes Globales




Armaduras

Resulta conveniente establecer la relacion fuerza-deformacion, es decir, la matriz de rigidez en
ejes locales.

Una vez que se encuentre esta relacion, es necesario transformar las relaciones fuerza
deformacion de cada elemento a un sistema de referencia comun.

Los elementos de una armadura estan sometidos Unicamente a cargas axiales.

Un elemento de una armadura ahora tiene dos grados de libertad por nodo por lo que es
necesario expandir la relacion fuerza deformacion de un elemento de 2GDL a un elemento de
4GDL.



Relacion Fuerza-Deformacion en
Armaduras

La relacion fuerza-deformacion en ejes locales (P-6) de un elemento de una armadura es:
|P|=[k]-[4]

Eaitt it




Transformacion de coordenadas

La transformacién de coordenadas de ejes locales a globales y viceversa se la hace analizando una
armadura como se muestra en la figura.

Para establecer la relacion entre ejes locales y globales se analiza el elemento 6 de la estructura
mostrada.

800

Se analiza la relacion de las fuerzas y las deformaciones en ejes locales y globales en el elemento en
su posicion original y deformada.



ELEMENTO 6

EJES LOCALES EJES GLOBALES
54 N L,
Y / Transformacion de
deformado\/ "/ / coordenadas
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Los dos sistemas en ejes locales
y ejes globales representan
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p2 F2 .
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Transformacion de coordenadas

Las fuerzas en los ejes locales se igualan a las fuerzas en ejes globales descompuestas en ejes

locales:
P1=F1.co0s(6)+F2-sen(6) P2=—F1-sen(6)+F2-cos(6)
P3=F3-cos(0)+F4-sen(0) PA=—F3-sen(0)+F4-cos(0)

La relacion matricialmente se la expresaria de la siguiente forma:

P1] [ cos(6) sen(6) 0 0 F1
P2|_|—sen(0) cos(6) 0 0 | |F2
P3| | O 0 cos(0) sen(6)| |F3
P4 0 0 —sen(0) cos(6)| |F4



Transformacion de coordenadas

‘ cos(8) sen(6) 0 0
_|—sen(8) cos(6) 0 0
B= 0 0 cos(6) sen(6)
0 0 —sen(6) cos(0)

Donde [P]=[ﬁ]'[F]

|8]: Matriz de transformacion de coordenadas globales a coordenadas locales

De la misma manera se puede establecer la relacion de desplazamientos en
coordenadas globales con coordenadas locales

[6]=[B]-[u]
e ——



Transformacion de coordenadas

Las fuerzas en los ejes locales se igualan a las fuerzas en ejes globales descompuestas en ejes
locales:

F1=P1-.cos (9) —P2.sen (6‘) F2=P1.s5en (9) +P2.cos (6‘)
F3=P3.cos (9) —P4.sen (6‘) F4=P3.s5en (9) +P4.cos (6‘)

La relacion matricialmente se la expresaria de la siguiente forma:

F1 -cos(ﬂ) —SEn(u‘:}') 0 0 P1
F2| _ Se.ﬂ.(t?] cos(ﬂ) 0 0 P2
F3| 0 0 cns(ﬂ) —se n(@) ‘| P3
F4 0 0 Sen[ﬂ) cu.s( ) P4 |




Transformacion de coordenadas

cos (9) —sen (9) 0 0
8T = sen (@) cos(6) 0 0
1 o0 0 cos(6) —sen(0)
0 0 sen (9) cos (9) |
[F]=[8] -[P]

Donde
[B]7: Matriz traspuesta de matriz de transformacion de coordenadas globales a
coordenadas locales

De la misma manera se puede establecer la relacion de desplazamientos en
coordenadas globales con coordenadas locales

u]=[8] -]o]



Transformacion de coordenadas

Por lo tanto, se demuestra que la matriz inversa de la matriz de transformacidén es igual a la
matriz traspuesta:

8] =[8]

Eso también se lo pudo haber establecido reconociendo que la matriz B es ortonormal, pues su
determinante esiguala 1l




Resumen de relaciones de
transformacion de coordenadas.

Relaciones para transformacion de coordenadas

De ejes locales de elementoa De ejes globales de estructura a

ejes globales de la estructura ejes locales de elemento
[F]=[B]" = [P] [P] = [B]  |F]
[u] = [B]" * [6] -
[Femp] = [B]" * [Pemp] -
(K] = [B1" = [k] = [B] -
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Matrices y vectores en ejes globales
v en dimensiones de |a estructura

En resumen, si se desea trabajar con los vectores o matrices
en ejes globales y en las dimensiones de la estructura se
debe realizar lo siguiente:

1. Se debe transformar las coordenadas: de ejes locales de
elemento a ejes globales de la estructura.

2. Se debe utilizar la matriz de colocacién para transformar
los vectores y matrices de dimensiones de elemento a
dimensiones de estructura.



Angulo del Elemento

Es muy importante tomar en cuenta el angulo del elemento a analizar pues se pueden cometer
errores.

e Los errores ocurren generalmente en ciertos lenguajes de programacion y calculadoras que no
entregan como resultado el cuadrante del angulo.

* Para obtener el angulo y la direccidn (eje x") de manera correcta es necesario establecer el
cuadrante donde se encuentra.

e El siguiente ejemplo ilustra el problema que puede suscitarse. Se tiene un elemento cuyo nodo
inicial (NI) y final (NJ) son definidos de izquierda a derecha y otro de derecha a izquierda.



1 4 Elemento l AﬂgUlO del

definido de

izquierdaa Q) - | eme nto

derecha

dy Tomando como ejemplo el
elemento con pendiente positivo,
si se calcula el angulo con la
funcién “arc tan” en cualquiera de
los dos casos el angulo es de 45°.

Sin embargo, los signos de cos(0) y

dy sen(B) son distintos dependiendo
o P— como se defina el eje x” del
. elemento. Los angulos deberian
definido de
W e ser 45y 225.
izquierda

v



Y

Elemento
definido de
derecha a
izquierda

Elemento
definido de
izquierda a
derecha

(A

Angulo del
elemento

e Tomando como ejemplo el
elemento con pendiente negativa,
si se calcula el angulo con la
funcién “arc tan” en cualquiera de
los dos casos el angulo es de -45°.

¢ Sin embargo, los signos de cos(0)
y sen(6) son distintos
dependiendo como se defina el
eje x" del elemento. Los angulos
deberian ser 135y -45 o 315.



Angulo del
elemento

La solucién a este problema es
obtener directamente los valores
de cos(B) y sen(0) sin calcular el
angulo utilizando las distancias
ortogonalesy la longitud del

elemento.
dx
cos(0) = T
d
) =—
sen(0) I




Fuerzas de empotramiento

Las fuerzas de empotramiento en armaduras son las mismas que las ya estudiadas en barras con
la diferencia que una vez obtenidas deben ser transformadas a coordenadas globales.

Las fuerzas de empotramiento se las obtiene primero en ejes locales considerando en este caso
2 GDL por nodo. Es decir, se aumenta un grado de libertad traslacional.

 Pempl11 | =
Pemp21|_w-L | 0
Pemp3l|~ 2 |-1
 Pemp41 | |1




Fuerzas de empotramiento — Variacion
de temperatura

AT [+ FETT'IIJ;I, AT
i Vigy g e o
PEmp.;
PE“"DJ e Pemp;, CMPa
Pempl1 | 1
Pemp21 —FA-e AT 0
Pemp31 -1
Pemp41 | 0




Analisis
Matricial de

Vigasy
l PArticos




Vigas




Vigas y Porticos

Los elementos que se los distinguira en dos grupos: vigas y porticos tienen un papel
fundamental en el analisis de estructuras.

En el caso de vigas se asumira que no tienen fuerzas axiales internas. Sin embargo, poseen
rigidez a flexion.

Las vigas tienen 2 GDL por nodo y sus ejes locales coinciden con ejes globales. Las propiedades
necesarias para definir su rigidez son: E, |, L

F2,u2 F4,ud
F3,u3

Fl,ul‘ L,E,I :

Se definen las fuerzas como F y u pues los ejes locales coinciden con ejes globales



Matriz de Rigidez de Viga

Al igual que en el caso de barras, es necesario obtener la relacidon fuerza-deformacién en vigas.

En este caso se requiere obtener una nueva matriz de rigidez que considere flexion.

La matriz de rigidez se la obtiene utilizando al igual que lo hecho antes, conceptos de mecanica
de materiales, conceptos de rigidez y equilibro.

F1] [k11 k12 k13 k14] [ul] [Fempl e F4,04
F2|_|k21 k22 k23 k24| |u2| |Femp2
F3 |7 | k31 k32 k33 k34| |u3 | | Femp3 _— i F3,u3

F4 kA1 kA2 kA3 k44| |ud | | Fempd

Los elementos kij se los conoce como coeficientes de rigidez.



Matriz de Rigidez de Viga

Analizando una viga con todas sus posibles deformaciones

Viga
Deformada

F2,u2 F4,ud

Viga
Sin deformar

F3,u3
F1,ul L,E,l u

La deformada total se puede obtener haciendo una superposicion de efectos aplicando
deformaciones en cada grado de libertad.



IF3

k2 \_ k4

k11 k31
ki2 ‘k32
“‘?\E T =
k13 |
k33
k2 kgi

udly ‘b

ul—u3 ud=0
2

ul=uz=ud=g " Tugzj
o
ul=u2=u3i=0
— i
HE ud=1

Descomposicion
Deformacion Viga

Si la deformacién aplicada es unitaria la
fuerza necesaria representa la rigidez

Kij
i > GDL
j = GDL con desplazamiento unitario




Matriz de Rigidez de Viga

Al descomponer las fuerzas en sus 4 posibles deformaciones se puede establecer que:

Fi1=EkE11-ul+k12.u2+ k13- ud +k14.ud
F2=Ek21-ul +k22.u2+ k23 ud + k24 .ud
F3=Ek31-ul+k32.-u2+ k33 -ud + k34 .ud

FA=kAl-ul + kA2 . u2+ kA3 «ud + k44 . ud

En este punto se ha aplicado también una deformacion unitaria en cada GDL . Las fuerzas
necesarias para producir dicha deformacion son la rigidez (concepto).



Matriz de Rigidez de Viga

Para encontrar la matriz de rigidez se debe analizar cada caso de deformacion:
° ul=1, u2=u3=u4=0
° u2=1, ul=u3=u4=0
° u3=1, ul=u2=u4=0
° u4=1, ul=u2=u3=0

Las fuerzas necesarias para producir cada deformacion son una columna de la matriz de
rigidez de la viga.

Analizando cada caso deformacion.



Caso 1: ul=1, u2=u3=u4=0

uZ=u3d=ud=0
k11 k31

Se requiere obtener las fuerzas k11, k21, k31 y k41 que generan la deformacion mostrada.

Se aplica el método de doble integral y equilibrio.



Caso 1: ul=1, u2=u3=u4=0

u2=u3d=ud=0
k11 k31




d® y Con las condiciones x=L, se tiene dos ecuaciones

M= El=k11-z—k21 Momento e
dx® con dos incégnitas:
x? L’
El-68=k11. = —k21.2+ A Giro O=k11- 5 —k21.L Giro
o PR N Desplazamient L’ L’
ST g hEk SRATRIERD | g=g13- : —k21. +ET Desplazamiento

Las condiciones de borde para el primer caso son:
Resolviendo el sistema de ecuaciones:

v=0 w=b 12 EI 6 EI

kil= k21 =
B=u2=0 B=ud=0 E2 B
y=ul=1 y=ud=»0

Con las condiciones x=0, se tiene que:

A=0 B=EI



Caso 1: ul=1, u2=u3=u4=0

Una vez encontrado k11 y k21 se aplica equilibrio para obtener k31 y k41

E 0

k21 =6 k4 L, .

L? La solucién del primer caso da como
resultado la primera columna de la
matriz de rigidez.

kll:w.ﬂ';! L k31
N 2
2. M=0 > Fy=0
RE 1+8% chi=o0 2 k31=0
L L L
L e J(h-::-*.1=_[12 EI]
;7 L’



Caso 2: u2=1, ul=u3=u4=0

_ ul=u3=ud=0
2 P

k12 k32




dzy

M=—2.El=k12.2—k22 Momento Con las condiciones x=L, se tiene dos ecuaciones
dx con dos incognitas:
z? < L2
= lll = hed-pt 4 Suo 0=k12-— —k22.L+EI Giro
z® z’ g 3 2
EI-y:klE-?—kEZ-?+A-m+B Desplazamiento I L

0=k12 ?—kEE-FhEI-L Desplazamiento

Las condiciones de borde para el primer caso son:
Resolviendo el sistema de ecuaciones:

=0 ;E:L

Y2 Bt et
f=u2=1 f=ud=0 I P
y:u]_:ll] y=u3=D

Con las condiciones x=0, se tiene que:

A=FEI B=0



Caso 2: u2=1, ul=u3=u4=0

Una vez encontrado k12 y k22 se aplica equilibrio para obtener k32 y k42

E.I
k22=4- .
kd La solucién del segundo caso da como
resultado la segunda columna de la
matriz de rigidez.
EI k32
K12=6 ——
LZ
MNM=0 S Fy=0
—EEI.-L+4EI-+£-.:12=I] EE-'?[+I.:31=I]
L2 P '
paa=2EL k32=_[8 &L
L ¥



Matriz de Rigidez de Viga

Resolviendo todos los casos se obtiene la matriz de rigidez

12 E1
I3

6 EI
.2

6 EI
1.2

12 EI 6 EI
R RWE

6 EI
12
4 EI
L

2 EI
L

)

12 ET
i =
6 ET
2
12 ET
I3

e




Matriz de Rigidez de Viga

La relacidn fuerza deformacion para una viga es:

F1
F2
F3
F4

12 ET 6 EI 12 ET
e 2 | 13
6 EI A EI 6 EI
f i L i 73
12 ET 6 BT\ 12 EI
a2 ] |12 f
6 EI 2EI (6 EI
e L f i

L8B2

| Fermnp1 |
Femp2
Femp3

| Femp4 |



Ensamblaje de Matrices de Vigas

El ensamble de matrices en vigas lleva el mismo concepto anteriormente revisado. La suma de
fuerzas internas en cada nodo es igual a las fuerzas externas.

F11 F31a F32 F52 F53 F73
F [ F4 Fa2_ Fég FEEFI F83 ‘
V, 3] 2 ,24

| 2 ) * * & &

L1 L2 13




jagd gl g SRRl gateel
AN L? L L?
F11 g Bl L BT [ By o B [
F21|_ n’ L1 n’ L1 | fu2
F31|~ E-I E.I E-I E-I\| |u3
F41 _(12'1.13] _(ﬁ.m?) 2 _[G.ng) ud
.20 Ed (o E-I E-I
L1’ L1 I1? L1
jo BT e BT BARY BT
L2} o L2 L2?
32 ¢.EI , EI (. EI E-T | .3
F42|_ L2* L2 L2* L2 | lud
F52(( (, E-I\ (¢ E-I\ _, E-I (. E-I\||ub
Fé62 It Fis i r2? )| Lub
o el EI (o EI\ , E-I
L L2 L2’ L2
i3 BT E-I (1, E-I E-I
L3? L3? L3® L3?
F53 e Bl L EI [ EI) , EI |l
F63 | _ L3? L3 L3? L3 | |u6
F13|~ E.I E.I E-I E-I\| |u7
=5 ]_2' = 6' ]_2. —_— 6.
F83 ( L33) ( L32) T3 [ L3“’] u8




12-FI BBl 0 s 5 B
L1? 12
GBI A-Eal 5 5
L1’ L1
12-FE-I 6-E-IQ12-FE-1 12-E-I 6-E-I 6-E-I
e - 4 - 0 0
L1 1 a3 1P I2? L1?
6-E-1 2.E-I| 6:E-I 6-E-.I 4-E-I+4-E-I 0 b
L2? 8y B L1 L2

2.E.1 12.E.I 6-E.I 6-E.
3 T 3 2 2

L2 3 L3 L2

6-E.1 6.E-.J 4-E-I+4-E-




12.E+1 6.E-I 12.E-I O § . 4 6§ i
b % ra? L1? r1?
6-E-I A-E-I 6-E-T 2. E.T 0 " 3 .
L1? L1 L1 L1
12-E-T 6-E-T N2-E-I 12-E-I 6-E-I 6-E-I 12-E-1 G-E-I -
Fi1 i a 9 3 T 3 a2 9 o 3 a 0 0 ul
Fo1 L1 L1 L 2 L2 L1 L2 iz u?
F31 +.F32 6-E-] 2:.E-] |6:-E-] 6.E-] A-E.l +4-E-I 6. BT 2.E.]1 0 . w3
FAL4FA2 | || L1? I e Li® L1 L2 92 L2 | ud
F524+F53 | i b “12-E-1 681 lz-E-I+12-E-I 6-E-1 6-E-I| 12.E-I G6-E-I|| |ub
F62+F63 L2? 2? 23 r3* L3? 2?2 L33 32 ub
F73 GBI L8 5% § G6:E«I GBI 4.E-I A4.EI| 6.E-I 2.E.I|| %7
F83 | 0 0 2 7 3 + i~ 2 us
L2 2 I3 L2 L2 L3 I3 L3 L
0 0 0 0 _12-5-1 _b-b’-! 12'.E.'I 6-F-T
L3* L3® L3? L3?
0 0 3 " GaBoT Duft il GeFel d+EeI
.32 L3 132 L3




F11
F21
F31+F32
FA1+4F42
F52+F53
F62+F63
F73
F83

12.E-I 6-E.I 12.E.T 6.E-T % = i G
Ia? L1® L1* § A b
ﬁ-E-_I 4-E-I _ﬁvl_‘i':f_ 2.E.01 0 o 0 0
L1? L1 L1? L1
12.E.1 6.E.I 12-E.I 12.E.I 6.E.] 6.E.I 12.E-I GE-T 4 i
) e I1* L? ra* £ 1 by 2* Ia*
6-E.-I1 2.E.] 6:E.] 6.E.I 4-E-I+4-E-I G E-T 2.E.I 5 i
L1? L1 L2? L1? L L2 L2? L2
i ’ 12.E.T G+E-T 12-E-I+12-EJ 6:E-1 6-E-I 12.E.] 6.E.I
2* 2 L2? Ia* L3? L2* Ia* Ia*
= n (i | 2.E.I 6.E-1 6.E.I 4-E-I+4-E-I _6.E.] 2.E.I
22 L2 L33 2?3 L2 L3 32 L3
3 5 o " _12.E.1 _6.BE.1 12.E.1 _ 6.E-I
L3? Ia" ) F L3?
= G 6 6 GeE-T 2+E.I 6.E-1 4.E.I
L3 L3 L3? L3

848 BEERE

Femplil
Femp21
Femp31 + Femp32
FempAdl + Femp42
Femp52 + Femp53
Femp62 + Femp63
Femp73
Femp83
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4 i L1 1t L1
— 12.E-T 6-B-I 12-E-I+12-E-I 6-E-I 6-E-I 12-E-T G-B-T . 3 -
y’ —F s S ] k)
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Porticos




Porticos

Los elementos de porticos son los mas completos y poseen rigidez a flexion y axial.

Los elementos de un pértico poseen 3 GDL en cada nodo y sus ejes locales no necesariamente
coinciden con ejes globales.

P3,63

Las fuerzas y deformaciones en este caso se definen con Py 6 pues los ejes locales no coinciden
con ejes globales.



Porticos

La flexion esta completamente desacoplada de las fuerzas axiales. Es decir, fuerzas de flexion no
generan fuerzas axiales y viceversa.

Se debe considerar nuevamente la transformacién de coordenadas.
Las deformaciones en los GDL 61 y 64 generan fuerzas axiales.
Las deformaciones en los GDL 62, 63 y 65, 66 generan fuerzas de corte y flexion.

Es asi que la matriz de rigidez de un elemento de podrtico es una fusion de la matriz de rigidez de
armaduras con la de vigas.

P3,63

P2,62 LELA




Matriz de Rigidez de Porticos

La matriz de rigidez de cada elemento sera de 6x6.

P1.61 Pa.a3 P6,56, P4,64
PZ,EE‘I LE,IA ‘L‘S,EE

[ E.A E.A




Matriz de Rigidez de Porticos

La relacidn fuerza-deformacion en ejes locales considerando fuerzas de empotramiento

(asumiendo un elemento 1)

[P11]

AL
P
P
P51

=

6

4

. _E.A " 5
3
‘if 0 —[12-2;] ﬁ-‘if
E.1 o _fe.EI) o.EI
T 1.2 L
0 E-A 0 0
TF
E-I 5 . B 1 E-I

]

02
63

"] 64

45

-66-

[ Pemp11 |
Pemp21
Pemp31
Pemp4l
Pemp5b1

'Fempﬂl ]



Transformacion de Coordenadas

La transformacion de ejes locales y globales se la hace obteniendo una relacién entre los
mismos. e\

X',y : Ejes Locales
X,Y : Ejes Globales




Transformacion de coordenadas

Como se puede ver, la relacion entre 61, 62 y ul, u2 es la misma ya vista en armaduras.

61 =ul-cos(0)+u2-sen(0)
02 =u2+cos(0)—ul-sen(0)

64 =ud -cos(0)+ub5-sen(0)

85 =ub+cos(0) —ud +sen(0)

Se puede ver que las deformaciones 63, 66 y u3, u6 son las mismas respectivamente. Por lo
tanto, no hay que hacer ninguna transformacion.

03 =u3 06 =ub



Transformacion de Coordenadas

La matriz de transformacion B es:

- cﬂs(ﬂ) sen(ﬂ) 0 0 0 0
—sen[ ) cﬂs[ﬂ) 0 0 0 0

g=| O 1 0 0 0
| o u 0 cos(0) sen(0) 0
0 0 0 —sen(6) cos(8) 0

0 0 0 0 0 |




Resumen de relaciones de
transformacion de coordenadas.

Relaciones para transformacion de coordenadas

De ejes locales de elementoa De ejes globales de estructura a

ejes globales de la estructura ejes locales de elemento
[F]=[B]" = [P] [P] = [B]  |F]
[u] = [B]" * [6] -
[Femp] = [B]" * [Pemp] -
(K] = [B1" = [k] = [B] -




