Tema 6

El problema de transporte y el
problema de asignaabn

En este tema se presentan algoritmos para resolver doeprablineales parti-
culares: el problema de transporte y el problema de asigmaci

6.1 El problema de transporte

El problema de transporte es una de las primeras aplicaciomgortantes de
la programacion lineal. Se puede representar con un mdidekl y utilizar el
método simplex para resolverlo. Sin embargo, dada lasstaiespecial de este
modelo lineal, se puede construir un método mas eficazguarasolucion. En
este tema nos ocuparemos del estudio de este método.

El problema de transporte trata de enviar unidades de unugiodiesden
origenes(;, ..., 0,,, an destinos Dy, ..., D,, en las siguientes condiciones.

e Cada origer0;, i = 1,...,m, dispone de una ofertg.
e Cadadestind,, j =1,...,n, realiza una demandg.

e ¢y, i=1,...,m, j=1,...,n,eselcoste de enviar una unidad desde el
origen O, al destinoD; .

El problema es determinar el nUmero de unidadesjue se deben enviar
desde cada orige@, hasta cada destinD, para realizar el transporte a coste
minimo, teniendo en cuenta que hay que satisfacer lascrstres de oferta y
demanda.
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168 Tema 6. El problema de transporte y el problema de as@gnac

La formulacion lineal de este problema es la siguiente:

m n
min z = E E CijTij

i=1 j=1
sujeto a

n
E SCZ'J'SCLZ‘, izl,...,m
J=1

m
inj ij, j:]_,...,n
1=1

r;>0,1=1,....m, j=1,...,n

Las primerasn restricciones estan asociadas a las ofertas de los edggune
no se deben sobrepasar. Lasiguientes restricciones aseguran que se deben
satisfacer las demandas de los destinos. Las variableseuzpuomar valores
negativos, ya que representan cantidades de producto tra@sportan.

La forma estandar del problema de transporte es la siguient

m n
min z = E E CijTij

i=1 j=1

sujeto a

n
E Tij = Qy, izl,...,m
j=1

ixij:ij jzl,...,n
i=1

Ejemplo. Supongamos que una empresa productora de barras de pan tiene
dos almacened; y A, desde los cuales debe enviar pan a tres panaderias
y Ps. Las ofertas, las demandas y los costes de envio se danigaiehge grafo.
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6.1. El problema de transporte 169

Para plantear un modelo lineal que represente el problefimdes
z;;: cantidad de barras de pan que se envian desde cada drigér- 1,2, a
cada destind;, j =1,2,3.

El modelo lineal para este problema es el siguiente:
min z = 8x11+6x12+10x13+10x91+4x95+ 9293

sujeto a

T11 T2 +T13 = 2000
Tor  +Taa +x23 = 2500

T +To1 = 1500
T19 +Ta99 = 2000

13 +x23 = 1000

T11, T12, T13, T21, T2, Tagz > 0

En este caso las restricciones se pueden escribir con aglptitque la suma
de ofertas es igual a la suma de demandas.

Para observar la estructura de la mafiescribimos el modelo de la siguiente
forma:

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



170 Tema 6. El problema de transporte y el problema de as@gnac

Z11
T12
. x13
min z = (8, 6, 10, 10, 4, 9)

21

T2

T23

sujeto a

T11
2000

2500
1500
2000
1000

Z12

o O

Z13

T21

_ O = O

T22

_ o o o

o o = = o

_ o O = O
I

e}

Z23

SCZ']'ZO, ’i2172, j:1,2,3

En este ejemplo hay origenesyn = 2, y 3 destinos,» = 3. La matrizA
tiene2 + 3 filas y2 x 3 columnas. Se puede comprobar que el rango de la matriz
es4.

Por otra parte, todos los vectores columna tienen solan2ecdenponentes
iguales al y las demas sof. Si denotamos los vectores columna de la mairiz
con dos subindices, es deaif;, a2, a;3, as1, asz, asz, podemos observar en qué
posiciones aparece urny en que posiciones aparece @nPor ejemplo, el vector
a;; tiene unl en la primera posicion y otrd en la posicionn + 1; el vector
ay; tiene unl en las posicione8 y en lam + 1; el vectora,s tiene unl en las
posicione2 y m + 3. En general, podemos decir que un veeigrde la matriz
A tiene unl en las posicionesy m + j. O

En general, la matriA y su estructura dependen del nimero de origenes y
destinos. Cualquier problema de transporterderigenes yn destinos tiene la
misma matrizA. Esta matriz tienen + n filas y m x n columnas. El rango de
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6.2. Forma matricial 171

A esm + n — 1, es decir, las bases estan formadasrper n — 1 vectores. Los
vectores columna de la matiiz tienen solamente 2 componentes con valor 1y
el resto son 0. Para un vectaf de la matrizA los unos estan en las posiciones
iy m + j. Por tanto, los datos importantes de un problema de tratespon el
namero de origenes, el nimero de destinos, las ofeamdeimandas y los costes
de transporte. Esta informacion es la que se recoge en |hagquaremos forma
matricial para el problema de transporte.

6.2 Forma matricial

Una manera de representar el problema de transporte en&didforma matricial

que es mas adecuada para este problema. La forma mataiciblén llamada
tabla de costesparece en la Figura 6.1. En la tabla aparecen las ofertas, la
demandas y los costes de transporte.

D, | D, e D,, || Oferta
Oy C11 | C12 s Cin a1
O, Ca1 | C22 s Con a2
Om Cm1 | Cm2 Tt Cmn Am
Demandd| b; | b, . b,

Figura 6.1: Forma matricial para el problema del transpottbla del costes

Ejemplo. Laforma matricial para el ejemplo de la pagina 168 es laisiga:

P P P Oferta

Ay 8 6 10 2000
A 10 4 9 2500

Demanda| 1500 | 2000 | 1000

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



172 Tema 6. El problema de transporte y el problema de as@gnac

6.3 Ejemplos practicos

Ejemplo 1. Una empresa debe planificar la produccion de un articuia lpa 4
trimestres del proximo afo. Puede estimar la demandaesigaientes unidades:
200, 150, 200 y 100 en cada uno de los trimestres. La capadaladoduccion
esta limitada a 150 unidades en cada trimestre. Las demmaedan trimestre no
se pueden satisfacer en trimestres posteriores. El coséeiame produccion es
de 2 unidades, pero en el caso de que haya almacenamientresaenta e.5
unidades en cada periodo por cada unidad almacenada.

Consideramos que tanto los origenes como los destino®sahtlimestres.
Definimosz;;, « = 1,...,4, 7 = 1,...,4, como el nUmero de unidades que
deben producirse en el trimestrpara satisfacer la demanda del trimegtre

e Oferta de los origenes: 150, 150, 150, 150.

Demanda de los destinos: 200, 150, 200, 100.

El coste de produccion; =2si i =7, i,j=1,...,4.

El costec;; = coste de produccion + coste de almacenamientd si j.
Por ejempla:;, = 2.5, ¢;3 = 3. De la misma forma se calculan el resto de
costes.

Sii > j asignamos a;; un valorM suficientemente grande para evitar que
x;; sea basica.

La forma matricial cuyo objetivo es minimizar es la siguesnt

1 2 3 4 || Oferta

1 2 125 3 |35 150
2 M| 2 25| 3 150
3 M| M| 2 |25 150
4 M| M| M| 2 150

Demandd| 200 | 150 | 200 | 100
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6.3. Ejemplos practicos 173

Ejemplo 2. Una empresa produce un Gnico articulo en tres plantasA,
y As. La capacidad de produccion mensual de la empresa estadama 1500
unidades mensuales en cada una de las plantas. La empneseau#ro clientes
mayoristas cuyas demandas mensuales son 1000, 1200, 15mDywdidades
respectivamente.

El beneficio unitario que le proporciona su producto, cagrsidos los costes
de produccion y el precio de venta, es de 110 unidades. Lstesde envio a los
4 clientes mayoristas que la empresa tiene vienen dadoa pmyuiente tabla.

1 2 3 4
A 130 10 25 20
A |15 25 30 10
A3 120 30 15 20

El objetivo de la empresa es organizar la produccion en oadade los meses
para obtener el maximo beneficio.

e Ofertas:1500, 1500, 1500.
e Demandasi000, 1200, 1500, 1000.

e Los valoresc;;, i = 1,2,3, 7 = 1,2,3,4 de la siguiente tabla son los
beneficios de producir una unidad en la pladtay enviarlo al clientej
para su venta. Por ejemplo,

c11 = 110 — 30 = 80, ¢ = 110 — 10 = 100, c33 = 110 — 15 = 95.
El resto de beneficios se calculan de forma similar.

La forma matricial para este problema cuyo objetivo es mepdnes la siguiente:

1 2 3 4 Oferta

Ay 80 | 100 | 85 90 1500
Ay 95 85 80 | 100 | 1500
As 90 80 95 90 1500

Demandad| 1000 | 1200 | 1500 | 1000
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174 Tema 6. El problema de transporte y el problema de as@gnac

6.4 Teoremasy definiciones

Para adecuar el método simplex a la busqueda de una@olaptima para el
problema de transporte, veamos los teoremas que verifisasolaciones de un
problema de este tipo.

Teorema 6.4.1Para que el problema de transporte tenga sabuces condi@n
necesaria y suficiente que la oferta total sea igual a la dedadntal.

Demostracbn. De la forma estandar del problema se tiene que la oferta de
cada origen verifica la restriccion

n
E Tijg=a; t1=1,...,m.
Jj=1

Sumando las ofertas de todos los origenes, la oferta ®tal e
)BPIIED o .0
i=1 j=1 i=1

Por otra parte, las demandas de los destinos verifican laEcemes

inj:bj7 jzl,,n
=1
La demanda total es o .
S =30 ©2)
j=1 i=1 j=1

Los miembros izquierdos de las férmulas (6.1) y (6.2) samalgs. Por tanto,
dichas formulas se verifican siy solo si

m n
Z a; = Z bj.
i=1 j=1

(]

En el teorema anterior se demuestra que para que un probketmangporte
tenga solucion la oferta total debe ser igual a la demant@d t&in embargo,
esta condiciobn no se verifica en todos los problemas. Endssscen los que
dicha condicibn no se verifica es necesario adecuar elgraby posteriormente
interpretar la solucion obtenida.
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6.4. Teoremas y definiciones 175

Definicion 6.4.1 (Problema equilibrado.) Se dice que un problema de transporte

es equilibradosi » ~a; = ) "b; .
j=1

=1
El primer paso para obtener una solucion para el problenteadsporte es

equilibrar el problema. Se pueden dar dos casos.

Caso 1.La oferta total es menor que la demanda toE: a; < Z b;.
i=1 j=1

En ese caso se crea un origen fictieip, ;, con una oferta ficticiag,,, 1,

tal que
n m
Amy1 = ij - Zam
j=1 i=1

y costes de transporte
Cmt+1;, =0, 7=1,...,n.

Dado que la oferta,,,,; del origen ficticioO,,,; no es real, aquellos desti-
nos que en una solucién reciben unidades de producto desdgen fic-
ticio no son satisfechos en la realidad. En algunos casadipns pueden
asignarse valores distintos de cero a los costgs ;, j = 1,...,n, para
expresar, por ejemplo, penalizacion por no satisfaceemaahda.

Ejemplo. Considerar el siguiente problema de transporte.

11| 2| 3 | Oferta

1 21413 10

2 6 (1|4 20

Demandal 20 | 20 | 20

e Oferta total =10 4+ 20 = 30.
e Demanda total 20 + 20 + 20 = 60.
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La oferta total es menor que la demanda total. Para equib@roblema
se crea un origen fictici® cuya oferta es; = 60 — 30 = 30 y los costes
c31 = 32 = c33 = 0.

El problema de transporte equilibrado es el siguiente:

11 2| 3 | Oferta

1 21413 10
2 6|14 20
3 01010 30

Demanda| 20 | 20 | 20

Caso 2.La demanda total es menor que la oferta toE: a; > Z b;.
i=1 j=1

En este caso se crea un destino fictibig, ; con una demanda ficticig, ,
tal que

m n
bn+1 = E a; — § bja
i=1 j=1

y costes de transporte

Cin+1 :0, z:l,,m

La demanda del destino ficticio es la diferencia entre latafetal y la de-

manda total. El transporte de unidades desde cualquieroaldestino ficticio
tiene coste cero porque es un transporte que en la practisa realiza. En al-
gunos casos se pueden tener costes distintos de cero qunpodidar, por ejem-
plo, el coste de almacenamiento de aquellas unidades quaritassportadas.
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6.4. Teoremas y definiciones 177

Ejemplo. Considerar el siguiente problema de transporte.

11| 2| 3 | Oferta

1 31211 50

2 6|44 20

Demanda| 20 | 20 | 20

e Oferta total =50 + 50 = 100.

e Demanda total 20 4 20 + 20 = 60.

La oferta total es mayor que la demanda total. Para equilédraroblema se
crea un destino ficticiad cuya demanda e = 100 — 60 = 40 y los costes
Clqg = Coyq = 0.

El problema de transporte equilibrado es el siguiente:

1121 3] 4 || Oferta

1T 13121101 50
2 |64 14]0)| 50

Demanda| 20 | 20 | 20 | 40

O

Teorema 6.4.2Un problema de transporte equilibrado siempre tiene una@6h
factible.

Demostracbn. Supongamos que tenemos un modelo en forma estandar para
un problema de transporte equilibrado. Del Teorema 6.4rtlaomos que el
problema tiene solucion. Demostraremos ahora que existesalucion factible.

Sea . .
T = ZCLZ' = ij
1 j=1

1=

Se puede comprobar que

aibj
xij =

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



178 Tema 6. El problema de transporte y el problema de as@gnac

es solucion, es decir, verifica las restricciones. Adereadactible, porque se
cumple que
Tij ZO, 1= 1,...,m, j: 1,...,n.

O

Teorema 6.4.3Todo problema de transporte equilibrado tiene una s@uodactible
basica. Esta solu@n tienem + n — 1 variables positivas como&imo.

El la siguiente seccion se dan dos métodos para obtenesolunzion factible
basica para un problema de transporteMékodo de la esquina noroesyeel
Método de Vogel

6.5 Solucon factible basica inicial

Para calcular una solucion para el problema del transpditiearemos una tabla,
de las mismas dimensiones que la tabla de costes, a la queadiamstabla de
flujos(ver Figura 6.2). En esta tabla colocaremos los flujos depante, es decir,
las cantidades de producto transportadas desde cada bagtncada destino.

D, | D, e D,, || Oferta
Oy 11 | T12 ce Lin ai
Oy X1 | T22 ce Lon as
Om Tm1 | Tm2 tre Tmn Am
Demanda b; by . by,

Figura 6.2: Tabla de flujos del problema de transporte

6.5.1 El metodo de la esquina noroeste

Dado un problema equilibrado, se obtiene una solucibibifadbasica inicial con
los siguientes pasos.
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6.5. Solucion factible basica inicial 179

Paso 1 Elegir la esquina noroeste ;) de la tabla de flujos (inicialmente
i=1,7=1).

Paso 2 Asignar el mayor flujo posible de transporig;, en esa posicion.
Es decir,
x;; = min{a;, b;}.

Actualizar la ofertay; y la demanda, .
e Si el minimo esu;, la oferta del origer0; se actualiza a cero y se

prescinde de la fila para asignaciones posteriores. Se actualiza la
demanda &; — a;.

¢ Siel minimo e9);, la demanda del destind; se actualiza a cero y se
prescinde de la columnen las asignaciones siguientes. Se actualiza
la oferta aa; — b,.

e Sia; y b; tienen el mismo valor, se actualizan la oferta y la demanda
a cero al mismo tiempo. Se prescinde de laifjfade la columng en
asignaciones posteriores.

Paso 3 Se pueden dar dos casos:

e Siquedasolo unafila o s6lo una columna, se asignan toslanidades
gue estan sin asignar. Parar.

e En otro caso, ir al Paso 1.

Ejemplo. Consideramos el problema equilibrado de la pagina 171

Py P P; || Oferta

Ay 8 6 10 2000
Ao 10 4 9 2500

Demandd| 1500 | 2000 | 1000

Oferta= 2000 + 2500 = 1500 + 2000 + 1000 = Demanda

Primera iteracion.

e Paso 1. Elegimos la esquina noroeste: fila 1 y columna 1.
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180 Tema 6. El problema de transporte y el problema de as@gnac

P b, Ps Oferta

Ay * 2000

As 2500

Demanda 1500 | 2000 1000

e Paso 2. En esa posicion asignar el maximo flujo de transport
211 = min {2000, 1500} = 1500.

— Nueva oferta del origed : 2000 — z1; = 500.
— Nueva demanda del destid® : 1500 — z;; = 0.
La demanda del destin® ha quedado satisfecha. Sombreamos la columna

1y no la tenemos en cuenta en calculos posteriores. Ladelflajos de
transporte es

P P, P; ||Oferta

Ay || 1500 /2000

200

A 2500

Demand 2000 | 1000

)
=0
o\

e Paso 3. Queda mas de una fila y de una columna sin sombreatadtaa
Ir al Paso 1.

Segunda iteracon.
Procedemos como en la iteracion anterior eligiendo lairaquoroeste de la
tabla, fila 1 y columna 2. Asignamos

212 = min {500, 2000} = 500.

Se actualizan la oferta y la demanda:= 500 — x5 = 0y by = 2000 — 500 =
1500.
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6.5. Solucion factible basica inicial 181

Obtenemos la nueva tabla de flujos. La oferta del origerse ha agotado,
sombreamos la fila 1 y no se toma en cuenta en calculos posteri

P P, P; ||Oferta

A || 1500 | 500 2})@;/

A 2500

] 2
Demanda 1500 )91@5600 1000

Ahora sb6lo queda un origen; asignamos todas las unidagessgan sin asig-
nar: r,; = 1500 Y Toz = 1000.

P P, P; ||Oferta

Ay 1500 500 2000

A, 1500 | 1000 2500

Demanda 1500 | 2000 | 1000

Esta solucion inicial es factible y basica. La soluci@mém +n — 1 =
2+ 3 — 1 = 4 variables mayores que cero.

e Solucion:

11 = 1500, T19 = 500, 13 = 0, To1 = 0, Tog = 1500, To3 = 1000.

e Coste de transporte:

z = (8 x 1500) + (6 x 500) + (4 x 1500) + (9 x 1000) = 30000.

O

El método de la esquina noroeste es un método sencillogharalculo de
una solucion factible basica inicial para el problemardegporte. Este método
no toma en cuenta la tabla de costes para calcular una@oludiia mejora del
método consiste en tomar en cuenta los costes al eleginsE@nes para asignar
los flujos.
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6.5.2 Metodo de Vogel

El método de la esquina noroeste y el método de Vogel seedif&n Gnicamente
en el paso de seleccion de la variable a asignar. Para txgelele dicha variable
se calculan en la tabla de costes las diferencias por filag ggdomnas que se
definen de la siguiente manera.

e DF; = diferencia en valor absoluto de los 2 costes menores de la fila

e D(C; = diferencia en valor absoluto de los 2 costes menores deuancal
J-

Paso 1 Calcular las diferencias por fila y por columna en la tablaaites.
Seleccionar la fila o columna de mayor diferencia y en ellakilla (i, j)
de minimo coste;;.

Paso 2 En la tabla de flujos, asignar a la variablg el flujo maximo
posible en la posicion seleccionada

z;; = min{a;, b;}.
Actualizar la ofertaz; y la demanda;.

e Siel minimo es;, actualizar la oferta del origen; a cero y prescindir
de la fila: para asignaciones posteriores. Se actualiza la demanda a
b, — a.
] (2

e Si el minimo esh;, actualizar la demanda del destiny a cero y
prescindir de la columnaen asignaciones posteriores. Se actualiza la
oferta aa; — b,.

e Sia; y b; tienen el mismo valor, la oferta y la demanda se actualizan
a cero al mismo tiempo. Se prescinde de laifjfade la columng en
asignaciones posteriores.

Paso 3 Se pueden dar dos casos:

e Siquedasolo unafila o s6lo una columna, se asignan toslasidades
gue estan sin asignar. Parar.

e En otro caso, ir al Paso 1.
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Ejemplo. Calcular una solucion factible basica para el problemaliégado
de la pagina 171 utilizando el método de Vogel.

Primera iteracion.

e Paso 1.Calculamos las diferencidsF; y DC; en la tabla de costes.

Tabla de costes Tabla de flujos
P, | P, P ||Ofer. | DF; P | Py | P3 ||Ofer
Aq 8 6 10 || 2000 | 2 Ay 2000
Ay || 10 @ 9 1l 2500 @ A * 2500
Dem. |/1500 {2000 [1000 Dem. ({1500 | 2000 | 1000

pc; 2 2 1

Elegimos la linea con mayor diferencia, en este caso la filal2Zninimo
coste en dicha fila es, = 4.

e Paso 2.Asignar el maximo flujo
T9y = min{2000, 2500} = 2000.

Actualizar la oferta y la demanda. Sombreamos la columnar@ugoha
quedado satisfecha y no hay que tenerla en cuenta en possesisigna-

ciones.
Tabla de costes Tabla de fujos
P | P, P; |Ofer P\ P | P; ||Ofer
Ay 8 6 10 || 2000 Ay 2000
Ay || 101 4 9 || 2500 A 2000 500
Dem. ||1500 |2000 |1000 Dem. [[1500 0 1000

e Paso 3.Quedan mas de una filay de una columna en la tabla. Ir al Paso 1.
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Segunda iteracon.
Se procede como en la iteracion anterior. Calculamos fasedicias por filas

y por columnas. Elegimos la mayor diferencia; en este cagceh®ate en la
primera fila y en la primera columna. Elegimos cualquieralldes.epor ejemplo
la fila 1y en ella el minimo coste;; = 8. Asignamos el maximo flujo

211 = min{1500, 2000} = 1500.

Actualizamos las ofertas y las demandas. El destino 1 queddesho vy lo eli-
minamos para posteriores asignaciones.

Tabla de costes Tabla de flujos
P | P| P ||Ofer. |DF P P | P ||Ofer.
Ay 8 6 10 || 2000 | 2 A; |1500 500
Ay || 10} 4 9 || 2500 | 1 A 2000 500
Dem. |/1500 |2000 |1000 Dem. 0 0 | 1000
DC; 2 1

So6lo queda una columnayy, por tanto, hay que asignar toslaatdidades que
todavia no se han asignado y se tiene una solucion iniaral @ problema.

Tabla de costes Tabla de Flujos
P P, | P; ||Ofer P P, | P; ||Ofer.
Aq 8 6 10 || 2000 A1 ||1500 500 || 2000
A, | 10 41 9 | 2500 Ay 2000 | 500 || 2500
Dem. ||1500 |2000 {1000 Dem. |[1500 | 2000 | 1000
e Solucion:

I = 1500, T12 = 0, T3 — 500, To1 = 0, Tog = 2000, To3 — 500.

e Coste de transporte:

2 = (8 x 1500) + (10 x 500) + (4 x 2000) + (9 x 500) = 29500.

Esta solucion es mejor que la obtenida por el método dejlamsnoroeste porque
tiene un coste menor. O
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6.6 Mejora de una solucon factible basica

Dada una solucion factible basica, para mejorarla sgatih formulacion dual
asociada al problema de transporte.

Sea el problema del transporte equilibrado

m n
min z = E E CijTij

i=1 j=1

sujeto a
n
Z.Tij:&i, izl,...,m
j=1
m
inj:ij ]: 1,...,n
i=1
Lij ZO, izl,...,m, jzl,...,n
Si denotamos pot+, ..., u,, Y vi,...,v, las variables duales, el problema dual
asociado es

max G = i a;u; + i bjv;
i=1 j=1
sujeto a
u+v; <cy,i=1,....m,j=1,....n
u;,v; tnorestringidasi =1,...,m, j=1,...,n
Ejemplo. Modelo dual asociado al problema de la pagina 169

max G = 2000u; + 2500uy + 1500v; + 200002 + 1000w

sujeto a
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Uq +vy <8
Uy +v29
Uy +v3 <10
Uy +vy <10
Uz +v2
Us +v3 <9
u;, v; : O restringidas
0

El algoritmo de transporte es una adaptacion del algorgimplex. En este
caso el objetivo es minimizar; obtenida una solucion fdetbasica inicial, calcu-
lamos otra para la que la funciébn objetivo tome un valor pegueno. Hay que
realizar un cambio de base eligiendo una variable pararertia base y otra para
salir. Esta seleccion se realiza siguiendo los critereddabrema de mejora.

6.6.1 Variable que entra en la base

En el modelo de transporte se denotanper: =1,...,m, j = 1,...,n, las
variables de decisior;; los costes de transportey; los vectores de la matrix
del modelo.

Recordemos que para determinar si una solucion factddech puede mejo-
rar hay que calcular los valores indicadores asociados\al&@bles no basicas.
Denotaremos por;; — ¢;; el valor indicador asociado a la variablg.

Th—-1
zij — Cz‘j = CBB aij — Cz’j-
Teniendo en cuenta que;B~! es el vector de variables duales,
Tp—1
cgB7 = (U1, U, 1, U

Entonces,
Zij — Cij = (Uh ceey Umy U1y e e 7Un)az'j — Cij-

El vectora,; solo tiene componentes con valor 1 en las posiciongsn + j. El
resto de componentes son cero. Por tanto,

zij — Cz‘j = Uu; + Uj — Cz’j-
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Para calcular los indicadores es necesario conocer losegatte las variables
duales. Estos valores se pueden calcular teniendo en apueeda — c;; = 0 para
todas las variables;; que son basicas.

En la base hayr + n — 1 variables; se tienem + n — 1 ecuaciones del tipo
u; +v; — ¢;; = 0y m+ nincognitasyy, . .., Up, v1, . . ., v,. ESte es un sistema
con un grado de libertad. Se puede puede calcular una soldel sistema dando
un valor a una de las incognitas.

Una vez conocidos los valores de las variables duales sepuweattular todos
los indicadores. Teniendo en cuenta que el objetivo es naamse pueden dar
dos casos.

e Sizjj—c; <0,i=1,...,m, j=1,...,n,entonces lasolucion es optima.

e Siexistez;; —c;; > 0, la solucion puede ser mejorada. Para mejorarla, entra
en la base la variable asociada al mayg@¥r c;; entre los positivos.

Ejemplo. Consideramos la solucion factible basica obtenida eadpna 181
por el método de la esquina noroeste para el ejemplo.

Tabla de costes Tabla de flujos
P P, | P; ||Ofer P Py, | P3 ||Ofer.
Aq 8 6 10 || 2000 Aq |[1500| 500 2000
Ay || 10] 4 9 | 2500 Az 1500 |1000 || 2500
Dem. |/1500 [2000 [1000 Dem. ({1500 |2000 | 1000

Las variables basicas sen, x12, 22 Y 223. Para calcular las variables duales
uy, Ug, V1, U2, v3 S€ tiene el siguiente sistema:

Tr11 €S basica = z1—cn1=0 = wu+v1—8=0
19 €S basica = zZ12—C2=0 = u+va—6=0
Xoo €S basica = 299 —Cp =0 = wuy+wve—4=0
To3 €S basica = Zog —C3 =0 = wus+v3—9=0
Tenemos un sistema de 4 ecuaciones y 5 incognitas, por lesjassistema
tiene infinitas soluciones. Nos interesa cualquiera dedag®nes, y para ello,
damos un valor cualquiera a una incognita, y calcularerheasl@ del resto. Por
ejemplo, siu; = 0, se obtienen; = 8,19 = 6,uy = —2Yy vy = 11.
Calculamos los indicadores para todas las variahlegue no son basicas, en
este casa;; Y Xo1.
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@ zi3—ci3=u;+v3—ci3=0+11-10=1> 0.
o 221—021:U2+Ul—021:—2+8—10:—4<0.

El indicadorz;3 — ¢;3 = 1 > 0. Por tanto, se puede encontrar una solucion
mejor haciendo basica la variahte;. O

6.6.2 Variable que sale de la base

Para determinar la variable que sale de la base tenemos eta ¢og siguientes
resultados.

1. En el problema de transporte equilibrado las variablespguitenecen a la
base no forman un ciclo. En el ejemplo antetigr, x5, 22 Y x93 NO for-
man un ciclo.

2. Se puede encontrar un Unico ciclo formado por las vasadplie pertenecen
a la base y la variable que entra en la base.

Regla para encontrar el ciclo. Considerar la variable gueaem la base
como flujo positivo y eliminar filas y columnas que tengan uaica flujo
positivo. El proceso se realiza de la siguiente manera: eangiiminando
filas, después columnas, y repetir el proceso hasta que y& poedan
eliminar mas lineas. Las casillas que contienen flujotmosy no han sido
eliminadas forman el ciclo Gnico.

Una vez identificado el ciclo asignaremos un flujo positiva &driable que
entra en la base; pero alguna variable que forma parte deld=sbe tomar el valor
cero y dejar la base. Para decidir qué variable de las queafoparte del ciclo
debe abandonar la base es necesario observar la tendethassfldgos del ciclo.
Asi, el vector de entrada esta asociado a un flujo que tiaralementar, ya que
pasa de ser cero a tener un valor positivo. Como las ofertaanaddas se tienen
que satisfacer, los flujos del ciclo que estan en la misma fdalymna tienen
que disminuir en la misma cantidad. De la misma manera, lpsfadyacentes a
éstos en el ciclo tenderan a aumentar. Los flujos que treadksminuir bajaran
de valor hasta que uno de ellos tome el valor cero y la varadaleiada a ese flujo
dejara la base. La cantidad asignada a la variable queamlazbase es el minimo
de los flujos que tienden a disminuir, dicho flujo se hace cdéasomgriable sale de
la base.
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Ejemplo. Continuamos con el ejemplo de la pagina 187.

Hemos visto que la variable;; entra en la base y el ciclo Gnico entre esta
variable y las basicas es el formado peg, x12, x22, x23. En la tabla aparecen
sombreadas las casillas asociadas a las variables del ciclo

Sale \ Entra

Py Py P; J(Oferta

Ay 1500 | 500 ¢ %T 2000

Ay 1500 || 000 || 2500
Demanda 1500 | 2000 | 1000

Los flujos que tienden a disminuir seR, y x93. Elegiremos el flujo minimo entre
los que tienden a disminuir,

Hlin{]?lg = 500,1‘23 = 1000} = T12.

Se modifican los flujos que forman el ciclo; los flujos que nonfan parte del
ciclo no modifican su valor. Asi, se obtiene la siguientecioin:

P P, P; ||Oferta

Ay 1500 500 2000

Ao 2000 500 2500

Demanda 1500 | 2000 | 1000

e Solucion:

11 = 1500, T12 = 0, Tr13 = 500, To1 = 0, Tog = 2000, To3 = 500.

e Coste de transporte:

2 = (8 x 1500) + (10 x 500) + (4 x 2000) + (9 x 500) = 29500.

Esta solucion es mejor que la anterior (ver pagina 181). O
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6.7 Tabla de transporte

Hasta ahora hemos trabajado con dos tablas: la tabla des gottbla de flujos.

A la hora de mejorar la soluciobn hemos necesitado, aderaksilar las variables
dualesu; y v, y los indicadores;;; — ¢;;. Por conveniencia, todos estos datos,
necesarios para el calculo de la solucion 6ptima paracdli@ma de transporte,
se pueden recoger en una Unica tabla llamEatda de transporteue tiene la

siguiente estructura:

ul

Um

v1

Z11 —C11

C11

Z1ln — Cln

Tin

Cln

z21 — C21

x21

Cc21

Z2n — C2n

T2n

Can

Zml — Cm1l

Tm1

Cm1

Zm2 — Cm2

Tm2

Cm2

Zmn — Cmn

Tmn

Cmn

b1

b

bn

al

a2

am

Ejemplo. Continuando con el ejemplo, la tabla de transporte corretipate
a los calculos de la pagina 187 es la siguiente:

Sale
v =8 \ vy=6 vy =11
. 6 @ 0 Entra
=0 1500 500 i /T 2000
—4 | 10 4 9
Uy = —2 1500 T 1000 l 2500
1500 2000 1000
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6.8 Algoritmo de transporte

A continuacion se resumen los pasos a seguir para hallalueién 6ptima de un
problema de transporte cuando el objetivo es minimizar.

Paso 1 Equilibrar el problema.
Paso 2 Calcular una solucion factible basica inicial.

Paso 3 Calcular los valores,, ..., u,, v, ..., v, asociados a la base ac-
tual.

Paso 4 Calcular los valores;; — ¢;; = u; + v; — ¢;; para los vectores no
basicos.

¢ Si para toda variable no basieg — ¢;; < 0, la solucion actual es
optima Unica. Parar.

¢ Siparatoda variable no basiga—c;; < 0y existe unvalor;; —c;; =
0, entonces hay soluciones optimas multiples. Elegiralicariable
para entrar e ir al Paso 5.

e Si existez;; — ¢;; > 0 entonces la solucion puede ser mejorada. Ele-
gir como variable de entrada la asociada al mayor indicacie éos
positivos. Ir al paso 5.

Paso 5 Detectar el ciclo que forman la variable que entra en la pdas
variables de la base actual. Calcular la nueva solucial.Raso 3.

6.9 Aplicacion del algoritmo de transporte

Calcular la solucion 6ptima para el problema de trangport

1| 2| 3| 4 || Ofertas
1 519 -14 28
2 6 10| 3 | - 32
3 4 | 2 | 5|7 60
Demandas| 48 | 29| 40| 33
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Las posicionegl,3) y (2,4) indican transportes que no se pueden realizar.
Asignaremos en esas posiciones costes de transponrly grandes para evitar
que sean asignadas.

Primera iteracion.
Paso 1.Equilibrar el problema.

e Oferta= 28 + 32 + 60 = 120.

e Demanda= 48 + 29 4 40 4 33 = 150.

Se crea un origen ficticio con una oferta de 30 unidades y £al&tdransporte
cero. Creamos la tabla de transporte para asignar flujos.

5 9 M 4

28
6 10 3 M

32
4 2 3 7

60
0 0 0 0

30

48 29 40 33

Paso 2. Calcular una solucion inicial utilizando el método de ¥bgReali-
zamos la primera iteracion calculando las diferenciadifgoy por columna. La
mayor diferencia corresponde a las columnas primera y a&u&tleccionamos
cualquiera de ellas, por ejemplo la primera y, en esa colwselecionamos la
casilla de minimo coste, posicidd, 1). Asignamos el minimo entre oferta y
demanda, 30 unidades. Actualizamos ofertas y demandasiyainos las lineas
satisfechas, en este caso la filafenemos la siguiente tabla:
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51 [9f [m T4 DE
28 1
6/ [100 [3] [Mm
32 3
a T2 |5 |7
60 2
of Jo[ Jo] To
30 0 0
18 29 40 33
DC; 4 2 3 4

En la segunda iteracion del método de Vogel calculamosideailas diferen-
cias; la mayor corresponde a la segunda columna, y el micasie a la posicion
(3,2). Asignamos el minimo entre oferta y demanda, 29 unidadesializamos
ofertas y demandas y eliminamos la colunmnaor estar satisfecha. Tenemos la
siguiente tabla:

) 9 M 4 DF,
28 1
6 10 3 M
32 3
4 2 Y 7
29 31 2
0 0 0 0
30 0

18 0 40 33
pc; 1 723

Repetimos el proceso. La mayor diferencia corresponde &2 &n empate
con la columna 4, elegimos la fila 2. El minimo coste corresigaa la posicion
(2,3); asignamos 32 unidades. Actualizar oferta y demanda yredinta fila dos
por haber sido satisfecha. Tenemos la siguiente tabla:

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



194 Tema 6. El problema de transporte y el problema de as@gnac

sPle [ 2] D5
28 1
6 [10] [3] [M
32 0 3
a2 [5] |7
29 31 1
o [o] Jo] TJo
30 0
18 0 8 33
De; 1 2 3

Para la nueva tabla la maxima diferencia se encuentra esldanna 3. El
coste de transporte minimo en la columna 3sgs5. Asignamos a esa casilla el
maximo flujo de transporte posible, es decir 8. Actualizawferta y demanda, y
eliminamos la columna tres. Tenemos la siguiente tabla:

s 4] 5
28 1
6| [10] [3] [M
32 0
al ]2 5 |7
29 | 8 23 1
o [o] [o| Jo
30 0
18 0 0 33
DC; 1 M-53

En la nuevatabla la mayor diferenciale$iay empate, elegimos, por ejemplo,
la fila 3. El coste de transporte minimo en dicha filags= 4. El mayor flujo de
transporte posible a asignar en esa posicid®eactualizamos oferta y demanda,
y eliminamos la columna 1. Tenemos la siguiente tabla:
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s 4] PF
28 1
6 |10 |3]| |M
32 0
2l 2| [5] |7
18 |20 | 8 5 3
0| [o] 0] |o
30 0
o 0o 0 33
pC; 1 3

Ya no queda mas que una columna, asignamos todas las unigiaelguedan
sin asignar y se obtiene la siguiente solucion factibkdaa

) 9 M 4
28 28
6 10 3 M
32 32
4 2 5 7
18 29 8 5 60
0 0 0 0
30 30

48 29 40 33

Paso 3.Calcular las variables duales. Esto se puede hacer direntaran la
tabla. Damos a la variabte; el valor cero y calculamos el resto.
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u; = —3
Uy = —2
uz3 =10
uy = —4

v =4 vy=2 w3=5 v4=7

) 9 M 4
28 28
6 10 3 M
32 32
4 2 5 7
18 29 8 5 60
0 0 0 0
30 30
48 29 40 33

Paso 4.Calcular los indicadores; — ¢;; = u; + v; — ¢;; para las variables no
basicas. Asi, por ejemploy;, — co1 = us +v; — oy = —2+4 — 6 = —4. El resto
de indicadores se calcula de la misma forma.
V=4 vy=2 v3=5 vyg=7

U = —3
Uy = —2
usz =0
us = —4

-4 5|-10 9 -my M 4
28 28
—4| 6 =10 10 3ls_uM
32 32
4 2 5 7
18 29 8 5) 60
0|2/ 0110 0 Entra
30 71 30
48 29 40 33

Se observa en la tabla anterior que hay dos valgres c;; positivos en las
posiciones (4,3) y (4,4), y el mayor entre los positivos esponde a la posicion
(4,4). Por lo tanto, ésa sera la variable de entrada.

Paso 5.El ciclo esta formado por las variableg,, x4, 241 Y x44. En las ca-
sillas se sefalan con flechas los flujos que aumentan y lodigjménuyen. Entre
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los que disminuyen el mas pequeideka variablers, sale de la base. Calcular
la nueva tabla y volver al Paso 3.

V=41 =2v3=0wm =7

[eloboid [1] [ ] o] [ [4]
u; = —3 28 28 28 28
60 e o] 0 [3] M

Uy = —2 32 32 32 32
o] T2] [s] 175 [T 2] [5] 7]

us =0 18 | 29 8 5 | 60 23 29 8 60
o =10 oo ™ o) [0 o [0

uy = —4 30 | 11730 |25 5 |30

48 29 40 33 48 29 40 33

Segunda iteracon.

Se repite el proceso, calculando las variables duales)dlsadores y el ciclo.
Todos estos calculos se recogen en la tabla de la izquigatiaalizamos los flujos
que forman el ciclo y tenemos la nueva solucion en la tabla derecha.

U1:402:2U3:5U4:4

-1 E—? \is—Mw & \i Q M \i

uy =0 28 28 28 28
—4 \i—lo 10 \iz—MW \i @ \i m

Uy = —2 32 32 32 32
4| [2] [s|s(7/SA T (4] (2] [5] |7

us=0 |28 129 |8 60 |31 |29 60
o|=[omlo] (o5 To To| [0 [0]

ug=—4125 | "5 |30 17 8 |5 |30

48 29 40 33 48 29 40 33

Tercera iteracion.

Se vuelve arepetir el proceso y se llega a la solucion @ppiana el problema.
En esta tabla se observa que todos los valgres c;; son negativos, entonces la
solucion es optima Unica.
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u =4
Uy = 3
us = 4
us =0

e Solucion optima:xt, = 28, 2%, = 32, 23, = 31, x5, = 29, i, = 17,
i = 8, x3, = 5. El destinol recibe 17 unidades ficticias, unidades
el destino3, y 5 el destino4. Por tanto, sus demandas no han podido ser

v1=0 v=-2 v3=0 wv,=0
-1 5 |=7]9 |4-mMM 4
28
-3 6 =910 3 ls_mIM
32
4 2 | 1! 5|37
31 29
0] _9 0 0 0
17 8 5
48 29 40 33

28

32

60

30

satisfechas, ya que la oferta existente no es suficiente.

e Coste de transporte minimo:

2 = (4x28)+(3%32)+(4x31)+(2%29)+(0x 17)+(0x8)+(0x5) = 390.

6.9.1 Solucbn degenerada

Para un problema de transporte equilibrado eororigenes yn destinos una
solucibn con menos dex + n — 1 variables mayores que cero es degenerada.

La degeneracion se puede dar en los siguientes casos:

e En el calculo de una solucion factible basica inicialardo se satisfacen si-
multaneamente origen y destino en un paso que no seamebidél método

de Vogel o del método de la esquina noroeste.

e En cualquier iteracion del algoritmo del transporte, cehay un empate

en el criterio de la variable que sale de la base.
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Cuando una solucion es degenerada hay que distinguirlestfiijos nulos
gue corresponden a variables basicas y aquellos que ponesn a variables no
basicas.

Ejemplo. Calcular una soluciéon factible basica para el problemaatesporte

1|2 3 | Oferta
1 3121 15
2 1,23 10
3 2131 14
Demandal| 10 | 6 | 12

Equilibramos el problema y obtenemos una solucion faetlkica inicial por
el método Vogel.

3 2 1 0
| _4_11_15
1 2 3 0
10— ] _10
2 3 1 0
—6—8— _14

10 6 12 11

Observamos que el numero de variables positivas es 5. nidmien cuenta
quem + n — 1 = 6, podemos decir que la solucion es degenerada. Tenemos
que elegir una variable basica mas pero asegurando que farrsa un ciclo.

En este caso una de las siguientes variables: x5, 723, 724, £31. NO pueden
ser seleccionadas para ser basicas nhi x3, ya que con cualquiera de ellas se
forman ciclos. Si elegimos para ser basisa = 0 se tiene una solucién factible
basica degenerada.
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3 2 1 0
| —4—11—15
1 2 3 0
10—0— | —10
2 3 1 0
—6—8— —14

10 6 12 11
Partiendo de esta solucion se puede continuar con la ejdiicdel algoritmo.
O

Ejemplo. Supongamos que en alguna iteracion del proceso de soldeion
problema de transporte se tiene la solucion factiblechasios indicadores de la
siguiente tabla:

U1:6 ’U2:4 ’U3:1 ’U4:4

6 4 | =314|-418
up =010 12 o o 22
9|2 9 610 |9
Uy =D 10 8 | o 18
316|—-4|11 4 7
us =3 15 o 5 o 20
10 22 23 )

El indicador mas grande entre los positivos:gs— c; = 9; x9; entra en la
base. El ciclo esta formado pot;, x12, T21 Y 722. Actualizamos los flujos y
vemos quer;; = 0y x99 = 0. Sin embargo, las dos variables no pueden dejar la
base al mismo tiempo porque no tendriamos un numero sitkaie variables en
la base. Mantenemos en la base cualquiera de las dos, pglejein y se tiene
la solucion degenerada de la tabla.
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v =6vg=4v3=1v,=4

o [aolas] [ o] o (4 &
ur=0 |10 || 12! 22 0 22 22
e b (2] Lo Tolels | [2 0 [¢ [0
u =5 7 110 || 8 18 10 8 18
e ol (1] (1 | [o [u [1 %
us = 3 15 |5 |20 15 |5 |20

10 22 23 ) 10 22 23 )

Se continua con la aplicacion del algoritmo hasta obtensolucion optima.
O

6.9.2 Solucione®ptimas maltiples

Una vez que se ha obtenido la solucion 6ptima se puedem&acouevas solu-
ciones optimas si hay algun indicador de un vector nocéagile vale cero.

Ejemplo.
Calcular las soluciones 6ptimas para el problema de toatesp

12| 3| 4|5 | Oferta
1 411269 100
2 6| 4|3 |57 120
3 5|12 6|4)|8 120
Demanda| 40 | 50| 70| 90 | 90

Después de realizar varias iteraciones del algoritmoatesporte se tiene la
siguiente solucion:
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U1:4 U2:1 U3:2 ’U4:3 ’U5:6

4 1 2|1-3|16|-3|9

up =0 40—20_40_ o _100
—1]6|-24 3|1 —-115 7

uy =1 o —30_ _90_120
015 2|1-3|6 41-118

uz =1 —30— —90— —120

40 50 70 90 90

Se verificaz;; — ¢;; < 0 para todos los vectores que no estan en la base. Por lo
tanto, la solucion es optima. Ademas, dado eyye— c3; = 0, existen 6ptimos
mdaltiples. Para calcularlos, elegimos como variable deadax3; y como vari-

able de salida;,. La nueva solucion 6ptima es

10 20 40 100

30 90 120

30 90 120
40 20 70 90 90

Este proceso para calcular soluciones 6ptimas miltgdgaiede repetir hasta que
una nueva solucion ya haya sido calculada anteriormente. O
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6.10 El problema de asigna@n

El problema de asignacion es un caso particular del prabléentransporte. Se
trata de asignar un nimero de origenes (individuos, saeé@) a un mismo
nimero de destinos (tareas, maquinas etc.) con el objdgvoptimizar una
funcion de coste. La asignacion debe hacerse con la dondle que cada origen
tenga asignado un Gnico destino y cada destino esté asignan Gnico origen.
La asignacion de un origen; a un destind); tiene un coste;;.

Las variables de decision se definen de la siguiente manera:

1 si el origenO; es asignado al destino;
xij =
0 en caso contrario

Formalmente, si origenes deben ser asignados destinos, siendo;; el
coste de asignar cada origém i = 1,...,nacadadestin®;, j =1,...,n, el
modelo lineal en forma estandar es el siguiente:

n n
min z = Z Z CijTij
i=1 j=1
sujeto a

n
E ZL‘Z‘jzl, izl,...,n
Jj=1
n
g ryj=1, 7=1,...,n
i=1

l’ijzo,l, Z.,j:]_,...,n

Las primerasn restricciones indican que cada origen se debe asignar a un
Unico destino; las restricciones siguientes indican que cada destino tiege as
nado un Gnico origen.

Cuando el nUmero de origenes no es igual al nUmero dendssta forma de
equilibrar el problema es afladir tantos origenes o destiomo sean necesarios.
Por ser los origenes o destinos afiadidos ficticios, et aEsasignacion sera cero.

Para este problema la informacion esencial esta coraemidh tabla de costes
porque todas las ofertas y demandas son 1.

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



204 Tema 6. El problema de transporte y el problema de as@gnac

D, Dy ... D,
O1|lci1 2 ... cip
O | co1 c22 ... cCop
On Cpl Cp2 ... Cppn

Figura 6.3: Tabla de costes para el problema de asignacion

6.10.1 Meétodo Hungaro

El algoritmo de solucion del problema de asignacion sea bados dos siguientes
teoremas.

Teorema 6.10.1Si las variablesr;;, « = 1,...,n, j = 1,...,n son soludn
optima para un problema de asignaaicon funadn objetivo

n n
=22 e
j=1 i=1
entonces esos mismos valores son té@misiolucdn dptima para un problema

cuya funobn objetivo es
n n
/ /
=SS

j=1 i=1
siendoc]; = ¢;; — u; — v;, CONw; Y v;. constantes.
Demostracbn.

n n

n n
/ —_— / . = .. . . . —
Z = CiiTij = (Cij —wi —vj)xiy; =
j=1 i=1 j=1 i=1

n n n

n n n
= E E Cijxij_ E E ’U/Z'SCZ']'— E E ’UJ‘.TZ‘J‘:

j=1 i=1 j=1 i=1 Jj=1 i=1

n n n n
=z — E U; E ZL’Z‘j— E Uj E xij:
i=1 j=1 1 i=1

j=
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n n
:z—g ui—g v; =z —k.
i=1

j=1

Las funciones y 2’ se diferencian en la constaritg, por tanto, alcanzan el
optimo en el mismo conjunto de valores de las variables. O

Aplicando el resultado del Teorema 6.10.1, en la tabla deesase pueden
hacer transformaciones sin que cambie la solucion opti@ancretamente las
siguientes transformaciones: restar en las filas y/o cchismina constante.

Teorema 6.10.2Sic¢;; > 0, 4,5 = 1,...,n Yy el conjunto de valores de las vari-
ables es tal que

n n

z = chijxij = 0,

j=1 i=1

entonces;;, 7,5 = 1,...,n, €s solu@dn optima para el problema.

Demostracin. Si todos los costes;, i,j = 1,...,n, son mayores o iguales
gue cero, el valor de la funcibn objetivo sera mayor o igued cero. Por tanto, si
se tienen valores de las variablgs, 7,5 = 1,...,n que den & el valor 0, ése es
el minimo absoluto y, por tanto, la solucion optima pdrnareblema. O

El método de solucion se basa en transformar la tabla descosn las ope-
raciones que permite el Teorema 6.10.1 para conseguir.C8rgs consigue una
asignacion en la que la funcion objetivo tome el valor cniendo en cuenta el
Teorema 6.10.2, esa asignacion ya es optima.

Como hemos visto, restar constantes en una fila y/o columraamdbia la
solucion optima del problema. El método Hungaro se leasaste hecho para
transformar la tabla de costes y conseguir un nUmero sofiicide ceros para
hacer la asignacion. El método Hungaro para resolverodllpma de asignacion
se basa en el Teorema de Konig. Este teorema asegur qumero de ceros
gue se pueden asignar independientemente en filas y coleamgsal al ninimo
nimero de filas y/o columnas que cubren todos los ceros

Los pasos a seguir para minimizar la funcion objetivo sendel siguiente
algoritmo.

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



206 Tema 6. El problema de transporte y el problema de as@gnac

6.10.2 Algoritmo de asignadn
El objetivo es minimizar.
Paso 1. Equilibrar el problema.

Paso 2. Obtener ceros por filas. Restar en cada fila el minimo

u; = mjin{cij}.

Los nuevos elementos de la tabla gpn=c;; —u; 0,5 =1,...,n.

Paso 3. Obtener ceros por columnas. Restar en cada columna el minim
v; = miin{c;j}.

Los nuevos elementos de la tabla gfn=c;; —v; i,j=1,...,n.

Paso 4. Asignacion de casillas que tengan ceros. Elegir la fila arook
con menor numero de ceros. Asignar uno y eliminar los ceeda thisma
fila y columna. Repetir la asignacion en filas y columnasiocoando por
aquella que tenga el minimo numero de ceros sin eliminar.

e Sial terminar la asignacion en todas las filas hay un cegnadbo, se
tiene la solucion optima. Parar.

¢ Si hay alguna fila que no tenga cero asignado al finalizar elepiio
miento de asignacion ir al Paso 5.

Paso 5. Elegir el minimo numero de filas y/o columnas que cubrensod
los ceros. Este nUmero minimo se consigue con el sigysatedimiento.
(a) Marcar las filas que no tienen ceros asignados.

(b) Marcar las columnas que tienen ceros eliminados en éaesfibrcadas
en el paso anterior.

(c) Marcar las filas que tienen ceros asignados en las commaecadas
en el paso anterior.
Repetir (b) y (c) hasta que ya no se puedan marcar mas fila®l/mnas.

Las filas no marcadas y las columnas marcadas cubren todeaeros.
Cubrir estas filas y columnas. Ir al Paso 6.
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Paso 6. Crear nuevos ceros. Elegir el elemento minimo que no esta c
bierto. Restarlo a todos los elementos de las filas no caBigrsumarlo a
los elementos de las columnas cubiertas. Ir al Paso 4.

Ejemplo. Supongamos que cuatro contratistas concursan para canisegu
construccion de cuatro edificios, debiendo ser asignada edificio a un Gnico
contratista. El tiempo que cada contratista necesita pacaristruccion de cada
edificio viene dado en la siguiente tabla. Calcular la agsigmepara que la suma
total del tiempo empledo en la construccion de los cuatificexs sea minima.

1 2 3 4
28 58 60 54
66 70 70 78

106 104 100 95
D| 52 54 64 54

Q T =

Paso 1. El problema es equilibrado.

Paso 2. Restamos en cada fila el minimo, es decir, 54, 66, 95y 52 para |
filas primera, segunda, tercera y cuarta, respectivamente.

12 3 4
Al 4 4 6 0
Bl 04 4 12
ciim 9 5 0
D| 0 2 12 2

Paso 3. Restamos en cada columna el minimo; 0, 2, 4y 0, respectii@me

1 2 3 4
Al 4 2 2 0
Bl 0 2 0 12
ci11 71 0
Dl 008 2
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208 Tema 6. El problema de transporte y el problema de as@gnac

Paso 4. Asignar ceros.

e La fila primera tiene solo un cero. Asign@t,4) y Eliminar (C,4).
En la segunda fila hay 2 ceros para asignar, en la tercera mehag,
en la cuarta hay 2 ceros.

123 4
Al 4 2 2 0]
Bl 020 12
cl11 71 p
D[ 008 2

e Seguir en las columnas. En la primera hay dos ceros; en laadagu
hay un cero, asigndiD, 2) y eliminar (D, 1). En la columna 3 hay un
cero, asigna(B, 3) y eliminar (B, 1).

1

o o] =

4
P
11

D| p [0]

El nlmero total de ceros asignados es 3. No se tiene la agignaptima y
hay que continuar en el siguiente paso para conseguir mas. ce

~ [0 v

N NN N

A
B
C

(00]
NI

Paso 5. Elegir el minimo numero de filas y/o columnas que cubresod
los ceros.
(&) Se marca lafil&’ porque no hay ceros asignados.

(b) En la fila marcada hay un cero en la cuarta columna. Marsdeo
columna.

(c) Lacuarta columnatiene un cero asignado en la primeraféacamos
la primera fila y repetimos el paso (b).

(b) En la primera fila no hay ceros sin asignar.
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El proceso de marcar filas y columnas ha terminado. Cubrias8las no
marcadas y las columnas marcadas.

1 2 3 4

A4 2 2 [0} X
By 2 o 12

clir 701 g X
Dlg [0] 8 2
X

Las lineas cubiertas son tres y contienen todos los cera® rHéehemos
conseguido asignar cuatro ceros.

Paso 6. Crear nuevos ceros. El minimo de los elementos no cubiestas
Restamos 1 a las filas no cubiertas y sumamos 1 a las columiiastas.
Después de hacer los calculos la tabla de costes es

1 2 3 4
Al 3 1 1 0
Bl 0 2 0 13
c|10 6 0 0
D} 008 3
\Volver al Paso 4.
Paso 4. Asignar ceros.
1 2 3 4
Al 3 1 1[0
Bl[o] 2 p 13
cl10 6 [0] p
D| p [0 8 3
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Los ceros asignados son 4 y la solucion es optima.

e Solucibn 6ptima:
A — 4: el contratistal construira el edificicA.
B — 1: el contratistal construira el edificids.
C — 3: el contratisteB construira el edificia’.
D — 2 : el contratista& construira el edificidD.

e Coste 0ptimoray + cp1 + cos + cpa = 54 + 66 + 100 + 54 = 274.

|

6.10.3 Problema de maximiza@n

El método Hlungaro solamente se puede aplicar cuando eivabgs minimizar.
Si el objetivo es maximizar, se puede transformar la fumcigjetivo a

n n
min(—z) = Z Z —CijTij.

i=1 j=1

Sin embargo, con esta transformacion de la funcion olgelbs costes de asig-
nacion se han hecho negativos. El Teorema 6.10.2 exigeagios 1os costes
sean mayores o iguales que cero. Una manera de conseguio tpaganvalores
negativos en la tabla es restando el minimo.

max z min(—z) min(—z)
D; D; D;
= - = ,
O; Cij Oz —Cij —C i Cij
Restar

—Cp] = mln{—CU/ — Cij < 0}

/ /
Cij = —Cij T Cal Cjj > 0.

Ejemplo. Una empresa convoca unas pruebas de seleccion para agbrir |
vacantes que hay en 3 puestos de trahaja3, y C. Realizadas las pruebas la
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empresa asigna a las 5 personas que se han presentado ureciuméntre 1y
10. Las puntuaciones se recogen en latabla. En la c&Sill§ no hay puntuacion
porque la person&no esta capacitada para realizar el traliajo

1 2 3 4 5
Al2 4 10 3 6
B|7T 7 5 6 4
c|8 6 7 — 9

Se trata de hacer la asignacion que maximice la adecusmi@nde las tres
personas elegidas para los 3 puestos de trabajo. El objetiveste caso, es ma-
ximizar la suma de puntuaciones. Maximizar en la tabla awtes equivalente a
minimizar si se cambia;; por —c;;.

1 2 3 4 5
Al-2 —4 —-10 -3 —6
B|-7 -7 -5 —6 —4
c|l-8 6 -7 — -9

Hay valores negativos en la tabla. Restando a todos los rtemde la tabla el
minimo que es-10, se tiene la siguiente tabla:

123 45
A8 6 0 7 4
B3 35 46
ci2 43 — 1

Ahora el objetivo es minimizar y no hay negativos en la taBlar. otra parte,
para evitar que el trabajadéresulte asignado al trabajo ponemos en la casilla
(C,4) un coste muy grand®/. Ya se puede comenzar con los pasos del algoritmo.

0
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6.10.4 Ejemplo de solucioneéptimas multiples

Consideremos el ejemplo anterior con la tabla adecuadaapécar el algoritmo

de asignacion.

123 4 5
A8 6 0 7 4
B3 35 4 6
Ccl|2 43 M 1

Paso 1. EIl problema no es equilibrado. Para que el nUmero de cfgen
sea igual al nUmero de destinos hay que afadir 2 origerieso (2 puestos de
trabajo no reales), con costes cero dado que en la prastas asignaciones no

se realizan.
1 2 3 4 5
A8 6 0 7 4
B3 3 5 4 6
cl|2 4 3 M 1
D0 OO0 0 0
E{0 00 0 O

Paso 2. Para obtener ceros por filas, se hacen operaciones en |a3 yilas

restando el minimo en cada una.

123 4 5
A8 6 0 7 4
B0 0O 2 1 3
cl|1 3 2 MO
D0 OO0 0 O
E{0 00 0 0
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Paso 3. Todas las columnas tienen ceros, por lo que la tabla no sdigzodi
Paso 4. Asignacion de ceros.

1 2

8 6
[0] »
1 3

O Q T >

o [0]
Elp P
El nUmero de ceros asignados es 5y la solucion es optima.
e Solucibon:A —3, B—1, C -5, D—2 Yy E —4.
Los trabajadore8 y 4 se quedan sin trabajo.

° COSte:CA3+031+CC5+CD2+CE4:10+7+9+0+0:26.

Se puede observar que, al hacer la asignacion de cerosseguada fila es
posible asignar la tared a la persona (solucion anterior), o a la persofaEsa
segunda eleccion da la siguiente solucion 6ptima:

1 2 3 4 5
A8 6 [0] 7 4
Bl p o] 2 1 3
cl1 3 2 M [0
pifo] o p p» p
Elp p plo] p

e Solucion:tA —3, B—2, C—5, D—1, E —4.
En este caso, son las persomas4 las que se quedan sin trabajo.

° COSte:CA3+CBQ+CC5+CD1+CE4:10+7+9+0+0:26.

De la misma forma, en las filas correspondientes a las tédrgas se pueden
hacer otras asignaciones que proporcionan nuevas asigea@ptimas. Pero es-
tas nuevas asignaciones no tienen influencia en la sol€io#@rpor corresponder
a trabajos ficticios introducidos para equilibrar el protée O
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