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EXISTENCIA Y UNICIDAD DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE
ORDEN SUPERIOR

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Orden Superior

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n se puede expresar

generalmente como:
d'y
dax"

ym=f(x, v,y y",...,yn 1)

La teoria que se utiliza para demostrar la existencia y unicidad de soluciones para
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden puede extenderse a ecuaciones
diferenciales de orden superior. Aqui te presento los conceptos basicos y resultados

clave relacionados con este tema.
Reduccion a un Sistema de Primer Orden

Para analizar la existencia y unicidad de soluciones, es comun reducir la ecuaciéon de
orden superior a un sistema de ecuaciones de primer orden. Definimos nuevas

variables: y,=y,y,=y",y,=y",...,y, =y

Entonces, la ecuacion original se puede reescribir como el sistema de ecuaciones
de primer orden:



SOLUCION ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

En las ecuaciones diferenciales de orden superior consideraremos dos tipos especiale:

dy
dx"

—t

1° caso: Las ecuaciones diferenciales de la forma:

donde f (x) es una funcion solo de x.

La solucion de la ecuacion (1) se obtiene por integracion sucesivas, es decir:

dﬂ—] 'y

n—1

= J‘f(x) dx + ¢,

dx

an

II-

J-[J./(x)dx+cl Jdx + ¢,

y = jj[ J.f (x)dx +c¢y....Jdx +c,



d2y

2° caso: Las ecuaciones diferenciales de la forma: -
dx

= g(» o (3

donde g es una funcion solo de y.

para obtener la solucion de la ecuacion (2) se hace del modo siguiente:

d*y _dy' _dy'dy L dy

5 = ————= ) —— , Pero como
dec dx dv dx dy
d” dv'
3) = g(y) entonces y‘-JL =g(y), de donde
dx” dy

y'dy'= g(y)dy integrando se tiene: j‘y'dy'= jg(y)dy+cl =% -‘3.— g(y)dy +¢

1
e \1 2[ lg(»)dy +¢,] separando las variables

dy = ‘]'2[ g(y)dy + ¢, Jdx, de donde . = == J.dx €3
Y o
[ [y e
W, d’y
en forma similar si se tiene — = g(y)
dx
3 2 L] ’
se deduce que d s :y'[y'd,y +(dy 3]

dx d°y dy



3° caso: Las ecuaciones diferenciales de la forma.| F(x, ym - y”‘*”,..., y(”)) =01!..3)

donde la ecuacion (3) no contiene a y, se puede rebajar el orden de la ecuacién tomando
como nueva funcidn incégnita la derivada de orden inferior de la ecuacion dada, 0 sea

y'®) = 7 Obteniéndose la ecuacién F(x,z,z',...2""*")=0

Ejemplos.- Resolver las siguientes diferenciales.

3
Solucion
d’ d? S
—31 =xe& = d—iiz xe*dx+ ¢, =xe' —e" +¢
dx x
dy

o I(xe" —e* +¢)dx+c, =xe' —2¢" +ex+c,

J

£ C X"
y= J(xe" ~2e" +ox+c))dx+c; = y=xe* =3¢ +—

+Cyx + 64



@ E+uy={}

Solucion

d*y dy' dy'

Como —1—7 = y'—=— = _v'—"{— +ay =0 = y'dv'+aydy =0, integrando se tiene:
dx

J"\f' y'+ Ial)'dyzc, = 22—-+02L=C|

2
dyv
=\/2c:--az.v2 — = == =dx
2ey =@y
Iarcsen = X+ X4 = arcsen(——— - )=ax+ac
B —_—= 2
u V2¢ 2 J2¢

J_—scn(ax*ucﬁ) = y =K, senax+ K, cosax
20




Solucion

es una ecuacion homogénea z = ux de donde dz = udx + xdu entonces

dz =£ln(—:—)dx = udx+xdu=ulnudx
X X

x du = (u In y u — u) dx, separando la vanable.

—ﬂ—:ﬁ = In(lnu-1)=Ilncx = lnu—-1=cx = Inu=1+c¢x
ulnu-u x

‘i‘ I. . + -T - R I #
= ve""® = dy = xe'"“dv integrando y=—e'"" ——e" " +4
-l!it‘ c Ll'




Ejemplos.- Resolver las siguientes diferenciales.

e
d*

'f +ay =0
dx”

"= y'ln('—‘;)
X

y'=z
i-'.lb = A€ x" "r(“} = 11 y'{ﬂj =0 1 4 2
dv” ¥y =(2],'+,}]—2y' =0
K 1y 2 2. _
y=ytgx—(y') sec” x z=senx
5 5 j.Z(.tjd.r
o' (') -y )=x"y? HE






d/ L=xe™, w0)=1, y(0)=0 Rpta: y=(x+2)e " +x-|
{ax

—

| ; | |
; : =C0S” X, v(0)=3—2. v'(0), y"(O)=§- y"(0)=0
X

Rpta: v=—+"—+



ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN n

Las ecuaciones diferenciales lineales de orden n son de la forma siguiente:

=1

q°
»

d"y
B (x)e 25 Fa Ll x + .+a,(x)y=R(x ==y It
( )dx~ l( )dr'_! O( )y ( )

donde a,,4,,4,,...,a, y R son funciones solo de x ¢ constante.

 fhag T

La ecuacion diferencial (1) se puede escribir en la forma:

F(x,3', 9",y ™) =0 (2)

La ecuacion (2) nos indica que estan relacionadas, la variable independiente x, la variable

dependiente y, y las derivadas ', y'".....»'"



Si en la ecuacion (1) la funcion R(x) = 0, se obtiene:

: "'y

f +a,,_l(x)dx : +...+al(x)%+ao(.r)y=0 o .0

")
dxl

a, (x) n-l

A la ecuacion diferencial (3) se denomina ecuacion diferencial lineal homogénea.

Si en la ecuacion (1), la funcion R (x) # 0, la ecuacion diferencial (1) se denomina

ecuacion diferencial lineal no homogénea.

Si y,y, son soluciones de la ecuacion diferencial (3) y st ¢, y ¢, son constantes

arbitrarias, entonces y=¢;y, +c,y, €sunasolucion de la ecuacion (3).

Como v,, ¥, son soluciones de la ecuacion (3) entonces:



Wit

a{x)y, +da

“n-1\

(x)y, e a(x)y+ a(x)y =0

W) . in\ '
A, (X)vy " +d, ((X)yy ot ad )Y+ oag(x)y, =0
sumando y agrupando se tiene:

7)

(n=1)

() (1) ) (n=1)
d, xNe " ey VT, ey T ey g (x)ery, ¢y y)=0

a, (xNeiy) +¢; vV +a

N

n-|
x)e v, '+ C:_l"_))“ "Hag(x)ey Feayy) =0

entonces ¢, v +¢;y,  €sunasolucion de la ecuacion diferencial (3)

| 28]

En general s, y., 1=1,2..,n son soluciones de la ecuacion diferencial

lineal homogénea de (3) y st ¢, 1 =1, 2., n son constantes, entonces

! b

V=01 =Ca Ve +ok e, v, . es una solucion de la ecuacion diferencial (3).



ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS DE
COEFICIENTES CONSTANTES.-

Las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de coeficientes constantes son de la
forma:

dny a;n--l y
+a, | ——+.. 48— +a,y=0 we (1)
o | ST,

d

L4

donde a,,a,,...,a, son constantes.

Para resolver estas ecuaciones diferenciales, primero consideramos el polinomio
caracteristico de la forma siguiente:

Piry=a,r +a_, r" '+, 4a, r+a,=0

Como el polinomio caracteristico P(r) = 0 es de grado n entonces se puede obtener las

siguientes raices #,#y,r3,...,7, l0s cuales pueden ser, reales distintos, reales de

n

multiplicidad o nimeros complejos.



3°Caso Cuando las raices de la ecuacion polindmica P(r) = 0 alguna de estas raices son
ComplejaS: n=ua; +iB| =0 _iBl s I3 =az +iB2 y 73 = Q> "iBz

y las demas raices supongamos que sean reales y distintas.
Luego el sistema fundamental de soluciones son de la forma siguiente:
%1

v QX Anx anx rex X
e cosPyx.e ! senP,x,e * cosP,x.e 2 senf,x,e-’ .. e

y la solucion general de la ecuacion diferencial (1) es:

& oy x anx a M~ {
¥, =cie’V cosPx+c,e! senBix+cye 2 cosPrx+eqe’? senPyx+ese” +..+c,e™




a. Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

Solucion

-

-~

"
——y=0 es

Y

dx

P(r)=r®-1=0, y sus raices r, =1, r, =—1, de donde el sistema fundamental de

El polinomio caracteristico, correspondiente a la ecuacion diferencial

P'I

y 190 ; 2 oy
solucioneses: e ' .e? esdecir e*,e * y lasolucion general es: Vg =Ci€" +cye

X



8., :
d¥_3% . 2y=0
dy  dx




Vi—dyv'+4p =40







yl .‘l"_].-rll-b"_}" - ﬂ

Solucién




y!l'l_'_z L
y'-y'+2y =0

ego

general es:




Y343y +y =0




‘./:i ‘('c‘\' '
! l ) » Sl 2'0' = 1{) Rp(a: y=Cl(' +('2C’2‘

.,.l.\ . (I\-

(i:| ely ’ 2y g
@ =S fl p iyl Rpta: y=e¢ '(c/x+c5)

dx” el

— b =)

d*y
@ £1 Rpta: y=c, cosx+¢,senx
dx



ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES NO HOMOGENEAS
DE COEFICIENTES CONSTANTES.-

Las ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas con coeficientes constantes son de —

la forma siguiente:

d"}’ dn-ly d}‘
+a —+ .. +a—+a,y=R(x o (1
dx" n-{ s Idx 0¥ ( ) ( )

a,

Para obtener la solucion general de las ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas
de coeficientes constantes, primero se determina la solucion general de la ecuacidn

diferencial lineal homogenea Y, , y después se busca una solucion particular cualquiera
de la ecuacion diferencial no homogénea Y, y la solucion general de la ecuacion

diferencial lineal no homogénea es igual a la suma de la solucion general de la ecuacién
diferencial homogeénea mas la solucion particular de la ecuacion diferencial no

homogenea, es decir:
Y=Y, +¥Y,



Es decir que ¢l problema se reduce a encontrar una solucién particular Y, de la ecuacion

diferencial lineal no homogénea. Cuando la funcion R(x) de la ecuacion (1) tiene la

forma:

R(x) = e ™" [(P, (x) cos(Bx)+ O, (x) sen(Bx)]

donde P, (x) y 0, (x) son polinomios de grado n y m respectivamente, entonces la

solucion particular Y g de la ecuacion (1) es de la forma:

Y, =x'e™ [Py (x)cos(Bx) + Oy (x) sen(Bx)]

donde K = max {n,m} y s es el orden de multiplicidad de laraizr=a + if; Pg(x) y

O (x) son polinomios en x de grado K, de coeficientes indeterminados, para determinar

la solucidn particular de la ecuacion diferencial no homogénea.



1° Caso: Cuando el .segundo miembro de la ecuacién diferencial (1) es la funcidn

R(x)= P, (x) entonces:

a) Sir =0, no es raiz de la ecuacion caracteristica P(r) = 0, entonces la solucion

particular es:

¥, =50

b) Sir =0, es raiz de la ecuacion caracteristica P(r) = 0 entonces la solucion particular

€S

¥a s D Lx)

donde s es la multiplicidad der=0



2° Caso: Cuando el segundo miembro dela ecuacion diferencial (1) es la funcion

R(x)=e™ P,(x) donde a es real, entonces:

a) Sir = a no es raiz de la ecuacion caracteristica P(r) = 0 entonces la solucion

particular es:

r _ & Rn
}p—e F.dx)

b) Sir = a es raiz de la ecuacion caracteristica P(r) = 0, entonces la solucién particular

CS:

Y, = % PO

donde s es la multiplicidad de r = a



3° Caso: Cuando el segundo miembro de la ecuacion diferencial (1) es la
funcion R(x)= P,(x)cosPx+Q,, (x)senPx donde P,(x) y Q,(x) son

funciones polinémicas de grado n y m respectivamente, entonces:

a) Sir=+if no son raices de la ecuacion caracteristica P(r) = 0 entonces la solucion

particular de la ecuacion diferencial es:

¥, = Py (x)cos(f) + O (x) sen( f)

donde K = max {n,m}

b) Sir =2+ iB es raiz de la ecuacion caracteristica P(r) = 0, entonces la solucion

particular de la ecuacion diferencial es:

Y, = x*[(Py (x)cos fix + Oy (x) sen /)]

donde K = max {n,m} y s es la multiplicxddad de r = * i3



4° Caso: Cuando el segundo miembro de la ecuacion diferencial (1) es la funcion
R(x)=e™ [P, (x)cosPx+Q, (x)senPBx]] donde P,(x) y O,(x) son
funciones polinomicas de grado n y m respectivamente, entonces:

a) Sir=oa %1 no es raiz de la ecuacién caracteristica P(r) = 0 entonces la solucion

particular de la ecuacion diferencial es:

Y, =e* [(Pg (x)cosPx + Oy (x)sen f)]

donde K = max {n.m}

b) Sir=a * 1 es raiz de la ecuacidn caracteristica P(r) = 0 entonces lu solucion

partitcular de la ecuacion diterencial es.

¥, =x’e® [Py (x)cospx + O (x)sen pv)]

donde K = max {n,m} y s es ia multiplicidad de r = « =13



Solucion

2 « o il
Sea P(r)=r"+3r=0 la ecuacion caracteristica donde rn =0. », =-3. luego la

solucion general de la ecuacion diferencial homogénea o soluciéon complementarnia es:

~-3x

Y,=¢ +e; €

para la solucion particular se obtiene de acuerdo a la parte b) del 1° Caso, es decir:

Yp = Ax

1 "
Conio Y, =X = Yp =4 = Y,, =0, reemplazando en la ecuacion

de donde 0 + 3A =3 = A =1, por lo tanto ¥, = x y la solucion general de la ecuacion

diferencial no homogénea es: =T, %Y,
3x

Iesdccir: y=cy+cye " +Xx I



d*y _d
L 29 sy =—(15x? +4x+13)

dx” dx
Sea P(r)=r>—-2r—-15=0 el polinomio caracteristico, de donde: r=-3 y r, =5,
luego la solucion complementaria o solucion general de la ecuacion diferencial

homogénea es: Y =ce W g™

Para la solucion particular de la ecuacion diferencial no homogénea, se obtiene de

. . ’ 2
acuerdo a la primera parte del primer caso es decir: y, = Ax" + Bx+C

de donde y,=24x+B = y =2A4, que reemplazando en la ecuacidén diferencial

dada se tiene:

24— 4Ax—-2B-154x* —15Bx—15C = —(15x> +4x +13)

—154x> —(44+15B)x +24-2B~15C = —(15x> +4x +13)



de donde por 1dentidad se tiene:

‘—lSA:—lS IA-:I
—(4A4+15B)=-4 — B=0. Luego: y_,,=x"+l
’ZA—ZB—ISC:—B ]Czl

por lo tanto la solucion general de la ecuacior es: y=y, + v,
esdecirr y=cje " +cre” +x° +1

d”v 3 d"y 4y = —4x" +390x

dx

"

|

t2

dx




L . —4y = —45" +390x

4 ~
Ar<

d’
f]r']'

Solucién
El polinomio caracteristico es:  P(r) = r* —3r- —4=0 de donde:
n==2,r=2,rn=i Yy Iy==
y la solucion complementaria o solucion general de la ecuaciéon homogénea es:
vy, =cie 2 +cye>* +¢3 Cosx+cy sen x

Para la solucion particular se debe tener en cuenta la primera parte del 1° Caso de donde

se tiene: y = Ax® + Bx* +Cx? + Dx? + Ex+ F , de donde derivando y reemplazando en

la ecuacidn diferencial dada se tiene:



4A4=-4

4B =0
604—4C =0 o
il dedonde {C=-15
_36B—4D =0

]B-——-D:E:F:O
1204 -18C —4F = 390

24B-12D-4F =0

< « s
Luego y, =x" -1 5x” 'y la solucion general es:

2 2x g b) 3
v=ce " +ci,e” +cyco8x+cysenx+x” —15x



};I L + 3}}! = EI

Solucion

El polinomio caracteristico es P(r) = r®+3r=0, de donde r=0, r, ==3, luego la

solucion complementaria de la ecuacion diferencial homogénea es:
_3x w :
yg =€ +cye "y de acuerdo a la parte a, del segundo caso la solucion particular es:

. X . N X SR A
y, =Ae” dedonde y,=4de’ = y,=Ae

(N} Ll X X ~ X X l
como y'+3y'=e’ = Ae” +34e” =e” = A:Z

‘2 ; e " - ;
Luego la solucion particular y, = 'y y la solucidn general de la ecuacion no homogenea

es: Y=y, +y, esdecir: y=¢ +c8 " +-




&y dv_

—=mrEd

dx?  dx

2

d-v ;
L. ST X
dx” dx
d 3}-‘ d)
— ——=x+|
dy®  dx

=
Rpta: y=¢ +czex ——3———1‘2 =2x

; 4
Rpta: y=ce " +c-_,e5'r — X+ ;

s = X
Rpta: v =c¢ +c¢" —cze™" —




4x

'~ 4y = xe
Solucion

El polinomio caracteristico es: P(r) = r? —4r=0 de donde 1=0, rn=4, luego la
solucion general de la ecuacion diferencial homogénea es: y . =c¢, +cye’" y de acuerdo

a la parte b, del segundo caso se tiene la solucion particular de la forma:

y, = x(Ax+ B)e*

g 7 4. ik v _n .
Es decir:  y, =(Ax~ +Bx)e™™ y la solucion general de la ecuacion diferencial no

homogeéneaes: y=y, +y,

= - +cﬂ4:+ﬂ"1




y” _|_
Y
sin(x)




Y+ vy=senx—Ccosx

Solucion

El polinomio caracteristico es: P(r) =r? +1 =0, de donde: r, =i, r, =—i. Luego la
solucidon  complementaria de la  ecuacion  difcrencial homogénea  es:
Vg =€ COSX+C, senX

La solucion particular de acuerdo a la parte b, del 3er. caso es de la forma:

vy =x(Acosx+ Bsenx)

Es decir: y, = Axcosx+ Bxsenx y la solucion general de la ecuacion diferencial no

homogeéneaes: y =y, +y, esdecirt y=c;cosx+c, senx+ Axcosx + Bxsen x

y=_%n(m)+cl sen () —

x cos(x) + C cos (x)




Yy +y = sin(4zx) + cos(2z)
y' + 2y + by = €” sin(3z)

y' +y = 2sin(5z) + 3 cos(3x)



ECUACIONES DIFERENCIALES DE EULER.

Las ecuaciones diferenciales de Euler son de la forma:

A" ’ a" l 2
= y+a xn I y+...+alxgl+aoy=0 e ((1)
X

dxn n-—1 dxn—l

donde ag,a;,a,,...,a, son constantes.

Para resolver la ecuacion diferencial (o) se transforma a una ecuacidon diferencial

homogénea de coefictentes constantes, mediante la sustitucion.

i ' dx {
x=¢ = t=Inx,ademas —=e¢

dt
dy
dy . ' d
también — = ‘1—' =e”’ & de donde a2 el
dt dx dt dt dt
dt



%y dy* Tl @ o d( L dy
— = = ¢ — = — & —_—
& dr  deldt "

4 o ;
—‘,Z:e (e —y-+e—' d_y) de donde

d2 g 2
y:eZ!:dy

b
dt

en la misma forma se hace los calculos si la ecuacion diferencial es de orden 3, 4, etc.

También son ecuaciones diferenciales de Euler las ecuaciones de la forma siguiente:

R, m=l_
¥ -+-a,,_l(a.vc+b)"‘l ¢ :
X" dx"

a,(ax+b)"

dy
+....+a1(-ax+b)—‘§+a0y =0

()

Para obtener la solucién de la ecuacion diferencial (B) se transforma en forma similar al

caso anterior mediante la sustitucion:

{
ax+b=¢' = t=In(ax+b). Ademas ?:f_
{ a



i Al _ e o de donde se tiene 2 =ae”’ L4
di dx dt dt dt
- dt
dy’
d..V dy' _ di =ae—rdi=ae—r_(ae:dy)_aze rdy ’)
dx  dx  dx dt dt dr
di
de donde: _d_y =g’e ¥l r‘_I_y &
dx? Ydi* e
Las ecuaciones diferenciales no homogéneas de Euler son de la forma:
nd"y e d™y dy .
a,x +a, X" +ontax=—+ayy=x"F.(In(x) e (V)
dx" ) dl’n-' | dx oy o ) § 4

donde m es el grado de P, (In(x))



a. Ejemplos.- Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes:

\E

oy dy d’y 2,d’y dy
Sea x=e¢' -=> t=Inx, ademas Zx}.;:vl — . : I : .

=g (_._-_

dt = dx? de?

reemplazando en la ecuacion diferencial.

d’y dy dy o
el et (—=—)+e'e ' =—y =0, simplificando

dr* dt dt
d?y s . g :

>-— » = 0, ecuacion diferencial homogénea de coeficientes constantes.

dt

Sea P(r)=r"—-1=0 = r =1, rhb =-1.

> . Cs
Luego la solucién es y(z)=ce’ +c,e ' , dedonde y=cx+—=

- X -



(.r+2)2y"+3(x+2)y'—3y=0

Solucién

i dp S idy d’y dy

Sea x+2=¢' = t=In(x+2)ademds: — = —~; ,V=e?'( ———
X dt  dt” dt” dt
Reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene:
) =T iz ’ 1 1
e e “(( .\ _:)+3(".(' o 3y=0
de* dt dt
it . d’y dy o .
de donde al simplificar se tiene: ) 2 g 3v =0, que es una ecuacion diferencial
% :

homogénea de coeficientes constantes:

Sea P(r)=r>+2r-3=0,dedonde: r, =-3, r, =1

-~

oy _3 3
Luego la solucién es: y(t)=c,e ' +c, e’ —+Cp(x +2)

= (x+2)



xzy"+xy'+y = x(6 —In x)

Solucion

: vody d'y 5, dfy dy
Sea x=¢ = t=In(x)ademas: -‘9—=<' - SR AR 2'(%——})
dx dr | a2t> 7

Reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene:

L +é' e o

2t -2t ; ! - ’ A
e e | ~~+y=¢e(6-1t), al simplificar se tiene:
dt®> dt dt

]
- SR A : : ;
- »-ZX +y=(6-1t)e' , ecuacion diferencial no homogénea de coeficientes constantes:
dt



Sea P(r)=r?+1=0, de donde: n=i, rp==i

=

Luego la solucion complementaria es:

Y, =¢ cost+c,sent y lasolucién particular es:

yp, =(At+B)e' = y,=A4e' +(At+B)e’ = y;, =2Ae' +(At+ B)e'

bl

-
’
Iy

como ‘} +y=(6-1)e' entonces 24e' +2(A1+ B)e' +(At+ B)e' =(6-1)e’

dt
1 7
2At +2A +2B=6-1t = A=_;, 3:2
! 7 oy ! ".
Luego v, = =y la solucion general es: y(f) =y, +y, = ¢, €os +c, sent -5 +5

y =¢, cos(Ilnx)+c, sen(ln x) - %(ln &=7)



Eﬂyﬂ' _|_ 3Iyl o 4y — []




2_.n
dz*y" — 2zy' +y =0




3 3

4x~y"'-8xy+9y =0 Rpta: y=cx? +c,x2 Inx

x2,v' '3x'+7y =90 Rpta: y= c,Jc2 cos \/3 Inx+ cz.rz sen \/3 Inx
2 " ! z ‘ 2 ‘

X"y —4xy +0y=2x Rpta: y=c¢x" +cx7 +

(1+x)°y"+30+x)y' +4y=(1+ x)’ Rpta: y=(x+ l)z[c, tey In(x+1)]+(x+1)°







SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE
COEFICIENTES CONSTANTES.-

Un sistema de “n™ ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en las funciones

incognitas. x; = ¢, (f). x, =y, (f),....x, =y, (1) es de la forma siguiente:
dx, .
e (1 LFS T ) e A
dt i
dx ;
o Fo(l, s s i)
di
ddx

— ,"(l‘\!, l:..... \”)




NOTACION VECTORIAL

d'.
X= (50 8yeennt,) € Voo £ = fpenfi)e S f00)
[#

donde x, =, (f)...,x, =, (1)son diferenciables y con derivadas continuas en (a.b)
llamadas solucion del sistema.

Un sistema de “n” ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de “n™ funciones

_ _ dx;
incognitas se puede escribir en la forma: — = E a, ()+b;(¢)

dt

j=t
Si b (t)=0, el sistema se llama homogénea y si b,(f)#0 el sistema se llama no

homogénea. Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales existen los siguientes

meétodos:



METODO: Reduccion de un Sistema a una Ecuacién Diferencial de n-Esimo Orden.-

%x—zax+bv+f(l) e (1)
Consideremos un sistema de dos ecuaciones: ‘ d:
.‘;; =cx+dy+g(t) s (L)

donde a, b, ¢ ,d, son constantes f{(t), g(t) son funciones conocidas: x(t). y(t) son funciones
]  dx

incognitas de la ecuacion (1) despejamos vy = --(——— —ax— f(t))
reemplazando y en (2) se obtiene:
d_ 1 dx d dx

——ax—f(t cx¥—(—<=ax~ [(1)+ gt
dz{b(d ax— f(1)] = b(dz Jp+gl)
1 d*x adx
— - ——— ——( f(? ——(——ax- f(1 1)=0
0 b (f( ))—cx ( ax— f)-g(t)=
_— . d’ dx
simplificando se tiene: d +Bd +cx = R(t)

l




—=x=-2y s (K)
Resolver:

— = x4+ 3y e (2
dt ’ : (2)

Solucion

De (1) setiene y = %(x —T_) reemplazando en (2)
- i

t{ ! l.‘ L .
[—(x —:)] =x+—{(x —-—‘{1—) , calculando la denvada
de 2 dt . dr
L.de 1.d° 3 3dx - : ., :
i ; = x+—x————} . al simplificar se tiene: s —4d—‘+ S¥ =10
2dt 2 dr 2 2 drt dr? dt

El polinomio caracteristicoes P(r)=r" —4r+5=0 dedonde » =2+i, r, =2—i

- s - e (24} . . [ral 4
La solucién general es: x, = ce” cos fIx + e sen [h

b

es decir: x_ =c,e” ' cosx +c,e” senx



£+3x+v=0 ...(1)
Resolver: g[ x(0)=y(0)=1
'V
B s .I. + 1) = 0 000(2) .
dt

de (2) despejamos x esdecir x=y +-§-;- . reemplazando en (1)
{

-
-

1 (l : : 4 : !
b2 (y+ -Jw) +3(y+ ‘—l“-) + y =0, efectuando la dertvada se tiene: g ;} L 4y =0
dt dt dt dt- dt

Polinomio caracteristico P(r)=+* +4r+4 =0, de donde r=-2 de multiplicidad 2.

xX=qe = +c21e'2', x(0)=1 = ¢; =1, remplazando en (!)

2 2 2 2 2 )
—2cje '—2czte '+cze '+3c}e '+3c2h.? +y(t)=0

By

21 21 21
ce " +teype” +ce +y(t)=0
—21 —=2 2t
e " t+eqyte T Hcye T +1=0 = 1+ +1=0 = ¢, =2

. 27 - . 22
la soluciones x =e¢ - —2te * , andlogamente para y =¢ = (1+2¢)



I
&
_.|_
2
o
S
-
|
[e—

14
. 6
, 1, 4
y =—x 61
1 4 1 4
—x" — =x' = —3):—5(—3:’ ——x) T'Z +r—2=
6 6
r = 1,7"2 = —2

1. 4
- Ex 6 ) x=Ce + Ce ™ x = 2¢ — E‘-E'
1 ey _ B _ 1 _ —2
= (G =207 = —(Cid' + Ce™) y= —5Cié — Ce™ ¥ e+ e
1
= ——(Cie' — Ce™ ¥
2" ’ C,=2yCG=-1



X =d4dx + 6y + 1, x(0) =1
y =—3x—35y+1 v(0) =0

6 6 6
r 1 mr 4 P
= —x" ——x
' 6 lx”—ix’——Sx—ﬁ(lx’—ix—l)-I—t
6 6 6 6 6
X"+ x=—2x=61r+15
r’+r—-2=0 ‘ rn=11rn=-2 x=Ce + Ce™

-2A=6 y A-2B=5
e igualando los coeficientes de cada
potencia de t en cada lado, obtenemos A
=-3 y B=-4. Por tanto, la solucion part x = Cie' + Ce™ — 31 — 4
es:



1 4 1

YT T TG
1

1 4
- E(clgf — 20,7 —3) — E[C,z’ + Ce ¥ —3t—4) — =

1
= —Cie' = Ce™ + 21 +2

x=Ce' + Ce™*=3t—4

1
= —Eclef —Ce ¥+ 2042

et
I

x=Ce' + Ce™™ = 3t— 4

|
¥y = _ECLET - CEE_ZI + 2t 4+ 2

Resultan C.=6y C.=-1.

X=6¢ —e M =3t—4
y=-=3¢+e*+2+2



—C-j;r:3~ 2y i B}
Resolver : dt
dy
—=2x -2t e (2
3 (2)
Solucion
] ] dx
De (1)setiene y= ;ﬁ - 71 Reemplazando en (2):
& !
d 3 1d 1 d’x [ x
e AL VL R PP R LI, O PR B
ar 2 «=&at 2 dr- dt-

es una ecuacion no homogenea.



El polinomio general de la ecuacion homogéneaes: +>+4=0 = 5 =2i, r, =-2i
La solucion general de la ecuacion homogénea es: x_ = ¢, cos2i +¢, sen2t.

La solucion particular es: x, = At + B

x;=A = x;’*—-O = 0+4(Ar+B)=4

4A=A = A=],B=0 = x ={¢

La solucion general de la ecuacion no homogénea es: x = x_ +x, = ¢, COS2/ + ¢, sen2t +¢




dx
—=4x—-y+t+1
| ar 4
dy
—=2x+y+it-1
dt 4
£=x+4y+3te’
| dt
dy 1
—=x+y+e
TR
§=2x—3_v
| dt
£=3x+2_y
dt




APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

_ OSCILADOR ARMONICO SIMPLE _
Considerando la aceleracdgn en el MAS, se puede asociar a la fuerza

dada por F=ma. @ =-_ - =— w?A sen (wf + «) = — w’x

La fuerza que actuara sobre la particula sera la de recuperacion del
muelle, si se aplica el principio de Newton por el cual el sumatorios de
fuerzas es igual a la masa por la aceleracion.

_— 2y o
F = — mor = — kz, d2x

F =- kx Ley de Hooke —kKx=m dt?2

Esta es una ecuacion diferencial, la ecuacién del movimiento armonico
simple (MAS) x = A sen (wt + ¢)

Es una solucién valida, puesto:

d?x Kk con: wh=—




PENDULO SIMPLE

Es un punto material que oscila suspendido en un hilo inextensible, sin peso y sin rozamiento.

La fuerza del peso mg, se puede descomponer en dos componentes,
segun la direccion radial y la tangencial. La componente radia se
neutraliza con la tension del hilo y la componente tangencial

valor : F=— mgsen 0

siendo # igual al angulo que forma el hilo con la vertical.

El signo menos indica que la fuerza es contraria al movimiento. La
fuerza F es proporcional al angulo 6

Si el dngulo es pequeiio, entonces sen 0, se puede sustituir por 6
Por lo tanto:

F=- mg 6, siendo 6 = x/I se obtiene:

d?o g
— 4+ < sen 0 =0 -
de? +l sen 6 ~ 0

d*6 q
S+ 96-0
de? +1



http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica3/oscilaciones/pendulo/pendulo_1.html

PENDULO RIGIDO O SOLIDO

Cualquier cuerpo soélido que pueda oscilar

7, = — mgb sen 0,
&£ mgd
dr* I I = mK?
d29 gb
9 9 =
df? + K?
w? = gb/K?

68 = A Sen (wt + @)

2T ,2
T=5=2T[ K/gb

http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica3/oscilaciones/compuesto/compuesto.html



http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica3/oscilaciones/compuesto/compuesto.html

CALCULO DE DEFLEXION DE UNA VIGA

Consideremos una viga horizontal apoyada en dos puntos en sus extremos, esta viga se va
a flexionar, para esto tomemos el eje de la viga como eje de las x y llamemos y la
desnivelacion vertical de la viga en un punto cualquiera, es decir la flexion.

X

Si se considera:
I = momento de inercia de la seccidn de la viga con respecto a su centro de gravedad.
E = el modulo de elasticidad del metal.

M = suma de los momentos de todas las fuerzas situadas a la derecha (o a la izquierda) de
la seccion considera a la distancia x, comprendido los momentos debidos a la
reacciones de los puntos de apoyo.

P = radio de curvatura de la viga, en un punto cualquiera de la abscisa x.

Se tiene la misma formula que en el caso de la viga sujeta;, —= =

cuya solucion da la flexion y en un punto cualquiera. M




Oscilaciones amortiguadas

En los movimientos vibratorios reales, los cuerpos oscilan en el seno de un fluido (gas, liquido, ..)
que ofrecen resistencia al movimiento. Esta resistencia que ofrecen los fluidos, se llama

VISCOSIDAD ().

Por tanto, en movimientos vibratorios reales, ademas de la fuerza eldstica aparece una fuerza
viscosa de rozamiento que se opone a la velocidad .

’ - - —
F' = — w, ]
Por tanto, la ecuacion del movimiento queda:
A
ma = — kx — w, ~—_
d’:z: . P— /N~
+ A — —I— kx = 0. B ‘ \// t
. \/—-——'"" i
—— —— + wir =0, T
1 +2y S 4 0T = -
donde 2y = Aa/m y w} = k/m p /“_Ae-vt
Ve
v
7 Oscilaciones amortiguadas.

https://www.geogebra.org/m/q7pKgNnC



https://www.geogebra.org/m/q7pKgNnC
http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica3/oscilaciones/amortiguadas/amortiguadas.html

Ecuacion diferencial de esfuerzo una viga

d'y(z)

EI dI4 — {dp

*E es el médulo de elasticidad del material de la viga,

*| es el momento de inercia de la seccion transversal de la
viga,

*y(X) es la deflexion vertical de la viga en la posicion xx,
go es la carga distribuida a lo largo de la viga.




TRABAJOS CONSULTA INVESTIGACION FORMATIVA

Aplicar las ecuaciones diferenciales de orden superior en la ingenieria civil, describir el sistema,
plantear la ecuacion diferencial, identificar el tipo de ecuaciéon diferencial, resolver analiticamente y
usando un programa computacional.

1.

2.

10.

Analisis de estructuras: Estas ecuaciones ayudan a predecir las deflexiones, las vibraciones y las
frecuencias naturales de las estructuras.

Estabilidad de taludes: Modela el equilibrio de fuerzas y el comportamiento de los suelos en
pendientes, y son utilizadas para predecir los deslizamientos de tierra y calcular los coeficientes de
seguridad.

Analisis de cimentaciones: Estas ecuaciones ayudan a determinar los asentamientos y las presiones
sobre el suelo, lo que es esencial para garantizar la estabilidad y seguridad de las estructuras.
Vibraciones de estructuras: Predece las frecuencias naturales, las amplitudes y los modos de
vibracidn de las estructuras, lo que es crucial para evitar daios y asegurar la estabilidad.

Mecanica del suelo: Estas ecuaciones ayudan a entender y predecir la estabilidad de los taludes, la
capacidad de carga de las cimentaciones y otros aspectos relacionados con la ingenieria geotécnica.
Diseno de sistemas de drenaje: Determinar la capacidad de los sistemas de drenaje, calcula las tasas
de infiltracion y dimensionar los elementos estructurales necesarios para un adecuado drenaje.
Transporte de calor en materiales con efectos no lineales: Modelar procesos de conduccién de
calor donde se consideran efectos de dispersion o efectos no lineales.

Analisis de la estabilidad de un sistema de control con multiples elementos: Modela el
comportamiento de sistemas de control en estructuras civiles, por ejemplo, en sistemas de
aislamiento sismico o en analisis de puentes con dispositivos de control activo.

Modelo de clima y humedad en estructuras: Modelar la variacidon de la humedad y temperatura en
componentes de edificaciones o puentes, considerando efectos de difusion y conduccidon con
fendmenos de dispersion.

Dinamica de sistemas de puentes con multiples modos de vibracion: Modelar la respuesta
vibratoria y la estabilidad de puentes, especialmente en efectos dinamicos complejos donde
articipan varios modos de vibracion.




