CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL CON APLICACIONES A LA
ECONOMIA, DEMOGRAFIA Y SEGUROS.

NORA GAVIRA DURON



INDICE

L1 To [UTolod o] o FA USSP 6
Capitulo |
Funciones.
1.1 Aplicaciones a la economia.
1.1.1 FUNCIONES COSTO. ... .eeitieiiiieaitieeeiiee et ettt e it e e e e e e e e 8
1.1.2 Funciones demanda € INQIES0.........cuueerueurererueeeriieeerieee s e eieeesseeesneens 12
1.1.3 FUNCIONES DENE..CIO....cuiiii ittt e e 16
1.2 Aplicaciones a la demografia y la actuaria.
1.2.1 Grup0s de aad..........ueeeeiiiiiie e e e s 19
1.2.2 FUNCION SUPEIVIVENCIA. ... . cveeeiiieesiieesiies ceeesiaeeeseeeenneeesns sneeesneeesnnees 21
1.2.3 FUNCION AEfUNCION.......oiiiiiiiiie et et e s 21
1.2.4 Funcion poblacion total............cccceoiieeieiiiies e e 23
1.2.5 FUNcion fecundidad............c.oooeeiisieiiiie e e e 25
Capitulo 11
Derivadas.
2.1 Aplicaciones a la economia.
2.1.1 C0oStO MArgINGL. ......cooiiiiiieiiiiee e e e 27
2.1.2 INgreso MargiNal........oooueeei oo e e 32
2.1.3 Bene..CI0 Marginal..........coocuueiiiiiiiiie e et e 35
2.2 Aplicaciones a la demografia y la actuaria.
2.2.1 Incremento anual de la poblacion.............cccccooiiie i, 38
2.2.2 tasa anual de crecimiento de la poblacion...........cccccocveevieveeevciie e 39



2.2.3 Densidad anual de NaCIMIENTOS. .....ceeveneeeeee e et e eeaees 41

2.2.4 Densidad anual de defUNCIONES. ........ceeeee oo e 42

Capitulo 111
Maximos y minimos.

3.1 Aplicaciones a la economia.

.11 FUNCION COSTO. ..ttt e e e e et e e e e e e e e e e e e e e e e eeees 44
3.1.2 FUNCION INQIESO. ..ttt teiesutieesieeesitee e eessteeesibeeesnbeeesnbes sbeessnbeeesnneesnnneeans 48
3.1.3 FUNCION BENE..CIO. .. ceeeeeeeeeee e ettt et e e e e e e e e e e e e s 56

Capitulo IV
Dibujo de gra..cas.

4.1 Aplicaciones a la economia.

4.1.1 Anélisis de las funciones lineales de COSTO...........cccevveeriieiiieeeniieeien. 60
4.1.2 Andlisis de las funciones cuadraticas de COStO.........cccvvueererrueveereennne 63
4.1.3 Anélisis de las funciones cibicas de COSTO...........cccevvueerieerriiieeniieeinen. 67
4.1.4 Analisis de las funciones de costo polinomiales de orden superior.....71

4.1.1 Andlisis de las funciones de costo exponenciales..............occeeveereeeneen. 75

4.2 Anélisis de algunas funciones demogra..cas.
R R o] = 1o o I () = RN 79
4.2.2 FUNCION TECUNIAA. ........eenin ettt e e 81

Capitulo V
Integracion.

5.1 Aplicaciones a la economia y a la actuaria.

5.1.1 COStO MAIGINaAl........coeiiiiiiiiieiiiie ceiieee e et e e e sreee e e s e e e s asneees sreeeeeanes 83
5.1.2 INQreso MargiNal...........ooueeseiiiiiiiiie et e e 84
5.1.3 Bene...CIo Marginal..............oociiiiiieiie e e e e e e e e e 85
5.1.4 Excedente del CONSUMIOT.........cueiiiiiiiiiieeiie e e 85



5.1.5 Excedente del prodUCTON.........cccuuveiiiiiiee s s e 92

5.2 Aplicaciones a la demografia.

5.2.1 TIeMPO VIVIHO. ..ceeiiiiiiiie et searrrer e e e e e e s eeanes 99
STV =) o] F- Uot o] o I (0] 7 | SRS 100
5.3 INtEGracion NMUIMEIICA. .....ccuveieiiiis ceeeesiieesiiieasiieessie sritee e eesbaeesbee e eesneeesneeenns 102

Capitulo VI
Ecuaciones difernciales de primer orden.
6.1 Ecuaciones diferenciales separables.
6.1.1 INEEIreS COMPUESEO. ... c.eeieiiiieiiiie st e eiee ettt e n s 106
6.1.2 ULIlIdad NETAL.....cceiiiiiie i e e 107
6.2 Ecuaciones diferenciales homogéneas.
6.2.1 COStO de MANUFACTUNA.........eeveeieiiiiieiieeie e e e 109
6.2.2 Tasa de incremento en el COSTO............coiiiiiiiiiiriie et e 111
6.3 Ecuaciones diferenciales exactas.
6.3.1 Modelo precio-demanda............ccccveeeiieeiiiii e e 114
6.4 Ecuaciones diferenciales lineales.
6.4.1 UN €JemPlO e COSTOS. ....eeiviieiiiieiiiie ettt e e ens 116
6.5 Ecuaciones diferenciales no lineales.

6.5.1 Dindmica del precio de mercado, con dos variables............c.cccccuvee e 117

Capitulo VII
Introduccion a varias variables.
7.1 Derivadas multiples

7.1.1 Interrelacion de la demanda de varios productos...........cocceeeueeerieeennne. 122
7.2 Maximos y minimos.

7.2.1 Modelo de .. Jacion de PreCios.......... vureereeeirieesiieee eeieeesieeesee e e 126
7.3 Integrales multiples.

7.3.1 Probabilidad como una integral doble...........ccccccoeeiiiiiiiieee e, 135



(000] 0161 (D 1Y (0] [T TP 138

BiIDIIOGIafian ... .eeieeeeiee e e e e s



INTRODUCCION

Por lo general, en los cursos de Calculo Diferencial e Integral' que se imparten en la UNAM,
con respecto a las carreras de economia, demografia, administracion y actuaria, se tiene que, los
cursos se basan en los conceptos puramente matematicos o fisicos, lo que da como resultado que

los alumnos de dichas carreras tengan un alto indice de reprobacion en las materias de céalculo.

El indice de reprobacion en los cursos de célculo de los estudiantes de las carreras antes
mensionadas es muy alto ya que se debe a diversas causas, que considerando sélo el lado del
estudiante pueden ser: la mala preparacion en el nivel medio superior, la falta de estudio de la
materia, la falta de interés, el poco tiempo que le dedican a su estudio y la falta de asistencia

a las clases.

Al considerar que los cursos de célculo tradicionales infuyen de manera importante en
el alto indice de reprobacidon de la materia, y dado que el enfoque comin se da a través de
temas de la fisica o de las matematicas ( lo que es muy natural ya que fueron los problemas
fisicos, principalmente, los que dieron origen al calculo), dicha motivacion no es su..ciente
para los estudiantes de dichas carreras, pues consideran que el calculo tiene poca aplicacion
a su disciplina. Es cierto que algunos profesores incluyen en su exposicion algunos problemas
adecuados para motivar a los estudiantes de las carreras socio-econdmicas pero, generalmente,
Nno es su..ciente ya que la inclusion de tales problemas a veces no es natural o resulta ser tardia
y cuando se llega a estos problemas, el interés en los estudiantes por los cursos de célculo ha

decaido.

1En la exposicion se dira, en adelante, sélo Calculo en lugar de Célculo Diferencial e integral.
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El presente trabajo tiene por objeto que los estudiantes de las carreras socio-econémicas
encuentren una motivacion mas genuina, con base en problemas similares a los de la fisica
que dieron origen al célculo, pero con otro tipo de lenguaje, y a ejercicios que les ayuden a
desarrollar y rea..rmar los conceptos basicos del célculo y, ademas, que los estudiantes de fisica
y matematicas también puedan tener un panorama mas amplio en cuanto a la aplicacion que

se le puede dar al célculo.

En este trabajo se presenta una exposicion de como se pueden enriquecer algunos temas del
calculo, sin pretender que se impartan cursos dirigidos solo a estas especialidades, con lo que
se espera que los estudiantes de dichas carreras, que llevan un curso clasico de célculo en la
UNAM, cuenten con un material propio extra clase que le ayude a entendery ..jar los conceptos

vistos en el aula, puedan mejorar su rendimiento.

Asimismo, se pretende que el profesor de célculo tenga un material que le ayude a enriquecer
el enfoque de su materia y que, aparte de motivar a sus alumnos de las carreras socio-econémicas,
brinden mas posibilidades de aplicacion a los alumnos de las carreras de fisica y matematicas,
y asi puedan apreciar mejor la potencialidad del calculo. De esta forma se considera que se

ayudaria a abatir el indice de reprobacion anteriormente sefialado.

En los siguientes capitulos se muestran diversas aplicaciones de los temas de funciones,
derivadas, méximos y minimos, dibujo de gra..cas, integracion, ecuaciones diferenciales ordi-

narias de primer orden y una introduccién a varias variables.



Capitulo 1

FUNCIONES.

El capitulo que se presta, de manera natural, para comenzar a presentar ejemplos relacionados

con las materia de actuaria, economia, etc. es el de funciones, por lo que es el que aparece en

primer lugar.

1.1 APLICACIONES A LA ECONOMIA.

Cuando se produce un bien o se presta un servicio se genera un costo para una organizacion,

que puede ser de tipo comercial, industrial, etc.

1.1.1 Funciones Costo.

Ahora se considera distintos tipos de costo, que son funciones del siguiente tipo:

Funcién costo total.

La funcién costo total Q(x) es una relacién cuyo dominio es un subintervalo A de R™ que
representa la cantidad de produccién y cuyo codominio es R* = (0; 1)*; es decir,

R+

Q:A% R*
x QM)

1En la exposicion se, expresara R* = (0; 1L); en adelante, sélo como R*:



Esta funcion representa el dinero que sale de una organizacion y se encuentra de..nida en
términos de dos componentes : costo variable y costo ..jo. Donde los costos variables representan
los costos de las materias primas y los costos relacionados con la mano de obra, entre otros; los
costos ..jos representan los costos en los que se incurre, por ejemplo, por concepto de renta del
edi..cio y manutencion de la organizacion. Ambas componentes deben sumarse para obtener el

costo total, asi:

Costo total = Costo variable + Costo ..jo

Observacion : Es claro que el dominio de la funcion costo es un subconjunto de los nimeros
reales (en la préactica es un conjunto discreto); por esta razon los economistas aproximan las
funciones de..nidas en este conjunto por medio de métodos estadisticos o por extrapolacion.

Las funciones costo tratadas en este contexto son polinomiales 0 exponenciales y sus propiedades
son:

1.- Cuando la cantidad de unidades producidas x es igual a cero, el costo total es nulo o
positivo, es decir Q(0) _ 0: Si Q(0) & 0, entonces Q(0) representa los costos ..jos de produccion.

2.- El costo total es no decreciente ( se incrementa a medida que aumenta x) y dentro de
un intervalo en donde el costo de los insumos es constante, la funcion costo total es creciente..

3.- Si la funcidn costo total es exponencial o polinomial a lo més de grado dos, entonces, el
costo total por producir una cantidad grande de cualquier articulo alcanza un punto a partir
del cual si x crece, la funcién costo total crece con mayor rapidez, sin embargo, para funciones
costo total, polinomiales, de grado mayor que dos el comportamiento puede ser distinto, como
es el caso de la funcion costo total cubica, como se puede ver en la pagina () de la seccion sobre

el dibujo de gra..cas.

Considérese un costo total dado por la siguiente relacion

Q(X) = (a+b)x+cs:

donde a representa los costos de la materia prima, b los costos de la mano de obra y cf los



costos ..jos, asi tenemos los siguientes

EJEMPLOS :

1.- Una empresa desea adquirir un auto mas, para el reparto de sus productos; el costo
de adquisicion del nuevo auto es de $50,000 se ha estimado que el costo por operar el auto es
de $2 por kilometro recorrido y que puede recorrer 100,000 kilometros antes del primer ajuste.
Determinar la funcion costo total para este caso, considerando la obtencion y operacion del
nuevo auto.

Solucién:

50,000 representa el costo total ..jo.

2 representa el costo total variable.

Sea x el nimero de kilometros recorridos, entonces :

Q(X) = 2x +50;000 donde x 2 (0;100 000) 2 R™:
representa el costo del auto al recorrer x kilémetros.

2.- En una fébrica se desea encontrar la funcién costo total Q(x) para una maquina que
tiene un valor en libros de $10,000, un costo por combustible de $5 por semana, un costo por el
pago del operador de $10 por semana y cuenta con garantia de 5 afios. Determinar la funcién
costo total que represente el caso anterior.

Solucién:

Sea x el nimero de semanas que va a estar en funcionamiento la maquina, 5 afos son 260

semanas, entonces,

Q(x) = 15x +10;000 donde x 2 (0;260) %2 R™;

representa el costo de la maquina si se utiliza X semanas.
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Funcién costo promedio.

Anteriormente se de..ni¢ la funcion costo total Q(x). Ahora se de..ne una funciéon gq(x) que se

llama funcién costo promedio, la cual se re..ere al costo por producir una sola unidad, es decir,

q: A% R* I RY
x I q(x)
donde,
_ Q).
ac) ==~

Es claro que los valores del dominio no son arbitrariamente grandes ya que representan la
cantidad de produccién de un articulo, y la cota superior de dicho intervalo esta determinada

por el productor al tomar en cuenta la cantidad maxima que puede producir.

EJEMPLOS
Determinar la funcién costo promedio de las funciones vistas en los ejemplos anteriores.

1.- La funcién costo total esta representada por
Q(x) = 2x +50;000
la funcion costo promedio es,
50; 000

QW) =2+==,  dondex 2 (0; 100 000) %; R™:

que representa el costo del auto por cada kilometro recorrido.

2.- La funcién costo total esta representada por
Q(X) = 15x +10;000
la funcion costo promedio es,
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Q(x) =15+ 10;)(()00; donde x 2 (0; 260) 2 R™;

que representa el costo semanal de la maquina.

1.1.2 FUNCIONES DEMANDA E INGRESO.

Funcién demanda.

De...nimos como demanda a la cantidad de un articulo que un individuo esta dispuesto a comprar
en un precio especi..co.

La funcion demanda d = x(p) es una relacibn matematica que expresa la variacion de
demanda de un producto, que cambia segun el precio al que se venda, donde su dominio es un

subintervalo B de R* que representa el precio del articulo y cuyo codominio es R*, es decir,

R+.

x:B% R* ;
x(p)

p

donde x(p) es la funcién demanda que representa la cantidad demandada en funcion del precio.
Observacion : Anélogamente a lo que sucede con los costos, el dominio de la funcion de-
manda es un subconjunto de los numeros reales (en la practica es un conjunto discreto); por
esta razon los economistas aproximan las funciones de..nidas en este conjunto por medio de
métodos estadisticos o por extrapolacion.
De lo anterior podemos determinar la funcién inversa ( que también es una funcién demanda

d = p(x)) que es,

B%R"

xil: R*
X p(x)

donde p(x) representa el precio en funcion del nimero de unidades demandadas X:
La ley de demanda dice que es invariable utilizar el precio en funcion de la cantidad o utilizar

la cantidad en funcion del precio, por tanto las funciones demanda anteriores son equivalentes.
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Funciodn ingreso total.
El ingreso de una organizacion es el dinero que se obtiene por la venta de sus productos o por

la prestacion de sus servicios.
El ingreso total R es una relacion cuyo dominio es un subintervalo D de R™;que representa

la cantidad vendida y cuyo codominio es R*; es decir,
R:D% R* I R"
X I R
Para cualquier funcion demanda p(x), el ingreso total sera el producto de x por p(x); esto

€s:
R(X) = xp(x);

donde el precio de venta varia segun el nimero de unidades vendidas.

Propiedades de las funciones ingreso:
1.- La funcién ingreso total depende de la funcion demanda que depende del nimero de

unidades vendidas, es decir, el ingreso depende del precio al que se venda las unidades.
2.- Si tenemos una funcién demanda que sea un polinomio de grado n, la funcion ingreso

total es siempre de grado n + 1.
3.- Cuando la cantidad demandada x aumenta, el ingreso total es creciente hasta un punto

X"; de la demanda, a partir del cual decrece.

Considérese una funcion demanda dada por la siguiente relacion

x(p)=bjap donde p2(0;b=a):

b representa la demanda total y a es una constante que nos indica como cambia la demanda al
incrementarse en una unidad el precio, con lo que tenemos los siguientes

13



EJEMPLQOS

1.- Una empresa cuenta con 5,000 articulos disponibles para su venta y calcula que por
unidad de cambio en el precio, la demanda varia en 10 unidades, determinar la funcion demanda
que represente el caso anterior.

Solucién:

Como la cantidad méxima que se puede vender es 5,000 y como a cada unidad de incremento

en el precio la demanda disminuye en 10 unidades, la demanda queda representada por la funcién

X(p) =5;000  10p  donde p 2 (0;500) %2 R™:

2.- Determinar la funcion inversa del ejemplo anterior y determinar la funcion ingreso total.
Solucion:

La funcion inversa es,

pP(X) =500 j 1—); donde x 2 (0;5000) 2 R™

X representa la cantidad de articulos vendidos y p(x) representa el precio del articulo si se vende
X unidades.

La funcion ingreso total es,

2

R(X) = 500X j —

0 donde x 2 (0;5000) %2 R™

que representa el ingreso obtenido con la venta de x unidades.

3.- El precio de un seguro de vida varia de acuerdo a la siguiente funcion de demanda,
p(x) = 3;000 j 20x, donde x 2 R* vy representa la cantidad de seguros vendidos, determinar

la funcién ingreso total.
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Solucion:

El ingreso total queda representado por
R(x) = 3;000x j 20x%>;  donde x 2 (0;150) %4 R™;

representa el ingreso obtenido al vender X seguros de vida.

Funcién ingreso promedio.

El ingreso promedio es el ingreso obtenido por cada unidad vendida y es una funcién r(x) cuyo

dominio es un subintervalo D de R* y cuyo codominio es R™, es decir,

r:-D¥% R" I R
x @ r(x
donde,
xp(X
60 = 28 = oy

asi, el ingreso promedio también representa un precio por unidad. Es claro que la gra..ca del

ingreso promedio es igual a la gra..ca de la demanda.

EJEMPLOS
Determinar la funcion ingreso promedio de las funciones ingreso total de los ejemplos ante-
riores.

1.- La funcién ingreso total es,

2

R(X) = 500 j —

o donde x 2 (0;5000) 2 R™;

la funcién ingreso promedio es,
r(x) = 500 j 1—’5; donde p 2 (0; 5000) % R*:
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y representa el ingreso promedio por la venta de un articulo.

2.- La funcion ingreso total es,
R(x) = 3;000x j 20x?>;  donde x 2 (0;150) % R™;
la funcién ingreso promedio es,
r(x) =3;000 j 20x; donde x 2 (0;150) %2 R™;

y representa el ingreso obtenido por la venta de un seguro de vida.

1.1.3 FUNCION BENEFICIO.
Funcién bene..cio total.

El bene..cio 0 ganancia de una organizacion es la cantidad de dinero que se obtiene al producir
y vender cierta cantidad de articulos o servicios.

La funcion bene..cio total G(x) es una relacion que tiene por dominio un subintervalo E =
A\D de R*, donde A es el dominio de la funcion costo y D es el dominio de la funcién ingreso,
que representa la ganancia obtenida al producir y vender x productos y su codominio es R™*;

es decir,

G:E¥%» R" I R*
x T G
donde,

G(X) =R() i QX):

Cuando el ingreso total es mayor que el costo total, el bene..cio sera positivo; en este caso
se llama ganancia o utilidad neta. Si el costo total es mayor al ingreso total, entonces se llama

pérdida neta o dé..cit.
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EJEMPLO
Un actuario ha creado un nuevo disefio para los seguros de vida . Segun sus estudios
realizados, la demanda anual de los seguros de vida dependera del precio al que se venden. La

funciéon de demanda ha sido estimada de la siguiente manera
x(p) = 100;000 j 200p  donde p 2 (0;500) 2R™;

X es el nimero de unidades demandadas al afio y p representa el precio en pesos. Los estudios
realizados indican que el costo total de la producion de x seguros de vida durante un afo esta

representada por la funcion

Q(x) = 150 + 100x +0:003x>  x 2 (0;100) % R*:

Se quiere formular la funcion bene..cio G(x) que expresa la ganancia anual en funcién del
numero de unidades x que se producen y se venden.

Para obtener la funcion bene..cio total se tiene que desarrollar una funcion que exprese la
ganancia G(x) en términos del nUmero de unidades demandadas X, para lo cual se cuenta con
la funcién costo total Q(x) y, falta determinar la funcion de ingreso total expresada en términos
de x:

El ingreso total queda determinado por

R(X) = xp(x);

en donde aparece p(x) y, como lo que se tiene es x(p) entonces se procede a determinar xi1(p)

para expresar a p como funcion de x, es decir,
x(p) = 100; 000 § 200p;
por tanto,

xi11(p) = p(x) =500 j 0:005x; donde x 2 (0;100 000) 2 R™:

17



Asi, la funcion ingreso total queda expresada de la siguiente manera,
R(X) =500x j 0:005x>;  donde x 2 (0; 100 000) Y2 R*;

y la funcién bene...cio total es

G(x) = R iQKx)
G(x) = j0:008x?+400x j 150  donde x 2 (0; 100) % R*;

que representa la ganancia total G(x) en funcion del nimero de pélizas x demandadas y vendidas

en el ano:

Funcién bene...cio promedio.

El bene..cio promedio es una funcion g(x) que representa la ganancia obtenida al producir y
vender una unidad, tiene por dominio un subintervalo E contenido en R* que representa el

ndimero de unidades producidas y vendidas, y tiene por codominio a R*, es decir,

g:E% RT I R"
x 1 g(x)
donde,
RX) i X
g = RN,
EJEMPLO

Determinar la funcion bene..cio promedio del ejemplo anterior.

La funcioén bene..cio total es,

G(x) = j0:008x? + 400x j 150;

18



entonces, la funcién bene..cio promedio es,

g(x) = j0:008x + 400 j 1—?(0 donde x 2 (0; 100) %2 R™;

lo que representa la ganancia o la pérdida al producir y vender un seguro de vida.

1.2 APLICACIONES A LA DEMOGRAFIAY LA ACTUARIA.

1.2.1 Grupos de edad.

En casi todas las funciones que se manejan en demografia, la variable que se emplea es la edad
t de las personas, por esta razdn es importante analizar los tipos de grupos de edad que se
utilizan.

Cuando se presenta informacion demogré..ca clasi..cada por grupos de edad, por ejemplo
la informacion obtenida en un censo, los intervalos de edades suelen presentarse en dos formas
distintas.

La mas general es la que se muestra a continuacion,

Grupos de edades Poblacion
0i4 P1
5i9 P2

10 § 14 P3
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En este caso los intervalos se re..eren a los afios cumplidos por las personas. Es claro que
la variable t (edad cumplida) sélo puede tomar valores discretos y los intervalos de edad son
cerrados.

Otra forma, menos empleada, es la siguiente:

Grupos de edades Poblacion
0i5 P1
5i 10 p>

10§15 P3

En este caso los intervalos se re..eren a edades exactas. La variable t (edad exacta) es
continua y los intervalos son cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha.

En demografia el tipo de funciones que se manejan son aproximaciones de tipo estadistico a
los puntos conocidos de las funciones utilizadas ya que sélo se conocen puntos de las funciones
por ser datos anuales o decenales y basados en experiencias estadisticas.

El objetivo de este tema consiste en sustituir las sucesiones de magnitudes, como lo son las
de la tabla de mortalidad (fS:g; fdg; fqtg) por funciones de signi..cado analogo, pero con todas
las propiedades (continuidad, derivabilidad, etc.) que faciliten su manejo y su utilidad.

En demografia muchas funciones presentan un comportamiento esencialmente discontinuo,

como por ejemplo, la poblacion total N(t) (entre otras) que solo puede tomar en el tiempo
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valores enteros y positivos. No obstante, para trabajar con las herramientas del calculo se hace
la abstraccion tedrica de que la variacion de la poblacién de estas funciones es continua, ya que,

aungue los datos son discretos, en la realidad se comportan de manera continua.

1.2.2 Funcidn supervivencia.

El conjunto fStg determinado por la cantidad de personas de edad t se puede sustituir
por la funcion S(t) de..nida para todos los valores conocidos de la edad t, generalmente los
ndmeros enteros de los afios en que esta Gltima cantidad queda de..nida?. Desde un punto de
vista practico, lo anterior equivale a ajustar una curva que pase por todos los puntos para los
cuales se ha de..nido Sy:

La funcion de supervivencia S(t) es una relacion cuyo dominio es un subintervalo A %2 R*
que consta de la poblacién cuya edad es la que se considera y cuyo dominio es R* el que consta

de la cantidad de personas de edad t, es decir,

R+.

S:A¥% R* X
t S

Esta funcién representa la poblacion total de edad t que sobrevive de una poblacion inicial

S(0), bajo ciertas condiciones de vida.

1.2.3 Funciéon defuncion.

El conjunto fdyg determinado por la cantidad de personas que fallecen antes de cumplir la
edad t se puede sustituir por la funcién d(t) de..nida para todos los valores conocidos de
la edad t, generalmente los nimeros enteros de los afios en que esta Gltima cantidad queda

de..nida.

2En actuaria se considera que una persona tiene la edad x si han pasado a lo més 6 meses de su cumpleafios
y que tiene laedad x+ 1 si han pasado mas de 6 meses después de su cumpleafios niimero x:
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La funcién de defuncion d(t) es una relacion cuyo dominio es un subintervalo A %2 R™ cuyos
elementos representan la edad de la poblacion que se considera y su dominio es R™; el que
consta de los elementos que representan la cantidad de personas que fallecen antes de cumplir

laedad t, es decir,

+

d:A% R* :
t de)

Esta funcién representa la cantidad de gente que fallece antes de cumplir la edad t, bajo el

supuesto de que no existe migracion y, esta dada por,

d(t) = S(0) i S(V);

es decir, La cantidad de gente que fallece antes de cumplir la edad exacta t es la diferencia de

la poblacion inicial y la poblacién total de edad t:

Se han buscado expresiones analiticas satisfactorias para la funcion S(t), como por ejemplo
los ensayos de Bourgeois-Pichat® para representar la mortalidad durante el primer afio de vida;

dicho autor obtuvo la expresion

S(0) i S(t) =a+ blog®(t +1);

la que es vélida, aproximadamente, de ..nes del primer mes a ..nes del primer afio (expresando
a t en dias) y que le ha permitido separar las defunciones enddgenas (causa internas del propio
individuo que le causan la muerte, como son: problemas de herencia, parto y embarazo) de las
exogenas (causa externas del propio individuo que le causan la muerte, como son las condiciones

de vida); a representa las causas endogenasy b las exdgenas®.

®Roland Pressat, El analisis demagra...co, Fondo de cultura Econémica, 1983.
4Existen estudios mas recientes de dicha funcion pero para su analisis se requiere de herramientas que escapan
al tema de funciones.
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1.2.4 Funcion poblacion total

El conjunto fNtg que consta de la cantidad de personas que integran una poblacién en el
tiempo t se puede sustituir por la funcion N(t) de..nida para todos los valores conocidos
hasta el afio t, generalmente, los niUmeros enteros de los afios en que esta Gltima cantidad queda
de..nida se determina mediante los censos de poblacién y bajo el supuesto de que no existe
migracion.

La funcion de poblacion total N(t) es una relacion cuyo dominio es un subintervalo B %2 R™
en el que los elementos representan los afios en que se considera una poblacién y cuyo dominio
es R™ el que consta de la cantidad de personas que sobrevive en la poblacién y los nacimientos
ocurridos hasta el afio t, es decir,

N:B¥% R* ¥ R" :
t ¥ N®

esta funcion representa la cantidad de personas en una poblacién en el afio t:

Un modelo simple de poblacion total esta dado por
N (t) = N(0)(1 +i)};

en donde N(0) es la poblacion inicial que se incrementa a una tasa anual del i%.

EJEMPLO

Si se considera que en una poblacion la poblacion inicial es de 100 habitantes y crece a una
tasa anual del 3%, calcular la poblacién total en el afio t = 10:

Solucion:

La funcion de poblacion total es de la forma
N (t) = 100(1 + 0:03)%;

y la poblacién total en el afio t =10 es,
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N (10) = 100(1 + 0:03)1° = 134:4 personas,

pero, como no puede considerarse fracciones de personas, se considera que la poblacion total
en el afio t = 10 es de 134 habitantes.

Si se considera que la poblacion se incrementa continua y uniformemente en el transcurso

del afio, entonces la funcion de sobrervivencia toma la siguiente forma,
N(t) = N(0)e';

en donde N(0) es la poblacion inicial, r es la tasa anual de crecimiento de la poblacién y t es

el afio en que se considera la poblacion.

EJEMPLO

Si una poblacion de 50,000 personas se incrementa continuamente en el tiempo a una tasa
anual del 4%, determinar la poblacién total al trancurrir 5 afios.

Solucién:

La funcion de poblacion total es de la forma
N (t) = 50;000e%%t:
y la poblacién total en el afio t =5 es,

N (10) = 50;000e%%*®) = 61:070 habitantes.
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1.2.5 Funcién fecundidad.

f(X)=c(x ijs)(s+nijx)’, para 0-S-X-s+n

En donde f(x) es la fecundidad de acuerdo a la edad de las mujeres, x es la edad de la
mujer, s el comienzo de la vida reproductiva, n la amplitud del intervalo de reproduccién y c
un pardmetro positivo que depende del nivel de la fecundidad o nimero de hijos promedio por
mujer.

Esta funcion ha sido utilizada con frecuencia en modelos tedricos, por William Brass®, para

describir en forma aproximada la variacion de la fecundidad segun la edad de las mujeres.

EJEMPLO

Calcular la variacion de la fecundidad de una poblacion entre las edades 25 y 30, si el
comienzo de la vida reproductiva es a los 15 afos, la amplitud del intervalo de reproduccién es
de 25 afios y el nivel de fecundidad de dicha poblacién es de 0.5.

Solucion

Con base en los datos anteriores, se tiene que la fecundidad de la poblacién es de,
f(X) =0:5(x j 15)(40 j X)?;
la fecundidad de las mujeres de edad 25 es de,
T(25) = 1,125 nacimientos,
la fecundidad de las mujeres de edad 30 es de,
T(30) = 750 nacimientos,

y la variacion de la fecundidad entre los 25 y 30 afiés es de 375 nacimientos, es decir que, la

SW., Brass, The Demography of Tropical Africa, Princeton University Press, 1968, Capitulo 3, Apéndice A.
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fecundidad disminuye en 375 nacimientos en el intervalo de fecundidad de las edades 25 y 30.
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Capitulo 2

DERIVADAS.

Cuando un fabricante tiene una determinada produccion de un bien y observa que ésta es menor
gue la demanda de su producto, entonces requiere incrementar su produccion para satisfacer la
demanda, pero necesita saber si al incrementar dicha produccion no se generan gastos excesivos
que disminuyan su ganancia y es asi que aparecen los conceptos de costo marginal, ingreso

marginal y bene..cio marginal.

2.1 APLICACIONES A LA ECONOMIA.

2.1.1 Costo Marginal.

El costo marginal es el costo adicional que se genera al producir una unidad adicional de un

producto o servicio.
Ahora, supongamos que tenemos una funcion costo Q(X) que representa el costo por producir

X unidades, de tal manera que el costo por producir h unidades adicionales es:

Q(x +h) i Q(X):

Al cociente

Qx+h) i Q).
h ;
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se le conoce como el costo promedio por producir h unidades adicionales. Cuando existe el

limite del cociente anterior al tender h a cero,

Q(x+h) i Q).
0 h '

lim
x ¥

se le llama costo marginal por producir h unidades adicionales, es decir,

Costo marginal = Q’(x)

Como se analiz6 anteriormente, en la practica solamente se conocen puntos aislados de
la gra..ca de la funcién costo, por tanto no es posible, en general, conocer la funcion que
corresponde a tales puntos de la gra..ca de la funcion costo, es por eso que se recurre a utilizar
lo que se conoce como el analisis marginal, que consiste en determinar el costo por producir la
siguiente unidad por medio de los puntos que se conocen en la gra..ca, de la siguiente manera:

Al suponer que se tienen algunos puntos de cierta gra..ca y que no se conoce la funcion costo
a la que corresponden no se puede calcular el costo marginal al producir h unidades adicionales
pero, se puede calcular, por extrapolacion, el costo por producir la siguiente unidad, ya que se
conoce el costo en el punto x + 1 (ademaés de conocer el costo en el punto X); entonces, el costo

adicional por producir 1 unidad més es :

Q(x+1) i Q():

Si se considera que en la practica el dominio de la funcién Q es un subconjunto de los
nGmeros naturales y por tanto que X +h 2 N1, y que ademas, el punto mas préximo a cero
es 1, entonces, podemos considerar una aproximacion al costo marginal dada por la relacién

anterior, de la siguiente manera,

Q(x+h) i Q(X) ¥ Q'(x):

1Observe que h se encuentra en los naturales.
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Cabe mencionar que, para que ésta aproximacion se ajuste a la realidad es necesario que
la gra..ca de la funcion costo sea una curva suave, (dentro de determinado intervalo el com-
portamiento de la gra..ca no varia mucho) y se requiere considerar, ademas, que se producen
solamente unidades completas (ver ejemplo 3). En el ejemplo 4 se ilustra el caso en que la

funcion costo no es una curva suave.

EJEMPLOS
1.- Un fabricante de autos tiene una produccion X y el costo total anual de la produccion
se describe por medio de la funcion
Q(x) = 100;000 + 1; 500x + 0:2x2

El costo cuando se producen 100 autos es de $252,00. Encontrar el costo marginal cuando
se produce 1 auto més y determinar si es conveniente producirlo.
Solucion:

Utilizando la de..nicién de costo marginal, se tiene que es
Q'(x) = 1; 500 + 0:4x;
y el costo por producir 1 auto mas es,
Q"(100) = 1; 540 pesos;

esto quiere decir, que si se produce 1 auto mas, el costo se incrementa en $1,540.

La funcion costo promedio es,

= &XOOO +1:500 + 0:2x;

q(x)

el costo promedio al producir 100 autos es,
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q(100) = 2;520 pesos;

como el costo promedio de la produccion de 100 autos es mayor al costo generado por producir

un auto mas, conviene producir la siguiente unidad.

2.- Supongase que el costo de un articulo depende de la cantidad x producida de acuerdo
con la funcion, Q(x) = x? +2x + 2: Asi, el costo por producir 300 articulos es de $90,602.

Calcular el costo marginal por producir la siguiente unidad y determinar si es conveniente
producirla.

Solucion:

La funcion costo marginal es, en este caso,
Q) =2x+2;
el costo marginal por producir 1 articulo mas es de
Q'(300) = 602 pesos;
la funcion costo promedio es, en este caso,
xX)=x+2+ 2,
q X’
y el costo promedio al producir 300 articulos es
q(300) = 302:01 pesos;

es decir, el costo promedio es menor que el costo de la siguiente unidad, por tanto, no conviene

producir la siguiente unidad.
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3.- Utilizando el analisis marginal resolver el ejemplo anterior y comparar los resultados.
Solucion:

La funcion costo total es  Q(X) = X2 +2x + 2;

el costo por producir 300 articulos es Q(300) =90;602 pesos;

el costo por producir 301 articulos es Q(301) =91, 205 pesos;

y el costo marginal por producir 1 unidad mas, después de las 300 unidades iniciales es

Q(301) j Q(300) =603 pesos;

esto quiere decir que el costo adicional al producir una unidad mas es de $603 y como es mayor
que el costo promedio por producir 300 unidades, no conviene producir la siguiente unidad.
Comparando con el resultado anterior, Q(301) j Q(300) = 603 ¥ 602 = Q°(300), se tiene

gue la aproximacion es buena ya que, la curva de la funcion costo es una curva suave.

4.- La funcién costo total por producir un articulo es Q(x) = 5e%2: El costo por producir
50 articulos es Q(50) = 110; 132:33 pesos:

Determinar el costo marginal por producir la siguiente unidad, mediante el uso de la de...ni-
cion y mediante el andlisis marginal.

Solucién:

Por de..nicion de la funcion costo marginal QY(x) = g%«

El costo adicional por producir 1 unidad mas es Q'(50) = 22;026:5 pesos:

Utilizando el analisis marginal el costo por producir una unidad adicional es Q(51) j Q(50) =
24;383:6 pesos.

Al comparar resultados, se tiene que Q°(50) & Q(51) i Q(50), asi, se tiene que en con-
traposicion a lo obtenido en el ejemplo 3 esta aproximacion no es buena, es de esperarse este

resultado pues la curva de la funcién no es una curva suave.
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2.1.2 Ingreso Marginal.

De manera analoga a la de..nicion de costo marginal se puede de..nir el ingreso marginal,
que es el ingreso adicional obtenido por la venta de una unidad méas de un producto o servicio.
Observemos que si cada una de las unidades de un producto se vende al mismo precio, entonces,
el ingreso marginal siempre es igual al precio.

Ahora, supongamos que tenemos una funcion ingreso R(X) que representa el ingreso por
la venta de x unidades y X es la cantidad vendida, de tal manera que el ingreso por vender h
unidades adicionales es,

R(x +h) j R(X):
Al cociente

R(x+h) i R(¥).
h ,

se le conoce como el ingreso promedio por vender h unidades adicionales y, si existe el limite

del cociente anterior cuando h tiende a cero,

RXx+h) i R(x),
0 h ’

X

j—

m

L]

entonces, a este limitese le llama ingreso marginal por vender h unidades adicionales, es decir,
Ingreso marginal = R'(x):

Anélogamente, como en la funcién costo, en la préactica sélo se conocen puntos aislados de
la gra.ca de la funcién ingreso, por tanto, no es posible en general, conocer la funcion que
corresponde a tales puntos de la gra..ca de la funcién ingreso total, es por eso que recurrimos
(como en el caso de la funcién costo) al analisis marginal, de la siguiente manera:

Al suponer que se tienen algunos puntos de cierta gra..ca y que no se conoce la funcion
ingreso a la que corresponden, no se puede calcular el ingreso marginal por vender h unidades
adicionales, pero se puede calcular, por extrapolacion, el ingreso por vender la siguiente unidad,
ya que se conoce el ingreso en el punto x+1, ademas de conocer el ingreso en el punto X; entonces

el ingreso adicional por vender 1 unidad mas esta dado por
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R(x+1) i RX):

Si se considera que en la préactica el dominio de la funcion R es un subconjunto de los
nameros naturales y por tanto que X +h 2 N, y que, ademas, el punto mas proximo a cero
es 1, entonces se puede considerar una aproximacion al ingreso marginal dada por la relacién

anterior, de la siguiente manera,
R(x +h) j R(X) ¥: R'(x):

Cabe mencionar que para que esta aproximacion se ajuste a la realidad es necesario que
la gra.ca de la funcion ingreso sea una curva suave y se requiere considerar, ademas, que se

venden solamente unidades completas.

Como X (numero de unidades vendidas) y p ( precio unitario) son variables no negativas,
entonces R(X) es no negativa. Sin embargo, dR(X)=dx puede ser positiva 0 negativa ya que,
a medida que se incrementa la demanda, el precio tiende a aumentar, hasta que se llega a
un precio en el cual la demanda disminuye y por tanto el ingreso también disminuye; lo que
signi..ca, que no obstante que el ingreso total es no negativo, éste puede aumentar o disminuir

a medida que se incrementa la cantidad de demanda.

EJEMPLO

Consideremos la funcién demanda p(x) = 3 i 3x , donde p(x) representa el precio unitario
y X el nimero de unidades.

a) Determinar la funcion ingreso total.

b) Determinar la funcién ingreso promedio.

c) Determinar la funcién ingreso marginal.

d) Analizar las funciones anteriores.
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Solucion:

a) La funcion ingreso total es para este caso,

R(X) = gx i >x?;  donde x 2 (0;10=3):

Mlw

b) La funcion ingreso promedio es para este caso,

r(x) =

N lon

i %x; donde x 2 (0;10=3):

c¢) La funcion ingreso marginal es para este caso,

5

RY(x) = iX donde x 2 (0;10=3):

Nl

d) Obsérvese que para las funciones de demanda lineales del tipo R(X) = a j bx, a medida

que la cantidad de unidades x aumenta, el ingreso total también aumenta al principio, y poste-
riormente disminuye, mientras que el ingreso medio y el ingreso marginal decrecen linealmente
cuando crece la cantidad de unidades x: Asi mismo obsérvese que las gra..cas del ingreso medio
y del ingreso total se cortan en un punto (como se muestra en la ..gura 1), y ademas, con

excepcion de ese punto, la gra..ca del ingreso marginal se encuentra por debajo de la gra.ca

del ingreso promedio (Figura 2).

T emns
r(x)=5/2-3/4x%
L
———— i w2 2
2/4 . R:(x] 5/2x-3/4x
i
.f \\__
.-.-/zx -\\-
i ."“.\
0 1 10/3
Figural
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L E(X)=5/2-3/4x

SR R (%) =5/2-3/2x

",

Figura 2

De lo anterior se puede ver que la gra..ca del ingreso marginal interseca al eje X en un punto
que es el valor de la produccion total para el cual el ingreso total es méximo, mientras que
la gra.ca del ingreso promedio interseca al eje X en un punto que representa el doble de esa
produccion.

El valor de la pendiente de la funcion ingreso medio es la mitad del valor de la pendiente
de la funcién del ingreso marginal, lo que signi..ca que el ingreso medio es la mitad del ingreso
marginal al intersectar el eje x.

El comportamiento de todas las funciones ingreso cuadréaticas es similar al comportamiento

anterior.

2.1.3 Bene..cio Marginal,

La ganancia o bene..cio marginal es la diferencia que existe entre el ingreso marginal y el costo

marginal.
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La regla basica que se utiliza para saber si se produce o no la siguiente unidad es:

a) Si el ingreso marginal es mayor que el costo marginal, entonces, se producira la siguiente
unidad.

b) Si el ingreso marginal es menor que el costo marginal, entonces no se producira la
siguiente unidad, ya que el producirla generaria pérdidas.

c) Si el ingreso marginal es igual al costo marginal, entonces tampoco se producird la
siguiente unidad, debido a que el bene..cio ya es maximo, (se demostrara en la pagina () en la
seccion sobre maximos y minimos).

Si no se conocen las funciones ingreso total y costo total, entonces se requiere trabajar di-
rectamente con la funcion bene..cio total, y asi, se de..ne el bene..cio marginal como la ganancia
que se obtiene al producir y vender una unidad adicional de un producto o servicio.

Ahora, al suponer que se tiene una funcion bene..cio G(x), donde x es la cantidad de
unidades producidas y vendidas y G(x) es el bene..cio por producir y vender x unidades, de tal

manera que el bene..cio por producir y vender h unidades adicionales es:
G(x +h) j G(x):

Al cociente
G(x+h) i G(X).
h b

se le conoce como el bene..cio promedio por producir y vender h unidades adicionales.

Si existe el limite del cociente anterior cuando h tiende a cero, entonces a

G(x+h) i GXx),
0 h ’

lim
x 1

se le llama bene...cio marginal por producir y vender h unidades adicionales, es decir,
Bene..cio marginal = GY(x):

Anélogamente, como en las funciones costo e ingreso, se usara el andlisis marginal para
determinar una aproximacion a la funcion bene..cio marginal, de la siguiente manera:

Al suponer que se conocen algunos puntos de cierta gra..ca de una funcién bene..cio que no
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se conoce, por lo que no se puede calcular el bene..cio marginal al produciry vender h unidades
adicionales, pero si se puede calcular, por extrapolacion, el bene..cio obtenido por producir y
vender la siguiente unidad, ya que se conoce el bene..cio en el punto X +1 (ademés de conocer
el bene..cio en el punto x ), entonces, el bene..cio adicional por producir y vender 1 unidad mas

es
G(x+1 i GX):

Si se considera que en la practica el dominio de la funcion G(x) es un subconjunto de los
numeros naturales y, por tanto, que x + h 2 N, y que ademas, el punto mas proximo a cero
es 1, entonces se puede considerar una aproximacion al bene..cio marginal dada por la relacién

anterior, de la siguiente manera

G(x+ h) § G(X) ¥4 GY(x):

Cabe mencionar que para que esta aproximacion se ajuste a la realidad es necesario que
la gra..ca de la funcién bene..cio sea una curva suave y se requiere considerar ademas que se

producen y se venden solamente unidades completas.

EJEMPLO

Si la funcién de ingreso total es R(x) = 500x j 0:005x? , x 2 (0; 100 000); y la funcién costo
total es Q(x) = 150 + 100x + 0:003x?, x 2 (0; 500). Determinar la funcién bene..cio marginal.

Solucion:

La funcion bene..cio total es para este caso,
G(x) = j0:008x? + 400x j 150; x 2 (0;500)
al derivar la funcion anterior, obtenemos la funciéon bene..cio marginal,

G'(x) = j0:016x + 400;
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que representa la ganancia o pérdida al producir una unidad adicional.

2.2 APLICACIONES A LA DEMOGRAFIA Y A LA ACTU-
ARIA

Ahora se presentara en forma resumida algunas funciones que se utilizan en demografia, las
cuales corresponden conceptualmente a la nocion de derivada. Para un andlisis mas amplio

puede verse el articulo de J. Somoza?.

2.2.1 Incremento anual de la poblacién N’(t).

El incremento anual de la poblacion es la cantidad en la que aumenta la poblacion al transcurrir
un afio y se de..ne como la diferencia entre la poblacion total en el tiempo t+ 1 y la poblacion

total inicial en el tiempo t, dividido entre el intervalo de tiempo transcurrido, es decir,

EN(D)

p =N({t+121 i N@®):

Al suponer que la poblacion se incrementa continua y uniformemente® durante el transcurso

del afio, se obtiene el incremento medio anual de la poblacion, que esta dado por

CN(t)  N(t+ ¢t) j N(t)
¢t ¢t ’

al tomar el limite de esta relacion y, si existe este limite, se tiene :

CN(t) m N(t+ ¢t) § N(t) _ dN(1).
0 ¢t ¢tro ¢t Todt

2Jorge Somoza, Poblaciones tedricas, CELADE, Serie B, No0.20, Santiago de Chile.
®La poblacién se incrementa en la misma cantidad a cada instante.
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este limite, en demografia, representa el incremento anual de la poblacién en el tiempo t: Esta

derivada también recibe el nombre de densidad anual de incremento en t:

EJEMPLO

Dada la funcion de poblacion  N(t) = 6; 000+ 234t +9t2+2t3 obtener el incremento anual
de la poblacion en el tiempo t = 1:

Solucion:

La derivada de la funcién de poblacion es
N°(t) = 234 + 18t + 6t;
al sustituir el valor de t =1 en la expresion anterior, se tiene
N°(1) = 258 personas,

es decir, en el transcurso de un afio el incremento de la poblacion es de 258 personas.

2.2.2 Tasa anual de crecimiento de la poblacion r(t).

La tasa anual media de crecimiento de la poblacion correspondiente a un intervalo (t;t +
¢t) esigual al cociente del incremento medio de la poblacion en ese intervalo entre la poblacion

total, es decir,
rc+ct) jr)  [N@E+cCt) j N()]=¢Ct
¢t B N (t) ’

donde

_ N@+car) i N()
- N(t)

r(t)

y si existe el limite del cociente

[N(t+¢t) § N(©D]=¢t
N (0)
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entonces

lim rit+en i r@® = |im
L) ¢t ct

[N(t+cat) § N(D]=¢t _ N(t)
0 N (t) TN@)’

que representa la tasa instantanea de crecimiento de la poblacién, en el tiempo t durante el

afno, conocida como la tasa anual de crecimiento de la poblacion.

EJEMPLO
Calcular la tasa anual de crecimiento en el momentot = 1, de la funcion del ejemplo anterior.
Solucién:

Como la funcion de poblacion es para este caso
N(t) = 6; 000 + 234t + 9t> + 2t°;
y el incremento de la poblacion es,
N°(t) = 234 + 18t + 6t;

la tasa anual de crecimiento de la poblacién es,

6,000+ 234t + 9t2 + 213
B 234 + 18t + 6t2 '

r(t)

al sustituir el valorde t=1 en la expresion anterior, se tiene que

r(l) = 0:04131;

que es el valor de la tasa anual de crecimiento al transcurrir un afio, es decir la tasa de incremento

de la poblacion es del 4.1% anual.
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2.2.3 Densidad anual de nacimientos B’(t).

Dada la funcion B(t) que representa los nacimientos totales en el tiempot; t 2 N; los nacimien-

tos ocurridos durante el intervalo (t;t + ¢t) estdn determinados por

B(t+ ¢t) j B(D);

y asi, el nimero de nacimientos promedio en el transcurso del tiempo (t;t+ ¢t) es

B(t+ &) i B(Y),
¢t '

y si el limite anterior existe, entonces

i BEFED i B

— Rim.
¢t 1o ¢t B(©):

que representa la densidad anual de nacimientos en el tiempo t: Observe que si B!(t) . 0

entonces B(t) es una funcion creciente.

EJEMPLO

Supongase que la funcion que representa los nacimientos de cierta poblacion es B(t) =
2x2 j 3x, calcular la densidad anual de nacimientos en el tiempo t = 1.

Solucion:

La derivada de la funcién de nacimientos es
B(t) = 2x + 2;
al sustituir el valor de t =1 en la expresion anterior, se tiene
B'(1) = 4 nacimientos;

es decir, en el transcurso del primer afo los nacimientos aumentan en 4 personas.
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2.2.4 Densidad anual de defunciones D’(t).

Si se considera que la funcion D(t) representa las defunciones totales en el tiempo t; t 2 N;

entonces las defunciones ocurridas durante el intervalo (t;t + ¢t) estan dadas por

D(t+ ¢t) j D(1);

el nimero de defunciones promedio en el transcurso del tiempo (t;t + ¢t) es

D(t+ ¢t) i D(Y).
¢t ’

y si el limite anterior existe, entonces

D(t+ ¢t) j D()

— N

lim
¢t ¥

que representa la densidad anual de defunciones en el tiempo t, Observe que D(t) _ 0;entonces

D(t) es una funcién creciente.

EJEMPLO

Suponga que la funcion D(t) = x2+2x+10 representa las defunciones de cierta poblacion,
calcular la densidad anual de defunciones en el tiempo t = 1.

Solucion:

La derivada de la funcién de defunciones es
D'(t) = 2x +2;
al sustituir el valor de t =1 en la expresion anterior, se tiene

D%1) = 4 defunciones;
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es decir, en el transcurso del primer afio se tienen 4 defunciones por lo que la poblacion disminuye

en 4 personas.

43



Capitulo 3

MAXIMOS Y MINIMOS.

Dado que en las materias de célculo se dan frecuentemente aplicaciones a la demografia, sélo

se daran aplicaciones a la economia.

3.1 APLICACIONES A LA ECONOMIA.

3.1.1 Funcién costo.

En el caso de la funcion costo total Q(X) no se puede encontrar un valor minimo en el primer
cuadrante, ya que al ser creciente y no negativa entonces su primera derivada también es no
negativa y, por tanto, no se anula en un valor positivo para X:

Es necesario encontrar una relacion entre el costo promedio y el costo marginal, que nos
ayude a determinar la produccion del mayor ndmero de unidades, de manera que éstas se

produzcan con un costo por unidad minimo; por lo anterior surge la siguiente

Propiedad
Si una funcion costo es estrictamente creciente, positiva y convexa, entonces el costo mar-
ginal Q'(x) es igual al costo promedio q(x) en un punto x en el cual q(x) es minimo, es decir ,

en donde se produce un costo por unidad minimo.



Demostracion :

La funcion costo total se representa por

Q(X);

la funcién costo promedio (costo por unidad) se representa por

_ Q).
40 ==~
y la funcién costo marginal se representa por
dQ() _ ~iryn-

Es claro que la derivada de la funcion costo promedio se anula si y solo si,

Por lo que hay un punto critico en donde g(x) = Q'(X).

Es facil veri..car que

Pa09 _ ¥Q°) _ N _,

dx? x4 X

basandose en que xQ'(X) = Q(X):

Ahora,comox >0 y QY(x) > 0 por hipGtesis, entonces existe un minimo en el punto en
donde el costo marginal y el costo promedio son iguales, es decir, las curvas del costo marginal
y del costo promedio se cortan en el punto minimo del costo promedio.

¥

EJEMPLO
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El costo total de la produccion de x unidades de cierto producto se describe por medio de
la funcién Q(x) = 100; 000 + 1; 500x + 0:2x?; donde Q(X) representa el costo total, expresado
en pesos.

a) Determinar cuantas unidades x deberan de fabricarse a ..n de minimizar el costo promedio
por unidad.

b) Demostrar que el costo promedio y el costo marginal son iguales en ese punto.

¢) Gra..car la funcion costo promedio y la funcién costo marginal.

Solucion:

a) El costo promedio estd dado por

q(x) = &XOOO +1;500 + 0:2x
y la derivada del costo promedio por
100; 000
') = i *+02

asi, q'(x) esigual a cero, siy solo si,

X = 8707:11 productos,

pero como X representa produccién entonces se considera solamente x = 707:11; como punto
critico.

Ahora la segunda derivada del costo promedio es

200; 000

"0 ==g

y al sustituir el valor de x; en esta expresion, se tiene que,
q"(707:11) = 0:0005659 > 0;

por tanto, existe un costo promedio minimo cuando se produce 707.11 unidades vy, asi, el costo

por unidad es
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q(707:11) = 1;782:84 pesos

es decir, el costo promedio minimo es igual a $1,782.84 cuando se produce 707.11 unidades.

b) La funcion costo total esta dada por
Q(x) = 100;000 + 1;500x + 0:2x;
y la funcién costo marginal por
Q'(x) = 1; 500 + 0:4x;
y, asi, el costo marginal en 707.11 es igual a
Q'(707:11) = 1; 782:84 pesos;
por tanto, el costo marginal es igual al costo promedio en el punto x = 707.11, es decir,
Q(707:11) = q(707:11):
En la préactica se toma el valor de x =707 unidades ya que no se produce partes de unidades

c) La gra..ca siguiente muestra el resultado anterior.
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Cosbe
g(x}=100,000/x+1,500+0.2x

Q' {x)=1,500+0.4x

1,782.84

0 707.11  x

3.1.2 Funcién ingreso.

En el caso de las funciones ingreso, si se puede determinar el ingreso maximo esperado, utilizando

directamente la funcién ingreso total como lo muestran los siguientes
EJEMPLOS

1.- La demanda del producto de una compariia varia segun el precio que se le ..je al producto,

de acuerdo con la siguiente funcion demanda
p(x) =500 j 50x; x 2 (0; 10)

donde X es el precio del articulo (en miles de pesos).
a) Determinar la funcion ingreso total.
b) Determinar el precio que debera cobrarse con objeto de maximizar el ingreso total.
c) Determinar el valor maximo del ingreso total anual.

d) Gra..car la funcion ingreso total.
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Solucion:

a) La funcion ingreso total esta dada por

R(X) = 500x j 50x?:

b) Para determinar el precio con el que se maximiza el ingreso total, se calcula la primera

derivada de la funcion ingreso total, y es

R’(x) =500 j 100x:

La primera derivada de la funcion ingreso total es cero si y sélo si, x = 5; al calcular la
segunda derivada se tiene que RY(x) = j100 < 0, por tanto, hay un maximo relativo en x = 5:
El precio que debera cobrarse para maximizar el ingreso total es de $5,000 por unidad.

¢) El valor méximo del ingreso total anual esta dado por

R(5) = 1,250 pesos.

Asi, el ingreso total anual se maximiza en $1,250 (miles), es decir, se obtiene $1.25 millones
cuando la empresa cobra $5,000 por unidad vendida.
d) La gra..ca de la funcién ingreso total, para este caso aparece en la ..gura 1, donde el eje

X representa el precio en miles de pesos y el eje R(X) representa el ingreso en miles de pesos.
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R(x)

T2 a0 vl e}
2
/ v R(x)=500x-50x

Figura 1

2.- Las autoridades de transito han encuestado a los ciudadanos a ..n de determinar el
namero de personas que utilizarian el sistema de autobuses si la tarifa admitiera distintos im-
portes. Basandose en los resultados de las encuestas, los analistas de sistemas han determinado
una funcién aproximada para la demanda, la cual expresa el nUmero diario de pasajeros en
funcién de la tarifa.

La funcion demanda esta dada por

f(x) = 10,000 j 125x; x 2 (0;80)

en donde f(X) representa el nimero de pasajeros por dia y X representa la tarifa en pesos.

a) Determinar la funcion ingreso total.

b) Determinar la tarifa que se cobraria con objeto de maximizar el ingreso diario por la
tarifa de los autobuses.

c) Determinar el ingreso maximo esperado.

d) Determinar el nUmero de pasajeros que se espera con esta tarifa.

e) Gra..car la funcion ingreso total.
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Solucion:

a) La funcion ingreso total esta dada por
R(X) = 10;000x j 125x?:
b) Como la primera derivada de R(X) esta dada por
R'(x) = 10; 000 j 250x;

entonces R(x) sera igual a cero si x = 40 pesos y como, ademas, la segunda derivada de la

funcién ingreso total es
RY(x) = j250;
se tiene que
RY(40) = j250 <0;

por tanto, existe un méximo relativo en el punto x = 40 pesos.
El ingreso diario se maximizara cuando se cobre una tarifa de $40.

¢) El ingreso maximo esperado con esta tarifa es de
R (40) = 200;000 pesos,

es decir el maximo ingreso esperado es de $200,000 cuando se cobra una tarifa de $40.

d) El numero de pasajeros que se espera con esta tarifa es de

T(40) = 5; 000,

pasajeros por dia si se cobra una tarifa de $40.
e) La gra..ca de la funcién ingreso total, para este caso, aparece en la ..gura 2, en donde el

eje X representa la tarifa en pesos y el eje R(X) representa el ingreso diario en pesos.
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Eix)

2
R{x)=10, 000x-125x
200,000 T

Figura 2

Anélogamente, como en el caso de la funcion costo, se puede determinar el ingreso por

unidad méximo, la cual tiene la siguiente

Propiedad
Si una funcion ingreso es concava hacia abajo y positiva, entonces se tiene que la funcion
ingreso marginal R'(x) es igual a la funcién ingreso promedio r(x), en un punto x en donde el

ingreso promedio r(x) es maximo, es decir, donde se produce un ingreso maximo por unidad .
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Demostracion :

La funcion ingreso total se representa por

R(X);

la funcién ingreso promedio se representa por

_ RX)
ro) ===
y la funcién ingreso marginal se representa por
dR(X)
0 —
R0) ==~
por tanto, r!(x) se anula si y solo si,
RY(x) = %X) = r(x):

Con lo anterior, se encuentra un punto critico en el punto en donde el ingreso marginal es

igual al ingreso promedio por lo que, al usar xR'(xX) = R(X); se tiene que

d2r(x) _ x3R%(x) _ R"(x)
dx? x4 X

yaque x>0 y RYx)<0; por hipétesis, y, asi cuando x es tal que,
RY(X) = r(x);

se tiene un valor maximo.
Es decir, las curvas del ingreso total e ingreso promedio se intersecan en un punto en donde

el ingreso promedio es maximo.
¥

53



EJEMPLOS

1.- Dada la funcién ingreso total R(X) = 42x + x? j x3; x 2 (0;7); donde x representa
el namero de articulos (en miles) y R(x) el ingreso obtenido, en miles de pesos, al vender x
articulos.

a) Determinar el ingreso maximo esperado y gra..car la funcion ingreso total.

b) Demostrar que el ingreso promedio es igual al ingreso marginal en el punto méaximo de
la funcion ingreso promedio y gra..car las funciones ingreso marginal e ingreso promedio.

Solucién:

a) La funcion ingreso total est4 dada por

R(X) = 42x + x? j x5;

al derivar la funcidn ingreso total se tiene

RI(x) =42 +2x j 3%;

y esigual acerosiy sblosi x = j3:4 articulos 6 x = 4:1 articulos. Como X representa el nivel
de produccion no puede tomar el valor negativo, por tanto, se toma x = 4:1 articulos como
punto critico.

La segunda derivada de la funcion ingreso total es
RY(x) =2 j 6x;
y al sustituir el valor de x =4:1;en la expresion anterior se tiene,
RY%4:1) = j22:6 <0;
por tanto, existe un méximo relativo en el punto x = 4.1, el cual es

R(4:1) = 120:1 pesos;
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es decir, el ingreso méaximo obtenido es de $120,100 con la venta de 4,100 unidades.

Su gréa..ca es la siguiente

R(x)

120.1 e ,
Y Ri{x)=42x+x -x

e,

b) La funcion ingreso promedio es,
r(x) =42+ x j X%
la primera derivada de la funcién ingreso promedio estd dada por,
r’(x) =1j2x

y es igual a cero si y solo si  x =1=2 articulos.

La segunda derivada de la funcion ingreso promedio es,

Px)= j2<0;

por tanto, existe un maximo relativo en x =1=2:

El ingreso promedio en x = 1=2 articulos es,
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r(1=2) = 169=4 pesos;

y el ingreso marginal en x =1=2 esta dada por,

R'(1=2) = 169=4;

es decir, el ingreso marginal es igual al ingreso promedio en el punto méaximo de la funcién
ingreso promedio.

La gra..ca siguiente muestra el resultado anterior

krrn: 2
R' (x)=42+2x-3x
42 —
rﬂx}=42+x—xz
0 4 B -

3.1.3 Funcién bene..cio.

En el caso de que se conozca las funciones ingreso total y costo total no se utiliza directamente

la funcion bene..cio y se utiliza la siguiente

Propiedad
Si se tiene una funcién costo estrictamente creciente, positiva y convexa y una funcion
ingreso concava hacia abajo, entonces el ingreso marginal y el costo marginal son iguales en un

punto x; en este punto el bene..cio total sera maximo.
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Demostracion:

La funcion bene..cio total esta dada por

G(X¥) =R(X¥) i QX);
la funcion bene..cio marginal es
G'(x) = R(¥) i QX);
y es igual a cero, si y soélo si,
R'(x) = Q(x):

Con lo anterior tenemos un punto critico cuando el ingreso total es igual al costo total.

Ahora, la segunda derivada de la funcién bene..cio total es

G'(x) =R"(x) i Q"(x):

Para poder obtener la méxima utilidad es necesario que

GY(x) <0;

es decir,

R(x) < Q"(x);

lo que es verdadero, ya que, por hipotesis R¥(x) <0 y Q%(x)>0.
Por tanto, existe un bene..cio maximo en un punto en donde el ingreso marginal es igual al
costo marginal.
¥
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EJEMPLO

La funcion costo total por la produccion de cierto articulo es Q(x) = 100x + 0:003x2 y la
funcion ingreso total por la venta del mismo articulo esta dada por R(X) = 500x j 0:005x2:

Determinar el bene..cio maximo y veri..car que se encuentra en el punto en donde la funcion
costo marginal es igual a la funcion ingreso marginal.

Solucion:

La funcion bene..cio total esta dada por

G(x) = 400x j 0:008x>;

al derivar ésta funcion se tiene que

G'(x) = 400 j 0:016x;

la que es igual a cero si y solo si x = 25;000 articulos, o sea que x = 25;000 es un punto
critico.

Ahora, como

GYx) = §0:0016 < 0;

existe un maximo cuando se produce y se vende 25,000 articulos.
Para veri..car que el maximo es el punto en donde el ingreso marginal es igual al costo

marginal, tenemos que la funcion ingreso total es

R(x) =500x j 0:005x?;

la funcién costo total es

Q(x) = 100x + 0:003x>;
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la funcién ingreso marginal es

RY(x) =500 j 0:01x;
y la funcién costo marginal eta dada por:

Q"(x) = 100 + 0:006x;
por tanto,

R'(x) = Qx);
0 sea,
500 j 0:01x =100 + 0:006x;

lo que implica que

X = 25; 000 articulos.

Por lo que tenemos el bene..cio maximo cuando se produce y se vende 25,000 unidades.
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Capitulo 4

DIBUJO DE GRAFICAS.

Este capitulo es muy importante, ya que, en la practica, sucede que su primer enfrentamiento
con las matematicas aplicadas es, generalmente, a través de gra..cas. En este capitulo se insistira
en mostrar al alumno en lo posible, la existencia de regiones del dominio de la gra..ca donde es
probable que ésta carezca de sentido y como se compagina la practica con la teoria.

En el andlisis de las siguientes funciones se denota la importancia que tiene considerar solo

la parte que tiene sentido de la gré..ca.

4.1 APLICACIONES A LA ECONOMIA.

4.1.1 ANALISIS DE LAS FUNCIONES LINEALES DE COSTO.
Funcién costo total.

Dado que Q(xX) =ax+b donde a>0 y b _0; esclaroquelagra.ca de la

=

funcién costo total es una recta con pendiente positiva

Funcion costo marginal.

Dado que Q'(x) = a es claro que la gra..ca de la funcién costo marginal es la recta con-

stante a:

En las siguientes ..guras aparecen las gra..cas del costo total y del costo marginal

60



Q &)

Q &raxth

Funcion costo promedio.

Dado que la funcion costo promedio esta dada por
b
40 =a+ 2

Si a=>0;, x>0 y b=0;entonces la gra..ca de la funcion costo promedio es la recta
q(x) = a:

En el caso que b > 0; para deteminar su gra..ca se seguiran los siguientes pasos :

1-qg(X)&0para x>0; a=>0 y b>0, portanto, no hay interseccion con los ejes
en el primer cuadrante.

2.- q(x) es continua en su dominio ya que es la suma de dos funciones continuas en su
dominio.

3.- Para toda x real,

1) = i3 &0;

por tanto, no existen puntos criticos.
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4.-q'(xX) <0 yaque b=>0; por tanto, q(X) es estrictamente decreciente:
5.-parab &0

2b
q°(x) = el 0;
por tanto, es concava hacia arriba

6.- Xll!rg]+ gx) =1L vy Xll!n(;li qx) = j L

8.- De acuerdo con el paso 6, se tiene que X = 0 es una asintota vertical de la gra..ca q(x)
Como

q(x) a+;b( ax+b . IJa b'IT
lim — =lim =lim =lim -—-+— =0
x¥T1 X x¥ 1 X X1 x2 x¥T1 X x2
Yy
K ||
lim g(x) =lim a+E =a
X171 x¥1 '

q(x) = a es una asintota horizontal.

Por lo anterior, el costo promedio se representa por una rama de una hipérbola equilatera,

situada en el primer cuadrante (si b > 0), de acuerdo con lo dicho en la introduccion de este

capitulo, con asintota q(xX) =a y x = 0 asintota vertical o por la recta q(x) = a cuando
b = 0; como lo muestra la gra..ca siguiente,
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qg(x)

g(x)=atb/x

El costo promedio es, por consiguiente, una funcion decreciente del nUmero x de unidades
producidas; no tiene un valor minimo, pero se aproxima al costo marginal a , a medida que

aumenta el nimero de unidades producidas.

4.1.2 ANALISIS DE LAS FUNCIONES CUADRATICAS DE COSTO.

Funcién costo total.

La funcion costo total estd dada por
Q(X) =ax? +bx+c;, donde a=>0 y bc O

para deteminar su gra..ca se seguiran los siguientes pasos :
1.-Como a>0 y bycx _ 0 lagra.cade lafuncion nunca interseca al eje x en el

E3

primer cuadrante:
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Six =0 entonces Q(0) = c; por tanto, la gra.ca interseca al eje Q(x) en el punto ¢ cuando
X=0:
2.- Como Q(X) es una funcién polinomial, es una funcién continua en todo R.

3.- Q(x) =2ax +b vy es igual a cero si,
il
- l2a1

por tanto, tenemos un punto critico en dicho valor de x que no se encuentra en el primer
cuadrante:

4.-Como Q'(x) >0Oparatoda x>0 y b _0; Q(X)es estrictamente creciente.

5.- Como Q¥%(x) = 2a>0, Q(x) es concava hacia arriba y existe un minimo en el punto
critico

_.b.
X—|2—a.

Con lo anterior, es claro que el costo total se representa por la parte de una parabola
correspondiente al primer cuadrante, de acuerdo con lo dicho en la introduccion de este capitulo,

como lo muestra la gra..ca siguiente,

Q(x)

2
Q{x)=ax +bxtc
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Funcién costo promedio.
La funcion costo promedio esta dada por

_ c.
) =ax+b+—;

para deteminar su gra..ca se seguiran los siguientes pasos :
1.- gqx) &0yaque a;x>0 y b;c_ 0; portanto, no hay interseccidn con los ejes en

el primer cuadrante.
2.- g(x) es continua en su dominio ya que es la suma de funciones continuas en su dominio.
3.- La primera derivada de la funcion costo promedio es:

C
) =ai s

y es igual a cero si:

X
Il
w
1
ool

Pero como sélo nos interesan los puntos positivos ya que las funciones costo son no negativas,

)

tenemos un punto critico en:
X=+

o lo

. i ) . .

4.- Enel intervalo 0, < la fllgluon q’(x) es negativa, por tanto, q(x) es decreciente en

dicho intervalo y en el intervalo (C <: 1) la funcién g'(x) es positiva y por tanto, q(x) es
creciente.

5.- Por el paso anterior, q(x) es concava hacia arriba y como,

2c
0 — .
g (X) =3 > 0;

)

para x>0 y c& 0;entonces, existe un minimo en:

X
1
oo
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6.- lim gxX)=1 vy Xl!irrg)i axX)=il

x¥ 0+
7.- XI;m:L gx) =1 vy X;ingl gx) =il

8.- De acuerdo con el paso 6, se tiene que x =0 es una asintota vertical y como

y ademas,
lim. (q0) § ax) = lim. b+~ =b;
xl!qulx_xl!l X
una asintota no vertical es la recta q(x) =ax+b.

Por lo anterior, es claro que el costo promedio se representa por la rama de una hipérbola
situada en el primer cuadrante, de acuerdo con lo dicho en la introduccion de este capitulo, con

asintotasx =0 y q(X) =ax+b; como lo muestra la gra..ca siguiente

gi{x)

q(x)=ax+b+c/x R

_——— " g{x)=ax+b
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Funcion costo marginal.

Dado que

es claro que la gra..ca de la funcion costo marginal, es una recta con pendiente positiva, ya que,

a=>0.

4.1.3 ANALISIS DE LAS FUNCIONES CUBICAS DE COSTO.

Funcién costo total.

La funcion costo total esta dada por
Q(X) = ax® + bx? + cx + d;

dondea>0; ¢d_0; b-0 y b® - 3ac esta Gltima restriccion se aclara mas
adelante y para deteminar su gra..ca se seguiran los siguientes pasos :
1.- Q(X) = ax3 +bx2+cx+d & 0; por tanto, no hay interseccion con el semieje positivo
X, cuando x=0 la gra.ca interseca al eje Q(X) en el punto d:
2.- Q(X) es continua en todos los reales, ya que es una funcion polinomial.

3.- Q%(x) =3ax?+2bx +c yesigual a cero, si y s6lo si

_ i2b§p4b2 i 12ac _ ib§pb2 i 3ac
N 6a B 3a ’

gue es un punto critico.

Si b? j 3ac <0, entonces tenemos una raiz imaginaria, lo cual en las funciones de costo no

tiene ningln signi..cado ya que su dominio esta en R*:
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Si b? § 3ac = 0; entonces

N
_l3a1
y, por tanto,
i ¢
Qu__bﬂ_bl2b2i9ac T
132 7 o7& '

Como 2b%2 j9ac<0; vyaqueb?j3ac=0 vy ademas,

entonces

i ¢
b ' op2 i 9ac _
2732 =

i ¢
b'2b2 § 9ac
_— +

27a2 =

se halla en el primer cuadrante.

La segunda derivada de la funcion costo total es:
QYx) = 6ax + 2b;
al evaluar en x= jb=3a se tiene que
QUim)=0
Y como
Q"(x) =6a>0;

existe un punto de intexién en el punto x = jb=3a.
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Por tanto, si b2 j 3ac = 0; no existen maximos ni minimos pero si un punto de infexion.

Se elimina el caso b? j 3ac > 0; ya que esto nos llevaria a que Q(x) tiene dos puntos criticos,

a saber:
X_ibi h2 j 3ac X_ib+ b2 j 3ac (%1 < %)
1= 3a y 2= 3a ; 1 2

y COmMo

QY(x) =3ax?®+ 2bx +c = 3a(x i x1)(X i X2);

entonces si X2 (0;x1); setieneque Q%X)>0; ysi X2 (X;;X) setieneque Q(X) <
0; por tanto, x; es un maximo relativo, por el criterio de la primera derivada.

Si X 2 (X1;%2); entonces Q'(X) <0; ysi x 2 (xz; 1) entonces Q'(x) > 0;por tanto,
X5 €5 un mnimo relativo por el criterio de la primera derivada.

No tienen ningun signi..cado en economia ya que una funcion costo no puede disminuir su
valor a medida que se producen mas unidades, por tanto, no es valido considerar el caso en que

b? j 3ac > O

Asi, no existe un punto maximo ni minimo relativo en x = jb=3a; pero si un punto de
infexion en dicho valor de x . Por consiguiente, sib?j 3ac - 0, entonces Q(x) = ax3+hbx2+cx+d
no tiene maximo ni minimo relativo en el primer cuadrante, pero si un punto de intexion en el

punto :
ol
- l3a1

Es claro que el costo total se representa por la parte de una curva cubica en el primer
cuadrante, de acuerdo con lo dicho en la introduccion del capitulo.

La gra..ca siguiente muestra el resultado anterior,
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0 (x)

" O {x) =i 4 el

a x=hBa

Funcion costo marginal.

La funcion costo marginal esta dada por Q'(x) = 3ax?+2bx-+c; y para deteminar su gra..ca

se seguiran los siguientes pasos :

1.-Si  x=0; entonces QYX) =c; por tanto, interseca aleje Q°(x) en x=0:
Q'(x) > 0; por tanto, no interseca al eje x:

2.- Q'(x) es continua en todos los reales, ya que es un polinomio.

3.- Q¥%x) =6ax +2b yesigual acerosi x= jb=3a; quees un punto critico:

4.-Si x2(0; jb=3a); entonces Q"(x) <0; ysi x2(jb=3a;1) entonces Q"(x) >
5.- Por el paso 4, la funcion costo marginal es concava hacia arribay como Q%(x) =6a> 0;
existe un minimo en el punto x = jb=3a:

Por lo anterior, es claro que el costo marginal queda representado por la seccion de una
parédbola en el primer cuadrante, de acuerdo con lo dicho en la introduccion del capitulo.

La gra.ca siguiente muestra el resultado anterior,
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o (=)
."ll.llr
o
.-"f 2
S QT (x)=3ax +2bhxtc

4.1.4 ANALISIS DE LAS FUNCIONES POLINOMIALES DE ORDEN SU-
PERIOR.

Funcién costo total.

El costo total se representa por la funcion Q(x) = ax"+b; donde a>0;b _ 0 y n

entero > 1; para determinar su gra..ca se siguen los siguientes pasos :

1.- Cuando x=0; Q(0) =b; por tanto, interseca al eje Q en cero. Como Q(x) > 0, no
interseca al eje x:

2.- Q(X) es continua en los reales ya que es un polinomio.

3.- x =0 es un punto critico.

4.- Q(X) es crecienteen x>0 y Q(X) es decreciente si x < 0,

5.- Como Q¥(x) > 0; para n > 1; la funcion costo total es concava hacia arriba y por el
criterio de la primera derivada existe un minimo en x = 0:

De acuerdo a lo dicho en la introduccion de este capitulo, debe ser claro que el costo

total se representa por la parte de una curva algebraica de la cual s6lo se considera la seccion

situada en el primer cuadrante.
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La gra..ca siguiente muestra el resultado anterior,

Q(x) n par

Funcién costo promedio.

La funcion costo promedio esta dada por
q(x) = ax"il+ b=x;

donde a>0; b_0 y nentero>1

Su gréa..ca se determina mediante los siguientes pasos :

1.-Comoq(X)>0 y x&0, q(x)nointerseca a los ejes.

2.- q(x) es una funcién continua en su dominio, ya que es la suma de funciones continuas
en su dominio.

3.- Como

¢e)=a(i)x"?i

entonces q’(x) es igual a cero, si y sdlo si,
a(nij)x" =b;

es decir si,
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ubﬂﬁ.

x= ainjl

4.- qo(x:), es negativa si X < (b=a(n j 1))ﬁ y es positivasi X = (b=a(n j 1))?5, por tanto,
para X2 0; (b=a(n j 1))'rE . q(x) es decreciente.
Si x2 (b=a(n j 1))ﬁ ;L ; entonces q(X) escreciente.

5.- Como la segunda derivada de q(x) es
=xi3an i i2)x"+2b;

1 -
al evaluar en el punto x = b=a(n j 1)~ , se tiene,

M ;2

b " (nb) >0

9= a(nil)

asi que hay un minimo en

“b‘"%

a(njl)

x 10+ x 1 Qi

7.-1im ax"il+b=x=21 y |lim ax"il+b=x=1 sinesimpary lim ax"il+
xT 1 x0T i1 x¥P il

]
b=x=j§ sines par.

8.- De acuerdo con el paso 6, se tiene que X =0 es una asintota vertical. Ahora como

. x)  ax"il+p=x
lim 609 _ =
x0T 1 X X X

. ¢
m 'ax"iZ+h =1;
1

=\

la funcién costo promedio no tiene asintotas no verticales .

Debe ser claro que el costo promedio se representa por la rama de una hipérbola situada en
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el primer cuadrante, de acuerdo a lo dicho en la introduccion del capitulo. Como lo muestra la

gra..ca siguiente,
qlxl

n par

n impar

glx)=ax +b/x

A

Funcion costo marginal.

El costo marginal esta dado por Q(x) = anx"il; para determinar sugra..ca se siguen los

siguientes pasos.

1.- Q'(x) interseca a los ejes en el origen.

2.- QY(x) es una funcion continua.

3.- Q¥(x) es igual a cero si x = 0

4.-Q"x)>0parax >0y QYXx) < 0 para x < 0, por tanto, Q°(x) es decreciente si
x 2(-1;0) y Q(x) es creciente si x 2 (0; 1):

5.- Por el paso anterior, Q(x) es concava hacia arriba y por el criterio de la primera derivada

el punto x = 0 es un minimo.

Por lo anterior, el costo marginal queda representado por la seccion de una curva en el
primer cuadrante, de acuerdo a lo dicho en la introduccidn de este capitulo, como lo muestra

la gra..ca siguiente,
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4.1.5 ANALISIS DE LAS FUNCIONES COSTO EXPONENCIALES.

Funcién costo total.

La funcion costo total estd dada por Q(X) = ae™ donde a > 0;n > 0; para determinar su
gra..ca se siguen los siguientes pasos.

1.- La gra..ca interseca al eje Q(X) en el punto a Yy no interseca al eje x:

2.- Q(X) es una funcion continua en todo R.

3.- Q(X) no tiene puntos criticos.

4.- Q(X) es una funcién estrictamente creciente en todo su dominio.

5.- Como Q'(x) es creciente y Q¥(x) > 0; entonces Q(x) es concava hacia arriba y no tiene

maximos, minimos ni puntos de intexion.

Es claro que el costo total se representa por la parte de una curva exponencial de la cual solo
se considera la seccion situada en el primer cuadrante, de acuerdo a lo dicho en la introduccion
de este capitulo.

La gré..ca siguiente muestra el resultado anterior,
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Funcion costo marginal.

La funcién costo marginal esta dada por Q'(x) = %& =ane™; paradeterminar su gra.ca

se siguen los siguientes pasos.

1.- La gréa..ca interseca al eje Q'(x) cuando x =0, en el punto an y no interseca al eje x:

2.- Q(x) es continua en todos los reales.

3.- Q¥(x) = an%e™ > 0; para toda x; por tanto, no existen puntos criticos de Q'(x).

4.- Q'(x) es creciente en todo R.
5.- Por el paso 3, se tiene que Q'(x) es creciente, y como Q¥(x) > 0, entonces es concava

hacia arriba y no tiene maximos, minimos ni puntos de infexion.

Por lo anterior, el costo marginal queda representado por la seccion de una curva exponencial
en el primer cuadrante, de acuerdo a lo dicho en la introduccion de este capitulo.

La gra..ca siguiente muestra el resultado anterior,

76



Q' (x)=ane i

Funcion costo promedio.

El costo promedio esté dado por q(x) =2, para determinar su gra..ca se siguen los sigu-

ientes pasos.

1.- No hay interseccion con los ejes.
2.- q(x) es continua en su dominio.

3.- La primera derivada del costo promedio es igual a cero si
ae™(nx j 1) =0;

0 sea Si

Sl
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4.- Si x 2 (0; 1=n) entonces q(X) es decreciente y si x 2 (1=n; L) entonces q(X) es creciente.

5.- La segunda derivada del costo promedio esta dada por

i
axe™ ‘n2x2 j 2nx +2

°(x) = v ;

sustituyendo el valor de x = £ en g¥(x); se tiene que

2el(1§2+2)
071=nY) — L — A3l .
q'(1=n) =4 T =an‘e* >0;

n4

por tanto, q(x) es concava hacia arriba y tiene un minimo en x = %]

6.- lim gx)=1 y Ilim q(x) =il
x¥ o+ x ¥ oi

ma)=1 y Iim q(x)=0.

8.- De acuerdo con el paso 6 se tiene que en X =0 existe una asintota vertical y como

nx
Iim 9) =2

x¥ 1 X X2

no tiene asintotas no verticales.
Debe ser claro que el costo promedio se representa por la rama de una hipérbola situada en

el primer cuadrante, de acuerdo a lo dicho en la introduccidn de este capitulo.

La gra.ca siguiente muestra el resultado anterior,
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qéx)

q&)=ae &

4.2 ANALISIS DE ALGUNAS FUNCIONES DEMOGRAFI-
CAS.

4.2.1 Poblacion total.

La funcién poblacion total se representa por N(t) = N(0)e't; en donde N(0) es una constante

positiva, t _ 0y r puede ser positiva, negativa o constante.

Si r > 0; entonces la gra..ca sigue el mismo comportamiento que la de la funcién costo

total, como lo muestra la gra..ca siguiente,
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rt
N(t)=N(0)e

i

Si r <0, entonces

1.- La gra..ca, interseca al eje N en el punto N (0) vy no interseca al eje x:

2.- N(X) es una funcién continua en todo R.

3.- N(X) no tiene puntos criticos.

4.- N(x) es una funcion estrictamente decreciente en todo su dominio.

5.- Como NY(x) es decreciente y N”(x) > 0; entonces N(X) es concava hacia arriba y no
tiene maximos, minimos ni puntos de intexion.

Es claro que la poblacion total se representa por la parte de una curva exponencial de la
cual solo se considera la seccion situada en el primer cuadrante, de acuerdo a lo dicho en la
introduccién de este capitulo.

La gré..ca siguiente muestra el resultado anterior,
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Sir =0; es claro que la gra..ca es la linea recta N(t) = N (0), de la que se considera solo la
parte comprendida en el primer cuadrante, de acuerdo con lo dicho en la introduccion de este

capitulo.

4.2.2 Funcion fecundidad.

Una funcién fecundidad esta dada por f(x) =c(x j s)(s+n j xX)’>; para0<s- X - s+n
En donde f(x) es la fecundidad por edad de las mujeres, X es la edad de la mujer, s el
comienzo de la vida reproductiva, n la amplitud del intervalo de reproduccion y ¢ un pardmetro

positivo que depende del nivel de la fecundidad.

1.- £(0) = c(js)(s+ n)? < 0; por tanto, no interseca al eje £(X) en el primer cuadrante y
como f(x) =0 cuando x =s, 0 cuando X = s+ n, por tanto interseca al eje X en esos puntos.

2.- T(x) es una funcion continua en todos los reales.
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3-F(x) =c(s+n jx)(2s+n j 3x) =05si x = s+ n; 0si x = (2s + n)=3; por tanto, estos
valores para X son puntos criticos.
4.- La funcion f(x) es creciente en todo su dominio.

5.- f(x) = ¢(6x j 5s i 4n) , como
f%s +n) =c(s+2n) >0;
existe un minimo en el punto X =s+n; y como
fOO(% = jc(s+2n) < O:

existe un maximo en el punto x = (2s + n)=3:
Por lo anterior, la gra.ca de la funcion fecundidad se encuentra en el primer cuadrante,

como lo muestra la gra..ca siguiente,

f(x)

0 s (2s+n)/3

s+n
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Es claro que desde el punto de vista demogra..co se considera que la gréa..ca tiene signi..cado
dentro del intervalo (0; s+ n) ya que después de x = s+ n la fecundidad aumenta, lo que no

puede suceder puesto que termina la vida reproductiva de la mujer en ese punto.
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Capitulo 5

INTEGRACION.

5.1 APLICACIONES A LA ECONOMIA Y LOS SEGUROS.

Los economistas sostienen que algunas veces es mas facil obtener los datos que refejan los
incrementos ocacionados en los costos e ingresos, obtenidos con la produccion y venta adicional
de un determinado articulo, es por esta razén que no es posible determinar directamente las
funciones costo e ingreso total a las que corresponden dichos datos, pero se pueden conocer
la funciones costo e ingreso marginal a las que corresponden, de esta manera se pueden de

terminar las funciones costo e ingreso total de la siguiente manera.

5.1.1 Costo marginal.

Si la funcion costo marginal estd dada por

— dQK).
Py =7

entonces, el costo total serd la integral con respecto a x de la funcion costo marginal, es decir,

z
Q'(X)dx = Q(x) +c:

Para obtener una Unica funcion costo total, al integrar dicha funcion, debe especi..carse una

condicion inicial, la cual es el costo ..jo.
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EJEMPLO
Una agencia de seguros sabe que la funcion costo marginal por producir X seguros de gastos
médicos es Q'(X) = 32x + 92 donde X es el nimero de unidades producidas y QI(x) es el costo
marginal dado en pesos. Encontrar la funcion costo total, si el costo ..jo es de $10.
Solucion: ~
Q(X)= (32x+ 92)dx = 16x? + 92x +c:

Sustituyendo la condicién inicial Q(0) = 10 ; se obtiene que ¢ = 10; entonces, la funcion de
costo total es:
Q(x) = 16x% +92x + 10

5.1.2 Ingreso marginal.

El ingreso marginal que depende de la cantidad demandada, es la derivada del ingreso total con
respecto a X; es decir,
dR(x)

Tax RO

por tanto, la funcién ingreso total es la integral, con respecto a x; de la funcion ingreso marginal,

es decir, 7
R(X) = R'x)dx;

y dado que, 7
R'(x)dx = R(x) +c;

se tiene que especi..car una condicion inicial para obtener una Unica funcion ingreso total. Para
evaluar la constante de integracion puede usarse la condicién inicial de que el ingreso es nulo

cuando la cantidad de demanda es nula.

EJEMPLO

La aseguradora del ejemplo anterior ..ja un precio de $680 por unidad de venta de un
seguro de gastos médicos. De aqui se tiene que la funcion del ingreso marginal por ventas es
RY(x) = 680 pesos. Para obtener la funcién ingreso total por ventas R(x), se integra

Z
R(X) = 680dx =680x + c:
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Como R(0) = 0; entonces, la funcion ingreso total por la venta de X seguros de gastos

médicos es
R(X) = 680x

5.1.3 Bene..cio (Ingresos contra costos).

La integracion se utiliza en administracion y economia para determinar el bene..cio total o las
ganancias netas totales. En general, se maximiza el bene..cio (suponiendo libre competencia)
cuando el ingreso marginal es igual al costo marginal. El bene..cio total se determina inte-
grando la diferencia entre el ingreso marginal y el costo marginal, desde cero hasta la cantidad
X" para la cual el bene..cio es maximo , es decir:

Z x?

G = (R i Q()dx:
0

EJEMPLO

Determinar el bene..cio total de la produccion y venta de los seguros de gastos médicos de
los ejemplos anteriores.

Solucion:

La funcién ingreso marginal es R'(x) = 680 y la funcion costo marginal es Q"(x) = 32x+92;
igualando el costo marginal con el ingreso marginal se tiene que cuando se produce y se vende
X = 18:375 seguros de gastos médicos la ganancia serd maxima, en este caso se considera X =18
ya que no se producen partes de seguros.

Como la ganancia es igual al ingreso por ventas menos el costo de produccion, entonces las

ganancias maximas ocurren cuando

218, : o
G(x) = R'(X) i Q(x) dx;

es decir,
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VART:
G(x) = (680 j (32x +92)) dx

Z 18 Z 18
= 680dx j (32x+92)dx =5;390 pesos.
0 0
La ganancia maxima es de $5,390 cuando se venden 18 seguros de gastos médicos.
Si la aseguradora desea conocer el incremento en las ganancias cuando las unidades vendidas

aumentan de 18 a 19 seguros, se calcula la integral

lei

¢
R'(x) i Q'(x) dx=5;386 pesos,
18

entonces, al incrementar la venta en una unidad, se tiene una disminucién en la ganancia de $4

5.1.4 Excedente del consumidor.

Una funcion demanda representa las respectivas cantidades de un articulo que se compra en el
mercado a diversos precios. Si el precio en el mercado se representacon p Yy lacorrespondiente
cantidad demandada en dicho mercado es (; entonces la funcién demanda es p(q):

Una funcion oferta representa las respectivas cantidades de un articulo que se ofrece en el
mercado a diversos precios. Si el precio en el mercado se representa con p Yy lacorrespondiente
cantidad ofrecida en dicho mercado es (q; entonces la funcion oferta es p(q):

Cuando el precio de un articulo es tal que la demanda es igual a la oferta, se dice que
hay equilibrio del mercado. Al precio se le llama entonces el precio de equilibrio y a la canti-
dad producida se le llama cantidad o produccion de equilibrio. Estas cantidades se designan

por po Y (o; Pueden obtenerse resolviendo el par de ecuaciones de oferta y demanda

Oferta : p = (q)
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Demanda : p = g(q)

Estos conceptos se de..nieron en el capitulo 2 para el caso en que ambas relaciones funcionales
son lineales; en esta parte de la tesis se trabajan en una forma més general.

Ahora, supongase que se tiene como datos una curva de la funcién demanda y una curva de la
funcion oferta, y, que bajo un tipo de monopolio, se han ..jado el precio y la cantidad producida
de manera que se produce el equilibrio del mercado. Si un consumidor esta dispuesto a pagar
el precio dado por la curva precio-demanda, ha ganado con el hecho de tener ..jo el precio en po
porque por cualquier cantidad que él desee comprar que sea menor que la cantidad producida,
él estd pagando menos de lo que esta dispuesto a pagar, entonces aquellos consumidores que
estén dispuestos a pagar un precio mayor que el del mercado, se bene..cian por el hecho de que
el precio es solamente po.

Una forma de medir el valor o utilidad que un bien tiene para el consumidor es el precio
que esta dispuesto a pagar por él, los economistas sostienen que en realidad los consumidores
reciben un valor excedente en los bienes que adquieren, atendiendo al modo de funcionar del
mercado, es decir, estan dispuestos a pagar un precio mas alto que el precio de equilibrio.

La ganancial del consumidor esta representada por el area bajo la curva de la demanda y so-
brelarecta p(q) =po Y seconoce como excedente (0 superavit) del consumidor y representa
la cantidad de placer que le causa el adquirir un bien, determinada por la cantidad de dinero
extra que esta dispuesto a pagar por él, en donde el area sombreada representa el excedente del

consumidor, como se ilustra en la ..gura siguiente,

1Entiéndase como ganancia del consumidor, el bene..cio fisico o moral que el bien representa para el consum-
idor, representado por una cantidad de dinero.
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b Oferta
\-'\\
R z
b2 -
5 ] m""--x__l_:*g_mnda
0 q., q
Se evallia como sigue
. Z Jo
Excedente del consumidor = p(@)dqg i gopo;
0

en donde la funcion p(q) es el precio en funcién de la demanda; si se tiene la demanda en
funcion del precio entonces con un cambio de variable, se tiene que :

Z o
Excedente del consumidor = q(p)dp;

Po

en donde la funcion de demanda es q() y p(0) = my es la interseccion con el eje  p(q)

de la gra..ca de la funcion demanda. Asi,

Z Z

o m,
Excedente del consumidor = p(q)dg § gopo =

0
q(p)dp:
0 Po
Observese que el excedente del consumidor se expresa en las mismas unidades que el precio
p, por ejemplo si p se expresa en pesos (u otro tipo de moneda), lo mismo sucedera con el

excedente del consumidor.
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EJEMPLOS

1.- Si la funcion de demanda es p(q) =32 j 49 j g2 Y, el precio se encuentra dado en pesos,
determine el excedente del consumidor si go = 3 articulos y haga una gréa..ca que represente el
excedente del consumidor.

Solucion:

Como qo = 3 articulos, el precio del mercado es p(3) = 11 pesos, asi, se tiene

Z3
Excedente del consumidor = (32 j 4q i 9°)dq i (3)(11) =36 pesos,
0

es decir, la ganancia adicional obtenida por el consumidor es de $36.

La gra.ca siguiente muestra el resultado anterior,

En donde el &rea sombreada representa el excedente del consumidor.

2.- Si la funcién de demanda es p(q) = I 9iq Yy g =5 articulos, evaluar el excedente
del consumidor y haga una gréa..ca en donde se muestre el excedente del consumidor para cada

€aso.
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Solucion (2):

VA 5 YA 3
Excedente del consumidor = (9§ 9)¥%dg i G)2) = (9 i p?)dp;
0 2

entonces el excedente del consumidor se representa por el area sombreada de la ..gura 1 y es

igual a
Z g 3
(9iq¥?dqij10= 3 Pesos.
0
P
3 B
-“-\-‘--\--H'H.
-
HH‘“\,
2
0 5 q
Figural
Solucion (2) :

Utilizando la funcién inversa, de la funcion p(q) = p9 i 0, el excedente del consumidor se
representa por el area sombreada de la ..gura 2 y es igual a
Z 3

© i pHdp zg pesos.
2
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Figura 2

3.- La cantidad vendida y el correspondiente precio en un mercado monopdlico, se determina
por medio de la funcién demanda p(q) = 16 j q° y por la funcién de costo marginal p'(q) =
6 + q; de manera que se maximice la ganancia. Determinar el correspondiente excedente del
consumidor.

Solucién:

La funcion ingreso es

-
o)

R(g) = 160
y la funcién ingreso marginal es

R'(q) = 16 j 39°:

La ganancia o bene..cio se maximiza cuando el ingreso marginal es igual al costo marginal,

es decir, cuando,

16 j 34° =6 +q;
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0 sea Si,

pero como no puede tomar el valor negativo, entonces se toma el valor de g = 5=3 y el excedente

del consumidor es

Z g o, 1
577119
— cadg 2 = ==
EC = ighdai 3 =5
0
250 _ ..
=81 3:09 pesos.

El area sombreada de la gra..ca siguiente muestra el resultado anterior

p
—-\_H-“\\.\
119/3 \‘!
|
0 5/3 '

5.1.5 Excedente del productor.

Una funcién oferta representa las respectivas cantidades de un articulo que se ofrece en el
mercado a diversos precios. Si el precio en el mercado se representacon p Yy lacorrespondiente
cantidad ofrecida en dicho mercado es ¢; entonces la funcidén oferta es q(p); si se supone que
en un determinado intervalo a un aumento del precio algunos consumidores estan dispuestos a

seguir adquiriendo dicho articulo la gra..ca de la funcién tiene la forma siguente,
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O ferin

0 a

en donde a es el precio minimo en que el productor esté dispuesto a vender.

Ahora, si se considera la funcion inversa y se supone que se tiene como datos una curva de
la funcion demanda y una curva de la funcién oferta, y, que bajo un tipo de monopolio, se han
..jado el precio y la cantidad producida de manera que se produce el equilibrio del mercado; una
forma de medir el valor o utilidad que la venta de un bien tiene para el productor es el precio
en que esta dispuesto a venderlo. Los economistas sostienen que en realidad los productores
reciben un valor excedente en los bienes que venden, atendiendo al modo de funcionar del
mercado, es decir, cobran un precio més alto al precio en que estan dispuestos a vender.

La ganacia adicional del productor estd representada por el area sobre la curva de oferta
y bajo la recta p = pp; denominandose esta area como excedente del productor, lo que se

representa con el area sombreada de la gra..ca siguiente,
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/Oferta
B o 4
>
_—-*""’FH-F'
q, 3
El area se evallia como sigue
Z Jo
Excedente del productor = qopo i p(q)dg;
0

en donde la funcion oferta p(q) es el precio en funcién de la oferta; si se tiene la oferta en
funcion del precio entonces con un cambio de variable se tiene que,
Z b
Excedente del productor = q(p)dp;
Mo

en donde la funcion oferta es q() y p(0) = mgy es la interseccion con el eje y de la
gra..ca de la funcion oferta. Asi,

Z g Z po
Excedente del productor = qgpg i p(g)dg = q(p)dp:

0 Mo

Como en el caso del excedente del consumidor, el excedente del productor se expresa en las

mismas unidades que el precio p.
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EJEMPLOS

1.- Si la funcion de oferta es p(q) = (q+ 2)? y el precio se ..ja en po = 25 pesos, obtener el

excedente del productor.

Solucion (2):
Como el precio en el mercado es de $25, la oferta en el mercado es 25 = (q+2)%; 0 seaq = 3
articulos, entonces,
Z 3
Excedente del productor =(25)(3) i (q + 2)?dq = 36 pesos,
0

como lo muestra la ..gura 1

P
25
4
Figural

Solucion (2) :
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Si se toma la funcion inversa de p, entonces,

Z %
Excedente del productor = (*? i 2)dp = 36 pesos,
4

es decir, la ganancia adicional del productor es de $36.

La ..gura 2 muestra el resultado anterior.

q

3 et
" (25,3)

/’/ -
y
.z//
y
0 4 25 P

Figura 2

2.- La cantidad de demanday el precio en un mercado de libre competencia, estan determi-
nados por la funcién demanda p(q) = 16 j g2 y oferta p(q) = 4 + x: Obtener el correspondiente
excedente del productor.

Solucién:

Para encontrar el precio y la demanda del mercado se igualan las funciones demanda y

oferta, es decir:

16 i g° =4 +q;

0 sea,
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pero como no tiene sentido el valor negativo, entonces la demanda del mercado es de 3 articulos
y el precio en el mercado es p(3) = 7 pesos, en la funcién de oferta, por tanto,
Z 4 9
Excedente del productor = (3)(7) i (q+4)dg = 5 pesos,
0
es decir la ganancia adicional del productor es de $4.5

El area sombreada de la ..gura siguiente muestra el resultado anterior,

P

3.- La cantidad demandada y el precio en un mercado de libre competencia, estan determi-
nados por las funciones demanda

p(q) =36 j 92 y oferta p(q) = 6+ (q2=4):
los correspondientes excedentes del consumidor y del productor.

Determinar
Solucion:
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Para encontrar el precioy la demanda de equilibrio se igualan las funciones oferta y demanda,
es decir
qz

36iq2:6+Z;

0 sea,
q= §2p5;

al tomar la raiz positiva, se tiene que el precio de equilibrio es de p(q) = 12 pesos y, la oferta
y la demanda de equilibrio son de q = 2p5 unidades en las funcion de oferta y demanda, por
tanto,
A P- P-
Excedente del consumidor = (36 i g)dq i (2 6)(12) =32 6,784 pesos,

Z Pz
2 P

6 2
Excedente del productor = (2p6)(12)i 6+ qZ)dq =8 6%19:6 pesos,

0

es decir, la ganancia adicional del consumidor es de $78.40 y la ganancia adicional del productor
es de $19.60.

La ..gura siguiente muestra el excedente del consumidor y el excedente del productor,
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5.2 APLICACIONES A LA DEMOGRAFIA.

5.2.1 Tiempo vivido.

Considere la funcion 1I(t) =100 t ( ley de mortalidad de Moivre) que representa el nUmero
de sobrevivientes a edades sucesivas de una generacion inicial 1(0) = 1002, entonces el tiempo
vivido por esa generaciéon desde laedad a _ 0 hastalaedad b - 100 se representa por:

Zy
I(t)dt:

EJEMPLO
De acuerdo con la funcién anterior calcular:
a) El tiempo vivido por esa generacion entre los 10 y 15 afios.

b) EI tiempo vivido por esa generacion desde los 10 afios hasta que se extingue.

2Se toma el valor de 100, ya que en demografia y seguros se considera, que es es la cantidad maxima como
un estandar de afios que puede vivir una persona
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Solucién:

a) Al integrar la funcion I(t) entre 10 y 15 afios, se obtiene el tiempo vivido, o0 sea, el nUmero
de afos-persona vividos por la generacién I(0) entre las edades 10y 15. Se usa el simbolo  s5L19
para representar lo anterior y

Z 15
sLio= (100 j t)dt =437:5 afios-persona’.
10

b) El tiempo vivido por la generacién desde la edad 10 hasta que se extingue, se representa

por Tio Y estd dado por

Z 10
Tio = (100 j t)dt =4;050 afios-persona.

10

5.2.2 Pablaciéon total.

La poblacion total corresponde a uno de los modelos basicos de Lotka’. Esta formula vincula a
la poblacion total en un momento t con los nacimientos y con la ley de mortalidad que supone
gue, la poblacion es cerrada (no hay migracién) y la mortalidad por edades es constante en el
tiempo y ademés bajo el supuesto de que los nacimientos en cada afio son costantes.

Si B(t i X) es la densidad anual de nacimientos o sea los nacimientos anuales en la
época tix; y pXx) =I()=1(0) eslaprobabilidad de que una persona esté con vida a la
edad exacta x8; al momento del nacimiento,entonces la expresion B(t j xX)p(X) representa
el nimero de personas que en el momento t tienen la edad x y la expresion B(t j
X)p(X)dx representa el nUmero personas que en el momento t tienen edades comprendi-
das entre x y x+dx: Al integrar con respecto a x se obtiene la suma de las personas de
todas las edades, que estan con vida en el momento t; es decir, la poblacion total en el tiempo

tes

"Alfred J. Lotka, Teoria de las asociaciones bioldgicas, CELADE, Serie E, No.5, Santiago de chile, 1969, p.66.
8Se considera que una persona tiene la edad exacta x cuando se llega al cumpleafios x y no se ha llegado al
cumpleafios x + 1:
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Z W
N® = B(tix)p)dx
0

donde w es la edad méaxima que se considere que vive una persona.

EJEMPLOS

1.- Calcular la funcién de poblacion total si los nacimientos de cada afio son constantes e
iguales a 1(0); o sea iguales a los que nacen el primer afio.

Solucién :

Como los nacimientos en cada afio son constantes, entonces B(t j X) =1(0) vy se tiene que
la poblacion total es

Z W
N (t) = 1(x)dx:

2.- Obtener la funcion de variacion de la poblacion total con respecto al tiempo (ver capitulo
2), suponiendo que su tasa de crecimiento es constante.

Solucion:

La tasa de crecimiento de la poblacion r, es igual a :

(AN (D)

_1 dN(@),
N dt

que en nuestro caso es igual a r (constante).

Al despejar N(t) de la expresion anterior se tiene

dN@® _

N (D) = rdt;

y al integrar ambos lados se tiene,
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dN(D) _

No ' dt

lo que implica que
N(t) =ce™:

El valor de la constante de integracion c se obtiene al considerar como condicidn inicial a la

poblacion inicial N(0), con lo anterior, se tiene que

N(t) = N(0)e™:

Es decir, que si la tasa de crecimiento se mantiene constante con respecto al tiempo, la

poblacion total crece segun la ley exponencial.

5.3 INTEGRACION NUMERICA.

En demografia, las funciones que se manejan se obtienen por medio de métodos estadisticos
0 aproximaciones a distribuciones de probabilidad, en algunas ocasiones, se cuenta con pocos
datos y no es posible determinar el tipo de funcién a la que se aproximan, por tanto, se necesita
aplicar algunas técnicas de integracion numérica, en las que es necesario el supuesto de que las

muertes se distribuyen uniformemenete, como en el caso de los siguientes

EJEMPLOS

1.- En una tabla de vida los sobrevivientes hasta los 5 afios de una poblacion de 1y =

100;000 personas son los siguientes,
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0 100; 000
1 92; 107
2 90; 110
3 88; 944
4 88; 249
5 87,823

Calcular el tiempo vivido por esa poblacién entre los 1 y 5 afios de edad, utilizando el
método de los trapecios.

Solucién:

El tiempo vivido entre las edades 1y 5 es igual a la integral entre esos limites de la funcién
de sobrevivientes lx; es decir:

Z 5
4L1 = |deI
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Debido a que no se conoce la forma analitica de la funcion, sino solamente los valores
correspondientes a edades exactas, se utiliza un procedimiento de aproximacién, como puede

ser el método de los trapecios. Su formula para los valores igualmente espaciados es

Zs TR |
1 551
sl = |XdX1/4§ :1

(Iy + 2l + 2I3 + 2l4 +15)

l1+1s -
= > + I, + 13+ 1, = 357;268 afios-persona.

En la practica se requiere conocer el calculo del tiempo vivido para cada subintervalo por

separado. En este caso se tiene que

z
2 1Mo !
1L = IdXx ¥ = (I1+1)
2 1
1
b +1
= % = 91,108 afos-persona.
De igual manera,
I +13 -
1y = BCE =88;527 afos-persona,
I3 +14 ~
1bz = B =88;597 afnos-persona,
|4 + |5 ~
1bg = 5 =88;036 afos-persona,

y el tiempo total entre 1 y 5 afios se obtiene mediante la siguiente suma

4li =1L+ Lo+ L3+ Lg =357;268 afios-persona.
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2.- Con los datos del ejemplo anterior, calcular el tiempo vivido entre los 1y 5 afios de edad
aplicando el método de los trapecios parabdlicos.

Solucion:

El tiempo vivido entre las edades 1 y 5 afios es igual a la integral entre esos limites de la
funcion de sobrevivientes ly; es decir

Zs
4L1 = |deI
1

Debido a que en la teoria el método de los trapecios parabdlicos es un procedimiento de
aproximacion mas ..no que el método de los trapecios, segun se vio en la teoria, se considera
que el siguiente resultado es mas exacto que el anterior.

La formula de los trapecios parabdlicos para este ejercicio es la siguiente

Zs K |
1" 541

= Y —

a1 |de Y4 3 2(2)

(ly + 4l +2I3 + 414 + 2l5)

= _;(ll +4lp +13) + %(Is + 414+ I5) = 357; 085 afios-persona.

Este método da 183 afios-persona menos que el anterior debido a que la parabola tiene una
concavidad hacia arriba, mientras que el método de los trapecios considera una linea recta.

Por otra parte, el método de los trapecios parabdlicos no permite calcular el tiempo vivido
dentro de cada subintervalo.

En matematicas es mas exacto el método de los trapecios parabdlicos mientras que en
demografia, para este caso, resulta mejor el método de los trapecios ya que se puede calcular el

tiempo vivido en cada subintervalo.
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Capitulo 6

ECUACIONES DIFERENCIALES
DE PRIMER ORDEN.

En este capitulo se daran ejemplos de distintos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden, con aplicaciones a ..nanzas y economia, en los que se pueden aplicar algunos
métodos de solucidn vistos en dicha materia como son los métodos de ecuaciones diferenciales

separables, homogéneas, exactas y lineales.

6.1 ECUACIONES DIFERENCIALES SEPARABLES.

6.1.1 Interés compuesto.

Si la tasa de interés es i capitalizable continuamente y S es el monto en cualquier tiempo (

monto principal mas el interés acumulado), entonces

as .

a1
al separar variables,

as .

S = idt;

al integrar ambos lados de la ecuacion anterior, se tiene que
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d—SS = idt
es decir,
logS =it+¢;
por lo que,
S=ce't

Si S = Sy cuando t = 0; entonces ¢ = Sy (que representa el monto inicial), sustituyendo el

valor de ¢ en la expresion anterior, el monto total es:
S = Spe't:

6.1.2 Utilidad neta.

La relacion entre la utilidad neta P (x) y el gasto en publicidad x es tal que la razén de cambio
de la utilidad neta con respecto al gasto en publicidad, es proporcional a la diferencia de una
constante a (que representa la utilidad maxima que se puede obtener) y la ganancia neta,
multiplicada por una constante k que es la tasa de incremento de la utilidad neta con respecto
al crecimiento del gasto en publicidad. Para obtener la relacion entre la utilidad netay el gasto
en promocion si P(0) = Pg < a; se procede de la siguiente manera.

La ecuacién que representa el caso anterior es

dP (x)

X k@ i P(X));

al separar las variables, se obtiene
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PR _
@iP) ™

y al integrar ambos lados de la ecuacion, se tiene que

z dP (x) _Z

@irey -

es decir
iln(@aiPX)=kx+c;
al despejar P (x) de la expresion anterior, se tiene
P(x) =a jcei’:

Al sustituir la condicion inicial P(0) = Py se tiene que ¢ = a j Po; por tanto, la utilidad

neta es
P(X)=aij(aiPgeik:

Asi, la utilidad neta es Py cuando no hay gastos de publicidad y crece, con estos gastos,
hacia un méaximo (asintético) igual a a:

La siguiente ..gura muestra el resultado anterior
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Utilidad Neta

Gasto en publicidad

6.2 ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS.

Una ecuacion diferencial de la forma M (x;y)dx + N(X; y)dy se llama homogénea si M y N son
funciones homogéneas del mismo grado y su solucion se encuentra ilustrada en los siguientes

ejemplos.

6.2.1 Costo de manufactura.

La relacién entre el costo de manufactura por el articulo M y el nUmero de tipos de articulos
fabricados N; es tal que la tasa de incremento del costo de manufactura, a medida que aumenta
el nimero de tipos, es igual a la razdn del costo por articulo mas el nUmero de tipos, dividido,
todo, entre el nUmero de tipos de articulos que se manufacturan. Para obtener la relacién entre
el costo de fabricacion por articulo y el nimero de tipos de productos fabricados si M = My
cuando N = 1, se procede de la siguiente manera.

La ecuacion que representa el caso anterior es




lo que es lo mismo que
NdM = (M + N)dN:

como son dos funciones homogéneas de grado uno, la ecuacidn diferencial es homogénea.

Al sustituir M =VN y dM =vdN +Ndv, la ecuacion anterior toma la forma
VvNdN + NZ?dv = (vN + N)dN;
al despejar dv se tiene,
dv =—;
al integrar ambas expresiones con respecto a v; se tiene,
v=InN +c;
al sustituir v = M=N; se tiene,
% =InN +¢;
al despejar M de la expresion anterior,
M =NInN +Nc;
y puesto que M = Mg cuando N = 1;
Mo=c

y el costo de manufactura por articulo, para el caso particular en que M = Mg cuando N = 1;

se representa por la ecuacion
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M =N (Mg +InN)

En la siguiente ..gura se ilustra la gra..ca de esta ecuacion.

Costo de manufactura por articulo

M

M(N)=N(MtInN)

0 1
Niimero de tipos de articulos

6.2.2 Tasa de incremento en el costo.

Supongase que la tasa de incremento en el costo y de elaborar un pedido y supervisarlo, a
medida que crece la magnitud o extension del pedido a surtir, es igual a la razén de la suma
de los cuadrados del costo y la magnitud dividida entre el doble del producto del costo y la
extension o tamafio del pedido.

Para determinar la relacion entre el costo de elaborar y supervisar un pedido y el tamafio

del pedidosi y =3 cuando s =1, se procede de la siguiente forma.
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La ecuacion diferencial correspondiente estd dada por

& _y'+s’ 17y oy i
ds 2sy 2 s s

separando variables se tiene que,
2sydy j (y?> +s%)ds=0

por tanto, se trata de una ecuacién diferencial homogénea de grado dos.

y al sustituir y=vs y dy =vds+ sdv; se tiene,
2vs?(vds + sdv) j (v2s? + s?)ds =0;

lo que lleva a

ds 2V
+
s v2j1l

al integrar se tiene que

Ins+In(v? j 1) =c;

al despejar s se tiene que

al sustituir v = y=s; se tiene que

y® i s"=¢Cs;

al despejar y se tiene que
P—
y= cs+¢2
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y por medio de la condicion inicial, el valor de ¢ = 8; y el costo de elaborar un pedido y

supervisarlo, en el caso particular de que y =3 cuando s = 1; se representa por la ecuacion

p—
y= 8s+s2

En la siguiente ..gura se muestra la gra..ca de esta ecuacion.

Costo de elaborar y controlar un pedido

¥

YE=Es+s)

Magnitud de Ia orden o pedido
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6.3 ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS.

6.3.1 Modelo precio-demanda.

El cambio en el precio y con respecto al cambio en la cantidad demandada x; de una cierta

mercancia, esta dada por

dy _ _2Xxy+24x,
dx ~ ' x2+16 °

Para determinar la relacion entre el precio y la cantidad demandada, si el valor del primero
es 7.5 cuando la segunda vale 4 se procede de la siguiente manera.
La ecuacion diferencial correspondiente es
(2xy + 24x)dx + (x? + 16)dy = 0:
Al calcular las derivadas parciales se tiene
@(2xy +24x) = 2x = @(xz + 16);
oy @x
por tanto, la ecuacion es exacta, es decir, existe F(x; y) tal que,

QF QF 5
— = 2Xy + 24X — =X+ 16:
@x y y oy

al integrar @F=@x con respecto a Xx;
F(x;y) =Xy + 12x% + f(y);

y al calcular la derivada parcial con respecto a y en esta Ultima expresion, se tiene

oF _

2, @
ay x+@yf(y),
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y como

= =x%+16;

oy

al igualar ambas expresiones, se tiene,
@ + L) =52 +16;
oy )
asi,
@
—T(y) = 16;
oy v)

al integrar ambos lados de la igualdad con respecto a y; se tiene que,

f(y) = 16y;

F(x;y) = X% +12x%> + 16y +c = 0;
por consiguiente, la solucién es
X2y + 12x2 + 16y =¢
Si y=75 cuandox =4 entonces c¢c=432 vy lasolucion particular para este caso es

X%y +12x% + 16y j 432 =0:
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6.4 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

6.4.1 Un ejemplo de costos.

Una empresa fabricante de cierto producto ha encontrado que el costo ¢ por operar y mantener

su equipo esta dado por la ecuacion

en donde a; b son constantes. Para hallar una solucion de esta ecuacion con condicion inicial
c(Xo) = Cq, Se procede de la siguiente manera.

Al expresar la ecuacién en la forma

£+ P ) = Qe

donde

H 1l
bijl
PO = i—,

ba
X)= i=;
y Q( ) IX2
se tiene una ecuacion diferencial de tipo lineal, entonces un factor de integracion es,
R
e P (x)dx I Xi(bil)

y, al multiplicar por el factor de integracion a la ecuacién diferencial, se tiene que

dc . . .
—dxx'b““l+c(ib+1)x'1x'b+1 = ibax'b'l;
es decir

(ex i) = jhaxibil:

Al integrar ambos lados de la ecuacion con respecto a X; se obtiene,
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Z
exib*l = jha  xiPildx;

es decir
ox il = axib + C

0 sea,

a i
c==+Cxil
X

y utilizando la condicion inicial ¢ = cp cuando X = Xo; se tiene que

a i
co=— + Cx§il;
X0

por tanto,
CoXo j @
c=% ob| :
X0
y la solucién particular para este caso es
a , CoXo i a_p;
c=2,% Obl bl
X X0

6.5 ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES.

6.5.1 Dinamica del precio de mercado, con dos variables.

Supodngase que para un bien particular, las funciones de demanda y oferta son las siguientes:

DP=®ji p (@ =>0);
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OpP)=i°+p (%;x=>0):

Donde ® es una constante que representa la cantidad total demandada, es una constante
gue indica como cambia la demanda al incrementarse en una unidad el precio, © es una constante
que representa la cantidad total ofrecida, + es una constante que indica cdmo cambia la oferta
al incrementarse en una unidad el precio.

Anteriormente se vio que el precio de equilibrio se encuentra en el punto p°® en el que la
oferta es igual a la demanda, por tanto el precio de equilibrio es:

o_®+°
P ==

Si ocurre que el precio inicial p(0) esta precisamente al nivel p”; el mercado esta en equilibrio
y no haré falta ningan analisis dindmico. En el caso en que p(0) = po & p°; es posible obtener
p” -si es alcanzable- después de un proceso de ajuste, durante el cual no s6lo cambiara el precio
a través del tiempo, sino que la demanda y la oferta, por ser funciones de p, también van a
cambiar con el tiempo, es decir, se pueden considerar las variables precio y cantidad como
funciones del tiempo.

Lo anterior plantea el siguiente problema:

Dado un intervalo de tiempo su..ciente para que actUe por si mismo el proceso de ajuste,
?‘tiende éste a llevar el precio al nivel de equilibrio p* 2, es decir, ?‘la trayectoria temporal® p(t)

converge a p” cuando t tiende a 1 ?.

Para encontrar la solucion se procede de la siguiente manera.
En primer lugar se debe encontrar la trayectoria temporal p(t), lo cual requiere establecer un
esquema especi..co de cambio del precio. En general los cambios en el precio estan gobernados

por la variacion de la oferta y la demanda en el mercado. Supdngase que la tasa de cambio del

1A la forma que toma la gré..ca, bajo este proceso, se le conoce como trayectoria temporal.
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precio es directamente proporcional a la demanda excedente (D j O)? que se tiene en el tiempo

t; es decir,

L_joio (>0
en donde j representa un coe..ciente de ajuste (constante). Con lo anterior podemos tener
una ecuacion diferencial homogénea si y sélo si D = O, es decir en el precio de equilibrio. En
este modelo el termino precio de equilibrio puede verse desde dos puntos de vista, ya sea en el
sentido intertemporal ( p es constante con respecto al tiempo) o bien en el sentido de mercado
perfecto (el precio de equilibrio es aquél que iguala la demanda con la oferta)q.

Sustituyendo las funciones demanda y oferta en la expresion anterior, se tiene,

dp _ . :
£ =I@+) i i +9p

al despejar el término constante, se tiene,

dp . :
g': +JC+)p=j@+°);

que es una ecuacion diferencial no homogénea y su solucion consistira en la suma de la solucion
particular del caso homogéneo y. y una solucion particular yj.
Una solucién particular se encuentra al suponer que el precio es constante, es decir, que

dp=dt = 0; y la ecuacion anterior toma la forma

iC +9)p=j@®+"°);
y su solucién es,

@+°)

P= ( +1) ="

2Alpha C. Chiang, Métodos fundamentales de economia matematica, Universidad de Connecticut, tercera
edicion, 1987.

3Alpha C. Chiang, Métodos fundamentales de economia matematica, Universidad de Connecticut, tercera
edicion, 1987.
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La ecuacién diferencial homogénea es,

dp . _ A
. +j( +2)p=0;
es decir,

dp _ .
F': =il +9p;

que es una ecuacion diferencial de variables separables, o sea,
® i+ o
Y

al integrar ambas partes con respecto a t; se obtiene,

Inp=ij( +dt+cy;
al despejar p de la expresion anterior, se obtiene,

p= Ceij(_+t)t;

por tanto, la solucién general es

p(t) =ce M+ +p®;
el valor de la constante c¢ se obtiene al utilizar la condicion inicial p(0) = po y su valor es,

C=poi P’

y la solucién particular en el caso de que p(0) = pg es

p(t) = (po i p*) et 4 p®:
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Ahora, como
LHm e =p5

la trayectoria temporal del modelo llevara el precio a la situacién del precio de equilibrio p°: En
una situacion de este tipo, en donde la trayectoria temporal de la variable p(t) converge hacia

el nivel de equilibrio p®; se dice que el mercado es dinamicamente estable.

Al analizar los valores de pp y p°; aparecen 3 casos.

1- po =p*

Lo cual implica que p(t) = p°; en este caso la trayectoria del precio permanece constante y
el equilibrio es inmediato.

2.-po > p°

En este caso po j p° = 0 pero disminuira a medida que un aumento en t disminuya el valor de
e HIC+Dt Do esta forma , la trayectoria temporal se aproxima por arriba al precio de equilibrio.

3.- po<p°

En este caso pp j p° <0, pero aumentara a medida que un aunento en t aumente el valor de

eii( 9t De esta forma , la trayectoria temporal se aproxima por abajo al precio de equilibrio.

La gra..ca siguiente muestra el resultado anterior

pn ~
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Capitulo 7

INTRODUCCION A VARIAS
VARIABLES.

En los capitulos anteriores se analizé el caso en que se produce y se vende un sélo articulo, en
el presente capitulo se analizara el caso en que se tienen varios articulos y se venden a distintos

precios.

7.1 Derivadas Multiples.

7.1.1 Interrelacion de la demanda de varios productos.

Hasta ahora solo se ha supuesto que la demanda de un producto depende exclusivamente de su

precio. Asi, las funciones demanda analizadas son de la forma

d = x(p);

para que no se preste a confucion, ya que X se utiliza casi siempre como vaiable, se utilizara de

manera equivalente

d = f(p):
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Con frecuencia, la demanda de un producto o servicio depende no sélo del precio, sino
también del precio de otros productos o servicios, como por ejemplo, en el caso de tres productos,

la funcion demanda del producto uno queda determinada por

d = f(p1;p2; p3) =a j bpy + cp2 +epz;

y representa la cantidad demandada del producto 1 en términos de su precio y del precio de los
productos relacionados 2 y 3.

Las derivadas parciales de esta funcion de demanda dan una medida de la respuesta in-
stantanea de la demanda del producto 1 ante los cambios en los precios de los tres productos,
es decir, Ty = jb nosdice que,si p2 y ps se mantienen constantes, la demanda del
producto 1 se vera disminuida a una tasa instantanea de b unidades por cada unidad que
aumente ps:

De modo analogo, las derivadas parciales f,, =c y Ty, =e indican las tasas de cam-
bio instantaneas en la demanda del producto 1, asociadas a los que se producen en los precios
de otros productos. f,, = c nos dice que, si p1 Yy p3 se mantienen constantes, la de-
manda del producto 1 aumentard a una tasa instantanea de c unidades por cada unidad que
aumente pp, asi mismo, f,; =d nos dice que, si p1 Yy p2 se mantienen constantes,
la demanda del producto 1 aumentarad a una tasa instantanea de d unidades por cada unidad

que aumente pa:
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Observaciones:

1) Esta funcién demanda es lineal ( no tiene que ser siempre asi ) y sus correspondientes
derivadas parciales son constantes, es decir las tasas instantaneas de cambio son iguales en
cualquier parte del dominio de la funcion demanda.

2) En segundo lugar, el hecho de que la demanda del producto 1 aumente al incrementarse
los precios de los productos 2 y 3 revela una interdependencia entre los tres productos. Este es
el tipo de relacion que cabria esperar que exista entre productos en competencial, los cuales son
los productos del mismo tipo pero de distintas marcas, entre los ejemplos de este tipo de bienes
se encuentran las diferentes marcas de un mismo producto (por ejemplo las llantas radiales, los
zapatos, etc. ).

Los productos complementarios son aquellos que sirven para satisfacer una necesidad deter-
minada que se pueden sustituir uno por otro (como margarina por mantequilla, carne de res
por carne de puerco, etc.) .

En estos casos es 16gico esperar que conforme aumente el precio de un producto, disminuya
su demanda, mientras que la demanda de los otros productos aumenta. De manera analoga,
a medida que disminuye el precio de un producto, se espera que su demanda aumente y la
demanda de los otros productos disminuya. Este es el tipo de comportamiento de la funcién

demanda anterior y de sus derivadas parciales.

EJEMPLO

En la funciéon demanda
d = f(p1;p2;ps) = 120;000 j 0:5p% + 0:4p3 + 0:2p3

a) calcule las derivadas parciales de primer orden.
b) Si los precios actuales de los tres productos son p; =10, p2 =20 y p3 = 30; evalle

las derivadas parciales e interprete su signi..cado.

1Budnick, S. Frank. Matematicas aplicadas para administracién, economia y ciencias sociales.
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) ?'Qué sugiere la funcién demanda y sus derivadas parciales respecto a la interdependencia
entre los tres productos?
Solucion:

a) Las derivadas parciales son:

fp, = ip1;
Tp, = +0:8p2;
fp, = +0:4pa:

b) Al sustituir los valores de p en las derivadas parciales se tiene

T, (10; 20; 30) = j 10;

es decir, si p2 Yy ps se mantienen constantes, la demanda del producto 1 disminuird a una

tasa instantanea de 10 unidades por cada unidad que aumente pi:

1, (10;20;30) = 16;

es decir, si p1 Yy ps Se mantienen constantes, la demanda del producto 1 aumentard a una

tasa instantanea de 16 unidades por cada unidad que aumente p2:

s (10;20;30) = 12

es decir, si p1 Yy p2 se mantienen constantes, la demanda del producto 1 aumentara a una
tasa instantanea de 12 unidades por cada unidad que aumente ps:

c) Lo anterior nos indica que son productos complementarios, ya que el incremento en el
precio de alguno de los articulos 2 y 3 incrementa la demanda del articulo 1, mientras que un

incremento en p; disminuye la demanda del producto 1.
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El resultado anterior se puede extender a n variables, ya que la demanda de un producto
o0 servicio depende no sélo del precio, sino también del precio de otros productos o servicios,
como por ejemplo en el caso de n productos, la funcion demanda del primer producto esta

representada por

d = f(p1; p2; 35 pn) = ao +aip1 + aapz + 1 +anpn;

y representa la cantidad demandada del producto 1 en términos de su precio y con relacion
a los precios de los otros productos, las derivadas parciales de esta funcién demanda dan una
medida de la respuesta instantanea de la demanda del producto 1 ante los cambios en los
precios de los n productos, es decir, la derivada parcial f,;, = aj con i = 2;:::;n dice que,
Si - P2;:iPij1 Pi+1;::pn  S€ Mantienen constantes, la demanda del producto 1 aumentara a
una tasa instantanea de a; unidades por cada unidad que aumente p;.

Mientras que la derivada parcial f,, = a; dice que, si py; ps;::;;pn  Se mantienen constantes,
la demanda del producto 1 disminuye a una tasa instantanea de a; unidades por cada unidad
que aumente pj.

En el caso que la funcidbn demanda sea no lineal, el signi..cado de las derivadas parciales es
similar y el comportamiento en el mercado de la relacion de los n productos es de productos

complementarios o productos en competencia.

7.2 MAXIMOS Y MINIMOS.

7.2.1 Modelo de ..jaciéon de precios.

Suponga que en un mercado de monopolio, un fabricante vende dos productos a..nes, cuya

demanda se caracteriza por el siguiente tipo de funciones demanda

di = ayp i a;ppr +assPy;
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do = ap1 + axp1 i asp2;

endonde p;j (j =1;2)eselpreciodel producto j y dj denotalademanda (en milesde
unidades) del producto j: EIl examen de estas funciones demanda, dice que los dos productos
estan relacionados entre si. La demanda de uno depende no sélo del precio que se le ..je a ese
producto, sino ademas del precio que se establezca para el otro.

Con respecto a la demanda del producto 1, se incrementa en a;3% al incrementarse el precio
del producto 2 en una unidad y disminuye en a;2% al incrementarse el precio del productolen
una unidad, mientras que la demanda del producto 2 se incrementa en ax>% al incrementarse
el precio del producto 1 en una unidad y disminuye en a,3% cuando el precio del producto 2 se
incrementa en una unidad.

Si el fabricante desea determinar el precio que deberd ..jar a cada producto, a ..n de maxi-
mizar los ingresos totales por la venta de los dos productos, se procede de la siguiente manera

El ingreso total que se logra con la venta de los 2 productos se determina mediante la funcion

R = p1dy + p2dz:
Sin embargo. esta funcion, se expresa en términos de cuatro variables. Como en el caso
anterior, es posible sustituir los valores de di, d, en la funcién anterior, asi, el ingreso obtenido

por cada producto se determina por el sistema

Ri =aup: i azp? +azzpipz:

Ry = ap1p2 + app1P2 i a23p3;

y el ingreso total obtenido por la venta de los 2 articulos se representa por

R = f(p1;p2) = Ri+R2.
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Las primeras derivadas parciales son

fo, = aq1 i 2app; + (a3 +ax)p:;

Tp, = az1 + (a2 + a13)p1 i 2a23pP2;

y son iguales a cero si

aj; = 2a12p1 i (@13 + ax)p2;

a1 = (a2 +az)p1 + 2axp2;

Si existe solucion del sistema anterior de 2 ecuaciones con 2 incognitas, se tiene como
resultado, que los puntos obtenidos (p7;p5) son los puntos criticos de la funcion ingreso, en tal
caso, para veri..car que en dichos puntos criticos hay un maximo para la funcion ingreso, se
forma la matriz hessiana de las segundas derivadas, es decir la matriz

@) 1
@ i2a5 a3 +axn A

aiz +agxp jlax

Existe un maximo relativo si los menores principales? (evaluados en los puntos criticos) se
alternan en el signo, para este modelo, los menores principales de orden impar son negativos y

los menores principales de orden par son positivos, es decir,

JH1j<0; jH;j>0:

2Los menores principales se determian por los determinantes de las submatrices de la diagonal.
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Si existen los puntos criticos, la funcién ingreso alcanza un maximo relativo, ya que

JH1j=i2a, <0

jH2 j=danazs i (a3 +ax)>0; paraque p; y p5 Sean positivos,

por tanto, el ingreso maximo se obtiene con los precios p;=p; Yy P2 =p5:

EJEMPLO

Un fabricante vende dos productos a..nes, cuya demanda se caracteriza por las funciones

demanda siguientes

d; =150 j 2p1 + p2;

d2 =200+ p1 j 3p2

donde p;j (j = 1;2) es el precio del producto j y dj denota la demanda (en miles
de unidades) del producto j: EIl examen de estas funciones demanda, nos dice que los dos
productos estan relacionados entre si. La demanda de uno no depende solo del precio que se le
..je a ese producto, sino ademas del precio que se establezca para el otro.

La companiia desea determinar el precio que deberd ..jar a cada producto, a ..n de maximizar
los ingresos totales por la venta de los dos productos.

Solucién:

En este problema hay dos productos y, por tanto, dos decisiones de ..jacion de precios que
deben tomarse.

El ingreso total que se logra con la venta de los dos productos se determina mediante la

funcién
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R = p1d1 + p2dy:

Sin embargo, esta funcion, se expresa en términos de cuatro variables. Como en el caso de
una sola variable, es posible sustituir los valores de d; y d2 en la funcion anterior y, asi, toma

la forma
R =f(p1; p2) = 150p1 i 2p3 + 2p1p2 + 200p2 i 3p3:

Ahora se puede maximizar la super..cie de ingreso para los puntos maximos relativos.

Las primeras derivadas parciales son

fp, =200+ 2p; j 6p2;
y son iguales a cero si

150 = 4p1 i 2p2;

200 = j2p; + 6p2;
al resolver el sistema anterior de dos ecuaciones con dos incégnitas, se tiene como resultado que

pp=65 Yy pz2=>55

Si estos valores se sustituyen en T , se tiene que

T(65;55) = 10; 375 pesos;
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es decir, existe un punto critico de f en el punto (65; 55):

Las segundas derivadas son

foip. =2 Toup = i4;

como fpp, <0; Tpp, <O y

(fplpl)(fpsz) i (fplpZ)(prpl) =20> 0;

existe un maximo relativo en f cuando p1 =65 y p; =55

Los ingresos se maximizan en $10,375,000 cuando se venda en $65.00 el producto 1y en
$55.00 el producto 2.

La demanda esperada con estos precios se obtiene al sustituir p; =65y p, = 55 en el sistema
de ecuaciones de la demanda y es de d; = 75; 000 unidades del producto 1y de d, = 100;000

unidades del producto 2:

El modelo anterior puede extenderse a n variables, es decir, un fabricante vende n productos

a..nes, cuya demanda se caracteriza por las funciones demanda que, para este caso son,

di =agr i aopr + aizpz + i+ ainPn;

dy =ay +agPy i APy + i+ ayPn;

d3 = az; +azpp1 +az3Pz i i +asnPn;
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dn = an1 +an2pP1 +anzp2 + X i @nnPn;

donde pj (Jj =1;2;::;n)esel precio del producto j y dj denotala demanda (en miles
de unidades) del producto j: El examen de estas funciones demanda, dice que los n productos
estan relacionados entre si. La demanda de uno depende no sélo del precio que se le ..je a ese
producto sino, ademas, del precio que se establezca para los otros productos.

La compafiia desea determinar el precio que debera ..jar a cada producto, a ..n de maximizar
los ingresos totales de la venta de los n productos.

Solucion:

El ingreso total que se logra con la venta de los n productos se determina mediante la

funcion
R =pydy +pody + 1 +ppdy:

Sin embargo. esta funcidn, se expresa en términos de 2n variables. Como en el caso anterior,
es posible sustituir los valores de d4, d,;:::;d,, en la funciéon anterior, asi, el ingreso obtenido

por cada producto se determina mediante el sistema

_ . 2 .
Ry =a11Pp1 i a12p7 +ag3p1P2 + i+ a1nP1Pn;

_ i 2 .. )
Rz = ap1p2 +azepip2 i azsps; + i+ azxnpiPn;
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Rn = an1Pn + an2P1Pn +an3P2Pn + 1 i annPA;
y el ingreso total obtenido por la venta de los n articulos se representa por
R=T(pyp2;ipn) = Ri + Ry +... +Ry;
Ahora se puede maximizar la funcion ingreso total. Las primeras derivadas parciales son

fo, = aq1 i 2appp1 + (a3 +ap)p2 + (as + axp)pz + i+ (A1 + an2)py;

To, = ap1 + (a2 +ag3)p1 i 2a23p2 + (a2 +azz)ps + i + (azn + ans)pn;

fps = @31 + (az +a1a)p1 + (az3 +ax)p2 i 2azps + i+ (asn +ans)pn;

fon, = an1 + (@n2 +ain)p1 + (a@nz +azn)p2 + (@ +azn)ps + 11 i 2a8nnPn;

y son iguales a cero si

a1 =2aop1 i @z +a2)p2 i (as +az2)ps i i (An +an2)pn;

azn = j(ax +a3)p1 +2a23p2 i (@24 +a33)p3 i - i (@2n + @n3)Pn;

az = j(a +awg)p1 i (asz +az4)p2 +2a34ps i -0 i (@sn + @ng)Pn;
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ant = i(@n2t+amn)p1 i @nz+azxn)p2 i (@ns +aszn)ps i i+ 2annPn:

Si existe soluciéon del sistema anterior de n ecuaciones con n incognitas, se tiene como
resultado que los puntos obtenidos (p3;p3; :::;pn) son los puntos criticos de la funcién ingreso,
en tal caso, para veri..car que dichos puntos criticos son un maximo para la funcioén ingreso, se

forma la matriz hessiana de las segundas derivadas, es decir la matriz

O 1
i2ap2 aizt+ax apytazxp ... ain +an2
aiz +az iZaxz Az +asz3 ... azn+tan3 E
an2t+ain anz+axm am tasn ... i2ann

El criterio para determinar maximos y minimos relativos es el siguiente:
1.- Existe un maximo relativo si los menores principales (evaluados en los puntos criticos)
se alternan en el signo, los menores principales de orden impar son negativos y los menores

principales de orden par son positivos, es decir,

jH1j<0; jH2j>0; jH3j<0;:::

2.- Existe un minimo relativo si todos los menores principales (evaluados en los puntos

criticos) son positivos, es decir,

jH1j>0; jH2j>0; jH3j>0;:::

3.- Si no cumple ninguna de las dos condiciones anteriores, no se encuentra informacion

alguna respecto al punto critico. Se requiere un analisis ulterior en la vecindad del punto critico
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para determinar su naturaleza®.

Mediante el criterio anterior se determina si la funcion ingreso tiene un maximo.

7.3 INTEGRALES MULTIPLES.

7.3.1 Probabilidad como una integral doble.

Una de las aplicaciones mas frecuentes de la integral doble se re..ere a la determinacion de
la probabilidad de que dos 0 mas variables aleatorias queden dentro de limites o intervalos
especi..cos para cada una de ellas. Tales problemas se establecen en términos de la integral
doble de una funcién conjunta de densidad de probabilidad, justamente como la probabilidad de
gue una variable quede dentro de un intervalo especi..co se establece en términos de la integral
de una funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) de una variable.

Una f.d.p. conjunta para variables continuas x y y serd una funcién f(x;y) que tenga las
siguientes propiedades:

1.- f(x;y) . O:

Ry R
2.- 511 illf(x;y)dxdy:1:

Rp, R
3- 2 o F(xy)dxdy =P(a; < x<bg;a, <y<b):

Tales propiedades son semejantes a las correspondientes a una f.d.p. de una variable y
establecen que la probabilidad es siempre positiva, la probabilidad de un evento que seguramente
ocurrird es igual a la unidad, la probabilidad de que el valor de x esté en el intervalo (az;b1) y

de que el valor de y esté en el intervalo (az; by); esta dado por la integral respectiva.

3Este analisis no corresponde al programa de célculo diferencial e integral I11.
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Geométricamente la gra..ca de f(X;y) es una super..cie en tres dimensiones y el volumen
bajo la super..cie situada bajo el rectangulo determinado por a1 <x<b; y a <y <bhy es
la probabilidad de que x y y asuman valores correspondientes a puntos en este rectangulo.

Si F(x;y) es continua, entonces P(a; <X <bj;ax<y<bp)=P(as - X - by;az - y - by):
EJEMPLO

1.-En un estudio de costos para un cierto tipo de lampara, una fabrica ha determinado que
la f.d.p. para la magnitud o tamafio del pedido, x y el costo total de la orden o pedido y; es
aproximadamente,
1

f(x;y)=3—5 1-x-6 01+09x -y -0:1+1:1x;

en donde x esta en miles de lamparas, y y; en miles de unidades monetarias (pesos). Si la
compariia establece un precio de $1.05 por lampara, ?‘en qué proporciéon de los pedidos la

empresa no perdera nada, o bien, tendra una ganancia?

Solucién:

Como la compafiia establece un precio de $1.05 por ldmpara, entonces el costo mayor que
puede tener una lampara es dicho precio, es decir, la probabilidad de que el tamafio o magnitud
del pedido varie entre 1 y 6 cuando el costo varia entre 0:1 +0:9x y 1:05X es.

z SZ 1:05x

PQ-x-6;01+09% -y -01+1:1x) = —dydx;
1 01+0:9x 319

al integrar con respecto ay y al evaluar los limites de y; se tiene,
Zg
(0:15x j 0:1)dx;
1

al integrar con respecto a x y al evaluar los limites de x; se tiene,
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Zg
(0:15x § 0:1)dx = 0:6071
1

es decir, que tiene una probabilidad del 60% de que la compafia no perdera nada o bien, tendra

una ganancia extra cuando los pedidos se encuentren en el intervalo 1; 6.
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CONCLUSIONES.

En este trabajo se realizan justi..caciones mateméticas de algunos conceptos que se estu-
dian en ..nancieras, economia, seguros y demografia, a los que no siempre se les aplica dicha

justi..cacion.

Las funciones utilizadas en economia, demografia y seguros estdn basadas en fundamentos

matematicos.

Las aplicaciones permiten elaborar de manera mas comprensible las abstracciones matemati-

cas.

Una misma funcién, como la exponencial, puede tener diversas aplicaciones en varias disci-

plinas.

Existen aplicaciones, como las de costos, que se pueden generalizar a varias disciplinas.

Los conceptos principales del célculo, como la derivada, puede tener similitud con algunos

conceptos econdmicos, demogra...cos o de seguros.

Las gra..cas obtenidas por los métodos matematicos tienen diversar interpretaciones depen-

diendo de la disciplina en la que se esté considerando.
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El dominio de los conceptos principales del calculo ayuda a comprender de manera mas

e..caz los modelos de la economia.

Con base en el buen manejo de los conceptos principales del célculo se pueden generalizar

a n variables algunas aplicaciones a la economia.
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