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PRESENTACION

El presente texto que se ofrece, no es un libro teérico, sino una herramienta de
complementacién para la practica indispensable en la aplicacion de las integrales en la
administraciébn empresarial. El buen uso que se haga de éste llevara a unificar la teoria
con la realidad proporcionando los fundamentos matematicos para estudiantes de
administracién, economia y negocios. Por esta razén, puede decirse que servira de
apoyo a los estudiantes de la Universidad ECOTEC en el proceso de ensefianza-

aprendizaje en la materia de Calculo.

El trabajo que comparto como autor del libro, es una recopilacion de la experiencia
asociada con los estudiantes y sus perspectivas con la realidad. Los ejercicios y
problemas resueltos constituyen una ayuda para el mejoramiento de sus conocimientos
técnicos y la aplicabilidad en el proceso educativo. Su contenido responde a un acuerdo
general y tacito de lo que debe constituir un curso basico de Célculo de funciones de

una variable.

El objetivo del texto es involucrar a los docentes y estudiantes, en la utilizacién de una
metodologia interactiva, para adquirir destrezas e interpretar mateméaticamente el
entorno que le rodea, resolviendo problemas que competen al area Econdmica y
Administrativa de una empresa, mejorando su capacidad en relacion con la
estructuracion, fortalecimiento de sus ideas y razonamientos con la argumentacion de

sus resultados.

En relacién con lo antes expuesto, el programa se estructura en dos bloques, Integral
Indefinida, es el proceso reciproco de la derivada, que determina el conjunto de infinitas
primitivas que puede tener una funcion, y en Integral Definida, o Integral de Riemann,
es el limite de una suma cuando el nimero de sumandos tiende a infinito y cada uno de
ellos tiende a cero, y esta asociado al célculo de areas. La integral indefinida se

subdivide en:

La primera unidad: Analizar el proceso de determinar la funcién, conociendo la
misma denominandose antiderivada o la integral de la funcién dada. El estudiante con
los conocimientos de las derivadas y la aplicacion de las integrales podra resolver
ejercicios y problemas relacionados a la solucion particular de una funcién determinada

y establecer el valor de la constante C.
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La segunda unidad: Aplicaciones de las integrales en la administracién y
economia, el objetivo principal, es que el estudiante aplique la integral indefinida en
problemas de Economia, donde se realizara ejercicios tedricos y reales adaptados a
determinar funciones de oferta y demanda, superavit de consumidores y productores,
analisis marginales y pueda interpretar sus resultados.

La tercera unidad: Métodos de integracion, se establece y coordina los diferentes
métodos para calcular una antiderivada o integral indefinida de una funcion,
estableciendo una solucibn mas sencilla, y el estudiante aplique los conceptos de
contabilidad, economia y administracion para sugerir la solucibn de problemas

relacionados con las empresas.

La cuarta unidad: Integral Definida, Integral Definida, dentro del estudio del calculo
integral, el cual es un tema que tiene mucha importancia, por lo que es necesario insistir
en su concepcién y sus aplicaciones, como aspectos esenciales para el entendimiento
de diversos términos matematicos. Ademas, la integral definida cuenta con diversos
elementos, pardmetros y lineamentos para poder ser aplicada dentro de las funciones,
siendo el teorema fundamental del calculo una de ellas, por lo que se aborda de manera
ordenada y sistematica cada una de sus partes, indispensables para comprender y
aplicar de manera correcta la integral. De esta forma, serd mas facil el entendimiento de
la misma, ademas de abordar las diversas aplicaciones practicas que tiene mediante

ejemplos, lo cual hace la explicacion mas clara y concisa.

La gquinta unidad: Aplicaciones en la Administracion y Economia, tiene como
objetivo basico demostrar la aplicacion de la matematica y el calculo matematico en los
aspectos y contenidos econémicos, ya que son de uso diario, ademas de concientizar
al estudiante de la utilizacién de la matematica en la vida. Se analiza cémo determinar
entre el consumidor y productor; asi como, calcular utilidad maxima con respecto al

tiempo.

A modo de aclaracién, en la primera y tercera unidad, se explican las anti derivadas y
se ofrece una opcién sobre como enfocar la integracion. Después de exponer los
diferentes métodos de integracion, y sus aplicaciones en la Administraciéon y Economia,
es necesario que el estudiante, reconozca las diferentes técnicas, siendo indispensable
dedicar el tiempo necesario para el analisis y solucién de los diferentes problemas

practicos.
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Con el presente trabajo se espera que sirva de herramienta para mejorar la calidad de
la ensefianza de la matematica, facilitandole material al docente para impartir dichos
conocimientos, y a su vez, contribuya para demostrarle al estudiante la gran utilidad de
la matematica, motivandole a estudiar, ademas de servirle como consulta en sus

estudios.

Este libro es una contribucién para el enriguecimiento de la practica educativa de la
matematica, pues coloca a la disposicion tanto de los docentes como de los alumnos,
un material diferente y de facil utilizacion para complementar y mostrar la aplicacion real
y practica de esos contenidos matematicos que el estudiante considera inaplicables al

efectuar los calculos, mas alla de un cuaderno.

Agradezco, a los directivos de la Universidad ECOTEC, en especial al sefior Decano,
compaferos de Facultad de Sistemas, por el apoyo moral y técnico, lo cual propicio el

logro final de este texto complementario para el estudio de las derivadas.
Estimados lectores, aunque este texto fue examinado cuidadosamente, siempre se

presentaran errores involuntarios, por lo que agradezco me hagan llegar, todos los

errores que detecten, asi como sus criticas y sugerencias.

El autor
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INTRODUCCION

El célculo integral tiene sus principios en resolver problemas de cuadraturas en los que
se determina calcular areas de regiones planas limitadas por una o varias curvas. Se
arroga a Eudoxo (ca.370 A.C.) la iniciativa del método de exhaucion, como una técnica
para calcular el &rea de una region acercando por una sucesion de poligonos de forma
que en cada movimiento se mejora la aproximacion anterior. Arquimedes (287-212A.C.)
corrigio este método y calcul6 el &rea de un segmento de parabola y el volumen de un

segmento de paraboloide, asi como el &rea y el volumen de una esfera.

Asombra que, siendo tan antiguos sus origenes, la definicion basica matematica de
integral no se conocia, hasta el siglo XIX por Augustin Louis Cauchy (1789-1857). La
explicacion es que, durante los siglos XVII y XVIII, la integracién fue considerada como
la operacién inversa de la derivacién; el calculo integral radicaba esencialmente en el

calculo de primitivas.

Evidentemente, se conocia la utilidad de las integrales para determinar areas y
volimenes, pero los matematicos de la época consideraban estos elementos como
proporcionados de forma automatica y no vieron la necesidad de precisar su
significacion matematica. Los trabajos de Joseph Fourier (1768-1830) representa a las
funciones por series trigpnométricas crearon que el concepto de funcién evolucionara,
desde la idea condicional de funcidn como férmula, hasta la definicibn moderna de

funcién dada por Dirichlet en 1837.

Para entender el significado de la integral de estas nuevas funciones mas generales se

vio la necesidad de definir matematicamente los conceptos de area y de volumen.

La singularidad de Cauchy es que uni6 dos ideas, la de limite y la de area, para dar una
definicibn matematica de integral. Poco después Georg F.B. Riemann (1826-1866)

generalizé la definicion de integral dada por Cauchy.

La teoria de la integral de Riemann fue un progreso importante, pero, desde un punto
de vista matematico, insuficiente. Hubo que esperar hasta el siglo XX para que Henri
Lebesgue (1875-1941) estableciera en su libro los fundamentos de una teoria

matematicamente comoda de la integracion.

La integracion es una herramienta muy importante del célculo, no solo sirve para

determinar &reas en regiones planas y curvas, y representar magnitudes fisicas.

Su aplicacion real, actualmente es las aplicaciones en la Administracién y la Economia,

asi como determinar: Coeficientes de desigualdad para la distribucion de ingresos.



Calculo Integral y sus Aplicaciones en la Empresa

Curvas de aprendizaje. Maximizacion de la utilidad con respecto al tiempo. Valor

presente de un ingreso continuo. Superavit del consumidor y del productor.
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UNIDAD I. INTEGRAL INDEFINIDA

Dada la funcion f, y F es una funcion tal

F(x)=f(x)

entonces F se llama anti derivada de f o primitiva. Se puede decir que la anti derivada

de f, es simplemente una funcién cuya derivada es f.

1. Definicion.

Una anti derivada o primitiva de una funcién f, es una funcion F, tal que

F'(x)=f(x)

0 su equivalente, en notacion diferencial
dF = f(x)dx

Por ejemplo, la derivada de x* es4x®; x* es la anti derivada de 4x*. Es muy importante

determinar que no es la Unica anti derivada de 4x®, porque:

i( 4+3)=4x3 y d

i &(x4 —9)= 43

En este caso, se toma en cuenta que tanto (x4 +3) como (x4 —9) también son anti

. 3 . L.

derivadas de 4X". Se sabe gue la derivada de una constante es cero, x*+ C, es también
una anti derivada de 4x® para cualquier contante C. Asi, 4x* tiene un nimero infinito
de anti derivadas. Es muy importante, indicar que todas las anti derivadas de 4x® deben

ser funciones de la forma x*+ C.

Como x*+ C describe todas las anti derivadas de 4x®, se puede indicar como la anti

derivada mas general de 4x*, expresada por .[4x3dx, se lee “integral indefinida de

4x3 con respecto a X”, y se escribe:
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j4x3dx :4_[ x3dx

_
4

=x"+C

+C

El simbolo I se llama simbolo de integracién, 4x° es el integrando, y C la

constante de integracion. La dx, es parte de la anotacion de la integracion,
determina la variable que se esta utilizando. Aqui x, es la variable de integracion.

Se puede definir que la integral indefinida, es cualquier funcion de f, con respecto a

X, Yy se escribe J. f(x)jx y expresa la anti derivada méas general de f.

Como todas las anti derivadas de f, prorrogan de una constante, si F es cualquier anti

derivada de f, entonces:

If(x)dx: F(x)+C sisolo F'(x)=f(x)

1. Ejemplo: Encontrar el integral indefinido de dex.

SOLUCION:

Se tiene que buscar una funcion cuya derivada sea 8 y luego se afiade la constante de
integracién. Por tanto, se sabe que la derivada de 8x es 8, 8x es la anti derivada de 8,

por lo tanto:

j8dx=8x+C

2. Encuentra el integral de _[dex

SOLUCION:
Se debe examinar una funcién, donde su derivada sea x 2, como se sabe que la

derivada de x° es 3x2. La derivada de ~x’es %(3X2)= x?, es decir que:
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3
szdx=X—+C
3

2. Férmulas Bésicas de Integracién

Idx =x+C Integral de la variable.

J.kdX= kx+C k es una constante.

ka (x)dx = kI f(x)+C La constante sale, y se integra la funcion.
restante.

[1£(x)+ /= g(0lax = [ [ (x)+ /- g()bx = [ F (x)ix+/— g(x)dx+C

Integral de una suma/resta de funciones.

n+1

jx”dx: X

+C n=#=-1 Integral de una potencia.
n+1

jldx: Ln‘x |+C
X

J.exdx:eX +C

j Logxdx= xLogx+C

j Lnxdx= xLnx+C

(ax+b)
¢ +C  a=0

J‘e(ax+b )dx = -

I—dx Ln‘x+a |+C
X+a

Ejercicios Resueltos

1. Integrar J'(3x2+8x—4)dx:fozdx+I8xdx—f4dx

BIxzdx+Sdex 4Idx_3i 8%_4

=x* +4x° —4x+C
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2
. Calcular la Integral I(X2+§j dx
X

Solucioén:

O

= J-x4dx+J.10xdx+J.§dx

X5
=% +10jxdx+ 25I X 2dx

5
X s
5 X
6 3
_X + 25X _125+C
5x

. Determinar la integral

Solucién:

2
"-33\/x2 +10x° —7ex+ 4 3x3
dx :j
X X

dx +1OJX—X3 dx — 7ej édx + 4j %dx

= SI x;dx+loj‘x2dx —7ejdx+4Ln‘x |

—§+1 3
—3.% +10X —7ex+4Ln‘x |
1
-—+1
3
2
3 3
:9%+10§( —7ex+4Ln‘x |+C

. Determinar la f(x) si f’(x):(x3+1x3x—2)y f1)=6
Solucion:

Se desarrolla el paréntesis, se obtiene f'(x)=3x* — 2x® +3x -2
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f(x)= I(Bx“ -2x° +3x—2)jx = j3x4dx—I2x3dx+IBde—.[2dx
f(x):ﬁ—x—A—ﬁ—2x+C
5 2 2

C, es una constante desconocida, en este caso da que f(l): 6, que permite

determinar el valor de C.

f(l): 3(1)5 _ (1)4 _3(1)2 —2(1)+C

5 2 2
=06-05-15-2+C
C-34=6
C=26

5 4 2

F(x)=X X 3 ori26

5 2 2

4 —
Determinar el integral de la funcion 3X2 12
X“+2

Solucién:

Cuando se tiene una expresion fraccionaria, se puede resolver de dos formas; una

factorizando la expresion, y si no se puede se debe realizar la division indicada.

()= 3x;‘ 12 _ 3()(24 —4) _3(x* +22sz -2) a0 g
X" +2 X" +2 X" +2
Factorizando f(x)= J‘(BX2 —~ 6)1x = 3_[ x2dx — GI dx

3
=3%—6x=x3—6+C

Una empresa actualmente produce 220 unidades por semana de un producto. Si el

costo de producir x unidades en una semana esta dada por la funcién:
C'(x)=30-0.03x

Suponiendo que este costo marginal todavia se aplique. Determinar el costo extra por

semana que se debe considerar al elevar la produccion de 200 a 250 unidades por

semana.

Solucién:

11
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La funcion del costo se obtiene integrando el costo marginal:
C(x)=[( 30-0.03x )dx = [30dx— [0.03xdx

0.03x°

=30x — =30x—0.015x>

C(200) = 30(200)-0.015(200)° = 6000600 = 5400
C(150) = 30(150)—0.015(150)* = 4500—337.5 = 4162.5
C(200)—C(150) = 5400 — 4162.5 = $1237.5

EJEMPLO 7 (Ingreso y demanda) El ingreso marginal de una empresa esta dado por
I'(x) 20- 0.01x
a) Determine la funcién de ingreso.

b) Encuentre la relacion de demanda para el producto de la empresa.
Solucion:

La funcién del Ingreso se obtiene por medio de la integral del Ingreso marginal:

20dx — j 0.01xdx

1(x)= [ (20-0.01x)ix = |

0.01x? 2

=20x— = 20x—0.005x

2
a)20x —0.005x
I =x*p

p=—
X

2
0= 20x —0.005x
X

=20-0.005x

3. Integrales Con Condiciones Iniciales

Se ha dicho que la ecuacién y =[f(x)dx admite infinitas soluciones que difieren en una
constante. Esto significa que las graficas de dos primitivas cualesquiera de f son

traslaciones verticales una de la otra.

12
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Por ejemplo, si tengo la funcién y’ =3x* —1 La solucién general sera

y= I( 3x? -1 )dx = x* —x+C, para diversos valores enteros de C.

Una solucion particular de esta ecuacion sera una Unica primitiva, es decir, si se conoce
el valor de la constante C. En muchas aplicaciones de la integracion, hay informacion
suficiente como para conocer este valor particular de C. Esta informacion se llama
condicion inicial (que abreviamos como c.i.) nombre debido al hecho que, en las

aplicaciones, generalmente la variable independiente es el tiempo.

En el ejemplo si y(l): 4se tiene :
y(1)=(@)’ -1+C
4=C
y=x-x+4

Ejemplo de aplicacion con condicion inicial

1. Siy, es una funcion de x, tal que y' =7x-3,y y(2) =4, encontrar el valor de y.
Solucién:
y :j(7x—3)jx= 7J.xdx—3'[dx

2
zl—3X+C
2

Se puede determinar el valor de C por medio de la condicién inicial. Como y=4

cuando x=2, tenemos
7(2)°

4= -3(2)+C
4=14-6+C
C=-4
2
y=%—3x—4
2. Siy'=x*-5 y'(0)=3 encontrar el valor de y.
y(2)=2

Solucién:

13
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Por integracién se obtiene el valor de y:

X4
y= j(7—5x+3]dx

x°  5x?
y:2—0—7+3X+C2
y(2)=2—>x=2

5 2
=@—@+3(2)+C2

20 2
2=16-10+6+C,
C,=-46

5 2
y=X——5L+3x—4.6

20 2

3. Determinacién de la demanda a partir del ingreso marginal.

Si la funcion del ingreso marginal del producto de una empresa es:
1'(x) = 2050 —18x — 4x?
Encontrar la funcién de la demanda

Solucién:

(x)=[( 2050-18x—4x* )x
1(x)= jZOSde—_[ledx—j4x2dx
(x)
(x)

2 3
18x —4L+C

14
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Suponiendo que no se ha vendido ninguna unidad, el ingreso total es cero; esto es

cuando =0 x=0, determinado C=0, quedando la funcién:
I(x) = 2050x —9x* —1.3x°

Como I=xp. Determinamos que la demanda p=I/x
(x) = 2050x — 9x* —1.3x°
I 2050x —9x? —1.3x°

X X
p = 2050—9x —1.3x?

15
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UNIDAD 2. APLICACIONES DE INTEGRALES A LA ADMINISTRACION Y
ECONOMIA

Entre las funciones que se utilizan en economia para hacer modelos de situaciones de

mercado se estudian las funciones de oferta y demanda.

1. Funcioén de la Oferta:

Una empresa que fabrica y vende un determinado producto utiliza esta funcién para
relacionar la cantidad de productos que esta dispuesta a ofrecer en el mercado con el
precio unitario al que se puede vender esa cantidad. Se puede decir que, en respuesta
a distintos precios, existe una cantidad adecuada de productos que los fabricantes estan

dispuestos a ofrecer en el mercado en un periodo especifico.

Cuanto mayor es el precio, mayor sera la cantidad de productos que la empresa esta
dispuesta a ofrecer. Al reducirse el precio, se reduce la cantidad ofrecida. Esto permite
asegurar que la funcion de oferta es una funcién creciente. Si p representa el precio por
unidad y q la cantidad ofrecida correspondiente entonces a la ley que relaciona p y q se
la denomina funcién de ofertay a su g

p.u

Fs
k.

=¥
i
4

-

Fuente: Elaboracién propia Fuente: Elaboracién propia

2. Funcién de la Demanda

La empresa utiliza esta funcién para relacionar la cantidad de productos demandados
por los consumidores, con el precio unitario al que se puede vender esa cantidad, de
acuerdo con la demanda. En general, si el precio aumenta, se produce una disminucion
de la cantidad demandada del articulo porque no todos los consumidores estan

dispuestos a pagar un precio mayor por adquirirlo. La demanda disminuye al aumentar
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el precio por eso ésta es una funcion decreciente como se observa en los ejemplos
graficos. Entonces, se puede asegurar que para cada precio de un producto existe una
cantidad correspondiente de éste que los consumidores demandan en determinado
periodo. Si el precio por unidad de un producto estd dado por p y la cantidad
correspondiente en unidades estd dada por q la ley que los relaciona se denomina
funcion de demanda. A su gréfica se la llama gréfica de demanda.

14

rFs
-

Fuente: Elaboracion propia Fuente: Elaboracion propia

A esta funcion se simboliza: p = d(g) donde sabemos que p es el precio unitario y g la

cantidad de productos que, a ese precio, se demanda en el mercado.
3. Superavit de Consumidores y Productores

El mercado determina el precio al que un producto se vende. El punto de interseccién
de la curva de la demanda y de la curva de la oferta para un producto da el precio de
equilibrio. En el precio de equilibrio, los consumidores compraran la misma cantidad del
producto que los fabricantes quieren vender. Sin embargo, algunos consumidores
aceptaran gastar mas en un articulo que el precio de equilibrio. El total de las diferencias

entre el precio de equilibrio del articulo y los mayores precios que todas esas personas

17
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aceptan pagar se considera como un ahorro de esas personas y se llama el superavit

de los consumidores.

El &rea bajo la curva de demanda es la cantidad total que los consumidores estan
dispuestos a pagar por o articulos. El &rea sombreada bajo la recta y = po muestra la
cantidad total que los consumidores realmente gastaran en el precio pode equilibrio. El

area entre la curva y la recta representa el superavit de los consumidores.

pJL

curva de
demanda
stperayit

de los <:::I
consumidares

0 p = dio)

rFs
-

Fuente: Elaboracion propia

El superavit de los consumidores esta dado por el area entre las curvas p=d(qQ) yp =

Po entonces su valor puede encontrarse con una integral definida de esta forma:

q

f[d (q)— po}jq donde d(qg) es una funcién demanda con precio de equilibrio po y
0

demanda de equilibrio qo.

Ejemplos de aplicacion

1. La curva de demanda esta dada por la ley d(x) = 50 - 0,06x2. Encuentre el superavit

0 ganancia de los consumidores si el nivel de venta asciende a veinte unidades.

Solucioén:

Como la cantidad de unidades es 20, su precio p =d(20)=50-0.06(20)* = 26

18
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La ganancia del consumidor sera:

20 20 20 20
(50~ 0.06x? ~ 26ix = [ 50dx — [ 0.06x%dx — [ 26dlx
0 0 0

0

[24x - 0'02)‘3 TO - [24(20)- 0.02(20)" |- [24(0) - 0.02(0)° | = $320

0

De la misma manera si algunos fabricantes estuviesen dispuestos a proporcionar un
producto a un menor precio que el precio pode equilibrio, el total de las diferencias entre
el precio de equilibrio y los precios mas bajos a los que los fabricantes venderian el
producto se considera como una entrada adicional para los fabricantes y se llama el

superavit de los productores.

p.ll.
p= s

1] curva de

1] oferta
sUperavit

de los 1
productores
- ql:l q

Fuente: Elaboracion propia

El area total bajo la curva de oferta entre g = 0y g = qo es la cantidad minima total que
los fabricantes estan dispuestos a obtener por la venta de qo articulos. El &rea total bajo
la recta p = po es la cantidad realmente obtenida. La diferencia entre esas dos areas, el

superavit de los productores, también esta dada por una integral definida.

Si s(q) es una funcién de oferta con precio po de equilibrio y oferta qo de equilibrio,

entonces superavit de los productores =
J b, -S(@}ha

0

X
2. Se conoce que la curva de la oferta para un producto es S(x) = > +7.

Encuentre la ganancia de los productores si la produccion asciende a diez

articulos.

19
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Solucién:

Si la produccién asciende a 10 unidades el precio es S(10)= % +7=%12. La

ganancia o superavit de los productores se determina:
10 10 10 10
j12—[5j+7dx=I(5—§)dx=j5dx—‘[§dx
0 2 0 2 0 0 2
x| Loy (0
=|5x——| =|5(10)—~—*|—|50)-~~ |=%$25
5% | <50 |50 O | s

0

3. Calcule el exceso de oferta y el exceso de demanda para las curvas de

demanda y oferta dadas. Funcién de demanda: p1(q) = 1000 - 0,4 g2. Funcién
de oferta: p2(q) = 429

Solucién:

El exceso de oferta y el de demanda estan representados por las areas que muestra la
gréfica:

Pt excedente curea de oferta
de demanda
Mo punto de equilibrio
excedente—
de oferta curia de
demanda
| 4y q

Fuente: Elaboracion propia

oferta coincide con la demanda en (qo, po), €s decir,

p1(q) = p2 (g) P 1000 - 0,492 = 42q b - 0,49°~42q + 1000=0 P
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Q1=-125UQZ=20

Como los valores de las abscisas corresponde a numero de articulos ofrecidos o
demandados, qo = 20y, por lo tanto, po = 840.

El excedente de demanda o superavit de los consumidores es la regiébn comprendida

entre p1 (q) y larecta p =840, entre 0y 20, o0 sea,

T 1000 0.497 +840}q = T 160—0.49% Hg =| 160q — 04g° [ =$2133.33
I )i

0 0 3 0

El excedente de la demanda es $2133.33.

El excedente de la oferta esta en la region comprendida entre la recta p=840 y p= 42q;
entre 0y 20, es decir:

20 42q2 1°
J.(840—42q)jq={840q— 5 } — $8400

0 0

4. Andlisis Marginal

La derivada y, en consecuencia, la integral, tienen aplicaciones en administracién y

economia en la construccioén de las tasas marginales.

Es importante para la investigacion econémica, este trabajo con el analisis marginal

porque permitird calcular el punto de maximizacion de utilidades.

En el analisis marginal se examinan los efectos incrementales en la rentabilidad. Si una
empresa esta produciendo determinado nimero de unidades al afio, el analisis marginal
se ocupa del efecto que se refleja en la utilidad si se produce y se vende una unidad

mas.

Para que este método pueda aplicarse a la maximizacion de utilidades se deben cumplir

las siguientes condiciones:

o Debera ser posible identificar por separado las funciones de ingreso total y de

costo total.
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e Las funciones de ingreso y costo deben formularse en términos del nivel de

produccion o del nimero de unidades producidas y vendidas.

4.1 COSTO MARGINAL.: es el costo adicional que se obtiene al producir y vender una

unidad mas de un producto o servicio programado.

También se puede definir como el valor limite del costo promedio por articulo extra

cuando este nimero de articulos extra tiende a cero.

Se puede pensar en el costo marginal como el costo promedio por articulo extra cuando

se efectla un cambio muy pequefio en la cantidad producida.

Se debe tener en cuenta que si c(x) es la funcién costo, el costo promedio de producir x
articulos es el costo total dividido por el nimero de articulos producidos.

Costo promedio por articulo = C(x)/x

oo An e  CRH+AK)-C(X)
Costo marginal = &x—0 &% 0 X"
dc

Costo marginal = c'(x) = dx

El costo marginal mide la tasa con que el costo se incrementa con respecto al

incremento de la cantidad producida.

4.2 INGRESO MARGINAL.: es el ingreso adicional que se consigue al vender una

unidad mas de un producto o servicio.

Para una funcion de ingreso total I(x), la derivada I'(x) representa la tasa instantanea
de cambio en el ingreso total con un cambio del numero de unidades vendidas. Por lo
que se puede decir que el ingreso marginal representa las entradas adicionales de una
empresa por articulo adicional vendido cuando ocurre un incremento muy pequefio en
el nimero de articulos vendidos. Representa la tasa con que crece el ingreso con

respecto al incremento del volumen de ventas.

4.3 UTILIDAD MARGINAL: de una empresa esta dada por la diferencia entre sus

ingresos y sus costos. Si la funcidon de ingreso es I(x) cuando se venden x articulos y si
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la funcion de costo es c¢(x) al producirse esos mismos articulos, la utilidad U(x)

obtenida por producir y vender x articulos estd dada por U(x) = I(X) — c(X).

La derivada U’(x) se denomina utilidad marginal y representa la utilidad por articulo si

la produccion sufre un pequefio incremento.

4. Se supone que durante los primeros cinco afios que un producto se puso a la venta
en el mercado la funcién f(x) describe la razén de ventas cuando pasaron x afios

desde que el producto se present6 en el mercado por primera vez.

Se sabe que f(x)=2700/x +900si 0 < x <5 Calcule las ventas previstas durante

los primeros cuatros afios.
Solucion:

Se debe determinar la venta total

4 4 4
[ (27004 + 900}ix = 2700[ /xdx + 900 dx
0 0

0

_ ; i,
270({2sz 3
=| ———2+900x | = 540014)2 +900(4) =18000unid.

5. Se espera que la compra de una nueva maguina genere un ahorro en los costos de
operacion. Cuando la maquina tenga x afios de uso la razén de ahorro sea de f(x)
pesos al afio donde f(x) = 1000 + 5000x.

a) ¢, Cuanto se ahorra en costos de operacién durante los primeros seis afios?

b) Si la maquina se compro a $ 67500 ¢ cuénto tiempo tardara la maquina en pagarse
por si sola?

Solucioén:

a) Para conseguir el ahorro durante los primeros seis afios se calcula:

6 ) 6 ,
j (1000+5000x Jdx = {1000x+ 5000x } 5000(6)
0

=1000(6)+ =~ =6000+90000 = $96000

0
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b) Si se compro6 a $67500, el nimero de afios que se requiere para pagarse por si solo

es:

[ (1000 -+ 5000x)dx = 67500

=67500

0
2 n
{1000X 4 2000x }

0

1000n + 2500n°* = 67500
2500n? +1000n —67500=0
n = 5afos

n=-5

Resolver los siguientes problemas.

1.Una funcién de costo marginal esta definida por c'(x) = 3x? + 8x + 4 y el costo fijo es

de $6. Determine la funcion costo total correspondiente.

2. Para un articulo particular, la funcién de ingreso marginal es i'(x) = 15 - 4x. Si x

unidades son demandadas cuando el precio por unidad es de p pesos:

a) Determine la funcién ingreso total.

b) Determine la ecuacién de demanda.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los siguientes ejercicios calcule laintegral indefiniday compruebe el resultado

por derivacion

a [dx b | %dx

1
c. _[de d. J‘z—);sdx

e. I(xg +3e?x? —ZXJdX f. jy%/?dy g. J‘%dt

h. I(ﬁ +2Xx2 +4/x —1)dx

1
V==
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2. Resolver las siguientes integrales
| (5" —67 — 22+ 4)dx
2 3;‘ 2
XU+ AX
| dx
Jx

_[ 3\/_ 5\/_
24x

J'(W+x3)2dx

I [3\/; + i—gjdx

j[¢5?+\/§]ﬁ

IZInx2 dx

In x3
j 16s -4
3-2s+4s?

ﬂ?e” - u“(%/ﬁ +1)}1Iu

j%dx

X—8
Jm®

j(&&—%xﬂdx
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-8 2 2
J.ZX—?{/;dX J.x (x+ﬁ)dx
j de I(Szz +6)3dz
3/x

[ [2+X—12) Jx/xdx [ @+ x)a+ 2x)L+ 3x)x
I\/}+§§/F—1dx js“l —4¢

dx
3/x 12*
2&‘?{ +€2x
J & .T dx
9+ 2x

-3

3.Resuelvalos problemas utilizando marginales.

3.1. (Costo marginal) La funcién de costo marginal de una empresa es
C'(x) 20 + 0.06x
a) Determinar la funcién de costo C(x), si los costos fijos de la empresa son de $2500
por mes.
b) ¢ Cuanto costara producir 160 unidades en un mes?
c) Si los articulos se pueden vender a $59 cada uno, ¢,cuantos deben producirse para

maximizar la utilidad?

3.2 (Costo marginal) El costo marginal de cierta empresa esta dado por
C'(x)=23-0.02x+0.006x* Si el costo de producir 250 unidades es de $23,800,

encuentre:

a) la funcion de costo;

b) los costos fijos de la empresa,;

c) el costo de producir 500 unidades.

d) Si los articulos pueden venderse a $95 cada uno, determine el nivel de produccién

que maximiza la utilidad.
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3.3 (Costo marginal) El costo marginal de los Productos ERT es C'(x) = 2+ 0.001x. y el
costo de fabricar 110 unidades es $1008. ¢, Cual es el costo de producir 210 unidades?
Los articulos se venden a $5 cada uno. Determine el incremento en la utilidad si el

volumen de venta se incrementa de 1000 a 2000.

3.4 (Costo marginal) El costo marginal de cierta empresa es C'(x) 5 + 0.003x.

¢,Cudles son los costos totales variables de fabricar x unidades?

3.5 (Ingreso marginal) La funcion de ingreso marginal de cierta empresa es
I'(x)= 3 - 0.01x
a) Determine el ingreso obtenido por la venta de x unidades de su producto.

b) ¢ Cudl es la funcién de demanda del producto de la empresa?

.3.6 (Ingreso marginal) La funcion de ingreso marginal de cierta empresa es
1'(x) = 23— 0.02x + 0.006x*

a) Encontrar la funcion del Ingreso.
b) ¢Cuanto ingreso se obtendra si se vende 110 unidades del producto de la
empresa?

c) ¢Cual es la funcion de la demanda?

3.7 (Utilidad marginal) La funcién de utilidad marginal de una empresa es
U’(x)=5-0.02x

y la empresa obtiene una utilidad de $310 al venderse 100 unidades. ¢ Cual es la funcién

de utilidad de la empresa?

3.8 (Ingreso marginal) La funcién de ingreso marginal de cierta empresa es
1'(x) = 60— 0.03x + 0.0018x?

a) Determine la funcién de ingreso.
b) ¢ Cual es el ingreso que se obtendra por la venta de 200 unidades del producto de

la empresa?
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c¢) Determine la funcion de demanda del producto de la empresa.

3.9 (Costo promedio) Un fabricante ha determinado que la funcion de costo marginal

es
C'(x)=0.003x* —0.4x + 50

donde x es el numero de unidades producidas. Si el costo marginal es de $28.50
cuando x=50 y los costos fijos son de $5500, ¢ cuél es el costo promedio de producir
100 unidades?

3.10 (Curva de aprendizaje) Después que una persona ha estado trabajando por t
horas con una maquina en particular, habra rendido x unidades, en donde la tasa de

rendimiento (niUmero de unidades por hora) esta dada por

-t
o _ 20(1— eBOJ
dt

a) ¢, Cuantas unidades de rendimiento alcanzara la persona en sus primeras 20 horas?
b) ¢ Cuantas unidades de rendimiento alcanzara la persona en sus segundas 20

horas?

4.Encuentre la funcién de consumo sujeta a la condicién dada:

a. y'=(4-2xy;y(0)=1 b. y':xz):S;y(l)zo

c. y'=25y(-1)=1y@)=0 d y”=\/ﬁ;y’(2)=%,y(2)——é
e. y'=—x>+2xy'([1)=0,y@1)=1 f. y"=x+1y'(0)=0y(0)=4

g. ¥ =2xYy"(-1)=3y(3)=10,y(0)=13
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UNIDAD lIl. METODOS DE INTEGRACION

Para la resolucién de integrales se utilizan diferentes artificios de célculo, cuyo objetivo

es transformar la expresion a integrar en otra, u otras, de integracién mas sencilla.

A dichos artificios se les denominan métodos de integracion. En este tema van a estudiar
lo siguiente:

1. Integracion por sustitucién o cambio de variable.

2. Integracion por partes.

3. Integracioén de funciones racionales.

1. Integracion Por Sustitucion O Cambio De Variables

El método consiste en sustituir el integrando o parte de éste por otra funcion para que
la expresion resultante sea mas facil de integrar, se aplica la “regla de la cadena”. Si se
escoge un cambio de variable de modo que al aplicarlo se obtiene en el integrando una
funcién multiplicada por su derivada, la integral sera inmediata. Pero en ocasiones un

cambio mal escogido puede complicar mas la integral.

El papel de la sustitucion en la integracién es comparable al de la regla de la cadena
en la derivacion. Recordar que para funciones derivables dadas por la
y = F(u)u=g(x), laregla de la cadena establece que
d ! !
S [Fg0)]=F(a(x))g'(x)
De acuerdo con el concepto de primitiva o anti derivada, se tiene

[F(a())g’(x)ax = F(g(x))+C

Con un cambio de variables formal se puede reescribir por completo la integral en
términos de u y du (o cualquier otra variable conveniente). Aunque este procedimiento
puede involucrar mas pasos que el reconocimiento de patrones complicados. La técnica
del cambio de variable utiliza la notacion de Leibniz para la diferencial. Esto es, si u

=g(x), entonces du = g'(x) dx,

J g0y (xJax = [ f (u)du = F(u)+C
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Cuando piden determinar la integral de: I\/2X+3dx, la solucién sera:

Se determina que U = 2x+3, se encuentra que du = 2dx, por lo tanto, dx = du/2

Se determina que:

1 lqu 1. -
J'\/2x+3dx:_|‘(2x+3)2dx=.[u27:§IU2du
3 3
_1,23 07 o (@x+3)

2 3 3 3

Este ejemplo, es un tipo especial denominado sustitucion lineal. De la formula para
resolver integrales por sustitucién, se establece que u = ax+b, donde ay b son

constantes (a#0). Se transforma, g(x) =ax+by g(x) =a
La férmula se transforma J f(ax+b)x = 1 F(ax+b)+C
a

Interpretando, que para integrar f(ax+hb), se trata (ax+b) como si fuera una sola

variable, y después se divide la integral resultante entre a, el coeficiente de x.

Ejemplo de aplicacion:
1.Resolver J-xxfl— xax

Solucién:

ijl—_de = Ix(l— X )%dx

Uu=l-x=x=1-u

d—u=—1:>du:—dx:>dx:—du
dx
1 1 3
J'x\/l—xdx:J‘(l—u)lﬂ(—du)zj.—uidu+J'u5dx
3 > 3 5
—? 207 ~2(1-x)2 . 2(1—x)2 C
3 5 3 5

2
2.Resolver J.tt_ldt
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Solucioén:

j—dt

Uu=t—-1l=t=u+l=t>=u’+2u+1
du:dt

jt - j“ +2“+1d :jlt—zdu+zjgdu+'[%du

j—dt = —+ 2u+ Lnly|

2 2
J. Y gt - (t_l) +2(t-1)+Lnt-1+C
t-1 2

En esta seccion se resolvera integrales indefinidas por medio de este método. Los
integrando son funciones racionales, con raices, con funciones trigonométricas, raices

en el denominador, logaritmos...

Ejemplos de aplicacion

1.Resolver j (3x2 —4x)’ (6x— 4)dx

Solucién:
No se puede aplicar, alguna férmula conocida; para lo cual se verifica si se puede

utilizar el método de sustitucién, debe aparecer la funcion y su derivada en el
enunciado:

= (3x2 — 4x)

d“ AU _6x—4
dx

du = (6x—4)dx
4 u®
J'(Bx2 —4x) (6x - 4)dx =I u‘du -5

Se sustituye el valor de u, con el valor original y se obtiene:
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1(3 In x +8)° d
2. Resolver X Aqui se aplica derivada de logaritmos naturales

Solucioén:

u=3Inx+8
d_u_3

dx_;
du = 2 dx
X

d_uzldx

3| 8 d 4
j nx+ _[u3 u_—J.u?’du_gT::—2

I(3|n x+8) dy (3In x+8)*
X 12

+C

3. ResolverijeXs dx

Solucién:

jxsexedx =u=x"

du = 6x°dx
du_ x°dx
6

IXSGXGdXZJQU%I%IeudUZ—

£ ¢
6

Cuando en la funcién no aparece su derivada, es un tipo especial llamada Sustitucién
Lineal, donde en el teorema j f(g(x))g"(x)dx :_[ f(u)du = F(u)+C, se elige u= ax

g(x)=ax+b
g'(x)=a

+b, donde a y b son constantes (a#0). Es decir Transformandose el

teorema en I f(ax+b)dx = F(ax+b)+C
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Ejemplo de aplicacion

4.Resolver:

J'\/Sx —20dx = j(5x— 2)%dx

u=>5x-2
du = 5dx
d—u:dx
5
1 1 1
= ~du 1 =
J.(5x—2)2dx:.[u2€:—_[u2du
3 3 3
_ 1,202 _2u? _2(5x-2) C
5 3 15 15
5.Resolver:

J. X+/X —1dx = _[ X(x —1)%dx

U=x-1—->x=u+1

%=1—> du = dx
dx
J.x(x—l)zdx:.[ (u+21u2du

, . 5 3 5 3

hd = 2 2 2 2
qudu+ju2du= 2u +2u _6u? +10u

5 3 15
5 3
_ 6(X—1)2 +10(X +1)2 L
15

6.(Tasa de desempleo) Durante una crisis econdmica reciente, el porcentaje de

desempleados creci6 a razén de

, 0.4 %"
p'(t)= m
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donde t es el tiempo en meses. Dado que en t = 0 habia 4% de desempleados, ¢qué

porcentaje estaba desempleado: a) 10 meses después? b) 20 meses después?

0 4e—0.lt e—O.lt
p(t)=[ —— < -dt=0.4] —dt
(1+ e 0U ) (1+ e 0U )
u=1+e°"
du e
dt -01
e70.1t
du = 5 1dt — —0.1du = e %" dt
-0.1t _ 1
04— dt =0.4f 0ldu_ 04 ju-zdu=—4”—=ﬂ= 4
(L+e0n) u -0.1 1 u [+e®x)
) P, S, SR
1+1 1+0.367 1.367
e
4+2.92=6.92%
) P . SV
11140135 2132
e2

4-187=587%

7.El ingreso marginal de una empresa esta dada por

I(x) =18-0.02x

Determinar: a) Funcién del Ingreso.  b) Encontrar la relacién de la demanda para

producto de la empresa.
Solucion:
a) La funcién del ingreso, es el integral del ingreso marginal.

1(x)=]1 (x),dx = [ (18-0.02x)dx = [18dx— [ 0.02xdx
0.02x?

I(x)=18x— =18x—0.01x*

el
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b) Para obtener la relacion de la demanda. 1(x)= x*p, donde es la relacién de la demanda,
0 precio unitario de los productos, “x” es numero de unidades producidas y que se

venden.

1(X)=x*p= p:%x)

o 18x —0.01x*
X

=18-0.01x

8.La funcién del costo marginal de una empresa es C(x) =30+ 0.05x . Determinar

a) La funcién del costo C(x), si los costos fijos de la empresa son $2000 por mes.
b) ¢ Cuanto costara producir 150 unidades al mes?

c) Si los articulos se venden a $55c/u. ¢ Cuantos debe producir la empresa para obtener
la utilidad maxima?

d) ¢ Cual ser& el monto de la utilidad maxima?

Solucioén:

C(x)= [ (30+0.05x)ix = [ 30dx+ [ 0.05xdlx
0.05x?

a) C(x)= {30x+ } = (30x+0.025x?)

C(x)=30x+0.025x2 + 2000

C(150)=30(150)+0.025(150)" + 2000

b
) C(150)=4500+5625+ 2000 = $7062.5
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¢) U(x) =1(x) —C(x)
55-30—0.05x = 25— 0.05x = U(x) =—(MAX)
25-0.05x =0

X = E =500und.
0.05

ju dx = [ (25-0.05x kix = [ 250x - [ 0.05xdx

0.05x°

d) U(Max)=25x - = 25x —0.025x>

U (Max) = 25(500)—0.025(500)° =12500— 6250 = $6250

EJERCICIOS PROPUESTOS

3%+ dx x°
[arcer = e
I 2+ y)(4y+y +8)% dy J‘s):r::d jln(;(__l) d
.[x(e5x —-x® +8)jx .[ el Xln X)d I(4x 5)d
[y*3/y—3dy [ x/x—2dx J‘(%)dx

j—5x4\/x5 + 2dx jde Iidt

eSx

j Ln();—jjxdx j xIn? x dx I (x2 + x)e’2X+l dx
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m

29. X~/X + 2dx
P
31. %ow ST — %k
ro2
xc — 1
33, | =_— - 4x
J 2x — l
i —X
35. dx
Jx+1)—/x+1
i X
37. e = e
J /2x + 1
J.de jx33\/1+ x4 dx
1—x?
EN .
.|.1_+Ex J‘Exex dx

| \/;(de [\1-4ydy

1
J N/

‘[e2x+ldx

rollo de una tela particular dado por

C'(x) = 20xe*>

30.

34.

36.

38.

(‘

XA 2% + 1.dx

r‘
RIS 4 2.d%

f2x — 1

O x + 3
t3ft — 4 dt

dx

(‘

f‘

(x+ 1)/2 — xdx

1+ x2

I\/|n!x+\/1+7)dx

t3
j ot

.fx\/x_+1dx

(Costo marginal) Un industrial textil tiene un costo marginal (en ddlares) por

en donde x es el nimero de rollos producidos de la tela. Si los costos fijos ascienden a

$3500, determinar la funcién del costo.

(Costo marginal) El costo marginal (en ddlares) de una compafia que fabrica

zapatos esta dado por
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C'(X) = /%2 + 2400

1500
en donde x es el nimero de pares de zapatos producidos. Si los costos fijos son de
$200, determine la funcién de costo.

e Durante una crisis econémica reciente, el porcentaje de desempleados creci6 a

-0.1t
razén de: P'(t)= ﬁw

Donde “t” es el tiempo en meses. Dado que t=0 habia 3% de desempleados. ¢Qué

porcentaje estaba desempleado: ¢6 meses, 1 afio y medio?

e El costo marginal de una finca de 8,00 hectareas que produce banano organico
en UROCAL esta dada por la ecuacion c(x) = 4 + 007x
a) Determine la funcién de costo C (x), si el costo fijo de la finca es de 340 ddblares

mensuales.
b) ¢ Cuanto costara producir 600 cajas con banano en un mes?

c) Si las cajas con banano se venden a 7,50 délares cada una. ¢Cudl es su
utilidad?

d) Si las cajas con banano se venden a 7,50 délares cada una. ¢ Cuantas cajas

deben producir para maximizar la utilidad?

e) Determine el incremento de utilidad que hay maximizando la produccién a 975

cajas mensualmente.

f) Determine el incremento de utilidad si el volumen de venta es incrementado de

600 a 775 cajas mensuales.
2. Integracién por Partes

Cuando el integrando esta formado por un producto (o una division, qué se puede tratar
como un producto) se recomienda utilizar el método de integracién por partes que

consiste en aplicar la siguiente formula:

Iudv:uv—jvdu
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Regla mnemotécnica: Un Dia Vi Una Vaca MENOS Flaca Vestida De Uniforme (UDV =
UV - FVDU).

Es un método simple, pero es necesario seguir unos consejos para aplicarlo

correctamente.
1. Escoger adecuadamente uy dv:
Una mala eleccion puede complicar mas el integrando.

Por ejemplo, se tiene un producto en el que uno de sus factores es un monomio (por
ejemplo, x*). Si se considera dv = x*, el integral de la expresion serd v = x°/5. Con lo que
se ha aumentado el grado del exponente y esto puede traer problemas en el desarrollo

de la integral.

Algo parecido ocurre con las fracciones (como 1/x). Si se considera dv = 1/x, el integral

v = In. |x|, seguramente, se obtendra una integral mas dificil.

Como regla general se puede determinar que “u” a las potencias y logaritmos, y
expresiones que sean faciles derivar; como “dv’ a las exponenciales, fracciones y

funciones trigopnométricas

2. No cambiar la eleccion:

A veces se tiene que aplicar el método mas de una vez para calcular la misma integral.
Cuando esto ocurre, al aplicarlo por segunda vez, se tiene que llamaru al
resultado du del paso anterior, y Io mismo para dv. Si no se realiza esto, como escoger
una opcion u otra supone integrar o derivar, se esta deshaciendo el paso anterior y no

se avanza en el desarrollo de la integral.

3. Integrales ciclicas:

En ocasiones, tras aplicar dos veces integracion por partes, se tiene que despejar la
propia integral de la igualdad obtenida para obtenerla como resultado. Se debe resolver

como una igualdad.
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Ejercicios de aplicacion
1.Evaluar I2xezxdx

Solucién:

No se puede resolver aplicando las férmulas conocidas, ni por el método de sustitucion,

se aplica el método por partes: judv = uv—jvdu.

f2xe2xdx
u=2x — dv=e*dx
du eZdx
—=2>V=
dx I
e2x
du=2dx »>v=
3
2X 2% 2% % -
szezxdx=2X e _.[ e 20X = 2xe _gj-e?_deZZXE _ 2e
3 3 3 3 3 6
2X 2X 2x
_ 4xe™ —2e™ e (2x—1)+c
6 6
2.Resolver j%&ln xdx
Solucién:
1
u= Lnx:du:;dx
1 4
1 < 3x 3
dV=X3dx:>v:J'=x3dx:T

40
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4 4 4
3x3 3x3 .1 33| 3¢ 1

3 _ |1 == % — =

Iﬁln xdx = (Lnx e n ;dx_(Lnx 4J.x3dx
4 4
3x3 Ox3

3/ xIn xdx= (L R C
I\/;nx x = (Lnx n T
3.Encontrar : Ixzemxdx —(m=0)
Solucién:
J'xzemxdx
u=x>—dv=e™dx Ixemxdx
du
—=2Xx —>v=|e™dx
dx J u=x—>v=femvdx
du = 2x dx—>v:ern e

mx mx 2 AmXx 2 du:dx_>V:
J‘xze”‘xdx:xz[e j—je 2x dx = € ——jxemxdx m
m m m m mv
mv e

xZe™  2xe™  2e™ m?x%e™ —2mxe™ + 2™ e ——dx

- Y 3 3 +C =X —|—| m
m m m m m
Xemx emv
m m?

4.Resolver el integral J.(x—l)sxdx

Solucién:

Se resuelve por partes:
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UIX—l} du =dx

dv=e*dx| Vv =I e¥dx =e*

[ (x=Derdx=(x-1)e* - [ e*dx=(x-1)e* —e* +C

4.Resolver el integral ijn(1+ X Jx

Solucioén:
1
u=in(1+x) YT ™
dv = xdx X 2
vV =—
2
2 2 2 X2
:X—In(1+x)—I X—.idxzx_m(lﬂ()_l 2 dx
2 2 1+X 2 27 1+X

Dividiendo x2 entre x+1 se obtiene x-1 de cociente y 1 de resto, por tanto,

2
1=2 1+ x)—lj‘ (x—1+ L)dx . Finalmente se obtiene
2 2 X+1

len(x+1)jx:x—22In(1+ x)—%(x—;—x+ln(1+ x)j+C

6.Encontrat el integral J.x3eXz dx sugerencia u= x?
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Solucién:

jx3exzdx
u=x>—dv=x%edx
du =2xdx—>v= Ix3edx

4
du=2xdx—>v=e%

4 4 6
J-x3exzdx:x2 & —I EX loxdx= - — & [ xodx
4 4 2

4
ex® 3ex®-—ex® 2ex® ex®

12 12 12 6

6 6

6
ex
jx3exz dx = —— —
4

7.(Costo marginal) Una empresa tiene como costo marginal, en la produccion de un

_ 6000Ln(x +20)
(x+20)

producto: C'(x)

En donde x es el nivel de produccién. Determinar el costo total de produccién, si los

costos fijos son $3000.

Se debe recordar que CT= CF.+CV. Cuando se integra el costo marginal, se determina

los costos variables de produccion
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cv.=[cC'(x)
cV = J-GOOOLn(x+20) i _6000! Ln(x + 20) dx
(x +20Y (x+20Y
dx

u=Ln(x+20)— dv:(x+20)2

1 dx 2

=— =|l——= 2

du=——— dx—>v j(x+20)2 (x+20) dx

.............................. U= (x+20)— du =dx

............................... v I(x+20 dx
V_(x+20)’1__ 1
............................... SR T
CV.:Ln(x+2o)(—Lj j——( ! dj
X+20\ x+20

CV_:_Ln(x+20)+j dx 22—Ln(x+20)_ 1

X+ 20 (x+20) x+20  x+20
oy = Ln(x+20)-1

X+ 20
cr.- —knx+20)-1 50,

X+ 20

EJERCICIOS PROPUESTOS

| = I xe*dx

I xe¥2dx

— dx

2

jln(x—ﬂj dx
x-1

J‘x3(4—5x3)2 dx

J'e&dx
[ y*Lnydy
J'I?(gxdx

.[x 23*dx

I x* Lnx dx

J‘x/;+2
3/x

In xdx
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I (x2 — x)e*3X+2 dx I X4 dx IW In x dx

‘IMK dx jx3Lnxdx Je&dx

IIn(Z—xZ)dx J-\/z/_x_lln x dx jln(zj) dx

Ix3 e* dx _[an(x +1)dx jxﬁdx

e Suponga que la ecuacién de la demanda (p) para el producto de una empresa

esta dada por:
p=10(x +10)e @4+

Donde p, es el precio unitario en délares cuando se demanda x unidades. Si el
equilibrio del mercado ocurre cuando x=20 unidades. Determinar el excedente

de los consumidores bajo el equilibrio del mercado.

e Reaccién de una droga) La velocidad de producciéon de anticuerpos t horas

después de inyectar un suero, esta dada por:

K(t) = tzz miles de anticuerpos/hora

Determinar el valor de t, en el cual K(t) es maximo y calcule el nimero total de

anticuerpos producidos hasta ese instante.

e (Curva de aprendizaje) Después que una persona ha trabajado por t horas con
una maguina en particular, habrd rendido x unidades, en donde la tasa de
rendimiento

(numero de unidades por hora) est4 dada por
t
% =20 1-e %
dt
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a) ¢Cuantas unidades de rendimiento alcanzara la persona en sus primeras 30
horas?
b) ¢Cuantas unidades de rendimiento alcanzard la persona en su segunda 30

horas?

3. Integrales Por Fracciones Parciales

3.1 Factores Lineales Distintos

Se considera la integral de una funcién racional (cociente de dos polinomios). Sin merma
de conjunto, se supone que el numerador N(x) y el denominador D(x), no tienen factor
polinomio comun y que el grado de N(x) es menor que el grado de D(x). (se denomina

como una funcidn racional propia), se debe realizar la factorizacién en el numerador y

denominador, luego simplificar las expresiones y su resultado se integra.

Si el numerador N(x) es de grado mayor que el denominador (funcién racional

impropia), se procede a dividir, si la division es exacta, su resultado se integra por
cualquiera de los métodos conocidos. Si la division no es exacta, el resultado es igual al
cociente, mas el residuo dividido para el divisor.

Ejercicios de aplicacion

X+1 dx

1.Integrar aplicando fracciones parcialesj—
3x?-27

Solucién:

Como el grado del numerador es menor que el denominador, no es necesario dividir,

para lo cual se factoriza todo lo posible:

_[ 2x+1 dXZI 2x+1 dX:1I2X+l X:}J' 2x+1 «
3x? - 27 Ax*-9)" 3'x*-9 " 37(x+3)x-3)

Si expresamos como fracciones parciales, tenemos:

2x+1 _ A B
(x+3)x-3) x+3 x-3

Al combinar términos e igualar los numeradores, resulta:
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2x+1=A(x-3)+B(x+3)
2x+1=Ax-3A+Bx+3B=x(A+B)+3A+3B

Se transforma en un sistema de ecuaciones de primer grado

x=3—>7:6B—>B:%
X=-3—>-5=-06A—>A
Se tiene que:

S 7
j 22X+1 dx:lj 6 dx+j 6 dx
3x° —27 3|7 x+3

2x+1 1 7 dx
e e
3x° =27 316 x+3 6J x-3
1
3

—Ln|x+3|+—Ln|x—3|}+C
6 6

3x* 27
_[ 22X+1 dx—iLn(x+3 (x-3) ‘+C
3x° =27 18

4
2.Integrar: .[6)( +2)3;X _;4X+15d
+

Solucién:

Dividiendo: | 6x+ 2)3(2(2:34)( gy~ [(6x? +5hx+ | Xfi dx

, . 4x
Resolviendo el integral I ———aX
X“+3
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J.24—XdX:4 ZLdX
X°+3 X°+3
u=x%+3

du

—:2x—>du:2xdx—>d—u:xdx
dx 2

du
> e 1
4j%=4j2—z=2jadu =2Ln[x? +3

Resolviendo:

J-Gx“ +23x? +4x+15
X?+3
=2x% +5x+ Ln‘(x2 +3)2‘+C

dx = Izedx+Ide+ 2Ln‘x2 +3{

2

+1dx
-1

X
3.Integrar I

Solucion:
Se resuelve realizando previamente la division. Se puede realizar por Ruffini

Hecha la divisién se obtiene de cociente x+1 y de resto 2

2 2
I X +1dx=_[ (x+1+i)dx:i+x+2L\x—ﬂ+C
x—1 x—1 2

3.2. Factores Lineales Repetidos

Si los denominadores de una fraccién, alguno de estos esta repetidos, entonces a cada
factor (x+b)> donde z es el numero de veces que se repite (x+b) como factor, le

corresponde la suma de z fracciones parciales

A N B N Z
x+b  (x+by
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Ejercicios de aplicacién

1.Resolver el integral I ( 1)
X\ X +

Solucioén:

En el caso donde el denominador tiene raices multiples. La descomposicion se tiene
gue hacer de la siguiente forma:

1 A B C

— = +—+
X(Xx+D*  x x+1 (x+1?

(Si la raiz multiple fuese de orden 3, llegaria con las fracciones hasta W
X+

1 AXX+1)%+Bx(x+1)+Cx
X(X+1)? X(X+1)?

donde se realiza la suma indicada.

Si los numeradores son iguales, los numeradores también lo seran, por tanto,

1= A(x+1)% + Bx(x +1) + Cx.

Para calcular los valores de A, By C se le da a x los valores de 0, 1y otro valor
cualquiera, por ejemplo, 2.

De ese modo se obtiene A=1, B=-1y C=1.

Entonces:
jx(x+1) dx = I— - x_+1dx+ (x+) ———dx=Lnx- Ln|x+]j+-[(x+1) dx =
—2+1
:Ln|x|—Ln|x+]J+&+C=Ln|x|—Ln|x+]4_i+C
-2+1 X+1

5X* +12X+5 . . :
2.Resolver el integral J—dx utilizando fracciones parciales

(x—2)x-1)°
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Solucioén:

Como el grado del numerador es menor que el denominador, no es necesario
dividir. Como en el denominador se tiene factores lineales (x-2) y (x-1)?, se tendra
tres fracciones parciales y tres constantes:

5x* +12x+5 _ A . B C

(x-2)x-1° x-2 x-1 (x-1)

5x? +12x+5= A(x—1)* + B(x—2)x +1)+ C(x - 2)

5x? +12x+5=x*(A+B)+x(-2A-B+C)+A-2B-2C

Se transforman en tres ecuaciones lineales con tres incognitas

Bx2 +12x+5 = A(x? —2x+1)+ B(x?* —x—2)+C(x-2)

A+B=5

-2A-B+C =12

A-2B-2C=5

A——§—>B=ﬂ—>C=58
3 3

Por tanto:

29 44

5x*+12x+5, 3 3 58
dx =

I(x—z)(x—l)2 " x—2+x—1+(x—1)2
5%x2 +12x+5 29 ¢ dx
O X oI U2 A%
J‘(X—Z)(x—l)2 X SIX—Z -[x 1 58-[
J-5x2+12x+5

(x—2)x-1)

2 pix—2+ 2 Lnjx ]4+_+c
3 3

3.3 Factores Cuadréaticos Irreducibles Distintos

Si en el denominador de tiene un factor cuadratico como x*+bx+c, no se pueden

expresar como factores lineales con coeficientes reales, denominandose como
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factor cuadratico irreducible en los niUmeros reales. A cada factor cuadratico le
correspondera una fraccion parcial de la forma:

Ax+B
X% +bx+c

Ejercicios de aplicacion
1.Resolver la integral:

4x% —x% +15x—29
2x3 —x? +8x—4

Solucioén:

Primero se observa que el grado del numerador y denominador son iguales por lo
gue tiene que realizar una divisién larga.

2
2x3 —x%? +8x—4 | ?)— x? +15x—29

X2 +2x% —16x+ 8

x> —x =21

4x% —x% +15x—29 X2 —x—21
3 2 =ct_— 2
2X° =X +8x—-4 2X° —X-+8x—-4

Se factoriza el denominador:
2x% = X2 +8x —4 = x2(2x—1)+ 4(2x 1) = (X* + 4)2x —1)
x? +4 es un término cuadratico irreducible es por lo que ahora se trabaja asf:

x?—x-21 _Ax+B, C
2x3 —x2+8x—-4 x*+4 2x-1

Operamos el minimo comin denominador

Multiplicar las letras en los paréntesis
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X2 _x—21=(AX+ BXZX—1)+C(X2 +4)

X2 —Xx—21=2Ax> — Ax+2BXx —B+Cx* +4C

Eliminar los paréntesis

X2 —x—21=2Ax* +Cx* — Ax+2Bx—B+4C Ordenar
x? —X—21=x*(2A+C)+x(-A+2B)+(~B+4C) Factorizar

Formar las ecuaciones:

2A+C=1
~A+2B=-1
—B+4C=-21

Se puede resolver por cualquier método, en este caso se practicara la resoluciéon

por matices

+2 +0 1| +1
-1 +2 0] -1
0 -1 4|-21
+1 -2 0 [+1
+0 -1 4 |-21
+2 +0 1 +1
+1 -2 0|+1
+0 -1 4|-21
+0 +4 1|-1
+1 -2 0|+1
+0 -1 4|-21
+0 +0 17| -85

~2R, +R, =R,

-2 +4 0 -2
+2 +0 1 +1
+0 +4 1 -1

4R, +R, =R,

0 -4 16 -84
0 +4 +1 -1
0 +0 17 -85
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17C =85 ~BrdC=-21 2_iB;;
c ‘5_ _B=-21+20 A‘1+2
a B=1 T
A=3
Respuesta:
4x3 —x? +15x—29 x?—x-21 Ax+B C 3x+1 -5
3_ 2 =2 3_ 2 =ct 3 + =et o ot
2X° —X°-+8x—-4 2X° =X +8x—-4 X“+4 2x-1 X“+4 2x-1
5x% +3x—1
2.Integrar
g jx3—2x2+x—2
Solucion:

Factorizando el denominador:

X} =207 +x-2= 1 =2 )+ (x=2) = X (x=2)+ (x=2) = (x* +1(x-2)

5x* +3x—1 A Bx+C

3 2 = 5t 2
X*=2X"+Xx—-2 X—-2 Xx°+1

5x +3x—1 _ AX’ +1)+(Bx+C)x+2)

X —2xEtx-2 (x—2)x? +1)

5x* +3x—1= Ax* + A+ Bx* - 2Bx +Cx—-2C
5x? +3x—1=x*(A+B)+x(C-2B)+A-2C
A+B=5

~2B+C=3

A-2C=-1
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Resolviendo el sistema de ecuaciones de primer grado, se obtiene: A=5; B=0; C=3

2 J—

J' 35X —|—23X 1 dXZJ. 5 I+ 23 I
X —=2X° 4+ X-2 X—2 X +1
5x% +3x—1 dx dx
dx =5 +3

J.x3—2x2+x—2 jx—2 jx2+1
2 J—
_[ 35X +23X 1 dx:5Ln|x—2|+3Tan’1x
X —2X° +X-2
2 J—
J. 35X +23X L ix =Ln‘(x—2)5‘+3Arc.Tanx+C
X' =2X“ 4+ X-2

3.4 Factores Cuadraticos Irreducibles Repetidos.

Cuando en el denominador contiene factores de la forma (x?+bx+c)", donde n es el
valor de veces que se repite el valor irreducible. A cada factor le corresponde la

suma de n fracciones parciales, tales como:

A+ Bx C + Dx M + Nx
. + e o
X“ +bx+c (x2+bx+c) (x2+bx+c)

Ejercicios de aplicacién

5

. X . .
1. Determinar jﬁdx usando fracciones parciales
X“+4

Solucion:

. . 2 . e e,
Se resuelve el cuadrado del binomio (X2 + 4) = x* +8x? +16Yy se realiza la division

porque el numerador tiene mayor exponente que el denominador

x° o 8x° +16 _X_8x3+16x
x* +8x? +16 x* +8x2 +16 (X2 +4)2
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. 8x3+16x . . L .
La expresion ———— el denominador tiene un factor cuadratico irreductible,

(x2 + 4)2

correspondiendo a dos fracciones parciales y tiene cuatro coeficientes, realizando:

8x3+16x:Ax+B+ Cx+D

(x2+4)2 X* +4 (x2+4)2

8x° +16x = (Ax+ B)(x* +4) +Cx+ D

8x° +16x = AX® + 4Ax+Bx* + 4B +Cx+D

8x* +0x% +16x+0 = Ax* + Bx? + X(4A+C)+4B+D
A=8—->B=0

4A+C=16>C=-16

4B+D=0—->D=0

8x 16x

5

I(x +4) ——dx = _[xdx— -[x2+4dx_(x2+4)2 dx
X5

J'—(X2+4 =_—4jx 2 x+8j x +4) — _dx

dx se puede resolver por medio del método

Las integrales: sz,z_):4dX; I( . 4)2
X* +

de sustitucion.

5 2
(><2XT4)2dX:X7_4Ln(X2 +4)- gt

X2+ x%2+x+1
2.Resolver I LA ey

(x2 + x—1)2
Solucioén:

El denominador tiene un factor cuadratico irreductible, correspondiendo a dos

fracciones parciales y tiene cuatro coeficientes, realizando:
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X*+x*+x+1  Ax+B Cx+D
= +
(x2+x—1)2 x? +x-1 (x2+x—1)2
X® + %2 + x+1=(Ax+B)x? + x~1)+ Cx+ D
X* + X%+ x+1= Ax® + Ax* — AX+Bx* + Bx—B+Cx+D
X3+ x% +x+1= AC +x*(A+B)+x(-A+B+C)-B+D
A=1
A+B=1->B=0
-A+B+C=1->C=2
-B+D=1->D=1

J-x3+x2+x+1dx= X 2x+1
(x2+x—1)2 x* +x-1 (x2+x—1)2
3 2
.[X + X +X72lex:_|‘ : X dx+.[ 2x+1 _dx
(x2+x—1) X" +x-1 (x2+x—1)
2(x+;j
arctanh| ———=—=
J5
3 2 2
IX X +X42r1dx= +1Ln5—4(x+ij +— ! +C
<X2+X—1) \/g 2 2 X-+x-1
: 2x+1 . L
El integral I dx se puede resolver por medio de sustitucion
(x2 +x—1)2
2x+1 dx — 1
.[ 2 2 OX="7 —_
(x +x—1) X“+x-1
El integral I 5 X 1dx es un proceso mas complejo, se resuelve de la siguiente
X*+X—
manera:

2
completar el cuadrado del denominador x? + x—1: (X +1j —§
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Aplicando el método de sustitucion:

u=(x+1j—>du=dx
2

1
—I—d [

4

Para bx2+a sustituir X = u

5%

J5 J5

U=—V—>du=—dv
2 2

V5 —5v oV
:fs 52dv:I5 5v2 V_I5 57"
Aplicando integracion por sustitucion v v -V
J- _arctanh(v)
J5
_[ Ln‘5 5v°|

o o 2 1
Sustituir en la ecuacion v=—U —> U = X+§

J5

arctan h(

2
J5
J5
arctan h(\/zg(x + ;j] 1
V5
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Agregando la constante, se tiene:

M

V5

arctanh

2
5—4(x+lj
2

+an
2

J5

3. Evaluar la siguiente integral (Zill, 1987. Ejemplo 6)

j‘ 4x d
(x?+1)(x2+2x+3) *

Se escribe en fracciones parciales:

4x _Ax+B+ Cx+D
(x2+1D)(x2+2x+3) x2+1 x2+2x+3

Resolviendo las operaciones se obtiene:
4x = (Ax + B)(x®> + 2x +3) + (Cx + D)(x* + 1)
4x=(A+C)x3>+ (2A+B+D)x>+ (3A+ 2B+ C)x+ (3B + D)

Como el denominador del integrando no tiene raices reales, se comparan los

coeficientes de las potencias de x:
A+C=0

2A+B+D=0

3A+2B+C=4

3B+D=0

Resolviendo las ecuaciones se obtiene:

A=1, B=1, C=-1y D=-3 que se sustituyen en la integral:
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4x

(x?2+1)(x2+2x+3)

-]

x+1

x+3

- d
x2+1 (x?2+42x+3) *

Resolviendo por sustitucién de u y por sustitucién trigonométrica la solucién es:

4x

J

Ejercicios propuestos

J-4x3 +2x-1
2x+1

dx
1
J-(x -3) (x2 +3)

J» 2x+1
X2 —5X+6

dx

dx
X—29
} ot ®

J' 37-11
(x+1)fx? —5x+6)

j 2X+3 dx

(x-1
x> -6
——d
I (x+2)2x-1) X
J- x® +10x—36

dx
x(x —3)°

dx

J- 19x* +50x — 25
3x® —5x2

J- 2x% + X dx
(x =1/ (x +1)

J~ 10+ x
x? +10x + 25

J‘ (x+1) dx

X2 +x? —5x

dx =
G+ D2 +2x+3) " 2

dx

1

x?+1 ) L x+1
nm—x_l_g+tan x—\/itan \/E + C
,[ X% +X+1 dx J‘Sx2 +1dx
X —x? —x+1 xt -1
—x>+x-1 X% +1
J—Z—x dx '[(x—l)s dx
J' dx
x(x 1)
5x-12 5x-12
J. X2_4de ‘[ X2—4X
5x% —4
d
I x?(x+2) X
X2 +19x+20
[ X2
X(x +2)(x—5)
5x% —2 3x* + X
I x* —X dx I(xz +1)? dx
J' 2X—2 J' 4x -5
X2 +7x+12 X% +2x+1

dx
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e Excedente de los consumidores
La ecuacion de demanda para el producto de un fabricante esta dada por:
_300(x+3)
X* +7X+6

donde p es el precio por unidad (en dolares) cuando se demandan x unidades.

Suponiendo que el equilibrio de mercado ocurre en el punto (x, p) = (10, 325/ 22).
Determine

el excedente de los consumidores bajo equilibrio de mercado.
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UNIDAD 4. INTEGRAL DEFINIDA

1. Concepto.
El concepto de integral definida nace al intentar calcular el area encerrada bajo una
funcién continua, es decir, el objetivo principal es calcular el area encerrada entre el eje

“X”, dos rectas paralelas al eje “Y” x =ay x = b, y la funcién continua:

Fuente: Elaboracion propia

Definicion: Sea f(x) es una funcién continua, con una antiderivada F(x). Si a, y b son
nameros reales, en donde la funcién y la antiderivada existen para todos los valores de

x en el intervalo en [a,b]. La integral definida de la f(x), se define como:
b
[ f(dx=F(b)-F(a) .

Alos nimeros ay b, se denominan como limites de integracién, “a” es el limite inferior
y “b” es el limite superior. Por lo regular a<b.
Cuando se evalla una integral definida se debe utilizar corchetes y se omite la constante

de integracion de la antiderivada, porque esta se cancela en la respuesta final.

[ 1090 =[F (0 = Fo)-F(a)

Ejemplos de aplicacion:

Evaluar las siguientes integrales definidas:

a) Txgdx b) jgdx c) TZesxdx d) Jl‘zxz _5dx
a 2 X 1 0 X
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Solucién:

9
, X
a) Laintegral de Ixsdx:— entonces:

b) La integral de I;dX: 2Ln|X luego:

5
| ;dx =[2Lnx =2Ln5-2Lnj2| = 2(1.609) - 2(0.693) = 3.218-1.386 = 1.832

2

5x

c) Laintegral de IZe5XdX _2e

entonces:

3

3 5% 15 5
[ 265 dx = {2‘; } - 2‘; - 2; - 6’538’%34'745 - 296'82563182 —1,307,606.949 — 5936526364
1 1

=1,307,547.584

x? -5

d) Laintegral de IZ dx = x* —5Ln|x| luego:

1

| 2"2)(‘5 dx =[x —5Ln|x]} = (1—5Ln1)—(0-5Lnj0)=1
0

2. Propiedades De La Integral Definida

Dada una funcién integrable f en [a, b], entonces:
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a

1. jf(x)dx: 0 cualquiera que sea f. Esta claro que su valor es 0 ya que no existe un
a

espacio del que se pueda calcular un area.

b

o Sif(x) 2 0y continua en [a,b], entonces If(x)dx 20 (sila /\

a

funcién es positiva, el valor de la integral también lo sera.

Por tanto, cuando la funcién sea negativa, la integral sera

también negativa. Fuente: Elaboracién propia
b
2. Sia<b<cyfes continua en [ac], entonces : If(x)dx+
a

ji f(x)dx =J€ f(x)dx
b a

Fuente: Elaboracion propia

3. Las propiedades 2 y 3 dan la clave para calcular el area bajo una funcién que cambia
de signo en el intervalo dénde se esta calculando, asi por ejemplo si calculamos

9
directamente If(x)dxobtendremos 5-3+1 = 3 u? lo cuél es falso ya que el area

2
correspondiente a la parte negativa también se debe sumar y

no restar. Para evitar esto debemos calcular la integral en cada

uno de los intervalos de forma que la funcién sea siempre
positiva 0 siempre negativa y cambiar de signo a la que le /\
S
5 8
corresponde la parte negativa: Area = I f(x)dx-j f (x)dx
2 5
9
If(x)dx= 5+3+1=9 u?.
8
b b b
4. [ 109dx+ [ gxyax= [ (F) +g(x))ax
a a a
Fuente: Elaboracién

propia
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b b
5. K-If(x)dx:I K f(x)dx Para K un nimero real cualquiera.
a a
b b
6. Si para cada x < [a,b] se cumple que f(x) < g(x), entonces If(x)dxsjg(x)dx .
a a

7. Sif es una funcion continua en [a,b], entonces existe ¢ e [a,b] tal que:

b
If(x)dxz f(c) (b-a) (Teorema del valor medio del calculo integral)
a

3. Teorema Fundamental Del Célculo Integral

Si f es una funcién continua no negativa en [a,b], donde asx<b, y F(x) la antiderivada
de f(x). El area (A) entre y=f(x), el eje x, y las lineas verticales x=a y x=b, sera igual a la
integral definida:

b
A= j f(t)dt = F(b) — F(a) Regla de Barrow

3.1Teorema Del Valor Medio Del Célculo Integral:

b
Si f es continua en [a, b], entonces existe ce [a, b] tal que:I f(x)dx =f(c):(b —a)

a

Demostracion:

Si f(x) es continua entonces alcanza un valor maximo M y uno minimo m en [a, b] luego
el area de la funcion estara comprendida entre la del rectdngulo pequefio, de altura my
area m-(b-a), y el area del rectangulo grande, de altura M y area M(b-a), es decir:

b
m(b-a) < [ f (X)dx <M(b-a)

Fuente: Elaboracioén propia
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dividiendo entre (b-a) queda:

fff (x)dx
< a

<M
b-a

Como la funcién f(x) es continua, toma todos los valores comprendidos entre el maximo
y el minimo, ya que se debe cumplir el teorema de Darboux es decir, Yke [m,M], dce[a,
b] tal que f(c)=k

b
j f(x)dx
Concretamente si k=2 b (que es un valor comprendido entre m y M) entonces,
b
j f(x)dx b
Jce(a, b] tal que f(c)=2 s 0 equivalentemente, 3ce[a, b] tal If(x)dx =f(c)-(b-a)
- a

Ejercicios propuestos

:[(BX —5)x Z 6)(_3 Xalx I&/x_—ldx I(JE —Jx )de
j.(x —3)(x +5)x j.(l + 24X >2dx -1[(3a + 1)4da j Lnxdx

2 1 ? * dx 2 X2
I(—sz +x—2)jx L&HZ) dt £8+4de Jl‘ 1X— = dx
2 X X
_1[e3‘dt jl \&\/;2 dx j‘ezle%eg)dx j(u3 +2u?-3u +2)ju
0 2 0 0
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6 0
Dada la funcion f(x)=2x2 -3x, calcula Iof(x) b) I_I(X)

(Cambio en el ingreso) La funcion de ingreso marginal de una empresa esta dada por
I '(x):15—0.03x. Determine el incremento en el ingreso total de la empresa cuando

el nivel de ventas se incrementa de 150 a 250 unidades.

(Incremento en las utilidades) El costo marginal de cierta empresa esta dado por,
C'(x)=18-0.003x y el ingreso marginal es 1’(x)=23-0.006x . Determine el

incremento en las utilidades de la empresa si las ventas se incrementan de 600 a 700
unidades.

e Elcosto promedio de reparar cierto automévil el t afios es 8(4 +t+0.5t2 ) délares

al afio, determinar cuanto sera el costo total en reparacién en los 3 primeros afios

y en el periodot =4, t =5 afios.

6 0
e Dada la funcion f(x)=2x2-3x, calcular: a) j f(x) b) I f(x)
0

-1

2 f( )={X2+1 si 0<x<1
e Calcular _[fx(dx) 2 si 1<x<2
0

4. Calculo De Areas Planas

En la integral definida una de las ventajas de la aplicacion de regla de Barrow, es el
calculo de areas. Para ello solo hace falta saber calcular una primitiva y hacer una

pequefia sustitucion. Se aplicara los siguientes casos:

- Que el &rea a calcular sea positiva (por encima del eje X)

- Que el area a calcular sea negativa (por debajo del eje X)

- Que haya una parte positiva y otra negativa

- Que el area a calcular esta limitada por el eje Y en lugar de por el eje X

- Area encerrada entre dos curvas
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Ejemplos

Solucion:
3

1. Calcular el Area I(xz + X)dx :
1

2 X3 X2
. Se determina una primitiva de f(x) : I(x + X)dx = 3 + >

3
. Calcular el area A:J(x2 +X)dx =
1

3 3
_+_
3 2

3
X2 X2
_+_
3 2

v T

+—{=135-08=12.7U°
3 2

1

2
2.Calcular la integral jxezxdx
]

Solucién:

1. Determinar la primitiva de la funcion especifica

2
Ixezxdx
|

u=x— dv=e?dx
e2x
du=dx—>v=

2 2Xx 2X 2X 2X 2X 2X 2X
jxezxdx=x _J-e (o XET eT 2xe” e e (2x-1)
o 2 2 2 4 4 4

2.Aplicar la regla de Barrow

2 2x 2 -2 4
[ xe?ax = {#X‘l)} - {e (‘42 ‘1)} _ {e (i‘ 1)} — _0.12101501— 40.9486 = —41.0696275
] -1

dx
x? -1

3
3.Calcular la integral _[
2
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Solucién:
X X A N B AX+1)+B(x-1)
x2=1 (X-D(x+1) x-1 x+1 (x =1)(x +1)
X=AKX+1)+B(x-1)
1
Parax=-1, B ==
. 2
Parale,A:l
2
1 1
2 2 1
dx = dx+ dx——Ln +=Lnx+1=
=Ln(v/x—1+/x+1)
Por tanto,

X L= |Ln(VX—1VX+1)) 3= L8 — L3 =1.039720 - 0.549306 = 0.490414

L : : dc : .
4.La definicion de costo marginal de un fabricante es ™ =0.4x+3Si la produccion
X

actual es X =70unidades a la semana. ¢ Cuanto mas costara incrementar la produccion

a 120 unidades por semana?

Solucién:

70

_ {0";’(2 ; 3x}120 _ {%220)2 ; 3(120)} - {ﬂ + 3(70)}

70

= (2880+360)— (980 + 210) = 32401190 = $2050

120 120 120
C(120)-C(70)= [(0.4x+3)ix = [ 0.4xdx+ [3dx
70 70
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4.1 Funcién De Area Asociada

Si se tiene la funcion f, determinada en [a, b], se denomina Funcion de Area Asociada

X

a f(x) a la funcion F(x) = J.f(x)dx, V x €[a, b]. Esta funcién determina el area
a

encerrado por la funcién f(x) entre a y x.

Ejemplo
1.¢Cudl es F(x), la funcién area asociada a f(x)=x+1 en el intervalo [0,2]?

Como la funcién F(x) representa un area encerrada por f(xX)=x+1, se realiza el grafico
siguiente:

f(x)=x+1

] [ -

1 | x+1
~ -
0" X e

Fuente: Elaboracion propia

Se puede comprobar que el area comprendida entre a y x por la funcion f(x)=x+1, es
igual:

Area del rectangulo=x

A . XX _ X
Area del trlangulo=7 ==

2
» . . » X
Se saca como conclusion que el area asociada de la funcion f(x)= x+1, es F(X) =5 + X
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w

4

2.Determinar el area comprendida entre los limites (-2 y 3)

Fuente: Elaboracién propia

Solucion:
3

Se calcula: I(x3 —9x)dx Si se aplica directamente la regla de Barrow, se obtiene un
-2

resultado erréneo ya que no se ha comprobado si existen tramos negativos de la funcion
en el intervalo (-2, 3) .
Para calcular el area pedida se debe seguir los siguientes pasos:

. Resolver la ecuacion x3-9x = 0 para calcular dénde corta al eje X. El resultado son los
puntos -3, 0y 3.

. Seleccionar las raices afectadas en el problema , que son las que pertenezcan al

intervalo [-2,3] : en nuestro caso 0y 3.
0 3
. Descomponer el Area = | J‘(x3 — 9x)dXx | +|I (x3 —9x)dx |
-2 0

. Calcular la primitiva de x3- 9x: G(x) = x*/4-9x?/2.

0
. Calcular cada una de las integrales definidas I(x3 —9x)dx= 0 -(4- 18) =14 U’ y
-2

3
I(x3 —9x)dx = 81/4 - 81/2 -0 = -81/4 donde se concluye que el area buscada es 14 +
0

81/4 = 137/4 u?

3.Calcular el area del espacio comprendida por la paraba y=x?y las rectas y=0; x=2; x=6
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Solucién:

Larecta y=0 es el gje x.

El area del espacio limitado por una funcién f(x), el eje x y la rectas x=a, x=b, viene
b

dada por el valor absoluto de la integral | :j f (xX)dx siempre que la funcién f(x) no
a

corte al eje x en ningun punto interior del intervalo [a,b]

_(Pv2qy
I_szdx—
162 208
73 3 3
208| _ 208 ,
3 3

Fuente: Elaboracion propia

4.Calcular el area del espacio comprendida por la curva y=x3-6x?+8x y el eje “x”

Solucion:
Calculamos los puntos de corte de la curva con el gje x:
X3 —6x*+8x =0
) x=0
(X°=6x+8)x=0=1 |
X" —6X+8=0=>x=2;x=4
Los puntos de corte obtenidos son 0, 2y 4, por tanto, el area pedida se halla resolviendo

las integrales:

I1= Lz (x* —6x* +8x)dx

/ = I: (x% —6x2 +8x)dx
0 2 T G
W l1=| ——-2X"+4x" | =4;
4 0

Fuente: Elaboracién propia
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x* ’
|2=[7—2x3 +4x2} =—4;

2

Area= 4 |+ -4 |=8 u2

5.Calcular el area comprendida por la parabola y= 9-x? con el eje de las abscisas

Solucion
Determinamos los puntos de corte de la curva con el eje x:
9-x2=0 x=3; x=-3

3

| =J._33(9—x2)dx={9x—%} = (27-9)—(-27+9) =36

Area =36 U2

6. El ingreso marginal de una empresa esta determinada por 1'(x)=12.5+0.02x.

Determinar el incremento del ingreso total, cuando los niveles de ventas se amplian de
200 a 300 unidades.

1(x)=[1'(x)

300 300
I(x)= [(12.5+0.02x)x = [12.5dx+ [ 0.02xdlx = {12.5x+

200 200 200

0.02x? TOO

200
300

1(x) = [12.5x +0.01x? [ = [12.5(300) +0.01(300)° |- [12.5(200) + 0.01(200)’]
1(x) = (3750 +900)— (2500 + 400) = 4650 — 2900 = $1750

3

7. Calcular la integral dx
? !xz -1
Solucién:
X X A N B AX+1)+B(x-1)

x2—1 (x-D(x+1) x-1 x+1  (x-1)(x +1)
X=AKX+1)+B(x -1

Parax=-1, B =%
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Parax=1, A:%

1 1
2 2 g Liygal -
Jx _1dx j dx+j X+1dx_2Ln|x ]J+2Ln|x+]4

= Ln(vx—1/x+1)

Por tanto,

J <7 dx=[Ln(Wx =1 D] 5= LnyB - Lny3 ~1.0897 - 05493 - 04904
X J—

5. Area De Regiones Entre Curvas

El &rea comprendida entre dos curvas fy g es igual al &rea de f menos el area de g entre
los puntos de corte de fy g.

Puntos de corte

Fuente: Elaboracién propia

En el dibujo se evidencia f(x) = -x2 +6x -4 y g(x) = x. Por lo que se calcula los puntos de
corte y resultan x =1 y x = 4, también se calcula f(x)-g(x) = -x?> +5x -4 y el area
comprendida entre 1, 4 bajo f-g:

Resolvemos -x? +5x -4=0 y resulta 1 y 4 que coinciden con los extremos de la integral
definida.

Calculamos

¢ —x3  5x2 64 -1 5
”_—x2+5x—5J)dx= X2 s [ =2 +40-20— (4 2-5) = 2u?
A 3 2 3 2
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Cuando se desea determinar el area comprendida por las funciones f(x) y g(x) y las

lineas x=a x=b

) / yas f(x)
\

o

Fuente: Elaboracion propia

Se establece por ejemplo que f(x)> g(x) = 0 ena < x < b de manera que ambas curvas
estén sobre el gje X, y que la funcion f(x) este sobre g(x). el area escogida en la figura
CDEF, comprendida entre las dos curvas, sera igual al area ABEF, menos el area
ABDC.

(x| gk = [0 - g

El area requerida esta dada por
(ysup - yinf.)jx

D e, T QD — T

Ejemplos de aplicacion
1.Calcular el &rea comprendida por la parabola y=x?y la recta de la ecuacién y=x+2

Solucioén:

Al representar las funciones. la recta v=x+2 esta por encima de la parabola y=x2

7 n

Fuente: Elaboracion propia
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Se calculan los limites de integracion. Estos son los puntos de corte de la parabola y la

recta. Para ello, igualemos ambas funciones y resolvamos:

X2=Xx+2=>x2-x-2=0 x=li*@:1i:{2

2 2 -1

Por otra parte, la funcion a integrar sera f(x)-g(x), siendo f(x) la recta (limita

superiormente) y g(x) la pardbola (limita inferiormente). Por tanto:

f(x)-g(x)=x +2—x? (Diferencia de las dos funciones)

Por ultimo, solo nos queda calcular la integral siguiente:
) 2 372
I:I (X+2—x*)dx = Xox-X| 29
-1 2 3], 2

. . 9
Area encerrada entre las funciones = 3 u?

2. Determinar el &rea comprendida entre las curvas y=6x-x? y=x?-2x

Solucioén:

4
y=x -Zx

Fuente: Elaboracién propia
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BX— x> =x>—-2x > 2x*>-8x=0
2x(x-4)=0>x=0—>x=4

La funcién a integrar (X? —2x)—(6x —x?) =2x? —8x

4

3 J—
|:J‘4(2X2 -8x)dx = 2 2| __128-192 64
0 3 . 3 3

64 _ 64 5

3 3

Area=

3. Area acotada por la parabola y=3x-x?; y la recta y=x-3

Solucion:
Limites de integracién: 3x —x?=x —3=x%-2x —-3=0

Resolviendo la ecuacién se obtiene x=3; x=-1

3 3
Funcion a integrar: | = fl(xz —2x-3)dx = {);— X —3X} =
a

32| 32,
——|=—Uu
3

Area=

4. Determinar el area comprendida entre las curvas y=x2+5; y=x3 entre x=1y x=2

Solucioén:
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»
|

e

\j
Fuente: Elaboracion propia

La gréfica y= x2+5, se encuentra sobre la curva y=x3 en el intervalo comprendido

1<x<2

2 2 , . o o 9
A=!(ysup. - yinf.)ix=!(x +5)—x )dx:{?+5x—71

- §+1O_EJ_(1+5_1 _4
37 4) 37412

5. Calcular el area limitada por la ecuacioén de la parabola y=2(1-x?) y la ecuacién de la

recta y=0

Solucioén:

B \:
|

Fuente: Elaboracion propia
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: : : : 3
Se determina los limites de integracion :  2(1-X%)=-1=3=2x>=X = i\/;
Funcién a integrar: 2(1—x?) —(-1) =3-2x?
La curva de la gréafica es simétrica con respecto al eje de las ordenadas, el area

se puede obtener, integrando entre los limites 0, y \E y el resultado multiplicar

por 2.

I_Ioﬁ(B—sz)dx={3xf}ﬁ= 2 (3

2
Area = 4\/§u 2
2

5.Determinar el area acotada por las curvas y=1/x, y, y= x> comprendida entre x=1/2,
X=2

Solucién:

\J
Fuente: Elaboracion propia

Para determinar el area requerida, se divide en dos partes; la primera, la curva y=1/x,
se encuentra en la gréafica en la parte superior de la curva y= x2, en los limites x=1/2. y
x=1. La segunda parte la curva y= x?, esta sobre la curva y=1/x, en los limites x=1, y

X=2.
El area total sera la suma de las areas parciales:
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A=

N | ey

G—xzjdxjtjj(xz—%jdxﬂ I%dx—i.xzdx |+ J.xzdx—Jj%dx |
2 2

3
T [ ’ 1 1 Gj 2° 1°
A=Inx——| +|—-hx| =||Lnl-=|—-| Ln=—~"—||+|| ——-Ln2 || =-Lnl
3 3 . 3 3 3

A=2.0416u°

6. Hallar el area del espacio limitado por la parabola y = x?, la recta de la ecuacion

y = -x+2 y el eje OX.

Solucioén:

Fuente: Elaboracién propia

Punto de corte de la parabola y el eje OX: X2 =0=>Xx =0

Punto de corte de larectay el eje =OX: X +2=0=>X =2

X>=—X+2=>x*+x-2=0
Punto de corte de la parabola y la recta: 1+/1+8 —-1+3
X = — = —

2 2

=1-2

La solucién x = -2 esta fuera del eje OX, por tanto, sélo se debe considerar el valor
x =1.

Observando el dibujo, se ha resuelto las integrales siguientes:
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Illedex:é; |2:f(_x+2)dx:;; Area:‘%Jr 5,

6

15

Ejercicios propuestos

1. Hallar el area comprendida limitada por la parabola f(x)= x?-x-6 y el eje X en el

intervalo (0,2).
2. Encontrar el rea acertada entre la curva y=3x?+3x-1y la recta y=5x+2.
3. Determinar el area limitada por la funcion y= 2x3-x?+x y el eje x.
4. Calcular el area comprendida entre las curvas y= 2x?-5x, y=x2-2x y  x=1
5. Determinar el &rea de la regién encerrada entre las siguientes curvas:
a) y=x2 y=4-x2 b) y=x3 y =x2 c) y=x2 y=+x
6. Establecer el 4rea limitada por la curva de la ecuacién y = 2Vx y larectay = x
7. Encontrar el area de la regi6n limitada por las curvas y=vx, y, y=x
8. Encontrar el area limitada por las curvas y = 3x-x>+9, y=x2-3x.
9. Encontar el area limitada por las graficas y?=x, x-y=2.
10. Encontrar el area de la region entre las curvas. y = x-2, y = 4-3X.

11. Determinar el area acotada entre por las curvas: y = x>-5x+5, y = 12-x2, entre x=3,

y x=5

12. Encuentre el area de la regién limitada por las gréaficas de las ecuaciones y? = 4x,

y

y=mx, donde m es una constante positiva.
13. a. Encuentre el area de la region limitada por las gréaficas y = x?-1 y = 2x+2
b. ¢ Qué porcentaje del area en la parte (a) se encuentra arriba del eje x?

14. La region limitada por la curva y = x? y la recta y=4 esta dividida en dos partes de

igual area por la recta y=k, donde k es una constante. Encuentre el valor de k.

15. Hallar el &rea comprendida por la parabola f (x) =x?—x—6yelejeXenel

intervalo (0,4).
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17. Las siguientes gréficas corresponden a las funciones:

3 x®
y=x"-2Xx e y=— . ) o
2 Calcular el area del recinto limitada por ellas.

18. Determinar el &rea de la regién limitada por la grafica de las ecuaciones indicadas:

a) y=8x-14-x2, y=g b) y=+45-%x°, y=8-2x—x?
X
by y=x*-8x+1, y=x*-4 d  y=x>-3x>+2x, y=x"-4

19. El volumen V en litros de aire en los pulmones durante un ciclo respiratorio de 5

segundos viene dado aproximadamente por el modelo.

V =0, 1720t + 0,1522t"— 0,0374t"
donde t es el tiempo en segundos. Aproximar el volumen promedio de aire en los

pulmones durante un ciclo.

20. La velocidad v del flujo de sangre a una distancia r del eje central de la arteria de

radio R viene dado por
v=k (R =)

donde k es una constante de proporcionalidad. Hallar el flujo medio de sangre a lo
largo de un radio de arteria, tomando los limites de integracién entre 0 y R.
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UNIDAD V. APLICACIONES EN LA ADMINISTRACION Y ECONOMIA

Se utiliza para determinar las ventas totales en un periodo especifico, asi como los

costos operativos, por ejemplo:

1. Durante los primeros cinco afios que un producto se puso a la venta en el mercado
la funcion f(x) describe la razén de ventas cuando pasaron x afios desde que el

producto se present6 en el mercado por primera vez. Se sabe que si
f(x)=2700V/x +900, si 0<x<5. Calcule las ventas totales durante los primeros
cuatro afios.

Solucion:

1

4 4 4
[ 27004/ +900)dx = 2700] (x) d+900] dx
0 0 0

_ , 4
ZYOO(ZXZJ , 4
La venta total es T +900x | = [1800x2 + QOOXJ

0

L -0

3
1800(4)2 +900(4) =1800unidades

2. Se espera que la compra de una nueva maquina que genere un ahorro en los
costos de operacion. Cuando la maquina tenga x afios de uso la razén de ahorro sea
de f(x) pesos al afio donde f(x) = 1000 + 5000x.

a) ¢ Cuanto se ahorra en costos de operacion durante los primeros seis afios?

b) Si la maquina se compro a $ 67500 ¢ cuénto tiempo tardara la maquina en pagarse

por si sola?

Solucién:

a) Para conseguir el ahorro durante los primeros seis afios se determina:
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6 6 6
[ (1000+5000x Jix =1000] dx +5000] xclx
0 0 0

, 6
= {lOOOX + SOOOX?} =6000+ 90000 = $96000

0

b) Dado que el precio de compra es de $ 67500, el nimero de afios de uso que se

requieren para que la maquina se pague sola es n, entonces:

n

[ (1000-+5000x)dx = 67500

0

[L000x + 25002 |} = 67500
1000n + 2500n? — 67500 = 0 = 2500n? +1000n — 67500 =0
5n* +2n-135=0

Resolviendo la ecuacién, se tiene que n1=-5.4 (valor que no se toma en cuenta en la

solucion del problema), n.= 5.

Se tardara 5 afios la maquina para que se pague sola.

Se pueden presentar varias situaciones econémicas en donde las expresiones se
pueden formular como integrales definidas y representar geométricamente como areas

entre curvas. Por ejemplo, al determinar utilidades netas:

1. Si dentro de x afios un plan de inversién generara utilidades a un ritmo de

Ul(x) =50+ x? dolares por afio, mientras que un segundo plan lo hard a un ritmo de

U, (x)=200+5x délares por afio.

a. ¢Cuantos afios serd mas rentable el 2° plan?
b. ¢Cual es el exceso de utilidad neta, si se invierte en el 2° plan, en lugar del 1°,

durante el periodo que éste es mas rentable que el 1°?

Solucién:

a. Elsegundo plan sera mas rentable hasta que U, (x)=U,(x)
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50+ x? =200+5x = x*-5x—150=0=> x =15 afios ( no tener en cuenta x = -10)

b. Para 0 <x <15, laregularidad al que las utilidades generadas por el 2° plan
exceden las del 1° es UZ(X)_Ul(X) dolares por afo. Entonces el exceso de

utilidad neta que genera el 2° plan durante los 15 afios esta dado por la integral
definida:

Exc de utilidad neta:.[o15 [U,(x)-U,(x)] dx:.[:5 [(200+5x)— (50+ x2 )| dx =
15

=1.687,50 dol.

0

:J‘SS (— G +5x+150) dx=(—x—;+gx+150xJ

1. Coeficiente De Desigualdad Para La Distribucién De Ingreso

El indice de desigualdad, es una medida que sintetiza la manera cémo se distribuye una
variable entre un conjunto de individuos. En el caso particular de la desigualdad

econdmica, la medicién se asocia al ingreso (o al gasto) de las familias o personas.

Este indicador, que se clasifica entre las medidas estadisticas para el analisis de la
distribucion del ingreso, no utiliza como parametro de referencia el ingreso medio de la
distribucion —a diferencia de la desviaciébn media, la varianza y el coeficiente de
variacién, dado que su construccion se deriva a partir de la curva de Lorentz, que
muestra el porcentaje acumulado del ingreso total que pertenece al p% (porcentaje de

poblacién) mas pobre de la poblacion.

La curva de Lorenz y el coeficiente de Gini son dos indicadores relacionados entre si

que miden el grado de distribucién del ingreso en un pais.

El indice de Gini mide el grado de la distribucion del ingreso entre los individuos de un
pais con respecto a una distribucion con perfecta igualdad. El indice de Gini mide la
concentracion del ingreso. Su valor puede estar entre cero y uno. Cuanto mas proximo
a uno sea el indice Gini, mayor sera la concentracion de la riqueza; cuanto mas préximo
a cero, mas equitativa es la distribucion del ingreso en ese pais. El valor O representa la

igualdad perfecta y el 1, la desigualdad total.

La curva de Lorenz es una forma gréfica de mostrar la distribucion del ingreso en una

poblacion. En ella se relacionan los porcentajes de poblacion (abscisas) con porcentajes
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de ingreso (ordenadas) que esta poblacién recibe. En la curva de Lorenz en el eje de
abscisas, por tanto, se representa la poblacién “ordenada” de forma que los percentiles
de ingreso mas bajo quedan a la izquierda y los de ingreso méas alto quedan a la
derecha.

El coeficiente de Gini (coeficiente de desigualdad de la curva de Lorentz), se calcula
como el cociente entre el &rea comprendida entre la diagonal y la curva de Lorentz (area
A en el grafico) sobre el area bajo la diagonal (area A+B). Si existiera perfecta igualdad,
la curva de Lorentz coincidiria con la diagonal, el &rea A desapareceria y el coeficiente

de Gini sera “0”, indicando ausencia de desigualdad.

En el otro caso extremo, si existiera desigualdad total (es decir, una situacion donde
todo el ingreso sea propiedad de una sola persona) la curva de Lorenz coincidiria con
los ejes, el &rea B desapareceria y el Gini se haria 1, indicando desigualdad total.

WY

———Cwva de Lotenz

0 %p 1

Fuente: Elaboracién propia

El coeficiente de desigualdad de la curva de Lorentz esta dado por:

L= 2* area entre la curva de Lorentz y la linea y=x

L= ZI [x— f(x)px

Donde y = f(x) es la ecuacion de la curva de Lorentz. x=porcentaje de poblacién, y=

porcentaje de ingreso.
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El coeficiente de desigualdad siempre estara entre 0 y 1. Cuando el coeficiente es cero,
el ingreso esta distribuido de manera uniforme perfecta; cuando més se acerca a 1,
mayor sera la desigualdad en la distribucion del ingreso.

Ejemplos de aplicacion

1. La distribucién del ingreso de cierto pais estd determinada por la curva de Lorentz

19
y:2—0X2+2—OX, donde “X” es proporcion de captadores de ingreso y “y’ es la

proporcion total de ingreso total recibido.

a) ¢ Qué proporcion recibe el 20% de la gente méas pobre?

b) Determinar el coeficiente de desigualdad de la curva de Lorentz.

Solucién:

_190p, L
N y—20(0.2) +20(o.2)

y =0.038+0.01=0.048

Esto significa que el 20% de gente con los ingresos mas bajos solo recibe el 4.8%
del ingreso total.

1 1 1
L=2 J'xdx—E xzdx—i xdx
0 20+ 20+
b) )
L2 X_2_19*x_3_i*x_2 5 x_2_19x3_x_2
2 20 3 20 2|, 2 60 40
Lot 18 —lj =2(0.5-0.316-0.25) = 2(0.066) = 0.132
2 60
o : L 15, 1
2. La distribucion de ingreso de un pais sigue la curva de Lorentz y = —X +EX
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a) ¢ Qué proporcién de ingreso recibe el 20% de las familias?

b) Calcular el coeficiente Gini.

Solucién:

15, ., 1
¥(02) =102 +(02)

a)
06 02
02)=—+-—=0.05

y(0.2) 16+l6

El 20% de las familias recibe el 5% del ingreso total.

L =2(0.5-0.312-0.0312) = 2(0.156) = 0.313

2. Curvas De Aprendizaje

El proceso de aprendizaje puede ser descompuesto en dos partes: la parte de
introduccion o preparatoria durante la cual la persona aprende la secuencia de
operaciones que debe de hacer, la parte complementaria cuando el individuo sabe la

secuencia y por repeticion mejora su capacidad para realizar la tarea.

En el aprendizaje complementario es donde se aplica la curva de aprendizaje, ya que,
el aprendizaje preparatorio depende de factores muy variados como son calidad del
material para su uso, técnicas apropiadas para ensefiar al personal, capacidad de

comprension de individuo, etc.

Una operacion sencilla o complicada toma un tiempo antes de que el operario logre la
coordinacion fisica y mental que le permitan proceder de un elemento a otro sin duda o
demora. Este periodo y el nivel relacionado de aprendizaje forman la curva de

aprendizaje.
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Una vez que el operario alcanza la parte mas plana de la curva, se simplifica el problema

para desarrollar un estandar.

La teoria de la curva de aprendizaje propone que cuando se duplica la cantidad total de
unidades producidas, el tiempo por unidad disminuye en un porcentaje constante.
Mientras mas pequefia sea la tasa porcentual de mejora, mayor serd la mejora

progresiva en la tasa de produccion.

La curva de aprendizaje esta basada en una duplicacion de la productividad. Es decir,
cuando la produccién se duplica, la disminucion en el tiempo por unidad es igual a la
tasa de la curva de aprendizaje. Asi pues, los resultados de las actividades,
herramientas y métodos aplicados al logro de la mejora continua pueden medirse,
proyectarse y graficarse mediante la utilizacion de la Curva de Aprendizaje.

Importancia de la curva de aprendizaje. Es util disponer de curvas de aprendizaje
representativas de las diversas operaciones. Esta informacion se puede utilizar para
determinar la etapa de produccién en la que seria deseable establecer el estandar,
también para proporcionar una guia del nivel de productividad esperado de un operario
promedio con un grado conocido de familiaridad con la operacion, después de producir

un namero fijo de piezas.

Fuente: Elaboracion propia
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Si F'(x) = f(x), la funcion que por lo general se utiliza en esa situacion es de la forma:
F(x) = ax®

Donde ay b son constantes, en a>0, y -1<b<0. La eleccion ax®, con las condiciones
anteriores, asevera que el tiempo requerido por la unidad disminuye a medida que se

producen mas unidades. La grafica f(x), se denomina curva de aprendizaje.

Luego que se ha establecido la curva de aprendizaje, se puede utilizar en la prediccién
de numero de horas-hombre requeridas en niveles de produccion futuras. El nGmero
de horas-hombre requeridas AT requeridas para producir unidades numeradas

c+lhasta d, esti dada por:

AT= (horas-trabajo para unidades producidas d) — (horas-trabajo para producir las

primeras c de ellas)

AT = F(d) - F(c)

d d
Estoes AT :j f(x)x = Iaxbdx

Ejemplos de aplicacion

1. Después de producir 3000 electrodomésticos, una empresa establece que el area
de ensamblado sigue la curva de aprendizaje f(x) = 25x %2 donde f(x) es el nimero

de horas-hombre requeridas para ensamblar (x+1) electrodomésticos. Calcular el
namero de horas-hombre que se necesitan para poder producir 6000

electrodomésticos adicionales.
Solucioén:

El nimero de horas-hombre, requeridas para ensamblar 6000 artefactos adicionales

es:

AT = QTOf (x)pix = 9?225x-°-152 bix = {25* X

~0.15241 TOOO

3000 3000 -0.152+1 3000
25 0.848 0.848
AT =—==_1(9000 —(3000
-2 [l9000** (3000}

AT = 29.48(2255.27 - 888.38) = 29.48(1366.89)
AT =40295.92horas — hombre
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2. Después de pintar los primeros 80 automaviles, se ha determinado que el proceso
de pintado de automotores sigue la curva de aprendizaje de la forma f(x)=12x’°'25.

Encontrar el nUmero de horas- hombre requeridas para pintar 100 automotores

adicionales.
Solucioén:

d 180 _025+1 J180 075 180
AT = [ f(xpx= [{2x @ pix 12— | =|12% >

. 5 -0.25+1 80 0.75 80

AT = [16(180)0'75 —16(80)0‘75]= 786.27 — 427.99 = 358.28Horas — Hombre

3. Maximizacién De La Utilidad Con Respecto Al Tiempo

En las empresas extractivas tales como mineras, y perforacién de petréleo, se tornan
poco rentables después de cierto periodo de tiempo. En estas operaciones la tasa de
ingreso puede ser muy alta al inicio de la operacion, pudiendo decrecer a través del
tiempo debido a la disminucion del recurso. Los costos iniciales se incrementan a
medida que se incrementan las operaciones productivas, se realiza con mayor

frecuencia los mantenimientos preventivos y correctivos, costos de extraccion y otros.

En tales procesos, en cierto momento se vuelven mas caros los costos operativos que
el ingreso, ocasionando pérdidas para la empresa. Los directivos deben tomar la
decision de cerrar la empresa al no tener una rentabilidad beneficiosa para ellos, es

necesario determinar la utilidad maxima.

Se determina como C(x) al costo total, I(x) el ingreso total y U(x) la utilidad total en el

instante t (medidas en el inicio de la operacién), recibiendo:
u(t) = 1(t) - C(t) igualmente U@ =1(@-C(

La utilidad maxima se obtiene cuando U’(t) = 0 o bien I'(t) = C’(t), esto es:
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Fuente: Elaboracion propia

Se debe determinar la utilidad en el momento en que el ingreso y el costo son iguales.

1 1
U= [ u(tee=["1') -t
Ejemplos de aplicacion

1. Las tasas de ingreso y costo de una operacién petrolera estan dadas por:

1 1
2 2

1'(t) =14t C'(t)=2+3t

Donde el tiempo t se mide en afios, y el costo e ingreso en millones de délares. ¢ Cuanto
debe prologarse la perforacion para obtener una utilidad maxima? ¢, Cual sera el monto

de esa utilidad?
Solucioén

En el instante que el costo e ingreso son iguales, se obtiene la ganancia maxima, para

lo cual igualo y obtengo el tiempo 6ptimo para la utilidad.

14-t2 =2+ 3t
1
4t2 =14-2
1
t2 =12
4
t = 9afos

Se debe prologar 9 afios para obtener utilidad maxima
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cC
Il
S ©

(e
Il
O = ©©

[1'(t)-C'(t)ft
14_t2 —2—3t§jdt
:

1
12—4t2Jdt: 12t—4-—

C
Il
O =y ©

3 9
u-|1zt-8 1 - 12(9)—8(9)
3 3

=108 - 72 = $36(millones)

2. Otra aplicacion importante es el célculo de las ganancias netas producidas por una

maquinaria industrial, por ejemplo:

Cuando tienes x afios, una magquinaria industrial genera ingresos a razén de

I(x) =5.000— 20x° délares por afio, y los costos de operacién y mantenimiento se

acumulan arazon de C(X) =2.000 +10x? délares por afio.

a.) ¢ Durante cuantos afios es rentable el uso de la maquinaria?

b.) ¢,Cuales son las ganancias netas generadas por la maquinaria en ese periodo

de tiempo?

Solucién:

a) El uso de la maquinaria sera rentable en tanto que el ritmo al que se generan

los ingresos sea superior al que se generan los costos. Es decir, hasta que

1(x)=C(x)

5000 —20x* =2000 +10x°
30x? =3000 = x =10 afios ( no tener en cuenta X = —10)

b) Dado que las ganancias netas generadas por la maquinaria durante cierto periodo
de tiempo estan dadas por la diferencia entre el ingreso total generado por la mismay
el costo total de operacion y mantenimiento de ésta, se puede determinar esta

ganancia por la integral definida:
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10 10
Ganancia neta = | [R(x)-c(x)]dx = [(5000 —20x2)—(2000 +10x2) dx =
0 0
10 10
= (3000 —30x2)dx :(3000x —10x3)‘ , =20000 ddl.
0

4. Superévit Del Consumidor Y Del Productor

Otra importante aplicacion es el calculo del excedente de los consumidores y del

excedente en la produccién.

La siguiente grafica muestra una curva de oferta F(q) para un producto, donde p indica

el precio por unidad al que un fabricante vendera o suministrara q unidades.

También se muestra la curva de demanda D(q) para el producto, donde p indica el

precio por unidad al que los consumidores compraran o demandaran g unidades del

mismo.

El punto (qo ,Po )es el punto de equilibrio, en el cual se presenta estabilidad en la

relacién producto — consumidor.

Suponiendo que el mercado esta en equilibrio, en que el precio por unidad del producto

es pg, observando la curva de demanda se puede apreciar que hay consumidores que

estarian dispuestos a pagar mas que p, por el producto, asi como también, si se
observa la curva de la oferta, se podria concluir diciendo que hay productores que estan

dispuestos a ofrecer el producto a un precio inferior quepy .

De esta manera ambas partes pueden obtener una ganancia total que se le llama

exceso.

En el caso de los consumidores, se denomina excedente o superdvit del consumidor,
y es la ganancia total que obtienen los consumidores por el hecho de estar dispuestos
a pagar el producto a un precio superior al del mercado. Este se puede calcular por la

integral definida dada por:

93



Calculo Integral y sus Aplicaciones en la Empresa

g0
Exc. Cons = [D(Q)—pO]dq = §
0
e 0o ao |
- D(q) dq —j Po dg = .111
Jo 0 II".
® o w0 ||
- | OD(Q)dq “Po- o 7 k\"x D(a)
R
= | pla)da - po.q
J 0 o 'po \\\

Fuente: Elaboracion propia

En el caso de los productores, se denomina excedente o superavit del productor, y
es la ganancia total que obtienen los productores por el hecho de estar dispuestos a
ofrecer el producto a un precio inferior al del mercado. Este se puede calcular por la

integral definida dada por:

0
Exc .Prod = [po —F(q)] dg =

p
0 l.
lI'I
do ® do LY
=j- podg— | Fla)da-=
0 v 0 : ‘.\l
® do Y,
= po- 9 go Flg) da = N\ Ex. P
J 0 ™

Fuente: Elaboracion propia
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En el caso de que las funciones de oferta y demanda estuviesen representadas
cantidades en funcion de los precios, el planteo para el célculo de los excedentes es el

siguiente:

P2 PO
Exc.Cons. =j D(p)dp Exc .Pr od. =I F(p)dp
PO P1

Ejemplos de aplicacion

1. Se conoce que la curva de la oferta para un producto es s(x)= Encuentre
la ganancia de los productores si la produccién asciende a diez articulos.

m+T"'

Si la produccién asciende a 10 articulos el precio es s(10) = 2 12 dolares.

La ganancia o superavit de los productores se calcul6 resolviendo:

ED[1 z-gnﬂu:{ :ED[1 2_%_?}1}: :J;D[ﬁ—g} i

2
Ganancia de las productores 0 =25
La ganancia de los productores asciende a soles/25 si la produccién es de diez articulos.

2. Calcule el exceso de oferta y el exceso de demanda para las curvas de demanda y

oferta dadas.
Funcién de demanda: p1(q) =1000 - 0,4 g2. Funcién de oferta: p2(q) =42q

El exceso de oferta y el de demanda estan representados por las areas que muestra la

grafica:
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[AE 8

excedente curva de oferta
de demanda
Pg punto de equilibrio
excedente.—1
de oferta curva de
dermanda
L qg q

Fuente: Elaboracion propia

La oferta coincide con la demanda en (qo, po) , €s decir,:
» =

p1(g) =p2 (q) 1000-0,4qg% =42q [ -0,49%-42q + 1000 =0

g1 =-125 ~g> =20

Como los valores de las abscisas corresponde a nudmero de articulos ofrecidos o
demandados, qo = 20 y, por lo tanto, po =840.

El excedente de demanda o superavit de los consumidores es la regiébn comprendida

entre p1 (qQ) y larecta p =840, entre 0y 20, o sea:

20
IZ:|3
1600-04_——
-4l |

I;D(1DDD—D,4q2 —aam)dq :I;D(‘IEEI—DAqE)dq :[ 0 =2133.33

El excedente de demanda asciende a soles/2133,33

El excedente de oferta es la regién comprendida entre las rectas p = 840 y p =42q entre

Oy 20, osea:

20

20
[ (840-425)dq [84Dq—21q2]‘
0 - 0 =(840.20 0 21.20?) = 8400

El superévit de oferta alcanza $8400.

3.La funcion de oferta y demanda de cierto producto, estan dadas por:
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p=g(x)=52+2x
p=f(x)=100-x>

Determine el superavit del consumidor y productor, suponiendo que se ha establecido
un equilibrio de mercado.

Solucioén:

El punto de equilibrio (X0, po), se obtiene resolviendo las ecuaciones de la oferta y
demanda, igualando las dos ecuaciones

52+ 2x =100 — x?

x> +2x—-48=0
(x+8)x-6)=0
X=6

X=-8

El valor negativo se rechaza, porque es inadmisible y utilizamos el valor de x=6 remplazo
p =52+ 2x
p=52+12=64

en la ecuacioén

Se obtiene el punto de equilibrio xo = 6 y po=64. El superavit del consumidor esta
dado por:

x|o

SC = _([[f(x)_ po}jx

SC = I[(lOO— x?)—64lix

375 3
SC = {36x —%} : 36(6)—(%) —144

5. Excedente De Los Consumidores Y De Los Productores

Otra importante aplicacion es el calculo del excedente de los consumidores y del

excedente en la produccion.

La siguiente grafica muestra una curva de oferta F(q) para un producto, donde p

indica el precio por unidad al que un fabricante vendera o suministrard q unidades.
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También se muestra la curva de demanda D(q) para el producto, donde p indica el

precio por unidad al que los consumidores compraran o demandaran g unidades del

mismo.

El punto (qo Po )es el punto de equilibrio, en el cual se presenta estabilidad en la

relacion producto — consumidor.

Suponiendo que el mercado esta en equilibrio, en que el precio por unidad del

producto es pg, observando la curva de demanda se puede apreciar que hay

consumidores que estarian dispuestos a pagar mas que p, por el producto, asi como
también, si se observa la curva de la oferta, se podria concluir diciendo que hay

productores que estan dispuestos a ofrecer el producto a un precio inferior que p .

De esta manera ambas partes pueden obtener una ganancia total que llamamos

exceso.

5.1 Teoria De Los Excedentes Del Consumidor Y Productor

Un principio muy comun en la economia consiste en que cuando una persona deja de

ganar dinero, realmente esta perdiendo, y cuando deja de pagar dinero, esta ganando.

Sin embargo, las ganancias y pérdidas sefialadas no son tangibles porque no forman
un flujo de dinero como es el caso, por ejemplo, de un flujo de caja en una empresa o

una ganancia de una persona en un negocio.

Por ejemplo, una familia acostumbrada a gastar una cantidad de dinero en alimentacion
y de pronto se reduce los precios de los bienes que consume normalmente. Entonces
esta familia gastara menos en dichos productos lo que significa que la familia tendra una
mayor disponibilidad de dinero que podra ahorrarlo o gastarlo en otros bienes o

Servicios.

Si en un mercado la producciéon de bienes aumenta de tal manera que el precio
disminuye, entonces todas las personas que venian consumiendo dicho producto se

benefician porque pagardn menos que antes.

Cuando la demanda de un bien se expande, los productores se benefician porque el
precio del bien aumenta, ocasionando que éstos reciban un precio por su producto,

mayor al que existia antes de la expansion de la demanda.
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A continuacion, utilizaremos un modelo de oferta y demanda para explicar el excedente

del consumidor y el excedente del productor.

5.2 El Excedente Del Consumidor

Iniciamos el analisis definiendo la funcién de la demanda y oferta de un bien

denominado “X”:

p=a-hg
p=c+dq

ambas son funciones inversas de la demanda y oferta porque la variable precio figura

como la variable dependiente.

Si observamos la figura N° 1, tenemos la demanda del bien “X” y su respectiva oferta.
Inicialmente asumimos que la oferta 1 es la Unica existente. Asi el equilibrio seria el
“precio 17 y el “consumo 1”. Es importante resaltar que el modelo no brinda la
informacion de la cantidad de personas que consumen pero si nos da la informacion de

la cantidad consumida y el precio del bien “X” en un momento determinado.

En tal sentido, un conjunto de personas consumen el bien “X” al precio 1 y se benefician
del tal consumo. En este grupo existen personas que estuvieron dispuestas a pagar un
precio mayor que el precio 1, por lo que éstas obtendrian un beneficio adicional al gastar

menos en la adquisicion del bien “X”.
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A
oferta 1
Prec'o 1 .................................. . Oferta 2
Oferta 3

Precio 2 S

) d
Precio 3 /r

demanda
Consumo 1l Consumo 2 Consumo 3 Bien X

Fuente: Elaboracién propia

Otro grupo de personas, que estan excluidas del primer grupo, consumiran el bien “X”

si es que el precio es menor que el precio 1.

Si suponemos que la oferta se expande de tal manera que el equilibrio se dara en el

precio 2 con un mayor consumo.

El consumo aumenta porque se ofrecen mas productos en el mercado, y el precio
disminuye porque se presenta un exceso de productos ofertados al “precio 17, lo que
presiona a la disminucién al precio toda vez que los ofertantes no logran vender todos

sus productos al “precio 1”.

Ahora bien, ¢como se beneficia el primer grupo por la expansion de la oferta y por tanto

de la disminucioén del precio del bien “X"?

Este grupo inicial de consumo pagara un diferencia en el precio:
beneficio= precio 1— precio 2

Este grupo de personas se benefician porque pagaran una cantidad menor de dinero,
ya que estaban dispuestos a pagar el “precio 1” y ahora pagan el “precio 2”. El segundo

grupo paga por el bien X el precio 2, beneficiAndose de la expasion de la oferta y de la
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disminucion del precio del bien mencionado. Lo mismo sucede para el caso de una
nueva expansion de la oferta y con la consiguiente disminucion del precio del bien “X”.
Y asi se presentan innumerables procesos de variacion de la oferta presentandose
beneficios para aquellos consumidores que estaban dispuestos a pagar mas por el bien
“X".

Los beneficios que se irdn formando dependeran de los cambios en los precios, pues,
éstos pueden ser de consideracion o pueden ser pequefios y graduales. En tal sentido,
como se sefal6 anteriormente, el beneficio es el diferencial de los precios cada vez que
se expande la oferta del bien “X”. El primer grupo que estaba dispuesto a pagar el precio
1 y ahora paga el precio 2 obtiene el beneficio pero éste es unitario, es decir, por cada

bien que se compra.

Si antes compraba 10 bienes “X” a dos nuevos soles, gastaba 20 nuevos soles. Si el
precio disminuye a 1 nuevo sol, entonces por cada producto que compro, gano 1 nuevo
sol, o en otras palabras, ahorro 1 nuevo sol. Si sigo comprando 10 bienes, entonces
ahorraré 10 nuevos soles, o tendré un beneficio de 10 nuevos soles. Este beneficio se
puede visualizar en la figura N° 1, en el area del rectangulo cuya altura es la diferencia

entre el precio 1y el precio 2, o la distancia entre el punto “a” y el punto “b”, y la base,

el consumo 1.

Si se expande nuevamente la oferta y el precio disminuye el precio 3, entonces se
formara un nuevo beneficio que seria el &rea de un rectangulo de altura el diferencia del
precio 3y precio 2, (o diferencia entre el punto “c” y el punto “d”) y como base el consumo
2.

Si las expansiones de las ofertas son infinitamente pequefias se irdn formando
rectangulos de tal manera que las areas triangulares arriba de estos rectangulos seran

cada vez mas pequefias de tal manera que se conviertan en despreciables.
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A
oferta 1
) b
Prec'o 1 .................................. . Oferta 2
Oferta 3
yd
Precio 2 a C Tridngulos se vuglven muy pequefios
cuando los cambios en la oferta son
infinitamente pequefos
) d
Precio 3 /r
demanda
Consumo 1l Consumo 2 Consumo 3 Bien X

Fuente: Elaboracién propia

En la figura N° 2, se resalta que cuando los cambios en la oferta son infinitamente
pequenfios, los triangulo se vuelven despreciables por lo que el beneficio seria el area
debajo de la curva de la demanda hasta la altura del precio. Para el caso del precio 1,
el beneficio seria el area debajo de la curva de la demanda hasta la altura del precio 1,
para el caso del precio 2, el beneficio de los consumidores nuevos y antiguos seria el
area debajo de la curva de demanda hasta la altura del precio 2; y lo mismo para el caso

en que el equilibrio del mercado sea el precio 3.

En tal sentido, el beneficio que se forma en el mercado, asumiendo el precio 3 como el
del equilibrio, y el consumo 3, por ende, sera todo el area debajo de la curva, o el area
del triingulo formado por la curva de la demanda y la horizontal del precio 3.

5.3 El Excedente Del Productor

El excedente del productor tiene la misma logica que el del excedente del consumidor,
en vista que se puede visualizar también como un &rea utilizando el modelo de la

oferta y la demanda.
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Si se observa la Figura N° 3, se tienen tres demandas. La primera demanda se cruza
con la oferta en el punto “a”, y asi tenemos el precio 1 y la produccion 1. Las empresas
fijan el precio del bien “X” con base en lo dispuesto a pagar por el total de consumidores.
Cuando la demanda se expande (demanda 2), esta se cruza con la oferta en el punto
“b”, la produccién aumenta y el precio del bien “X” también aumenta dado que se forma

en el mercado un exceso de demanda que presiona el precio a aumentar.

A
Oferta
Precio 3 ™N \
Demanda 3
Precio 2
) Demanda 2
Precio 1
Demanda i
Produccion 1 Produccion 2 Produccion 3 Bien X

Fuente: Elaboracion propia

Asumiendo que han aumentado la cantidad de consumidores en el mercado, las
empresas después de esta expansion de la demanda venden su producto a un mayor
precio. La cantidad de productos relacionado a la cantidad producida inicial (produccion
1) eran vendidos al precio 1, sin embargo, estos mismos productos ahora son vendidos
al precio 2 por lo que se presenta un beneficio dada la expansiéon de la demanda. La
diferencia entre el precio 2 y el precio 1 sera el beneficio que obtendran las empresas
gue antiguamente vendian su producto al precio 1 y ahora lo venden al precio 2. En tal

sentido, tenemos que:

beneficio= precio_2—precio 1
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Triangulos se vuelven muy pequefios
cuando los cambios en la demanda
son infinitamente pequefios

A
+ Oferta
. C
Precio 1
Precio 2
_ y f Demanda 3
Precio 3
A
Demanda 2
\Dema nda 1
Consumo 1l Consumo 2 Consumo 3 Bien X

Fuente: Elaboracion propia

Si se observa la Figura N° 4, se puede evidenciar que el beneficio que se forma una
vez expandida la demanda (demanda 2) seré el area del rectangulo formado por el

precio 2, el precio 3, y los puntos “a” y “d”.

Cuando se vuelve a expandir la demanda (demanda 3), el nuevo beneficio sera el area
del rectangulo formado por los puntos “d”, “b”, “e” y “g”. Sin embargo, quedan las areas
de dos triangulos formados por los puntos “b”, “c”, “e”, y, “a”, “d”, “b”. Si se asume que
las expansiones de la demanda son infinitamente pequefias, al igual que el caso del
excedente del consumidor, entonces las areas de los triangulos que se forman con cada
expansion de la demanda seran infinitamente pequefias y por tanto despreciables.
Luego, el beneficio del total de productores sera el area formada entre la linea horizontal

del precio 3 y la curva de la oferta.

Finalmente, el beneficio total del consumidor y del productor, llamados también el
excedente del consumidor y el excedente del productor lo podemos visualizar en la
Figura N° 5. Ambos excedentes seran la suma de las &reas formadas entre la curva de

la demanda y la curva de la oferta. Estos excedentes se forman cuando la demanda y
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la oferta, ambas, se expanden hasta que el mercado se equilibra. En el transcurso, los
beneficios se van formando, y en el equilibrio, tanto consumidores como productores se
benefician. Los primeros se benefician porque pagan un precio menor al que estaban
dispuestos a pagar, y los segundos, porque el precio de su producto aumenté mas alla
de los que esperaban dada la expansion de la demanda.

A
Precio

Oferta
Excedente
del
consumidor
Pe
Precio de
Demanda
c
Cantidad de Equilibrio cantidades

Fuente: Elaboracién propia

Analisis_Matematico

Sean las siguientes funciones de demanda y oferta:

p=a-bq
p=Cc+dq

El equilibrio del sistema de ecuaciones de demanda y oferta sera el siguiente:

. da+bc
~ d+b
e _a—C
T =450

105



Calculo Integral y sus Aplicaciones en la Empresa

El excedente del consumidor serd formado por el &rea del triangulo formado por los

puntos “a”, “0”, y “Pe” de la Figura N° 5. La ecuacién que representa dicha area es la

siguiente:

Excedente consumidor = 1 e a— da+bc
a 2d+b d+b

donde el primer quebrado literal es la cantidad de equilibrio que seria la base del

tridngulo, y el término entre corchetes es la altura del mismo.

Simplificando esta ultima ecuacion, tenemos:

2
Excedente consumidor = 9 a-¢
2\d+b

Siguiendo la misma logica, se evidencia que el excedente del productor estaria
representado por la siguiente ecuacion:

2
Excedente_ productor = El (Hj
2 \d+b

Sumando ambos excedentes para obtener el excedente total en el mercado, se obtiene

la siguiente ecuacion:

2
Excedente_TotaI:E. A7C ) (h+d)
2\b+d

Finalmente, la ecuacion se simplifica de la siguiente manera:

1 (a-cy

Excedente Total =
- b+d

Si se divide el excedente del consumidor y del productor se obtiene lo siguiente:
b ( a-c jz
Excedente_relativo= LH)Z
d(a-c
2\d+b
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Excedente_ relativo=

N\Q_‘N\O'

donde los coeficientes “b” y “d” son las pendientes de la demanda y oferta,
respectivamente. Asi se observa que el excedente relativo del consumidor respecto al
productor dependera de las sensibilidades de la demanda y oferta en relacion a cambios
en el precio del bien.

6. Valor Presente De Un Ingreso Continuo

En empresas donde el ingreso esta repartido a lo largo de un nimero de afos futuros,
en ocasiones es necesario calcular el valor presente de este ingreso, especialmente
cuando una empresa puede escoger entre tasas alternativas para explotar estos

recursos.

Como el ingreso se obtiene continuamente en un periodo determinado, es necesario

utilizar descuentos continuos para determinar el valor presente.

Para calcular el valor presente de un ingreso (l) obtenido en (t) afios futuros es igual

Ie—l’t
donde r = R/100, donde R es la tasa de interés nominal. Si f(t) es la tasa de utilidad

en el tiempo “t”, el valor presente de la utilidad total obtenida entret =0y t=T, sera:

El Valor presente = .
[ f(tedt
0

Ademas, se puede aplicar si la empresa paga la anualidad frecuentemente, se puede

analizar como si se pagara en forma continua.

Ejemplos de aplicacion

1. Una compafiia minera debe decidir entre dos estrategias para la explotacion de sus
recursos. Se invirtio $12 millones en maquinarias, logrando producir una utilidad neta de
$4 millones anuales, logrando una vida util de 10 afios. Alternativamente la empresa

puede invertir $16 millones en maquinarias, mejorando su utilidad a $6 millones al afio

107



Calculo Integral y sus Aplicaciones en la Empresa

por un periodo de 8 afios. Suponiendo que la tasa de interés nominal es de 10% ¢Qué

estrategia debera utilizar la empresa?
Solucion:

La primera estrategia tiene una razon de utilidad f(x) = 4, su valor presente es (r = 0.1,
T=10):

10
Ul= j Ae~0Mdt —12
0

Ul=|-40e°t [ —12
U1=40{L-e™)-12 = 40(0.6321) —12
Ul=25.284822-12 = $13.2848Millones

Con la segunda estrategia

8
u2= j 6e*tdt —16
0

U2=[-60e"f —16
U2 =60(L—e*)-16 = 60(0.632121)— 16
U2 = 37.926726 - 16 = $21.92726Millones

La segunda estrategia es la mas adecuada con una diferencia de $8.64246

aproximadamente.

2. Una compafiia minera puede escoger entre dos estrategias para utilizar sus recursos.
La primera implica un costo inicial de $25 millones, produciendo una utilidad neta de $10
millones durante los proximos 20 afios. La segunda estrategia representa un costo inicial
de $60 millones y producira una utilidad neta de $20 millones anuales durante un periodo
de 10 afios. Determine el valor presente de cada alternativa, suponiendo que la tasa de

descuento nominal es 10%. ¢,Cual es la estrategia mas 6ptima?
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Solucién:

Primera alternativa:
20

Ul= j10e*0-1t dt — 25
0

a1 20
U1=10 -25

-0.1],
U1=10(-3.678+10)-25
Ul==-36.78+10-25= $38.22Millones

Segunda alternativa:
10

U2 = [20e*"dt-60
0

o0 10
U2=20 ~60
-0.1],
U2 =20(-3.67879+10)-60
U2 =-73.5758+ 200 60 = $66.424Millones

La mejor alternativa es la segunda.

Ejercicios propuestos
Problemas de Aplicacién de Integracion por Parte

1. Suponga que el valor del petréleo producido por una pieza de un equipo de extraccion
se considera un flujo continuo de ingreso con una tasa de flujo anual (en dolares por
afo) en el momento t, en afios, dado por f(t)=300 000 — 2500t, y el dinero crece 8%

compuesto continuamente. Encuentre el valor presente de la pieza.

2. Si la funcion oferta para x unidades de una mercancia es p=30 + 50 In(2x +1)? pesos

¢cual es el superavit del productor en x=30?
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3. Sila funcién de costo marginal para x unidades de un producto es C’(x)=1 + 3In(x+1)
miles de pesos por unidad, y si el costo fijo es de $100 mil, encuentre la funciéon costo
total.

4. Suponga que se puede considerar la produccién de una maquina como flujo continuo
de ingreso con una tasa de flujo anual en el tiempo t, dada por f(t)=10 000 — 500t miles
de pesos por afo. Si el dinero crece a una tasa de 10% compuesto continuamente

encuentre el valor presente de la maquina para los préximos 5 afos.

6. Suponga que la produccion de una maquina que se utiliza para extraer carbén se
considera como un flujo continuo de ingreso con una tasa de flujo anual en el
momento t dada por f(t)=280 000 -14 000t miles de pesos por afio. Si el dinero crece
a una tasa de 7% compuesto continuamente, encuentre el valor presente de esta

maquina los préximos 8 afnos.

6. Suponga que el ingreso de una empresa de acceso a Internet es un flujo continuo de
ingreso con una tasa anual dada por  f(t)=100te®* en millones de pesos por afio.

Encuentre el ingreso total durante los préximos 10 afios.

7. Suponga que la curva de Lorenz para la distribucién de ingresos de cierto pais esta

dada por y = xe *YEncuentre el coeficiente de Gini para el ingreso.

8. Una empresa tiene un costo marginal por unidad de su producto dado por

5000In(x + 20)
(x +20)?

donde x es el nivel de produccidn. Si los costos fijos ascienden a $2000, determine la

C'(x) =

funcién costo.

9. Calcular el exceso de oferta y el exceso de demanda para las curvas de demanda y

oferta dadas. Funcién de demanda: p: (x) = 1000 - 0,4 x2. Funcién de oferta: p2 (x) = 42x
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10. Se espera que la compra de una nueva maquina genere un ahorro en los costos de
operacion. Cuando la maquina tenga x afios de uso la razén de ahorro sea de f(x) pesos
al afio donde f(x) O 1000 + 5000x.

a) ¢ Cuanto se ahorra en costos de operacion durante los primeros seis afios?

b) Si la maquina se compro a $ 67500 ¢ cuanto tiempo tardara la maquina en pagarse

por si sola?

11. Una compaiiia considera que la compra de una nueva maquinaria tiene un costo de
$6000. Se determina que la maquina ahorrara dinero a la compafiia a una tasa de 175
(5+t) délares anuales en un tiempo t después de la adquisicion. ¢ Se pagara la maquina

a si misma durante los préoximos 6 afios?

12. Una compafiia minera puede optar entre dos estrategias para explotar sus recursos.
La primera implica un costo inicial de $27 millones y producira una utilidad neta de $11
millones anuales durante los préximos 20 afios. La segunda representa un costo inicial
de $65 millones y produciréa una utilidad neta de $22 millones anuales por un periodo de
10 afos. Calcular el valor presente de estas dos estrategias suponiendo una tasa de

descuento nominal de 10%. ¢ Cudl es la mejor estrategia?

13. Carlos E. esta considerando la compra de un nuevo dispositivo de ensamblado, con
un costo de $60,000. El estima que el equipo ahorrara dinero a la compaiiia a una tasa
de 2500 (4+t) pesos anuales, en un tiempo t después de haberse adquirido. ¢ Se pagara

la maguina a si misma durante los proximos 4 afios?
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APENDICE |

TABLA DE DERIVADAS ESTANDAR

1. Formulas Basicas

La derivada de una constante es cero ? =0
X
. . dx
3. La derivada de la variable ™ =1
X
4, i (u +V-— W) = % + ﬂ - d—W (Formula de la suma y resta de funciones)
dx dx dx dx
. ., d dv
5. Laderivada de una constante por una funcion ™ (cv = cd—
X X
6. 4 uv)=u WL (Formula del producto)
dx dx dx

d

d—( ")= nv"t & en particular: dix” =nx"" (Formula de la potencia)
X X X

du dv
u

Ve——U-—

8. i(ﬂj:dx—zdx en particular: i u :E-E(Formula del cociente)
dx \v v dx\c/ c¢ dx

9. i(ev)zev-%
dx dx

2. Funciones Exponenciales y Logaritmicas

10. %(Iog V)= IogTae : % en particular: %(Ioge V)= % : %

d 1 dv
11. —(Ihx)==-
dx( )

12. d (ex):eX ﬂ

13. &(aV): a’-log, a.% en particular: %(e")z e dv

dx
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u v
14, —(u')=vu"~"-—+log, u-u' -—
dx( ) X 9e

3. Derivadas de Funciones Trigonométricas

14, i(Senv)= Cosv- &V
dx dx

15, i(Cosv): _senv. &V
dx dx

16. i(Tanv): secty - IV
dx dx

17. i(Cotv) _ _csetv. &
dx dx

18, & (Secv) = Secv - Tanv- av
dx dx

19. & (Cscv) = —Cscv - Cotv- av
dx dx

Derivadas de las Funciones

Trigonométricas Inversas

d 1 dv
20.— S = —

™ (arcSenv) o

d 1 dv
21.— C =— —

™ (arcCosv) T dx

d 1 dv
22.— (arcTanv)= ——— .~

dx (arcTany) 1+Vv? dx
23, i(arcCotv)z— 1 . l

dx 1+ve dx
24,9 (arcSecv) = 1 v

dx vA/ve =1 dx

d 1 dv
25.—(arcCscv)=— -—

dX( ) va/v2 =1 dx
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4. Regla de la Cadena

g Ay _dy av
‘dx dv dx

5. Derivadas de Funciones Hiperbdlicas

dv

27. 94 (Senhv) = Coshv- =
dx dx

28. 4 (Coshv) = Senhv - dv
dx dx

20. 4 (Tanhv) = Sech?v - dv
dx dx

30,4 (Cothv) = —Csch?v - dv
dx dx

3. 9 (Sechv) = —Sechv - Tanhv- dv
dx dx

329 (Cschv) = —Cschv- Cothv- av
dx dx

Derivadas de Funciones Hiperbdlicas Inversas

a3 4 (arcSenhv) = 1w
dx vi4+1 dx
d 1 dv
34.—(arcCoshv) = -—
dx ( ) Jv2—1 dx
a5, 4 (arcTanhv) = iz el
dx 1-v° dx
36. 0 (arcCothv)= % el
dx 1-v° dx
a7 4 (arcSechv) = — 1w
dx VA/l— V2 dx

donde y es una funcién de vy v a su vez es una funcion de x.
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1 dv

VV1+ V2 dx

ag. 4 (arcCschv)=—
dx

6. Derivadas Sucesivas

d" d"u d"u dv
n(uv): VAN ——  —
dx

37.
dx" dx"t dx

n-2 2
+n(n—) d"? d’v

2 dx"? dx?

du d"v d"v

U-—— también conocida como la férmula de Leibnitz.

Tdx dx™t " dx"

APENDICE I

Tabla de Integrales

1. Integrales fundamentales

1.de=x

2. j cf (X)dx =¢ j f (x)dx
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S.I(u+v—w)dx:j‘udx+.|'vdx—.fwdx

m+1

4.jxmdx _ X cuando m = -1
m+1
S.Ildx=lnx
X

2. Integrales algebraicas racionales que incluyen (ax+b)

)m+1

6._[(ax+ b)"dx = (ax+b cuando m # —1

a(m+1)

1 1
7. dx == In(ax+b
I - dx an(ax+ )

S-I xdx 1

dx 1 X
2.2 —=m 2
J‘x(ax+b) bln(ax+bj

dx 1 1 X
: = =1
e Ix(ax+b)2 b(ax+b)+b2 n(ax+bj

dx 1 a,(ax+b
14 [ 2 =9
-[xz(ax+b) bx | b n[ X )

2ax+Db 2a, (ax+Db
- +—In| ——
b?x(ax+b) b X

dx
15. =
I x?(ax+ by

dx 1. 4(X
1o e (1)
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dx 1 X—a 1 a dx
17.| ——=—In| =—— |=—=tanh | =
J‘xz—az 2a (x+aj a (xj-[axz+b

dx X 2m -3 J-( dx

s @b 2(m—1pfax: +b)' " 2m-1p" (ax’ +b)
i ixb)m e

20. J-adeJ):b =2—aln ax? +b)

2t Iaxzo-li(b 2_5 axgx+b

X 1 dx
= I (ax? +b)" 2(m ~t)afax® +b)"* " 2m-1) I (ax? +b)"

— cuando m # -1

cuando m = -1

dx k 2x -k K+ X /b
23. \/§tan’1 == | +In| ——=—— |dondek =3/=
'[ +b 3b( ( k\/§j (\/kz—kx+x2] a

xdx k A 2Xx—k K+ X ’b
—_nl ——— k =31=
24. I K (\/é fan [ k\/— j n[ k2 o X2 ]donde 3

Xn
25. L[ X
I "+b) bn (ax” + bj

Suponiendo que X =ax® +bx+c y que q=Db*—4ac

26.j%= [2ax+b \/_quandoq>0

2ax+b+./q

o

27. j% __2 tan‘l(MJ cuando q <0

3. Integrales que involucran expresiones del tipo vax+b
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j\/ ax-+b dx
[ Todas est i d
odas estas expresione s pueden
ax+b ser integradas usando la formula
[(ax+b)"Vax+b dx| 19
_[ dx
(ax+b)"'Vax+b

3
28. | xJax+b dx = 23x - th;llz(ax +b)

22 2 3
20, Vb o - 205X 1220 87+ )

30.Ixm\/ax+b dx :m(xmw/(ax+b)3 —mbI x"*Jax+b dxj
Jax+b —+b
2vJax+b—-2+J/-bln sib>0
Jax+b+b
31.J—wax+xbdx: Zx/ax+b—2\/—btan‘11/ax—zb sib<0
use la formula 4 sib=0

3
32.J-\/ax+bdx__ 1 [,/iax+bi+(2m—5)ajx/ax+bdecuandom;t_l

XM - (m . 1)b Xm—l 2 Xm—l

_ 2(ax—2b)
33. +/ b
I \/ ax + b 33’ o

2 2 2
aa J» x“dx 2x? — 4abx + 8b ) v
1533

X" Jax mbj \/_quando m ;t}/

35J‘ de 3

2m+l)(

118



Calculo Integral y sus Aplicaciones en la Empresa

A pyaxEb=vb g
Vo Jax+b++/b
dx 2 4 |ax+b .
36. = tan sib<0
s 7™ W
use la formula 4 sib=0

Jax+b  (2m-3)a j dx

B 1
(m —1)bxm*1 (2m ~ Z)b NTER P cuando m =

dx
37. =
-f x™Jax+b

4. Integrales que involucran expresiones del tipo \/X2 +a? y \/a2 —x2.

(Estas integrales son casos especiales de las integrales mas generales dadas en la

siguiente seccion.)

38.* J'\/x2 +a? dx=%[x\/x2ia2 +a? In(x+\/x2 J_raz)]

39.I\/a2 —x2dx = %(x\/az —x* +a’sen™ 5)

a

40.% J.%:In(xm/x2 iaz)

41 IL =sen‘15
Y Ja?-x2 a
42.jx\/mdx:%m

43.* Ixzx/x2 +a’dx=2+(x* +a?) ig[x\/xz ta’ ta’ In(x\/x2 +a’ )]

X
4
44.J‘xw/a2 _xldx = _% /(a2 — ¥

2
a5, [ al k=%l -xF + 2T asen X

4

2 2
a++va X
a?+x? —alh——m—=—

vJa? +x? dx _
X

46.* j
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x2-afdx 5 ,a
47!#2 X" —a” —acos ;

2 2 2 2

va® +£x° dx a‘+x
48*j - =— +In(x+\/azix2)
X

X

En las formulas marcadas con ~*’, se puede reemplazar

X
In (x +va?+ xz) por sinh * =
a

X
In(x+\/x2 +a2) por cosh™ =
a

a++va?+x? L a
Inf ———— | por sinh ™=
X X
a++a® —x? |
In por cosh™ —
X X
2 2 2 2
a® —x“dx a“—x 4 X
49J. 5 =— —sen™ =
X X a

x?+a? 2
x2dx X 55 a®> X
53] =—"Ja’—-x*+=sen't>
a’-x* 2 a
dx 1 _a
54.[ ==cos*t—
xJx?—-a? a X
dx 1. [a++va?+x?
55*[ S
xva? + x? a X
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dx a’+x?
56. | =+ Y%
x2vJa? + x2 a‘x
dx a’—x?
57. | - .
x2\a? — x2 a‘x

2 4

58.* J'\/mdxz%{x (azixz)si?’a% x* +a? +32In(x+m)}

59'IV(a2—X2)3dX:%{X (@ —xf + a’ - x +—sen‘1ﬂ

5. Integrales que involucran expresiones del tipo vax? +bx+c

Sea X =ax’ +bx+c y q=b*-4ac

1 2ax+b .
GZI dx i ﬁln[\/x +ﬁ] sia>0
' ,‘Ix 1 _l(—zaX—b)
2 T

sia<0

xdx
oo, [ 2 X _ D[S

(mx+n)dx mJX  2an—bm ¢ dx
64. | = a " |

2 2
- .[ x’dx _ (2ax— 3b)\/_ +3b 4ac J-
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1 X +4c b
In +

ﬁ(x 2Jc

4 bx+2c

j sic>0

sic>0

66.[ dx L sen

X J-c X\/q

67. dx

_2JX

sic=0
Cbx

iln{‘/— m\/_ bm — 2an

sik >0
JK MX + N 2k } g

(mx+nWX

k =an? —bmn+cm

68I dx :_\/Y__
Jx2x X 2

1 sen‘llz(bm —2an)(mx+n)+ 2k
J-k m(mx +n)/q
2myX
~ (bm—2an)(mx+n)

} sik < 0cuando

sik =0

L
XX

_(2ax+bWX g dx
69.f\/7dx_—4a 8ajﬁ
70.Ix2\/7dx = (6ax—5b)2X\/7
24a
(Sb2 4ac)(2ax+b)\/_ (5b2 —4ac)q ¢ d J-
64a° 128a°
IXdx b dx dx
71.j—x _\/YJrEI\/YJFCIx\/Y
I\/_dx \/_ bm — 2anj
mx+n m
N an’bmn+cm? J- dx
m? (mx+nX
VXdx _ J_ b dx
73.[ - . j
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74-“ 2(ax +b)

R

75 [ XXtk 2(2ax+b)XV/X  3g(2ax +bWX
8a 64a’

128a j

6. Miscelanea de Integrales Irracionales
2

76. j\/idx——\/2a><7X+a?sen 1X-8

a

La—x
=cost—=

dx
77. | —
J‘\/Zax—xz a

/mx+n mx+n X
78. J- _[ )d y entonces use la férmula 64
ax+b Jamx? + (bm +an)x + bn

7. Integrales Logaritmicas

79..|‘Ioga xdx=x|oga§

80._[In xdx=x(In x —1)

log,x log,e
81.| x™ log, xdx=x"" a_ _ a
[ s, (m+1 m+nJ

In x 1
82. | x™ In xdx= x™"* —
J w5 )

8. Integrales Exponenciales

X

a
83.jaxdx=
Ina

84.J‘exdx=eX

85.Ixexdx =e*(x-1)
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86. j xMe*dx = x"e* — mj x™teXdx

9. Integrales Trigonométricas

Nota: En las siguientes férmulas, los nUmeros m_y n son enteros positivos, a menos que

sea otra la indicacion.

87. I senxdx = —

COS X

88.Isen2xdx: % (x — senx cos x)

89. Isen”xdx:

%0 J.S(EI’I X

n-1

j(l— cos® x) 2 senxdx

Use

de(1—cos® x) 2.
sen"*x cos x . n-1

la expansion
n-1

n

COS X

n-2

jsen”’lxdx

dx

si nesimpar

y luego la formula 73

~ (n=1)sen"*x 1

J

sen"?

cuando nesimpar = —1

j csc” xdx

cuando nes par

91. Icos Xdx = senx

92. I cos? xdx = % (x + senx cos x)

n-1

j(l— sen’x) 2 cosxdx
Use la expansion de

xdx

93, j cos” xdx = (1 SGnZX)E
cos" xsenx n-1 .[cos
n
senx N n-2 J dx
i (n—1)cos™x  n-17 cos"?
94, j -
cos" X

jsec”xdx

sines par

si nesimpar

sines par

sinesimpar =1

sines par
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n+1

sen™*x
95.Isen"xcos Xdx = ———
n+1
cos"™ x
96. Icos" xsenxdx = - ——
n+1
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