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Proélogo

El presente texto sobre Limites y Continuidad de una Funcion Real de variable real
nace como la necesidad de implementar una metodologia didéactica basada en la utilizaciéon del
software matemaético como un recurso didactico, que permita al estudiante analizar, interpretar y
concluir sobre el estudio de funciones en términos de su comportamiento alrededor de un punto;
asf como, en los puntos proximos a « él ». La teoria sobre limites y continuidad de una funcién
real es indispensable conocer, puesto que es la base sobre la cuél se desarrollan los conceptos y

definiciones del Célculo Diferencial e Integral y posteriormente el anélisis funcional.

Se presenta una compilacién del material teérico de diferentes autores los mismos que son
citados en la bibliografia, para el desarrollo del texto se utilizd software matematico Matlab,
asi como el software libre Geogebra y Maxima los mismos que sonn utilizados en funcién de la
adaptabilidad didactica del tema que se estudia en los tltimos afios de educacién secundaria y

primeros niveles de las carreras universitarias.
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Capitulo 1

Limite de una Funcion Real

1.1. Introducciéon

Los conceptos sobre Limites y Continuidad de una funcién real representan la piedra
angular sobre la que se edificara el estudio del anélisis matematico; pues estos conceptos basicos
permiten analizar las formas y caracteristicas de una funcién real, de su anélisis se formali-
za definiciones importantes como la derivada e integral de una funcién, las mismas que tienen
importancia trascendental en el estudio de optimizacién de funciones aplicadas al calculo de velo-

cidades y aceleraciones en el campo de la fisica, cdlculo de costos marginales en economia y otros.

En matematica, el limite es un concepto que describe la tendencia de una sucesiéon o una
funcién, a medida que los pardmetros de esa sucesiéon o funcién se acercan a un determinado valor,
en particular en el anélisis real este concepto se utiliza para definir la convergencia, continuidad,

derivacién e integracion de funciones.

1.2. Nocion intuitiva de limite de una funcién

El concepto de limite esta ligado a conceptos como aproximacién, proximidad, cercania, ten-
dencia, vecindad, entre otros; es decir, es un concepto amplio que necesita ser puntualizado para

el desarrollo de los apuntes que presentamos en este texto.

A continuacién realizaremos el estudio del comportamiento de algunas funciones reales en



torno a un punto, de dicho anélisis deduciremos y formalizaremos la definicién de limite de una

funcién real en torno a un punto.

Para esto, en primera instancia vamos a considerar como limite a la aproximacién del com-

portamiento de las imagenes de una funcién con respecto a un valor real.

1.3. Limite de una funcién en un punto

El concepto de limite estd muy relacionado con el de proximidad y tendencia de una serie de
valores, de manera informal, diremos que L € R es el limite de una funcién f(x) en un punto
xo € R, si f(z) tiende o se aproxima cada vez mas a L, a medida que z se aproxima a zg, y se
escribe

lim f(z)= L.

T—T0

Si lo que nos interesa es la tendencia de f(z) cuando nos aproximamos al punto xg sélo por
un lado, hablamos de limites laterales. Diremos que L es el limite por la izquierda de una funcién
f(x) en un punto z, si f(z) tiende o se aproxima cada vez mas a L, a medida que x se aproxima

a xg por la izquierda, es decir con valores x < zg, y se denota por

lim f(z) = L.
T—=T(
Del mismo modo, diremos que L es el limite por la derecha de una funcién f(x) en un punto x,

si f(x) tiende o se aproxima cada vez més a L, a medida que x se aproxima a xz( por la derecha,

es decir con valores x > g, y se denota por

lim f(z) = L.
CL'—).’L'S_

Por supuesto, para que exista el limite global de la funcién f(z) en el punto xg, debe existir

tanto el limite por la izquierda, como el limite por la derecha, y ser iguales, es decir

lim f(z)=1L

o = lim f(z) = L.
lim f(x)=1L rro

I*}IS’

Ejemplo 1
Consideremos la funciéon f(z) = 0,322 y veamos que sucede cuando z € Dy se acerca al

valor de 3; es decir x — 3.




En éste ejemplo, vamos a analizar y visualizar el comportamiento de las iméagenes de la
funcion f(x) cuando el valor de z se aproxime al valor de 3, tanto por la izquierda (valores
menores de 3) y por la derecha (valores mayores de 3) que, en algunos textos de célculo

infinitesimal se los suele denominar aproximaciones por defecto y por exceso respectivamente.

Aproximacion por izquierda Aproximaciéon por derecha
’ x ‘ f(z) = 0,322 ’ x ‘ f(z) = 0,322
2,80 | 2,352 3,20 | 3,072
2,85 | 2,437 3,15 | 2,977
2,90 | 2,523 3,10 | 2,883
2,95 | 2,611 3,05 | 2,791
3,00 | 2,700 3,00 | 2,700
I I
lim 0,3z% = 2,7 lim 0,3z% = 2,7
x—3- z—3+
I

lim 0,32% = 2,7
Apoyados por la gréafica de la funcién, asi como la tabla de valores de y = f(z) podemos

concluir que las imagenes de la funcién se aproximan al valor 2.7, ya sea que z se aproxime a 3

por la izquierda o por la derecha.

o —
=0 -

1 &
0 1 2

tendencia por izquierda — <+ tendencia por derecha

Figura 1.1: Limite cuando x tiende a 3



Ejemplo 2
Consideremos la funcién f(z) = —(z — 2)? 4+ 3 y veamos que sucede cuando z € Dy se

acerca al valor de 2; es decir x — 2.

Funcién cuadratica Valores de la funcién alrededor de o = 2

() = —(x—2)2+3 X il
e 1,90 2,9900
! 1,92 2,0036
! 1,94 2,9964
apmmmmgm el 1,96 2,9984
: : ! 1,98 2,9996
! ! ! 2,00 3,0000
1 ! ! ! 2,02 2,9996
! ! ! 2,04 2,9984
. . N ! 2,06 2,9964
o ¢ 2 < i 5 2,08 2,9936
/ aprox izquierda— <« aprox derecha \ 2,10 2,9900

Como andlisis de este ejemplo se puede observar que a medida que los valores de x se apro-

ximan a 2 por la izquierda y por la derecha, los valores de las imagenes se aproximan al valor de 3.

Resumen de nocién de limite

FEntonces, partiendo de la introduccién realizada tenemos que el estudio de limites de una
funcién real estd dado en términos del comportamiento de sus imagenes a medida que el
valor de la variable z de una funciéon f(x) tiende a un valor zg, es decir, debemos dar

contestacién a la siguiente interrogante.

A donde se aproxima f(x) cuando z se aproxima a xo?

Nota 1
Es importante tener presente que, para el anélisis de las funciones reales, los diferentes
valores que toma la variable independiente en nuestro caso x deben pertenecer al dominio

de la funcién (Dy), y el valor g puede como no puede pertenecer al dominio de la funcion.

Por el momento, sin definir formalmente el limite de una funcién y en el contexto de que limite

lo vamos a tomar como sinénimo de aproximaciéon vamos a adoptar las siguientes consideraciones:

= Decimos que z tiende a un valor xg, y lo escribimos © — xq, si se pueden tomar valores

de x tan préximos a xy como se quiera, no necesariamente llegando a tomar el valor de xg.

4



» Si la aproximacion es por defecto (con valores menores que zg) se dice que x tiende a xg
por la izquierda, y se escribe x — z, ya que el andlisis esta en términos de las imagenes
adoptamos la siguiente nomenclatura para representar este anélisis,

lim f(x)

$—>1‘0

= Si la aproximacion es por exceso (con valores mayores que xg) se dice que z tiende a xg

por la derecha, y se escribe x — xa“ , de manera similar adoptamos la, nomenclatura,

lim f(x)

+
ZZ'—>"IIO

Ahora consideremos otros ejemplos en los que visualicemos el comportamiento de las imégenes

de la funcién cuando realizamos una aproximacién con respecto a un punto.

En el siguiente ejemplo analicemos el comportamiento de la funcién alrededor de un punto

que no pertenece al dominio de la misma.

Ejemplo 3
x
Consideremos la funcion f(x) = Gl y analicemos el comportamiento de las iméagenes
x

alrededor de x = —1.

de la tabla de valores podemos observar el comportamiento de las imégenes f(z) a medida

que z tiende a -1.

Por la izquierda Por la derecha
IENNCE ENNCE
—1,13 | 8,692 —0,97 | —32,333
—-1,12 | 9,333 —0,98 | —49,000
—1,11 | 10,091 —0,99 | —99,000
—1,00 | No existe —1,00 | No existe
3 4

No existe lim No existe lim
z——1— T+ 1 zos—1+ x+1
4
No existe lim
z——1 1 + 1

Como podemos evidenciar en la tabla de valores de la funcién y de la grafica que acontinuaciéon

se presenta; se determina que a medida que los valores se aproximan a -1 por la izquierda sus



imégenes tienden a crecer, en tanto que si nos aproximamos a -1 por la derecha las imagenes
tienden a decrecer. Este hecho nos presenta una novedad con respecto a los ejemplos anteriores,
en el sentido de que las imégenes no se aproximaban a un mismo valor mientras los valores de

las x se aproximaban a un zg dado.

Presentamos la grafica de la funcion para un mejor anélisis.

——¢ 3
' :
! l
| ! 25
[ .
! :
! i 2
1 1
[ i
[ i
T | : 1.5
' :
| 1
----------------- U
X ! i
f = !
& x+1 : i 05
1 1
[ i
PN 0
25 2 -?5 — (_-$5 o 05 1 15
: |
i 1 /-5
i [
i I
L -1
i -1.5
Figura 1.2: Anélisis de las imagenes de f(z) alrededor de x = —1

Ahora anélicemos funciones cuando x — z¢ los valores de f(z) crecen o decrecen infinita-

mente y entonces no existe el limite. Ante éste se suele decir que la funcion diverge y se escribe

lim f(x) = +o0
T—a

Ejemplo 4

1
Veamos la tendencia de la funcion f(z) = — cuando x — 0.
x




Por la izquierda Por la derecha

IERECE IERECE
—0,1 100 0,1 100
—0,01 10000 0,01 10000
—0,001 | 1000000 0,001 | 1000000

4 (3
, 1
lim — = +o0 lim — = +o00
z—0— T2 20+ T2
U
No existe lim i =00
x—0 X

Ahora analicemos el comportamiento de las imagenes de la funcién alrededor del valor de x = 0.

izquierda - | < derecha

Figura 1.3: Funcién

Podemos observar que el comportamiento de las imagenes crecen a medida que los valores
se aproximan a 0 por la izquierda como por la derecha, pero este comportamiento no garantiza

que tengamos la existencia del limite de la funcién alrededor de x = 0.



1.4. Topologia en R

~ Definicion 1.1.} N

Sea d Azg € R V§ > 0 se llama VENCIDAD o ENTORNO de centro g y radio
d > 0 al conjunto Vs(zo) tal que Vs(zo) = {z € R/|z — zo| < 6}

Figura 1.4: Entorno de centro xg y radio ¢

Si al entorno Vj(zg) no se le considera el centro xg. Entonces se denomina entorno reducido

de centro zg y radio > 0 y se denota con Vj(zo) al conjunto

Vi(z0) = {z € R/0 < |z — mo| < 6}

Figura 1.5: Entorno sin centro g y radio 0

r—(Deﬁnici()n 1.2.] N

Se llama Entorno por la izquierda de centro xg y radio § > 0 al conjunto Vj (zo)

dado por Vy (z9) = {x € R/xg — 6 <& < xo}

\. J

r—[Deﬁnici(’)n 1.3.} N

Se llama Entorno por la derecha de centro zy y radio 6 > 0 al conjunto V;(mo)

dado por Vi (zo) = {z € R/zo < z < 29+ 6}




r—[Deﬁnici(‘)n 1.4.] N

Sea A C Ry zy € R. El punto xg se denomina punto de acumulacién para el conjunto
A si y solo si, todo intervalo abierto de centro xg contiene por lo menos un elemento

x # x¢ del conjunto A

Ejemplo 5
Consideremos el intervalo A =]1, 5[ sobre la recta numeérica como un conjunto de puntos, analice-
mos los siguientes puntos con la finalidad de verificar si representan o no un punto de acumulacién

para el conjunto A.

= 1o = 2 si es un punto es de acumulaciéon para A debido a qué cualquier entorno de centro

xo = 2 y radio J interseca al intervalo A.

= 1y =5 si es un punto es de acumulaciéon para A debido a qué cualquier entorno de centro

xo = b y radio J interseca al intervalo A.

= 1y = 7 no es un punto es de acumulacion para A debido a qué cualquier entorno de centro

xo = 7 y radio § no interseca al intervalo A.

Recordemos que § — 0, es decir se trata de un valor infinitesimal.

Nos ayudamos de la siguiente grafica para visualizar lo mencionado.

(0.23,0.92)

O —¥mn—90 970 O——10
@ 15

W)
n
w

S

(7.54,-0.7)

Figura 1.6: Puntos de acumulacion.

Definicion 1.5.}

Sea f : A — R una funcion real. Se dice que f(z) es una FUNCION ACOTADA, si
dM > 0, tal que |f(z)| < M Vx € A.




Nota: En el trancurso del texto nos referiremos al dominio de la funcién con Dy

1.5. Definiciéon Limite de una Funcion Real

r—[Deﬁnici(')n 1.6.] N

Sea f: A — B una funcién real con A, B C R no vacios, xg un punto de acumulaciéon
de A. Se dice que f(x) tiene limite L € R cuando z tiende a zp y se denota con

lim f(x) = L siy solo si

T—TQ

Ve>0 36>0/Vze A conx# xgsecumple |z —xo| <= |f(z)—L|<e

Interpretacion Geométrica de la definicion del limite de una funcion real.

10

Flay) + ¢

Figura 1.7: Definiciéon de Limite

En la figura 1.7 se se puede observar que se define el entorno |xg— 4, xo+ [ entonces mientras
los valores de las x se acercan a xg por la izquierda como por la derecha, entonces los valores de

las imagenes de la funcion se acercan a f(xg) que representa el limite de la funcion.

1.5.1. Metodologia para determinar el 6 — ¢

Considerando la definicion de limite, que indica

Ve>0 39>0/Vze A conx#xgsecumple |z —xo| <d=|f(z)—L|<e

10



es decir que, para cualquier € se debe determinar su § correspondiente, entonces es necesario
que determinemos una metodologia que nos permita encontrar el § que verifique la definicion de
limite.

Se sugiere considerar los siguientes pasos en dependencia del tipo de funcién que se esta célcu-

lando.

1. Partimos de |f(z) — L| para lograr tener una expresion de la forma |g(x)||z — xo|

2. Procedemos acotar la funciéon |g(x)| con algan M > 0 con la condicion de que M € 0 <

|z — xo| < 61, donde 07 se elige como:

= Si la funcién es polinomica se escoge como un valor muy pequeno,

= Si la funcién tiene asintotas, entonces §; < |x — al, siendo d; la distancia menor con

respecto a todas las asintotas.
3. Realizando los pasos anteriores llegamos a
|z — a0 < 61 = |f(z) — L| < |g(z)||lx — x| < M|z — 20| <€

de donde § = min{&l, ﬁ}

Por lo tanto, se ha consiguido el § que permite cumplir con la defincion de limite de una

Ejemplos sobre la verificaciéon de limites por deﬁnicién.

A continuacién presentamos algunos ejemplos para verificar el limite de una funcién real me-

funcioén real.

diante su definicién, cuyo objetivo es revisar los diferentes métodos para su desarrollo.

Demostrar los siguientes limites aplicando la definicién de limite de una funcién real.

Ejemplo 6
Probar 11’m1 322+ —-1=1

T—>—

Desarrollo
Se identifica los elementos xo, f(z) y L para poder aplicar en la definicion de limite de una

funcién en un punto.

11



Entonces, lim 3z?+z—-1=_1
z— —1 —~—"
~—

f(@) L
z0

Ahora utilizando la definicién tenemos:
If(x)— L = |32 4+z—-1)—1]<e¢
= 322 4+z-2l<e
= Bx=2lz+1<e (%)

Se procede acotar el término |3z — 2|, entonces tenemos:

lx 4+ 1] < @—> 01 por propiedad de valor absoluto se tiene

1 1
—§<x+1<§ se resta 1
3 e
5 <z < 3 se multiplica por 3
9 3
5 <3z < 5 se resta 2
13 7
5 <3r—2< 5 se multiplica por -1
7 13 . .
5 <=3z+2< 5 por propiedad de valor absoluto se tiene
13
— 1|8z - 2| < —
[~ 13e - 2| < -
13
|3x — 2| < 5 (%)

Se reemplaza (**) en (*) y se tiene

Bz =2z + 1] < Blz+ 1| <e

= |z + 1 <52 luego

§ = min{oy,02} = mm{%, %

12



Ejemplo 7
Probar que lim 2 4+ 5z + 4 = 10
rz—1

Desarrollo

Entonces, lim z?+45z+4 = _10
T—, —_—
~~ f(x) L

z(
Ahora utilizando la definicién tenemos:

f(x)—L| = [2*+5x+4—10[<e
= |(x+6)(z—1)|<e

= |lz+6llx—1<e (%)

Se procede acotar el término |z + 6|, entonces tenemos:

lx — 1] < @—> 01  por propiedad de valor absoluto se tiene

-1l<zx—-1<1 se suma 7
6<zr+6<8
|z 46| <8 (%)

Se reemplaza (**) en (*) y se tiene

|z +6|lz—1| <8lx—1| <e

= |z — 1| <52 luego

d = min{dy, 02} = § =min{l, g}
Se concluye que § = ¢

Con lo que se ha comprobado la existencia del § a partir de un € dado.

lim 2% + 52 +4 = 10
r—1

13



Ejemplo 8

3
. . ox2 =1
Verificar lim
z—1 x — 1

=3

Desarrollo
3 —1
Por definicion de limite Iim =
— 1 x—1
~— —— L

o f(x)
3 —1
- = [
f@)-Ll = | -3| <=
23 —3r+2
- [
r—1

= Jlz+2z-1<e (%)

Procedemos acotar |z + 2|, entonces tenemos:

lx — 1] < @—> d1  por propiedad de valor absoluto se tiene

-1l<z-1<1 se suma 3
2<xr+2<4
|z +2] < 4 (*%)

Se reemplaza (**) en (*) y se tiene

|z +2||z — 1| <4z —1| <e
= |z —1] < d2 luego
§ = min{d1, 02} = min{l, $}
Se concluye que § = §

Con lo que se ha comprobado la existencia del § a partir de un ¢ dado.

3

—1
lim £ —3
z—1 x —1

14



Ejemplo 9

1
Probar que lim T =—4
=32 —x
Desarrollo
Por definicién de limite,
1
|f(z) = L| = 2+ +4‘ <e sumando
-3 9
= ‘ T ) por propiedades del médulo
il
T 79 <e€ (*)
1
Se acota ’ 2’ considerando que § = f’ o — a‘ donde a es la asintota vertical de 5
_ T —

Entonces §; = %‘3 — 2‘ =z

Luego
1 1 1
— 3 <= = 9« =
|z ]<2:> 5<% <-3
1
=1< <2
x—2

()
Se reemplazando (**) en (*) y se tiene

3‘ g||—L | < e = 32)w— 3| <
v=3l| 5| <o 3@l -3 <<

:>|£U—3|<

0 = min{dy, 02} = 5:min{%,%}

De donde, dado un € se encontré un 0 que permite cumplir la definicién de limite de una

funcién.

15



Ejemplo 10
Probar que h’Ir}1 Ve +12=4
T—

Desarrollo
Por definicion se tiene
|f(x) - Ll = |Vo+12-4]| <e

racionalizando tenemos

Vo +12 T —
(\/x+12—4)<\/%§_—:i>‘—‘\/x|+7124:_4|<5 (%)

luego

|z — 4| < ®—> 61 por propiedad de valor absoluto se tiene

-1l<x—-4<1 se suma 16
I5<z+12 <17 se aplica raiz cuadrada
V15 < Vz+12 < V17 se suma 4
V15 +4 < Ve+12+4< V1T + 4 se invierte la desigualdad
1 1 1

por propiedades

< <
VIT+4 Ve +12+4 1544

1 1
< Kok
Ve+12+4 V15 +4 (x%)

Se reemplaza (**) en (*) y se tiene

|z — 4] 1 €
< r—4| <econ fp = ——
Vo + 12 + 4] N R 2T V15 +4
€ €
Como § = min{dy,d2}, es decir, 5:min{1,7} se concluye que 6 = —
{01, 02 Vi + 4 e VI +4

Con lo que se ha comprobado la existencia del § a partir de un ¢ dado.

lim+vz+12=14
z—4
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Ejemplo 11
Probar que lim v — 2 =2
z—6

Desarrollo
Para resolver éste ejercicio aplicamos un procedimiento alternativo que permita comprobar el
limite dado, entonces
Por definicion se tiene:
|f(z)—L|=|ve-2-2|<e
Luego

‘\/x -2 - 2} <€ por propiedades

—e<Vr—2—-2<e sesuma 2y se eleva al cuadrado

( —e4+ 2)2 < (\/a: — 2)2 < (6 + 2)2 resolviendo el binomio
2 —de+d<az—2<e’+4e+4 simplificando
2 —de<ax—6<e®44e de donde

|z — 6] < e+ 4e

8 =¢e? +4e

Iim v —2=2

z—6

17



Ejemplo 12

Probar que lim z® = 27
z—3

Desarrollo
Por definicion se tiene 1lim 2% = 27
~~ f(z) L
B
Entonces
‘f(x)—L‘ - a:3—27‘ <e

= (x—3)(a;2+3x+9)‘ <e

= :v—3Hx2+3x+9H<z~: (%)

A partir del término ‘1: — 3‘ se procede acotar )mQ + 3z 4 9|, de donde:

lx — 3] < @—> 01  por propiedad de valor absoluto se tiene
-l<zrz-3<1 se suma 3

2<x <4 ()

De la desigualdad (**) se tiene las siguientes desigualdades:
4<a?<16 (1), se elevo al cuadrado la desigualdad (**), y
6 <3z <12 (2), se multiplico por 3 a la desigualdad (**)

sumando (1) y (2) se tiene

10 < 22 + 3z < 28 ahora, sumando 9
19 < 2?2+ 32+ 9 <37 por propiedades del modulo

2% + 3z + 9| < 37 (% * *)

18



Se reemplaza (***) en (*) y se tiene |z — 3||z% + 3z + 9| < 37|z — 3| < £ de donde

e €
|x—3‘ <§51endo (52—§. ] )
Como 6 = min{51,52}, es decir, § = min{l, ﬁ} se concluye que 6 = 37

Con lo que se ha comprobado la existencia del § a partir de un € dado.

lim 2° = 27
z—3
Ejemplo 13
1 —
Probar que lim ks = -
z—=—-2 r+5 3
Desarrollo
Por definicién de limite,
3 1 5
‘f(x) — L’ = ) ;_:_5 + g’ <e€ sumando se tiene
14 2
= W‘ por propiedades del moédulo
14, 1
- = 2‘
. x+5Hx—|— <e (%)

Se acota el término ‘ 5‘ considerando que § = %’xo — a‘ donde a es la asintota vertical de
x

‘ 1
x+50
Entonces §; = %
Luego
3 . .
|z + 2| < 3 por propiedades, se tiene
—§<ac—i-2<§ sumando 3
2 2
3 9 L .
5 <z4+5H<L 3 invirtiendo la desigualdad
2< ! <2 iedades del modul
— = T propi mo
0745 3 por propiedades de ulo
1 2
< —
‘x +5 3 (xx)

19



Se reemplazando (**) en (*) y se tiene

14 1 " +2‘<(14)<2)| +2|<
— — =)z €
3lzt5” 3/)\3

9£
28

2 +2] < (35—

= |z + 2| <

39 9
Como § = min{él,ég}, es decir, § = min{g, %} se concluye que 0 = 2—;

Con lo que se ha comprobado la existencia del § a partir de un ¢ dado.
3r+1 =5

lim = —
x——2 -+ 5 3

1.5.2. Ejercicios Propuestos

Mediante la definicion de limite. Demostrar que :

1. im32° —2—-2=38
r—2

2. im 322 +2z =5
r—1

3. lim42?2 + 2 —4 =10
xr—2

4. lm az® 4 bz + ¢ = axd + bxg + ¢
T—rT0

5. lim 2° + 2% — 22 = 140

r—5
6. lim 32° — 22° + 22 — 3 = —39
xr—2

r—1 1

X _
o133 L 1122 +2—5 32

20



. lim

1 1

Clim ——— =
a—322+16 25

. 12—z 1
. lim = —
z—1 3z — 1 2

.limVe+1=2
r—3

, 3zr2 —11 1
. hm —_— = —
T—2 3 3

lim -2z = V2

r——1

h’m1 Vor = /=2

T——

Viova_ 1
T—=a T —a _2\/&

,a >0
o lim 2|z 42| =05
rz—0,5

. h'ml\/4fx2:\/§
xr—r

3 2

422 + 1
. 11m =
z——1 2z +1

. lim \3/x2+§: 1
x—1/3 9




1.6. Existencia y Unicidad del limite de una funcién real
Proposicién 1

Sea x € R. Si |z| < ¢ para todo € > 0, entonces x =0

Demostracion

Por reduccion al absurdo, supongamos que x # 0, entonces |z| > 0 Ve eR
Si consideramos € = ]x2| >0 (%)

Por hipétesis |z| < e (xx).

Entonces considerando (*) y (**) se tiene

x 1
|| < |2’ = 1< 3 que resulta ser una contradiccién, por lo tanto z = 0.

[Teorema 1.1 (Unicidad del Limite).j

Si existe el limite de una funcién real, entonces éste es Gnico, es decir:

S lim f(x) =1L y lim f(x) = Ly entonces Ly =1L,

T—T0 T—T0

Demostracion

Por la proposicion 1 es suficiente probar que:

|L1 — Lo| < e dedonde Ly — Ly =0= Ly = Lo

En efecto para € > 0, consideremos Elggo f(z) = Ly; para % > 0, existe un §; > 0 tal que
0 < |z —xo| < d1, entonces | f(z) — L1] < %’ en forma similar mli’)n:go f(z) = Lo, para % > 0 existe

€
d2 > 0, tal que 0 < |z — zo| < d2, entonces |f(x) — La| < 3 ademads se tiene:

(L1 = Lol = (L1 = f(@)) + (F(2) = L2)| < |f(@) = La| + |f(2) = Lo| < 5 +5 =

es decir |L1 — Lo| < e para 0 < |z — zo| < § = min{él,ég}

Por lo tanto se tiene € > 0 para 0 < |z — xg| < 0

Se tiene |L; — Lo| < € y esto implica L1 — Lo = 0 de acuerdo a la proposicion 1 por lo tanto:

L1 = Lo.
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[Teorema 1.2 ]

Sean f(z) y g(x) dos funciones reales tal que f(z) < g(x)

Vo € D(fﬂg)-
Si
lim f(z) =L Y lim g(z) =M entonces L < M.
T—rIT0 T—rT0
es decir
13, ) < g, o)
Demostracion

Por reduccion al absurdo.
Supongamos que L > M entonces L — M > 0

Como lim f(z)=L y lim g(z) =M, paraun e =
T—T0 T—x0

existen §; > 0y Jo > 0 tal que:

0<|z—xo| <& |f(z) —L| <e
= de donde se tiene
0 < |z —z0| < I lg(x) — M| <e
—e< fx)—L<e L—e<f(x)<L+e
=
\—5<g(:v)+M<e M—-e<g(zx)<M+e¢ (1)

Ahora tomando § = min{d1,d2} y si 0 < |x — 29| < & entonces se cumple simultdneamente
(1) y como f(z) <4, se tiene:

M—e<g(x) < M+e=L—e < f(x), entonces g(x) < f(x) y esto es debido a la suposicion
L > M por lo tanto debe cumplirse L < M

[Teorema 1 .3.]

Si lim f(z) = L entonces existe § > 0 tal que x €]xg — J, 9 + [ con x # xg se tiene
T—r 0

|f(z)|] < k para algin k € R

Demostracion

Por hipotesis lim f(x) = L,
— X0

T
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Paraun e =1 30 > 0 tal que Vo € Dy se cumple |z — 2ol < d = |f(z) — L| <e=1
Abora [f(z)| = [f(x) = L+ L| <[f(x) = L| + |L|
sea k = |f(z) — L| + |L| entonces se cumple |f(x)| < k por todo = €]zg — 0, z¢ + 4.

1.6.1. Propiedades sobre los Limites de Funciones Reales

Sean f y g dos funciones reales tal que

lim f(z)=1L Yy lim g(x) =M con ke R.

T—rT0 T—rT0

Entonces se cumple

1. lim k=k

T— IQ

2. lim kf(z)=Fk lim f(z)=kL

T—r 0 T—r T0

3. lim [f(z)+g(z)] = lim f(z)+ Um flz)=L+M

T—r 0 T— 0 T— 0

4. lim [f(z)*g(z)] = lim f(z)x lim f(z)=L*M

T— 0 Tr—r TQ T—r 0
lim f(x)
. f(z) T— T L
5. 1 = = — M
2 T {g(a:) lim g(x) M con glw) # 0y M #0
T—r 0
, n . n_rn +
6. wl_l}rrio (f(2)" = (mgrrio f@)" =L Vn € Z

7. lim Y/f(z)= ¢ wgrrflm f(z)=VL VYneZ" npar

T— 0

8. lim |f(z)| = h’mof(x)‘ = |L]

T— X0 T— T

1.7. Indeterminaciones y su resolucién

Al calcular limites pueden aparecer las siguientes indeterminaciones:

= Tipo cociente.
f(x)
9(x)

Si lim f(x) = 0y lim g(z) = 0, entonces presenta una indeterminaciéon del tipo —
r—a r—a 0

cuando r — a.

presenta una indeterminacion del

(z
g(z)

Si lim f(z) = +oo y lim g(x) = +o0, entonces
r—a r—a

i 00
tipo =— cuando x — a.
00
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= Tipo producto.
Si lim f(z) =0y lim g(x) = £oo, entonces f(z) - g(z) presenta una indeterminacion del
Tr—a Tr—a

tipo 0 - o0 cuando = — a.

= Tipo potencia.
Si il_l}r(ll fle)=1y ill}r(ll g(x) = oo, entonces f(x)®) presenta una indeterminacion del tipo
1%° cuando = — a.
Si ili}}l f(x)=0y }}_r)rt g(x) = 0, entonces f(z)9*) presenta una indeterminacion del tipo
0° cuando = — a.

Si lim f(z) = co y lim g(z) = 0, entonces f(z)9*) presenta una indeterminacion del tipo
T—a r—a

oo cuando x — a.

= Tipo diferencia.
Si hln fz)y=00y h'_r)n g(x) = 0o, entonces f(x) — g(x) presenta una indeterminacion del
r—a r—a

tipo oo — oo cuando x — a.

Formas de indeterminacién

Se presenta el desarrollo de algunos ejercicios sobre el cédlculo de limites aplicando las
propiedades y algunas operaciones algebraicas como la factorizaciéon y la racionalizacion,
operaciones que son necesarias para solucionar la presencia de indeterminaciones de la

forma:

0 100

Ejemplo 14

Calcular lim 422 + 3z — 10
r—2

Desarrollo

lm 422 + 3z — 10 = 4(2)2+3(2) — 10 =12
r—2

Ejemplo 15

9
Calcular lim >
x—1 xx — 3

25



Desarrollo

. T+ 2 542 7
lim = = —
z—=b 1T — 2 5—2 3

Ejemplo 16

3
i z° —24x — 5
Calcular iﬂg 2% —5x3 — 22+ 7z — 10

Desarrollo

Si reemplazamos el valor x = 5 en la funcién, se origina una indeterminacién de la forma 0’

entonces procedemos a factorar aplicando la regla de Ruffini,

Numerador: 22 — 24z — 5

1 0 —24 =5
5 b} 25 5
1 5) 1 0

Denominador: 2% — 523 — 22 + 72 — 10

1 -5 -1 7 —10
) ) 0 =5 10
1 0 -1 2 0

Sustituyendo tenemos,

23— 24z — 5 (z—57(2% + 5z + 1)

Ii =1 implificand -5
eo5 74 — 523 — 22 4 Tz — 10 295 (z—5)(2% — z + 2) Simpiicando ©
2?2 +5x+1
= lim &5 evaluando
=5 1° — 1 + 2
_ 5l
122

El valor del limite lo podemos observar en la grafica de la funcién
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3 — 242 -5
xt —5x3 — 224+ Tx —10

f(z) =

IN o
N
w
IS
@ —
>

Figura 1.8: Funcién racional

Ejemplo 17

B

Calcular 1lim _

z—16 Yz — 2

Desarrollo

sustitucién

4 es el mem de los exponentes = x = z*

Sustituyendo tenemos,

Va—4 1 22 —4

i =1 f.
o6 VT —2 250 2—2 actorando
-2 2
g B 2EF2) simplificando
z—0 z—2
=1limz+2 evaluando el limite
z—0
=4

Ejemplo 18
3 _
Caleular lim V2T VE 2

z—1 r—1
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Desarrollo

N sustitucion
VE = (@) —=
6 es el mcm de los exponentes = x =2z

Se analiza el limite segtn la sustitucion realizada

VT =23
Yz = 22

Si z — 1 entonces 2z — 1

Sustituyendo tenemos,

= _ (*) factorando
rz—1 r—1 z—1 ZG —1
—1) (2242242
= lim (= (" +2:42) simplificando z — 1
=1 (z2—=1)(22+ 24+ 23+ 22+2+1)
2
2 2
= lim Zrert evaluando el limite
2129 424+ 23 4224241
5
6

Se presenta la factorizacion de (*) aplicando la regla de Ruffini,

Numerador 23 4+ 22 — 2

Denominador 26 — 1

Ejemplo 19
1+ z-1
Calcular lim —————
z=0 /1 +x—1
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Desarrollo

X 1 sustitucion
Vitzrz=(1+z)1 —

12 es el mem de los exponentes =z +1 ==z

W=

V1+x=(1+x)

Se analiza el limite segtn la sustitucion realizada

T+zx=2°
SNM+zx=2"*

Si x — 0 entonces z — 1

Sustituyendo tenemos,

V+z-1 | 22-1
Iim ——— im ——— factorando
x—>031+x—1 z—>12’4—1

(—1)(2* + 2 +1)

— ] implifi
1 Dz + 1) + 1) simplificando
2
1
= lim _aherl evaluando el limite
=1 (z+1)(22+1)
_3
4
Ejemplo 20
$/(1 2_23%/(1 1
Caleular lim Y0 +7) 2\/( o)t
z—0 T
Desarrollo
Se sustituye /1 + o =2 =1+ 2 = 23, es decir v = 2% — 1
Si z — 0 entonces z — 1
Sustituyendo tenemos,
(1 -2 «/ (1 1 -2 1
h’m +o)” +o)+ = lim 2372+ factorando
z—0 z—1 (Z — 1)
= lim 1) simplificando
e=1 (2—T1)%(22 + 2 + 1)2
1
=lim-———— evaluando el limite

21 (22 + 2+ 1)2

1
9
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Ejemplo 21

, J15+6x— 25+
Calcular lim
z—2 4 + 2z — 20

Desarrollo

Considerar a® — b® = (a — b)(b? + ab + b?) para racionalizar el numerador, entonces se tiene

Ly | VG- Y25 s
T2 xt 4+ 22— 20

/(15 + 62)2 + /15 + 62.9/25 + = + /(25 + )2
Y15+ 62)2 + /15 + 62.9/25 + = + /(25 + )2

Se factora z* + 2z — 20 por coeficientes indeterminados

entonces ¢ + 2 — 20 = (x — 2)(2® + 222 + 42 + 10),

Sustituyendo tenemos,
15+ 6x—25—x

= lim
T2 (1 9)(23 + 222 + 4z + 10) [{’/(15 +62)2 + Y15+ 62925+ o+ /(B + x)ﬂ
I 5(z—2]
= 11111
T2 (3 9Y(23 4 222 + 4z + 10) [3/(15 T 602+ Y151 62925 v o+ (25 + :c)ﬂ
5
(84 8+84+10)(9+3%3+9)
5
—(34)(27)
_5
- 918
Ejemplo 22
89z +1
Caleular lim & 212
z—1 v —1
Desarrollo
i 3 —2r+1 1-2(1)+1 0
im = =
o1 x2—1 1-1 0
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Al reemplazar el valor del limite en la funcién se ha originado una indeterminacion, por lo que

se tiene que levantar la misma.

23 —2x+1 (z—T1)(2® + 2 — 1)

Im ——— = 1i 1
a0 2 -1 ] (r—T)(x+ 1) con z #
2 4r—1
= lim ———
z—1 r+1
1
2

Ejemplo 23
, 66—+ 32
Calcular lim ———
z—4 f —2

Desarrollo

6 — v+ 32 6—v4+32 0

lim =

z—4 \/>—2 \/41—2 _6

Para evitar la indeterminacién es necesario aplicar racionalizacién

lim —————
a—d  \Jr —2 a—4 Ve —2 VT +2 )\ 6+ +32

= —lim [ 4
xlﬁ4§f—4> <6+ :p+32) con 7

6- Vet _ <6—\/x+32><\/5+2) <6—|—\/:13+32)

Para comprobar el célculo realizado se procede a utilizar el software matlab, se digitan las si-

guientes lineas de cédigo:

Solucién utilizando Matlab

>> syms x %declaracidén de la variable x
>> £=(6 - sqrt(x + 32)) / (sqrt(x) - 2) Ydefinicién de la funcidén

>> L=1limit(f,x,4) %cdlculo del limite en x=4

> L = -1/3 Y%resultado
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Ejemplo 24

Calcular lim b2
ular lim ———
=12 — 1 — 1
Desarrollo
h,m\/5— _2—11’111 Vh—z-2\[(Vb—z+2\[(V2—z+1
esl2—x—1 «a1\V2—z—-1/\WVo—z+2)\V2—z+1
i 5—z—4\[V2—xz+1
= lim
z—=1\2—z—1 vVh—x+2
i 12\ (vV2—x2+1 41
= lim ; con T
z—1 1/—111 Vvh—x+2
V2141
VB —1+2
_2
4
_1
2
Ejemplo 25
Calcular If 1 3
alcwiar 1l—z 1—23
Desarrollo

lim ( ! —i)—lim LI 5
el l—x 1—-23" 251\1—2 (1—2)(1+z+22)

@ tar+1-3
= lim
a1 (1—z)(2?2 +2+1)
I 22+ —2
= lim
a1 (1—z)(a2 +z+1)
B (x+2)(x—1)
el —(z— 1) (22 +x+ 1)
I 1+2
= lim
a1 —(124+1+1)
-3
= — = —]_
3




Ejemplo 26
Jr—1
Calcular lim v

r—1 x° — X

Desarrollo
h VP (V1) (Va4 Yt
el 22— a—1\ 22— 2 ‘3/x2+\?/§+1
) r—1
= lim
m_’lx(w—l)(@xz—i—%—i—l)
) 1
= lim
Hlx(x‘"’/ﬁnte/iﬂ)
) 1
= lim
“11(5’/17+3ﬁ+1)
_ v 1
S 1+1+41 3
Ejemplo 27
3/ —
Caleular Tim Y25 VZ =2
r—8 xr—8
Desarrollo
lm 2+€f—2_h,m V2+ -2\ [V2+Yr+2
T8 r—38 28 z—38 \/m-i-Q
. Yz -2 Va2 +2Yx + 22
w8\ (- 8)(V2+ ¥z +2) ) \ Va2 + 2z + 22
= lim =8
228 (2 —8Y(/2 + Vo + 2)(Va? + 2z + 4)
1
W2+ VB 2)(VR 4208+ 4)
1
O (24+2)(4+4+4)
_ 1
48
Ejemplo 28
VT —V2++T =2

Calcular lim
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Desarrollo

Vi-V2+ T2 iy Vi—3 m

lim +l
x—2 $2_4 ‘/x2 1/1:2
f—f VI + V2 + 1 x—2
2+ 4 \F+\f (z+2)(z —2)
T xr—2 1
= 11m e
3 (Vo 25 Vet (Ve + VD) | (z +2)
3 vV —2 1
= lim +
2—=2 \/z + 2(\/T + V/?2) (2+2)
o vr2
VZF2(V2+V2) 2
1
0+
_1
2
Ejemplo 29
5 p— —
Caleular lim Y2~ %1
r—1 xs —1
Desarrollo
. V2—z—1 J2-1-1 0
s 22-1 1-1 0

En esta ocasion, para evitar la indeterminacién se procede aplicar una sustitucion.
Seau=+v2-z = u=2-u

Por lo tanto, si x — 1 entonces u — 1, de donde se tiene

V2—z—1 u—1
lim = lim
=1 a2 —1 u—1 (2 — u5)2 -1
oy u—1
= lim
u—=1 (2 —ud —1)(2 —ud +1)
T u—1
= lim
u—1 (1 —u’)(3 —u?)
= lm (=)
u—1 (3 —ud)(I—a)(1 +u + u? + ud + u?)
-1
-~ (2)(5)
_ -1
10
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Ejemplo 30
47 —
Calcular lfim Ay 8

z—8 T — 8

Desarrollo

43 — v/8 —
i NG 8:4\/§ 8§ _0
z—8 T — 8 8 -8 0

En esta ocasiéon, para evitar la indeterminacién se procede aplicar una sustitucion.
Seau=yr = u=nu.

Por lo tanto, si x — 8 entonces u — 2, de donde se tiene

431 — 4y —
i 2VE—8 g Au=8
=8 1 — 8 u—)2u3—8
, 4(u —2)
= lim
u—2 (u— 2)(u? + 2u + 4)
) 4
:hrni
w2 u2 +2u+4
B 4
44444
4
12
_ 1
3

Ejemplo 31
L Vr—1—xz+vVz2-3
Calcular lim

T—2 V3r+10—4

Desarrollo
i Vi—1—-z++vV22-3 V2-1-24+V22-3 0
lm = _= —
T2 V3xr +10—4 3(2) +10—4 0

Para el calculo de este tipo de limites se aplica la técnica de separar en varios términos el limite

a calcular, con el objetivo de poder aplicar racionalizacién y evitar la indeterminacion.

35



lim

Ve—1—-z+vVa?2 -3

r—2

V3r+10 -4

Ii

T—2

. Ve—1-1—z+4+2++Va?2-3—- -1
m

V3r+10 -4

vVe—1-—1

x—2 vz —-3—-1

=lm ——=——-1lm ———— + lim ————
=243z +10—-4 2-24/32+10—-4 =2-2./3x+10-4

al resolver cada uno de los limites por racionalizacién se tiene

4

5,16

-3
=4

3+3

Para comprobar el calculo realizado se procede a utilizar el software matlab, se digitan las

siguientes lineas de cédigo:

Solucién utilizando Matlab

>>

syms x

%declaracién de la variable x

>> f=(sqrt(x-1)-x+ sqrt(x~2 -3)) / (sqrt(3*x+10) - 4) Ydef funcidn

>> L=1limit(f,x,2) %cdlculo del limite en x=2
> L =4 #resultado
1.7.1. Ejercicios propuestos

Resolver los siguientes limites

. lim

. lim

23 —24
r—2 .1‘2—4

2+ —5x+3

a—=1 a3 4222 — T+ 4

T 522 + 3z° — 8
m—-—
z—1 7334 —4x -3

3 23 + 622 + 9z
lim

x%3$3—|—5$2—|—3$—9
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Rpta:—
pta:;
. 223 -5z -2 -3
lim
=3 4x3 — 1322 + 42 — 3
11
Rpta:—
phasyy
1— a2
If >0 1
xl—>ml(1+aw)2—(a—a:)2’ “ y af
1
Rpta:——
pta 1—a?
2z 41— 3z
lim
x—1 320 — 5 221
Rpta:5
I 2100 22 41
o 0 —2x 4+ 1
49
Rpta:—
P

T otk

a—2 (23 — 122 4 16)10

3
Rpta:(§)10

, 1 3
10- :llinl(l —z 1 —x3)
Rpta:—1
2
— 3z —3
11. Hallar los valores de m para que lim TLo ML ST om m? — 27
T—m Tr—m
Rptaim =5, m=-4
3 9 2 2
12. Hallar los valores de a.a > 0 ,siendo lim L T+ ar =2a—5
71 2ax + 22
Rpta:a =2
22-1
Sdim———— =1L lcul b
13 iﬂax2+2x+b # 0 Calcular a +
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Rpta:—2

14. i f(z) =& =2y g(e+ 1) = * — x Calcular lim m

Rpta:3
. V1i+a2 -1
15. lim
z—0 T
1
Rpta:—
pta B
16, lim YiTo—VI-w
z—0 xT
Rpta:1l
17l VP A V32— 14
r—5 r—5
Rpta:—1
V2 =22 4+6—V22+2x—6
18. lim
z—3 $2—4$+3
1
Rpta:——
pta 3
3r—6
19. llm ——m—8m—
z=21 —\/4x — 7
3
Rpta:——
pta 9
T4+ 3
20. lim —————
e=3 /22 +T7—4
4
Rpta:——
pta 3

1.8. Limites laterales o unilaterales

En la presentacién de la nocién de limite de una funcién alrededor de un punto, se analizé
varios casos sobre el comportamiento de las iméagenes de la funcion f(z) alrededor de xg, con-

cluyendo que eziste el limite de una funcion f(z) cuando x tiende a xg si y solo si sus limites
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laterales son iguales; es decir, si f(z) tiende a un valor L € R cuando x tiende a xg, se dice

que L es el limite de f(z) cuando x — xg, y se escribe

lim f(x)= L.

T—T0

Si f(z) tiende a L cuando x tiende a xo por la izquierda, entonces se dice que L es el limite por

la izquierda de f(x) cuando x — x, y se escribe

lim f(z) = L.

:E—)Z‘O

Si f(z) tiende a L cuando x se aproxima a xo por exceso, entonces se dice que L es el limite

por la derecha de f(z) cuando z — x7, y se escribe

Para que exista el limite deben existir los limites laterales y ser iguales, es decir

lim f(z) =L

7% = lim f(z)= L.
lim f(z)=1L e

z—zd

Ejemplo 32

Consideremos la funcién f(z) = 22 y veamos que pasa cuando z — 2

Aproximacion por defecto Aproximacion por exceso
’ T ‘ flz) =22 ’ x ‘ flz) =2
1,9 3,61 2,1 4,41
1,99 3,9601 2,01 4,0401
1,999 3,996001 2,001 4,004001
1,9999 | 3,99960001 2,0001 | 4,00040001
4 4
lim z? =4 lim 22 =4
T—2— z—2+
4
lim z? =4
r—2

Se observa que los limites laterales son iguales, por lo tanto existe el limite de la funcién cuando

x tiende a 2.
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Ejemplo 33

Consideremos la funcién f(z) = 0,22% + 2 + 1 y veamos que pasa cuando z — 1

Como anélisis de este ejemplo se puede observar que a medida que los valores de x se aproxi-

man a 1 por la izquierda y por la derecha, los valores de las imagenes se aproximan al valor de 2.20

Funcién cibica Valores de la funcién alrededor de x = 1
f(x) = 0.2x° +x+1

X f(x)
0,5 1,53
0,6 1,64
0,7 1,77
0,8 1,90
0,9 2,05

Y
1,0 2,20

1,1 2,37 *
1,2 2,55
1,3 2,74
s 5 1,4 2,95
/ — T +— 1,5 3,18

Ejemplo 34

|z]

Consideremos la funcién f(z) = — y veamos que pasa cuando z — 0:
z

Por la izquierda Por la derecha
z | f(z) z | f(z)
—0,1 -1 0,1 1
-0,01 | -1 0,01 |1
—0,001 | —1 0,001 | 1
4 )
hmm——l =+ hmm—l
z—0— T z—0t T
)
No existe ili% ‘z’

Ayudados con la grafica de la funcién podemos analizar el comportamiento de las imagenes al-

rededor del valor de x = 0.
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f(x) = ‘:‘ :

-12 -1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 12

Figura 1.9: Limites laterales

Entonces, se determina que a medida que los valores se aproximan a 0 por la izquierda sus
imégenes siempre son —1 en tanto que s{ nos aproximamos a 0 por la derecha las imagenes

siempre son 1. Por lo tanto, las aproximaciones laterales son diferentes.

Ejemplo 35

1
Consideremos la funcién f(x) = sen (—) y veamos que pasa cuando z — 0
x

A veces, el limite de un funcién en un punto puede no existir porque la funcién oscila

rapidamente al acercarnos a dicho punto.

Por la izquierda Por la derecha
IERECE IERECE
-0,1 —0,1736 0,1 0,1736
—0,01 —0,9848 0,01 0,9848
—0,005 | 0,3420 0,005 | —0,3420
—0,001 | 0,9848 0,001 | —0,9848
—0,0005 | 0,3420 0,0005 | —0,3420
—0,0001 | 0,9848 0,0001 | —0,9848
I I
No existe Ilir(r)li sen (%) No existe zliron+ sen (é)

Los valores de f(x) son oscilantes y no muestran una tendencia, como se puede evidenciar en la tabla de valores.

41



Ejemplo 36

Consideremos la funcion f(z) = y veamos que pasa cuando z — 0

1
vz —1

Por la izquierda Por la derecha
IENETE ERRE
—0,1 No exite 0,1 No existe
—0,01 | No existe 0,01 | No existe
—0,001 | No existe 0,001 | No existe
4 3

. , 1 . , 1
No existe lim ——— No existe lim ——
z—0— 1,'2 —1 z—0+ 122 —1
4

No existe lim
z—0 x2 —1
Al considerar la definicion de limite cuando = tiende a x¢ se puede entender como una exigencia que los

valores de x sean siempre mayores o menores que xo. De este hecho, se desprende la consecuencia que a la funcion

lo podemos analizar su comportamiento ya sea por la derecha o izquierda respectivamente.

~—{ Definicién 1.7. \

Sea f : A — B una funcion real con A = Dy, si |z, zo[C A. Se dice que f(x) tiene limite L1 en xo;

denominado Limite Lateral por la Izquierda y se denota con lim f(z) = L si y solo si

Ve>0, 3>0si zo—-d<z<mo= |f(x)—L1]|<e

~—{ Definicién 1.8. \

Sea f : A — B una funcion real con A = Dy, si |zo,z[C A. Se dice que f(z) tiene limite L en xo;

denominado Limite Lateral por la Derecha y se denota con Hm+ f(x) = L2 si y solo si

T— Ty

Ve>0, 30>0si wmo<z<zo+d=|f(z)—La2|<e

Por lo tanto, el limite de una funcion existe si y solo si, existen los limites laterales y éstos son iguales; es decir,

lim f(z)=IL1

e — L1 =1L> oo lim f(a:) =1L1.
lim f(z) = Lo o
IE*)IE)F
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Observacion:
Para que exista lim f(z) debe cumplirse la condicién siguiente:
T—x(
3 lim f(z)=L<= lim f(z)= lim f(z)=1L
=0 =g Ty

En otras palabras, existe el limite de una funcion si y solo si, existen

los limites laterales y éstos son iguales.

Observacion:

No existe lim f(z) en los siguientes casos:
T—x(

1. Cuando no existe uno de los limites laterales.

2. Cuando los limites existen y son diferentes.

Ejemplo 37 22 si <2
Calcular si existe h'rré f(z) donde: f(x) =
r—r

8—2x si x>2

Solucién

Aplicando el criterio 3 lim f(z) = L <= lim f(z) = lim f(z)=1L
r—2 z—21

r—27
lim 2 = (2)2 =4 S (1)
r—2"
z—2t

Al comparar (1) y (2) se tiene que:

lim f(z) = 11'1;_ flz)=4= EIilngf(:b) =4

T2

En la grafica de puede visualizar el comportamiento de las imagenes de la funcién cuando x tiende a 2.
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x X2
f(x) = - i
8 —2x :en caso contrario

[ R ——

Figura 1.10: Funcién a trozos

22 si oz<1
Ejemplo 38
Calcular si existe h’m1 f(x)y lfn[}1 f(z) donde: f(z) = z si l<xz<4
r—r xr—r
4—x si xz>4
Solucién

Cuando x tiende a 1
Aplicando el criterio 3 lim f(z) = L <= lim f(z) = lim f(z)=1L
z—1 z—1t z—1~
lm z° = (1)* =1 -~ (1)

rz—1—

lim z=1 - (2)

z—1t

Al comparar (1) y (2) se tiene que:

lim f(z) = h'm+ flz)y=1=13 liﬁm1 flz)=1

r—1"

Cuando zx tiende a 4

Aplicando el criterio 3 lirr}L flz) =L ll'm+ f(z) = lim f(z)=1L
xr—r

r—4 r—4—
lim z=4 - (1)
=4~
lim 4—2x=4—-4=0 - (2)
z—4t

Al comparar (1) y (2) se tiene que:

lim f(x) # 11'rzr114r = A HH}; f(z)

r—4=

Presentamos la grafica de la funcién para poder visualizar el comportamiento de las imagenes de la funcién
cuando z tiende a 1 y z tiende a 4, de tal manera de poder deducir los limites laterales en los puntos x = 1y

x = 4.
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Ejemplo 39 22+3 si <1
Si f(@) =

z+1 si xz>1
Determinar la existencia de 11'rn1 f(x)
z—

Desarrollo

= Limite por la izquierda cuando z tiende a 1

lim z>+3=14

x—1"
= Limite por la derecha cuando x tiende a 1

lim z+1=2

z—1+

Como los limites laterales son diferentes

3 lim f(x)

x—1

Utilizando el software Geogebra, visualizamos la grafica de la funcién para un mejor analisis de la misma.

Ejemplo 40

Si f(z) = lﬁ;%;' Determinar la existencia de £I—>mz f(x)

Desarrollo
Utilizando el software Geogebra, visualizamos la grafica de la funciéon para un mejor anélisis de la misma. Por

definicion de la funcion valor absoluto se tiene

r—2 si x—2>20=>z>2
|z —2| =

2—x si xz—-2<0=>x<2
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Jim | £ () )

Figura 1.12: Funcién a trozos

x—2|

s fe) = |x 2

Figura 1.13: Limites laterales

Entonces 5
rT/L 1 si xz>2
T —2
f(z) =
2 —
r_ -1 si x<2
r—2
Calculando el limite, se tiene
lim 1=1 si rz>2
r—21
lim f(z) =

r—2
lim (-1)=-1 si z<2
T—2—
Por lo tanto, los limites laterales son diferentes; es decir,

lim f(z) # lim f(z)

27
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3 1im f(x)

T—2
Ejemplo 41
Sea
A2® —
M si T < 2
z—2
fz)=4 Az +B sio 2<x<3
2 —
3; — 39 si 3<z
Determinar los valores de A y B para que exista lfm2 flz) A h'n}5 f(z)
z— T—
Se calcula los limites laterales de f(z) en z = 2
Limite por la izquierda
A(x? — 4) Alz—2)(x + 2)
lim ———— = lim ————————~2 =4A
zir?* r—2 zir?* rx—"7
Limite por la derecha
lim Az+ B =2A+B
z—2+
Para que exista el limite debe cumplirse que lim f(z)= lim f(z),
x—2~ z—2+
entonces
4A=2A+B = —2A4+B=0 (1)
Se calcula los limites laterales de f(z) en z =3
Limite por la izquierda
lim Ax+B=3A+B
T—3~
Limite por la derecha
. (z—8)(z+3)
1 = T —6
z—l>rgl+ r—3
Para que exista el limite debe cumplirse que lim f(z)= lim f(z),
r—3" z—3+1
entonces

34+B=6 (2

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por (1) y (2)se tiene que

—2A+B=0

3A+B =6

dedondeAzg AN B=—

La gréfica de la funcién la realizamos en el software Geogebra, digitando la siguiente instruccién en la linea

de ingreso de datos

47



f(x) =Si(x <2, (6 (x2-4)) / (5 (x-2),
Si(2 <=x<=3,6 /5x+ 12/ 5,
Si(3 < x, (x2-9)/ (x - 3))

©r LimiteLateral_2.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
A o . a=2
.v/-;%b.v@v@vd’vxa+v ‘%.v
» Vista Algebraical » Vista Crdfica
Funcidn (d ;
]
o f(x) = 6 (x2—4
! EE=4
5(x—2)
[} 12
f(x) =4 - = 2<x<3
4 X x
(x) 5 S
2
x- =9
3 x>3
x—3 o
® g(x) =«
1
- Texto (s
" 1 0 1 2 3 4 5 6 7
< >
Entrada: i @

Figura 1.14: Funcién a trozos
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1.8.1. Limites Laterales. Ejercicios propuestos

1. De la representacion grafica de las siguientes funciones, determinar los limites que se indican:

4y (a) ]ilI}i_ f(x)
(b) liml_.l"(.x")

L——

(¢) lim f(x)

r—2

(d) f(-1); £(2)
- (e) lim f(x)

F 4 4 1 2 3 1 5 r— o0

y

(a) lim f(x)

r——o0

(b) lim _f(x)

r——3/2

(c) lim)f(,r)

x—3/2
(d) f(3/2)
(e} lim f(=)

r— 00

-

h {a) lim g(x)
!

(b) li_tua_q(.t')

Y r——

E

Y o (c) lim_g(x)

N y Jim g(x

. % # (d) liw g(x)

e x—0

F, _.:-; - . 4
// \\ | | (e) lim g(x)
/' \\ ; x—1
¥ Y I B

| (£) lim g()
| g

(g) lim g(=)
6 — x> six <2
2. Calcular si existe h'm2 f(x). Donde f(z) =< 222 -2 -3 siz>2
z—
6 six =2

224322 —-92—-27 siz< -3

3. Si f(x) = ar? — 2bx + 1 si—3<z<3
27
% sixz>3
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Hallar a y b de tal manera que existan los limites en x = -3y x = 3.

4. Calcular si existe lim (2% +22)[|1 — 2]

T—r

5. Calcular si existe
xr—

1.9. Limites al

Se debe tener presente que el comportamiento de una funcién no solo se lo realiza alrededor de un punto,
sino que es necesario conocer el comportamiento de las imagenes de la funcién cuando los valores de la variable
independiente x crece o decrece indefinidamente. Este tipo de anélisis se los denomina Limites al Infinito.

Para el desarrollo de ejercicios en este tipo de limites es importante tener en cuenta las operaciones con el »

lim

2

[lz—1]] -2

e [e]

Infinito

infinito «, la misma que se resume en el siguiente cuadrol.

OPERACIONES CON INFINITO

oot k=oo (+00) + (+00) = 400 (+00) — (+oc) = Indeterminado
x- k=00 (sik#0) 0000 = 00 0 - o0 = Indeterminado
2 =10 L =0 2 = Indeterminado
k 0 0
% = 0 i =0
X = X = > = Indeterminado
k 0 0
0* = { i ;I : z:} 0> =0 0” = Indeterminado
k=1 e { jnc ;: ﬁz ; . 1™ = Indeterminado
{(+00)™® = 400 ! = Indeterminado

Utilizando la metodologia propuesta en el presente texto, vamos analizar conceptualmente algunos ejemplos

para posteriormente proceder con la formalizacion mediantes definiciones y teoremas.

! http://departamento.us.es/edan/php/asig/ GRABIO/GBM/ApendiceA.pdf
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Ejemplo de Limite al Infinito

Consideremos la funcién y = h
T+ 2

cuya grafica tenemos a continuacion:

asintota horizontal

asintota vertical
=-2

Figura 1.15: Limites al Infinito

Ahora examinando la grafica para valores de x cada vez "mas grandes” o cada vez"mas pequenos"

el valor de f(x) se aproxima a 1. Por lo tanto, se puede decir que:

=1

Ii = I =

: oo —1

A estos tipos de limites se les denomina Limites al Infinito.

Como podemos evidenciar en el presente ejemplo, no existe el limite de la funcién f(z) cuando z = —2, ya

que se tiene que

lim f(x) =400

z——2- = lim f(z)# lim f(z) A lim_f(x).
1f§12+ f(x) = —00 T——27 z——271 z——2

Presentamos las definiciones correspondientes tomando en consideraciéon que a,b € R con a < b.
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~—{ Definicién 1.9. ~

Sea f :]a,4+o0o[— R una funcién real. El limite de la funcién f(z) cuando x crece sin limite es L con

L € R y denotamos con

lim f(z)=L

r— +oo
ssi

Ve >0 aN > 0/si x>N=|f(z)-L|<e

f—(Deﬁnici()n 1.10.) N

Sea f :] — 00, b|— R una funcién real. El limite de la funcién f(x) cuando z decrece sin limite es L

con L € R y denotamos con

lim f(z)=1L

r—r —O00
ssi

Ve>0 3IM>0/si a<M=|f(x)—L|<e

f—(Deﬁnicién 1.11.) \

Sea f : Dy — R una funcién real. El limite de la funcién f(z) cuando z — coes Lcon L € Ry

denotamos con

lim f(z)=1L

xr—r OO
ssi

Ve >0 M > 0/st || > M = |f(z) - L| <e

Sea n € RT. Entonces se cumple:
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1.10. Teorema de Sandwich

~— Teorema 1.5.

Consideremos tres funciones f(z), g(x) y h(x) tal que:
L f(z) < g(x) <h(z)  Vo#mzo,y

2. lim f(z)= lim h(xz)= L entonces lim g(z) = L.

r— T T— T T— xQ

Demostracion

Utilizando la definicién de limite de una funcién real segiin Cauchy (¢ — 0) se tiene
Ve>030 >0 tqsi 0< |z —zo| <d=|g(x)—L|<e (1)

Por hipétesis

lim f(z) A lim h(z) =1L
T— X

T—r T

entonces Ve > 0 31 > 0 tal que

si 0<|z—mo| <d01=|f(x)—L|<e
< st O0<|z—zo| <o = —e< f(z)—L<e

< st O0<|z—wmo|<dhr=—-<c+L<flz)<e+L (2)

Ahora para Ve > 0 3Jd2 > 0 tal que

si 0<|z—zo| <d2=|h(x)—L|<e
< si O0<|z—wmo| <d2=—-e<h(z)—L<e

< si O0<|z—wmo|<do=—-ce+L<h(x)<e+L (3)

Sea § = min{d1,02} =0 <8 y I <2
Por lo tanto de (2) se concluye que si 0 < |z —xo| <6 = L —e < f(z) (4)

De la ecuacion (3) se tiene que si 0 < |x — zo| < d = h(z) < L+¢ (5)
Por hipotesis se tiene f(z) < g(z) < h(z) (6)

De (4), (5) y (6) se concluye que
si 0<|z—mo|<d=L—-e< f(z)<g(z) <h(z)<L+e

si O0<|z—a0|<d=L—-e<glx)<L+e

“ st O0<|z—zo| <d=|g(z)—L|<e
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esta dltima expresion representa el enunciado dado en la ecuacion (1).

lim g(z)=1L
T— T
P
Generalmente, en el calculo de limites al infinito se suele tener funciones racionales dadas por f(x) = ngi con
x

P(z) y Q(x) polinomios con coeficientes reales, de donde se puede identificar los siguientes casos:

= Si f(z) es una funcién propia; es decir, el grado de P(z) es menor que el grado de Q(z) entonces

lim f(z)=0

r— Foo

= Si f(z) es una funcién impropia; es decir, el grado de P(z) es mayor que el grado de Q(z) entonces

lim f(z) =+o00

r— Foo
= Si f(z) es una funcién impropia; con el grado de P(z) igual al grado de Q(x) entonces lfIIil flx) =1L
r— oo

con LeR

Mediante la ecuacion (1.1) se puede concluir sobre el limite de una funcién racional cuando tienda al infinito.

. amx™ "
+oo signode
bn,
m>n
, amx™ +---+a , amx™
im %: lim bm — = a (1.1)
r—Foco Opx™ 4 -+ bo z—+oco bOnT m o -
bn,
0 si m<n

Ejercicios resueltos '

Ejemplo 42

Calcular lim z®+3z—6
x—400

Desarrollo
lim 2 + 32 — 6 = (00)? + 3(c0) — 6 = 00
xr—+o00
A éste tipo de limites se denomina limites infinitos los mismos que seran analizados en la siguiente seccion.
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Ejemplo 43

2

z“+5x+6
Calcul If -
acuarm—ilj—lw3x2—x—5

Desarrollo

Para resolver el ejercicio se considera la ecuacion (1.1)

x2+5m—|—67 I z?

oS 322~ =5 st 327 simplificar
_1
-3

Nota. Algunos texto de Calculo Diferencial presentan el ssiguiente desarrollo para la resolucion del ejercicio
planteado, el mismo que consideramos innecesario dado la ecuacion (1.1) la misma que optimiza el proceso.

Desarrollo del ejercicio planteado

Identificar término de mayor grado y dividir,

2
5 6
. 2’ +52+6 e .
lim ——— = lim H—2—%— simplificar
z—o+o0 322 —x —5  a—+oo 322 _ =z _ 5
1+2+ 8
= lim T—% calcular el limite
Tr—+o00 3 - = — =
x x
1
3

Solucién del ejercicio en Geogebra

En la linea de ingreso de datos se ingresa la funcién como
£(x) = (x~2+5x+6)/(3x~2-x-5)

Luego se pide calcular el limite deseado, mediante la instruccion

Limite( <Funcién>, <Valor numérico> )

Limite(f, +\infty)

La grafica de la funcion en Geogebra esta dada por
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&7 Limitz_al_Inf_l.ogh — (m] *

Archivo Edita Vista Opciones Heramisntes Ventana Syuda

™. AFT A il 2 el o .
| Al A Boell iGNNGS NS 2220 4

¥ Vista Algebraica # | v Vista Grifica X
Funcian
45216
-@ f == = L]
() Ixl —x—5
Hamern
a=033 s
iz o= i D HEELE 1
® texta2 = * i o Pl ¥ AT
xae 3xd

mitel <Funcién>, <Valor numerico> a 4

Figura 1.16: Limite al infinito

Ejemplo 44

. 22° — 62"+ 7
Calcular EHIJ,I}OO m

Desarrollo

Por ser funcion racional

20% — 62> +7 . 227

lim = lim — simplificar
z—+oo —x2 + 31 — 5 z—+oo —x2 P
=— lim 2z calcular limite
Tr—+4o00
= —00

Solucién del ejercicio en Matlab

>> syms x % Declarar variable

>> f=(2*%x"3 - 6*%x~2 + 7)/(-x"2 + 3%x - B5) % definicidén de funcioén

>>L=1imit (f,x,+inf) % Calculo del limite
>> L=-Inf % Resultado
>>ezplot (£, [0,35]) % Grafica de la funcidn
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. 4 Figure 1 — O X

| File Edit View Insert Tools Desktop Window Help b
L = =

DEdS AR ODRL- (S 0B [0D

2x-6x2+7)(x?-3 x+5)

0F i
¥
.
' -10 + \\ 1
e ¥
20 | 1
e
\“\
=30 r \‘\\ 1
40 \\\_ 3 4
=9
50 e
0 5 10 16 20 25
X
Figura 1.17: Limite al +infinito
Ejemplo 45
Calcular lfm 282" —62* 47
z—+oo x® +9z4 — 22 + 3z — 5
Desarrollo
4 3 2 4
; —z" +8x” —6x"+7 —x
1211100 x® 4+ 92 —22 4+ 3z —5 _mgrﬁr-loo? por (1.1)
=— lim _—1 calcular el limite
r—+oo €I

Solucioén del ejercicio en Matlab

>> syms x % Declarar variable

>> f=(-x"4+8*x~3-6%x"2+7) / (x~5+9*x~4-x~2+3*x-5) ¥ Definicidon de funcidn

>>L=1imit (f,x,+inf) % Calculo del limite
>> L=0 % Resultado
>>ezplot (f,[-10,10]) % Grafica de la funcién
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'® Figure 1 — (] *

File Edit Wiew Insart Tools Desktop Window Help -
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Figura 1.18: Limite al +infinito

Metodologia para resolver limites al infinito

= Propender a tener una funcién racional,
= Determinar el término de mayor grado de la funcién racional,
= Dividir todos los términos por el término de mayor grado,

= Simplificar y aplicar el limite.

Ejemplo 46

T+\T+ VT
Calcular lm —m—u——
r—+o0 v+ 1

Desarrollo

THVEkVE Vetvatse
x—r+00 v+ 1 B z—}-‘roo z+




Solucioén del ejercicio en Matlab

>> syms x % Declarar variable

>> f=(sqrt(x+sqrt(x+sqrt(x))))/(sqrt(x+1)) / definicidén de funcidn

>>L=1imit (f,x,+inf) % Calculo del limite

>> L=1 % Resultado

>>ezplot (£, [0,15]) % Grafica de la funcién
Ejemplo 47

Calcular HEI_I \/ac2 +x— \/:02 +9
xr—r oo

Desarrollo

Se aplica racionalizacién para levantar la indeterminacion

Vi+z++Vr+9
lim T2+ — x2+9— hm 24+x—\22+9
Jm v v (V v ><¢m+¢m

224z — (22 +9)

T VPR Ta vt o
z—9

Tt Vet

Identificar término de mayor grado y dividir,

z _ 9
r—+00 2 2
Vatarynes
1—-2

= lim &

e e e s
_ 1 1
T 141 2

Ejemplo 48

Calcular lfIJIrl (Va3 +1— 23— 1)
xr—r+o0
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Desarrollo

Vi +1+ Va3 -1
lim z%/2(y/z3 + —Vz3—1)= lim 2372 Vi +1—+vz3 -1 d
T—+00 ( ) T—+00 ) Vs +14+ V3 —1
— m Va3 (x® +1— (2* — 1))
z=too (/x4 14423 —1
2V x3

= lim
a0 /g3 + 14 a3 — 1
2./23
= lim =t

Limite cuando x tiende a —oo

Para calcular el limite cuando z tiende a —oo se aplica la siguiente propiedad
lim f(z) = lim f(z) (1.2)
Tr—r—0o0 €Tr—r—00
Ejemplo 49
Calcular lim e i B
zo—o0 \/x2 —2x +4 —=x
Desarrollo
- 2 —3(—x) +2
lim o Se2 = lim 3(-2) + por (1,2)
=00 /g2 =2z +4—x et \[(—2)2 —2(—x) +4 — (—x)
3x + 2

lim ———
zotoo \/x2 + 2z +4+x

Se identifica término de mayor grado y se lo divide a cada término de la expresion

3l+2
= Ilim = se simplifica
TV B E
3+2 :
= lim —————%—— se calcula el limite
e 1+ 2+ 24
3
T1+1
3
T2
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Solucién del ejercicio en Matlab —

>> syms x % Declarar variable

>> f=(-3*x+2) /(sqrt (x~2-2%x+4) -x) % Definicidén de funciodn

>>L=1imit (f,x,+inf) % Calculo del limite

>> L=3/2 % Resultado

>>ezplot (£, [0,15]) % Grafica de la funcién
i File Edit View Insert Tools Desktop Window Help »
Dod&| kR 0BEL S 0H =0

(Bx-2)(x-(x"-2x+4)"%

80

60

40

20 .. —

40 A .
0 5 10 15
X
Figura 1.19: Grafica en Matlab
Ejemplo 50
2 _
Calcular ZLiEnOO %
Desarrollo
S5ax2 — 7 5(—x)2 =7
If I — i A\ N A 1.9

, 5x2 — 7
im —
z—+oo0 —3x + 4

Se identifica el término de mayor grado y se lo divide por cada término de la expresion

5x2 7
, T T a2 -

= Ilim 3 I se simplifica
rz—+oo 2T 4+ =
xT xT
7

) — 2 .
== lim — se calcula el limite
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Solucién del ejercicio en Geogebra —

En la linea de ingreso de datos se ingresa la funcién como
f(x) = (6x72 - 7)~(1 / 2) / (3x + 4)

Luego se pide calcular el limite deseado, mediante la instruccién

Limite( <Funcién>, <Valor numérico> )

Limite(f, -\infty)

Mediante el software Geogebra se tiene la siguiente representacion

Archivo Edita Vista C

'h.--"/_. . S| NP R “-1-.

* Vista Algebraica H |+ Vista Gréfica

Fumcidn

L
|5x? -7 | 3
-8 F =
™ =5

Nidmero

a=075%

T {7 Redefine x

| Himeroa

| LimiteDerechal <Funcidn=, <Valar= ) cela Aplicar

” Limetelquierday =Funcién=, =Valor=) |

Entrads | Limite(ETET0S <Valor numéricos |

Figura 1.20: Grafica en Geogebra

Ejemplo 51

Calcular lim /922 —x+ 1+ 3x
Tr—r— 00

Desarrollo

{ 2 _ — I )2 — (— _
zkznoo VIz2 —z+1+4+ 3z IETOO V9(—x)2 — (—z) + 1+ 3(—x)
= lim V922 +x+1-3x

T—+o00

Se racionaliza la expresion para evitar la indeterminacion

) 02
= lim (\/9m2+m+ —31:) St tztltdz
z—+o00 922 + o+ 1+ 3z

, x+1
= lim

=t /922 + x4+ 1+ 32
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Se identifica el término de mayor grado y se lo divide por cada término de la expresion

£+l
:IETOO 2 = =
ERE A
1+1
= lim z
e Jo+ i+ L+
1
T 343
1
~ 6

Ejercicios Propuestos Limites al Infinito

Calcular si existe los siguientes limites

1.

o 23+ 222+3x+4
lim

zoo  Ap3+3z242z+1

lim 423 + 222 -5
z—oo —8x3 + x4 2

‘m 2e2 +Te +5
z—oo 3+ 22+ 1

, 3 z?
lm (——— — ——
z—oo 2 +2 x+ 2

)

2 _ 2
Jim [ 3z (2z—-1)(3z" +x+ 2)]

222 + 1

lim (V2 + 22 — x)

T—r00

lim (V22 — 2z — 1 — /22 — Tz + 3)

T—r00

lim (\/z(z + a) — x)

T—r00
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Rpta.—
pa4

Rpta.f%
Rpta.0
Rpta.2
Rpta.-

Rpta.—/2
Rpta.l
Rpta.:l:g

Rpta.g



10. lim (v/(z+a)(z+b) — x)

T —r 00
Rpta.a +b
11. lim (z 4 Va2 — 23 +1)
T —r 00
1
Rpta.-
pta 2
12. lfm YT
100 /1 — 4x2
1
Rpta.— -
pta 2
13. lim (z+ v/1 — 23)
T —r 00
Rpta.0
T
14. lim ————
z—oo x — /22 + 1
Rpta.—c0
. VBx% 4 a2 — VB +a?
15. lim
T — 00 xT
Rpta.l
16. lim (v/26 — 423 — /212 + 229)
T —r 00
5
Rpta.— -
pta 2
5 _ .3
; 3/ — X
S B
Rpta.0
18. lim (z° — ¥/xb — 22%)
T —r 00
2
Rpta.-
pta 3
4/ a
19. lim YE tlte
Rpta.2
2 +1
20. Hallar las costantes k y b que cumple lim (kx +b — )=20
T — 00 x2 —+ 1

Rpta.k=1 b=0

1.11. Limites Infinitos

De los ejemplos analizados en el estudio sobre limites laterales se determiné que una funcién real no siempre
tiene limite. Pero, sucede que cuando x tiende a xo ya sea por la izquierda o derecha, el comportamiento de las
imégenes de f(z) suelen tener comportamientos parecidos; es decir, crecen o decrecen al mismo tiempo.

Esta argumentacion lo ilustramos con el anélisis de los siguientes ejemplos.
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Ejemplos de Limites Infinitos

Consideremos la funcién f(z) = 5 + 2 cuya gréfica es:

b
(z —2)

°1f(z)

4
I
f 2
—
X — Xq
T 0 0
-2 0

Figura 1.21: Limites Infinitos

En la grafica de la funciéon podemos evidenciar que cuando x se aproxima a 2, ya sea por la izquierda o

por la derecha, el comportamiento de las iméagenes de la funcion f(z) tienden a crecer indefinidamente.

Calculando los limites laterales tenemos

1
Ii = lim ———+2=
:c—1>n3_ f(l’) a:—l>n;— (.T — 2)2 + oo

1
Iim f(z) = lim ———Fo +2=+0c0

z— 0F z— 21 (CE — 2)

De donde concluimos que sus limites laterales son diferentes, lo que implica que el limite cuando x — 2
de f(x) no existe y se denota con

lim f(x) = 40

T— 2

A éste tipo de limites se les denomina Limites Infinitos.
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Ejemplo de Limites Infinitos

1
Consideremos la funcién f(r) = —— cuya grafica es:
@

Figura 1.22: Limites Infinitos

En la grafica de la funcién podemos evidenciar que cuando x se aproxima a 0, ya sea por la izquierda o
por la derecha, el comportamiento de las imagenes de la funcion f(x) tienden a decrecer indefinidamente.

Calculando los limites laterales tenemos

1
lim f(z)= lim —— = -o0
z— 0~ z— 0~
y
lim f(z) = lim R —00
z— 0t o z— 01 2 o

Por lo tanto, sus limites laterales son diferentes lo que implica que su limite cuando x — 0 de f(z) no
existe y se concluye que

xh_)mof(w) = -0

A éste tipos de limites se les denomina Limsites Infinitos.

Del analisis realizado a los ejemplos anteriores sobre limites infinitos, vamos a proceder a formalizar la parte

conceptual mediante las siguientes definiciones.
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f—(Deﬁnici(’)n 1.12.)

Sea f: Dy — R una funci6n real con zg ¢ Dy. El limite de la funcién f(z) cuando z tiende a zo es
400 y denotamos con

lim f(z)=+oc0

T— x0

ssi

VN >0 30>0/NzeR si 0<|z—mo|<d= f(z) >N

f—(Deﬁnicién 1.13.)

Sea f: Dy —» R una funcion real con xzg € Dy. El limite de la funciéon f(z) cuando z tiende a xg es
—o0 y denotamos con

lim f(z) = —oc0

Tr— xQ

ssi

VN <0 3F0>0/NzeR si 0<|z—mo|<d= f(z) <N

Sea n € RT. Entonces se cumple:

1
Im — =+4o0
z— 0T T"
y
3 —o00 sin esimpar
lim — =
= 0= & +00 sin es par
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Ejemplos de Limites Infinitos

Consideremos la funciéon f(z) =

Z p
5 Cuya grafica es:

2
Asintota horizontal y=1

LR s L ]

f —

-4 -3 -2 41 0 1

=

Asintota vertical x=2
&

-3

-4

e e el - - - ————————

Figura 1.23: Limites Infinitos

En la grafica de la funcion podemos evidenciar que los limites laterales alrededor de = = 2 estan dados

por lim f(z)=-00 A lim f(z)= 4oco. Concluyendo que no existe lim f(x)
z— 27 z— 2+ z— 27

Pero, si se considera uno solo de los limites laterales a éstos se los puede denominar Limites Infinitos.

Ejemplo 52

Calcular lim ac2+2
zot 2?2 —4

Desarrollo

lim T+2 lim a7z
z—2+ 152 —4 71‘—}2* (1'_2)M
, 1
= lim

z—2+ T — 2

= +o0
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Utilizando el software Geogebra se puede realizar el ejercicio con la posibilidad de analizar la grafica de la funcion

y verificar el resultado del limite.

¥ Limite Inf_2.ggb

Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda

¥ Visla Algebraica
Funcidn

| v Vista Grdfica

Lista
o L ={y=0.x=2
Hamero
ase
Purti
A=[4,.0.64)
B=(23,064)
Texto
-# textol = * hEm
P

Wector

A
g [
TR

E

&

(=17

s .
i o)

£ >
= HELCRIL imiteDerechal <Funcidns=. <Valor= |

2
lim Aor = +4oo

2 r—atp? — 4

Figura 1.24: Limite infinito

En la grafica se evidencia la linea de c6digo que se necesita en Geogebra para el calculo del limite.

Ejemplo 53
V16 — x2

Calcular lim
r—4

r—4—

Desarrollo

(V4 —z)(V4+zx)

— i
:r:—lgll— 4—x
. Vitz
— lim ——
r—4— 4—x

V8

VO

—00

Utilizando el software Geogebra se puede observar la grafica de la funciéon y verificar el resultado del limite.

Ejemplo 54
[lx]] — 4

Calcular lim
r—4

r—4—
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J.gab = ] *x

Archivo Edita Visia Opdones Herramientas Ventana Ajyuda

£ Limite_|

0
0
=y
.

SLELIN imitelzquierdal <Funclén>, <Valor | @i O |
Figura 1.25: Limite infinito

Desarrollo
Como z — 4~ entonces ze[3,4[ lo que implica que [|z|] = 3
Con este antecedente entonces el limite es evaluado de la siguiente manera

. (lzl]—4 ,  3—4
lm ~——— = lim ——
xiﬂl* r—4 mi)4* r—4

= lim
z—=a— 4 —x

1

0
= 400

Utilizando el software Geogebra se puede observar la grafica de la funcion y verificar el resultado del limite.

1.12. Limites Trigonométricos

Las técnicas para resolver un ejercicio de limites que involucre funciones trigonomeétricas esta dado por aplicar
el Limite Fundamental Trigonométrico dado en la ecuacion (?7): ademas, es necesario realizar algunas
operaciones algebraicas como multiplicar y dividir por un ntimero, factorizar, multiplicar por la conjugada o
aplicar las propiedades de los limites con la finalidad de evitar las indeterminaciones que generalmente se presenta
de la forma g

A continuacion se realiza un repaso de las principales identidades trigonomeétricas

1. Identidad pitagorica
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4 f(x):%

Figura 1.26: Limite de la funcién parte entera

] [senQ(x) + cos*(z) = 1]

= tan®(x) + 1 = sec®(x)

= ctan®(z) + 1 = csc(x)
2. Suma y diferencia de 4ngulos

= sen(z £ y) = sen(z)cos(y) * cos(z)sen(y)

= cos(x £ y) = cos(z)cos(y) F sen(x)sen(y)

_ tan(z) & tan(y)
" tane £ y) = T ) an(y)

3. Angulos dobles
= sen(2x) = 2sen(x)cos(x)

= cos(2z) = cos®(x) — sen?(x)

2tan(z)
n 2r) = ——m 24—
tan(2) 1 — tan?(x)
4. Angulos mitad
/ 1 — cos(x)
. 2) — 4+
sen 2) 5
J
. cos 2) =+ 1+ cos(z)
® 2
J — _
. tam 2) == 1—cos(z) 11— cos(x) sen(x)
© 1 — cos(z) sen(z) 1+ cos(z)

5. Suma de funciones

J . Y J oy
» sen(z) + sen(y) = 2sen ) cos 25Y)
- z—y z+y
= sen(z) — sen(y) = 2sen “3¥) cos T5¥)

J J
» cos(z) + cos(y) = 2cos L) cos Z5Y)

< sty z—y
= cos(z) — cos(y) = —2sen ELY) sen I3Y)
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6. Producto de funciones

» sen(z) * sen(y) = 1 [cos(m —y) — cos(z + y)}
= cos(x) x cos(y) = % [cos(m —y) + cos(z + ?J)]

= sen(z) * cos(y) = 3 [sen(x —y) —sen(z + y)}

7. Complemento, supemento de la funciéon

J
» sen I —x) = cos(x)

2
» cos I —x) = sen(x)

= sen(m £ x) = F sen(x)

= cos(mtx) = —sen(x)

8. Paridad de la funcion

9. Complemento, supemento de la funciéon

J

» sen —zx) = —sen(z)
J

= cos —x) = cos(x)
J

» tan —z) = —tan(x)

Para el calculo de los limites trigonométricos es necesario enunciar y demostrar el Teorema Fundamental

Trigométrico.

Teorema 1.7.
Tim %@) =1 |{ (1.3)
}
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1,5

e

-0,5 4

Figura 1.27: Limite Fundamental Trigonométrico

Demostracion del limite fundamental trigonométrico
Para la demostracion es necesario considerar la siguiente desigualdad

x? sinx
l1—-— <cosx < — <1
2 T

donde z es el angulo medido en radianes tal que: 0 < |z| < g dado en la figura(1.28) que representa el circulo

trigonométrico dado en el plano XY.

Figura 1.28: Circulo trigonométrico

Sea 0 <z < * el arco AP, medido en radianes, donde las coordenadas de los puntos A, B y C estan dados
z

por:
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J
P cos(z), sin(z)), A(1,0), B(cos(z),0) y C(1,tan(z)) siendo C el punto de interseccion de la recta que contine
el radio O.P) con la recta tangente a la circuferencia en A.

Del analisis del grafico se puede deducir que

Area A POA < Area del sector circular OPA < 4area AOCA
Donde: Area APOA = %(1) sin(z) = s1n2(:£)

Area del sector circular OPA = 1arco(mdio)2 = g

tan(x) sin(z) = _ tan(

2 < 2 < 2

sin(z) < = < tan(z) dividiendo entre sin(z) se tiene

x
sin(z) < cos(z)

Area AOCA = x)7 de donde:

,es decir:

al invertir la desigualdad se tiene

sen(x)

cos(z) <

<1 (*)

T

Ademas d(A, P) < acmI\D,luego (1 — cos(x))? +sin*(z) < 22, de donde

z? x?
1 —cos(z) < 5 = 1- 5 < cos(x) (%x)
Ahora de (*) y (**) se tiene:
2 .
1- L < cos(z) < sin(z) <1 (% * %)
2 z
Si xe(—g,O) suponiendo que —g <r<0 = 0<—z< g
que al reemplazar en (x % ) se cumple:
2 . 2 .
1—%<cos(—x)<w<l = 1—%<cos(ac)<sm(x)<l
— x
2 .
Luego 1 — % < cos(z) < sin(z) < 1 se cumple para 0 < |z| < g
2
Como lim1— % =1 y lim 1 = 1 entonces por el teorema del Sandwich de tiene:

x—0 2 z—0

lim *1@ _ |{
;

x— 0 T
Consecuencia del limite notable

Sean a,b € R\ {0}

lim sen(ax) _1 I tan(ax) 1
z— 0 axr z— 0 axr

lim sen(ax) W m tan(ax) .
x— 0 x z— 0 7z

. sen(axz) a . tan(az) a
lim ————~ = — fm = =
z— 0 sen(bx) b | z— o0 tan(bx) b
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Ejercicios resueltos '

Ejemplo 55

il i 22— E(2)

-0 2z + 3sin(4x)

Desarrollo

Al reemplazar el valor de £ = 0 en la funcién se tiene

6z — sin(2)z 0

lim X ST
#5022 + 3 sin(4z) 0

Para evitar la indeterminaciéon se multiplica por el conjugado.

lim

6x — sin(2x)
20 2z + 3sin(4x)

6x — sin(2x)

= lim

x—0
2

T

T

=1 _—
250 2z + 3 sin(4x)

sin(2x)
()

112 <sin4(;11’)>

Ejemplo 56

Calcular lim M
x—0 xT

Desarrollo

Al reemplazar el valor de x = 0 en la funcién se tiene

1-1_0

lim cos(z) —1 _ cos(0) — 1 _
z—0 x 0

Para evitar la indeterminaciéon se multiplica por el conjugado.

lim cos(z) — 1

z—0 x

Algunos autores consideran al

0 0

- lim (cos(ac) -1

x—0

= — lim

=—| limz
x—0

T

()

cos®(z) — 1

2530 z(cos(z) + 1)

sen?(x)
=0 z(cos(z) + 1)

) (zn “’;“))

1
lim ————
<x1£%) cos(z) +1

)

(1.4)




como un limite fundamental trigonométrico.

Ejemplo 57 Y,
. sen T — g)
Calcular 1lim 7

e—7 cos(z) — o=

Desarrollo

Al reemplazar el valor de z = 7 en la funcién se tiene

J J
. sen w—%) sen %—%)
li i = 1
z—Z cos(x) — 7 cos(§) — 5
sen(0)
T
V2 2
_0
-0

Para evitar la indeterminacion se aplica la siguiente sustitucion.

Sea u =z — 7, luego si * — 7 entonces u — 0, con z = u + 7, al reemplazar

J W)

sen r — -
Jtm gy e
z—Z cos(z) — o5 u0 cos(u+ %) B 12

por identidades trigonométricas se tiene

_ lim sen(u)

u=0 cos(u)cos(%) — sen(u)sen(%) - \%
~ m sen(u)

u—0 % (cos(u) — sen(u) — 1)

se divide por u para poner en términos del limite fundamental,

sen(u)

=2 lim U

u—0 cos(u) — sen(u) — 1

U
se aplica propiedades del limite
1 sen(u)
— ) u—0 U
’ cos(u) =1 lim sen(u)
u—0 u u—0 u

por la ec. (1.4) se tiene

o)

Il
&
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Solucioén del ejercicio en Matlab

>> syms x

>> f=sin(x-pi/4)/(cos(x)-1/sqrt(2))
>>L=1imit (f,x,pi/4)

>> L=-2"(1/2)

h
h
h
h

Declarar variable
Definicion de funciodn
Calculo del limite
Resultado

Grafica de la funcion

>>ezplot (f, [-pi,pil) %

Se obtiene la siguiente representacion grafica de la funcion

4\ Figure 1 - O >
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help -
DEde | | AKODLL- 2 0EH ad

sin(x - n/4)/(cos(x) - 2"%/2)

Figura 1.29: Limite trigonométrico

Ejemplo 58
cos(mz) — cos(nz)
22

Calcular lim
x—0

Desarrollo

Al reemplazar el valor de x = 0 en la funcion se tiene
’ cos(mz) — cos(nx) _ cos(0) —cos(0) _ 1-1 0
20 2 - 02 T70 0

Para evitar la indeterminaciéon se suma y resta 1.

cos(max) — cos(nx) 1 — cos(nz)) — 1 — cos(mz))

i 2 = 2
por propiedades del limite
J J
,l—cos(nz)) ,  1-—cos(ma))
= hm —_— s — hm e —
xz—0 1‘2 x—0 372
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se multiplica por el conjugado

1
1+ cos(mx)
— 22 lim <sen(nx) ) ’ ( 1 )
50 nx 1+ cos(nx)

2
— lim m? sen(mzx) 1
&0 mx 1 + cos(mx)

al aplicar el limite se tiene

Solucioén del ejercicio en Matlab

>> syms x % Declarar variable

>> f=(cos (m*x)-cos(n*x))/(x~2) % Definicidén de funcidn
>>L=1imit (£f,x,0) % Calculo del limite

>> L=(n"2-m"~2)/2 % Resultado

Ejemplo 59

Caleular lim 1= veostz) in"s(m)

Desarrollo

se multiplica por el conjugado

1 — \/cos(z)

lim = lim <1m><1+m>
z—0 T2 z—0 x2 1+\/m

se multiplica nuevamente por el conjugado

_ 1 — cos(z) 1+ cos(z)
22(1 4 /cos(x)) } \ 1 + cos(x)
1 — cos®(z)

lim
=0 x2(1 + \/cos(z))(1 + cosx)

= lim <Sm2($)> ( 1 )
20 x? (1 + M) (1 + cos(z))
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por propiedades del limite

1.12.1.

Calcular los siguientes limites:

xT
Lsen(3)
sen 2

1. lim
T—T mw —X

5 lim cos(x) — cos(3x)
x—0 LCQ

3 1fm tg(x) — sen(x)

4 lim £ sen(2x)
=0 x + sen(3x)

5 1im sen(z + h) — sen(x)
h—0 h

[

lim

z—0

—q(
<1+1

6. lim V1+ sen(x) — /1 — sen(z)

z—0 T

cos(z) — cos(2x)

7. lim 1~ cos(z)

z—0

_ 7
8. i Lo 05 (2)

x—0 2

10 lim cos(x) — sen(x)
cos(2z)

IS

1

4

sin(x

T

)

2
)> lim
x—0
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1

[

1+ \/cos(ac)) (1 + cos(z))

Ejercicios Propuestos Trigonométricos

)

Rpta.0

Rpta.4
Rpta.-

1

Rpta.— =
pta 1
Rpta.cosx

Rpta.l

Rpta.3

Rpta.—

Rpta.-



V2

Rpta.—
pta 2
, X
11. i:rrll(l — x)tg(?)
Rpta.g
™
sen(m - 7r/6)
12, llm ————+
T V/3/2 — cos(x)
6
Rpta.2
13 lim sen(x) — cos(x)
™ 1-tg(x)
T—r —
1
Rpta.——
HRRC
14 lim sen(3x).s§n(5x)
z—0 (z —x3)?
Rpta.l5
. Vx?+4—3cos(z) +1
15. lim
0 1 — cos(z)
7
Rpta.—
pta B
16. 1frr71r tg® (x)(v/2sen?(z) + 3sen(x) + 4 — \/sen?(z) + 6sen(z) + 12)
x—)g
1
Rpta.—
PP12
17 lim sen(a + 2x) — 2sen(a + x) + sena

x—0 x2
Rpta.—sen(a)

2 _ _
18. lim v/ cos(x) — cos(x)

z—0 1‘2
3
Rpta.—
pta 1
19. lim S
" 20 sen?(z) 1 — cos(x)
1
Rpta.-
pta 2
90. 1fm 4cos(x) — cos(2x) — 3
=0 xsen?(x)
Rpta.co

1.13. Limite Fundamental Algebraico

Su analisis se fundamenta sobre las caracteristicas de la Funciéon Exponencial y Logaritmica.
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Se define el niimero nepperiano a partir del analisis de la siguiente sucesion.
Recordando un ejemplo de sucesion de numeros reales tenemos
1

J J
e={e1= 1—|—%),52: 1—|—§)2, ..... ,En

Definiendo el nimero e como el supremo del conjunto de los nimeros reales definidos por la "sucesion"e. Se

puede determinar que

r—(Deﬁnici(’)n 1.14.) ~

Se definie como Limite Fundamental Algebraico a la siguiente expresion:

8=

J
Im 1+z)* =e (1.5)
z— 0
Una expresion equivalente a la ec(1.5) esta dada por
. 1\=
lim (1 + 7) =e (1.6)
r— +oo xT

Analizando la grafica podemos evidenciar que sus limites laterales son iguales. Por lo tanto, el limite existe y es

tnico.

Figura 1.30: Limite Fundamental Algebraico

. . . 1
Realizando la sustitucién z = — tenemos
T

lim l—l—l)z:e
T

r— +o00
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Calculo de Limites de la forma

lim (f())"""

T— X

Para calcular los siguientes limites se debe tomar en consideracion:

1. Si existen los limites lim f(z) = Ay lim g(z) = B y son finitos. Entonces
T— T T— T

y
tim (fapeo 2’ = 47

T— T
2. Si lim f(z)=A#1y lim g(z) = too.
Tz— T Tz— T
Entonces lim (f(z))?™ es inmediato.
T— xQ
3. Si lim f(z)=A=1y lim g(z)= *oo.
T— X0 T— XQ

Entonces obtenemos la indeterminacion de la forma 1¥°°.

Estas forma de indeterminacion la resolvemos de la siguiente manera:
x

Consideramos a f(z) =1+ ¢(x) donde lim ¢(z) =0
— xq

Realizando la sustitucién y aplicando la definicién de ntimero neperiano, obtenemos:

\ If
lim (@) = tim_ [(1+ () 7] 705 = g5 O

r— T T— T

NOTA:

Para el calculo de limites de funciones logaritmicas se aplica la siguiente propiedad

J J
lim In f(z)) =In lim f(z))

Tr— xQ Tr— xTQ

Ejercicios resueltos '

Ejemplo 60

J 1
Calcular h’r% cos(x) + 5 (sen(3xz)) *
z—

Desarrollo

Al reemplazar el valor de x = 0 en la funcién se tiene

B|=
ol=

J
= lim cos(0) + 5sen(3 % 0))
z—0
J

J
lim  cos(x) + 5 sen(3x))
z—0

1+0)~

=1

Para resolver el limite procedemos a sumar y restar 1 de la siguiente manera
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J 1
lim cos(z) 4+ 5sen(3z))* =

z—0
J 1
= lim 1+ cos(x) +5sen(3z)—1)~
z—0
) cos(z)+5 sen(3z)—1
= h’rr%) (1 + cos(z) + 5 sen(3z) — 1) cosle) s SE"(31>1:|
T—

como ¢(x) = cos(x) + 5sen(3z) — 1 entonces se tiene

cos(x) + 5 sen(3z) — 1

lim
x—0 xT

por propiedades del limite

{ I cos(z) — 1 4 1fm 15sen(3x)}
|: :| z—0 x z—0 3z
e

Solucién del ejercicio en Matlab

>> syms x % Declarar variable
>> f=(cos(x)+b*sin(3*x))~(1/x) % Definicidén de funciodn
>>L=1imit (f,x,0) % Calculo del limite
>> L=e~15 % Resultado
Ejemplo 61
2
4+ x+1\=
leular I (7)
Calcular x_&rfoo 522 —3
Desarrollo

Sustituyendo tenemos,

lim (M)z = (1)+Oo or funcion exponencial
eoteo \ 222 -3 ) T \2 P *P
=0 limite de la funcién
2?1\
zggloo ( 222 — 3 ) =0

83



Solucioén del ejercicio en Matlab

>> syms x
>> f=((x~2+x+1)/(2*%x~2-3) )~ (x)
>>L=1imit (f,x,+inf)

>> L=0

% Declarar variable
% Definicidén de funciodn
% Calculo del limite

% Resultado

Ejemplo 62

2 x+1
Calcular lim (M>
z—4oo \x2 — 3z + 2

Desarrollo

Sustituyendo tenemos,

fm (962 +2:v+1)z+1
z—too \x2 — 31 + 2

procedemos a levantar la indeterminacion,

; 22 4+ 22 + 1\ =+1
(2]
2 — 31+ 2

r—r+00

Por la ec(1.6) tenemos

)

2

o +2x 41 o+l

— I (1 7—1)
e +x2—3w+2

Tr—r+o00

(1 + S —1 ) 5z—1

= i
e 2 —3x+2

5z—1
22 —3a42 22 —3z+2 (@+1)
T —+00

Sr—1
If —_— 1
_ patoo 22 3oty
lim 522 + 4z — 1
— er—+o0 2 —3x+2

5
=€

Ejemplo 63
S5r 1
Calcular lim
x—0 az

Desarrollo

Al sustituir el valor de x = 0 se tiene
lim e —1 _ e —1 0
z—0 T o 0 )

Para evitar la indeterminacion se aplica la siguiente sustitucion

Sea u = e°* — 1 de donde z = Lin(1 + u), si  — 0 entonces u — 0
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al reemplazar en el ejercicio se tiene

51_1

, e e U
ilg%) x _532%) In(1+u)
_ 5
lm In(1+ u)
u—0 U
por propiedadesdes del logaritmo se tiene
5

por ecuacion(1.5) se tiene

Solucién del ejercicio en Matlab

>> syms X
>> f=((exp(5*x)-1)/(x)
>>L=1imit (£f,x,0)

>> L=b

% Declarar variable
% Definicién de funcioén
% Calculo del limite

% Resultado

Ejemplo 64

3z _ _x

Calcular lim

z—0 tan(z)

Desarrollo

3x

x x( 2
, ., €e’(e
lim = lim (

—1)

z—0 tan(z) tan(x)

el limite se lo divide por z por extremos y medios

e® (2% —1)
- fm —=
250 tan()
x
por propiedadesdes del limite se tiene
A
—_—
) 6217 -1
lim
=lfime® %220 %
—0 ., tan(x
‘ lim (z)
x—0 xT
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Solucioén del ejercicio en Matlab

>> syms x % Declarar variable
>> f=(exp(3*x)-exp(x))/(tan(x)) % Definicidn de funciodn
>>L=1imit (f,x,0) % Calculo del limite
>> L=2 % Resultado
Ejemplo 65
5% — 3%

Calcular Iim

x—0 x

Desarrollo

Para evitar la indeterminaciéon se suma y resta 1 de la siguiente manera

, 5" =3 . 5%-1—-3"+41
lim =lim ———
x—0 T x—0 xX

por propiedadesdes del limite se tiene

= lim — lim
z—0 T z—0 T

Para evitar la indeterminacion se aplica la siguiente sustitucion

Sea u =5 — 1 de donde z = ml(nl('g;*), si z — 0 entonces u — 0

Sea z = 3% — 1 de donde = = l’;gll(?g)z), si z — 0 entonces z — 0

al reemplazar en el ejercicio se tiene

u z
_ 1 _ I

in() v In(1+u) n(3) =50 In(l+2)
= In(5) lim ! In(3) lim

B T - PO Ty
por propiedadesdes del limite se tiene
_ In(5) B In(3)
= T
zn(i%(l +u)u) zn(ifi%(l +2)

w =
~—

por la ecuacion (1.5) se tiene

Solucién del ejercicio en Matlab

>> syms x % Declarar variable

>> £=(5"(x)-3"(x))/x % Definicidén de funcidn
>>L=1imit (f,x,0) % Calculo del limite

>> L=log(5) - log(3) % Resultado
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1.13.1.

Hallar los siguientes limites :

1.

10.

11.

(2®+2)
, (azS + 2x + 3)
T—00 x3 +4

iig})(cos(x) + sen(z))®

I Ln(a + z) — Ln(a)
z—0 x

, <1 + tgx) sen(z)
lim
z—=0 \ 1 —tgx

Ejercicios Propuestos Exponenciales
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Rpta.e?

Rpta.e?

Rpta.c %/3

Rpta.e

Rpta.—
a

Rpta.a

Rpta.—

Rpta.l

Rpta.e >

Rpta.e*®



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

1
i 1+ tg(x) sen(x)
=0 \ 1 — sen(x)

1
z?
lin}) 2 — \/cos(x)
z—
1
z2
ilﬂ% cos(x)
bx
) < 5a>
lim | cosy/ —
z—0 x
ctg(x)
) (ew + x)tg(m) x
lim | ———————
20 | (14 sen(x))®

lm —+*—%
z—a Ln(z) — Ln(a)
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1.14. Asintotas de una funcién

La asintota oblicua de una funcién es una recta a la que tiende la funcién en el infinito, es decir, que la distancia

entre la recta y la funcion es cada vez menor, formalizando este concepto tenemos la siguiente definicion.

f—(Deﬁnici(’)n 1.15.)

Sea y = f(x) una funci6n real, r una recta y un punto A € f(z). Si el punto A se desplaza sobre la

funcion y = f(x) tendiendo al infinito y la distancia entre la recta r y el punto A de la curva tiende

a cero, es decir:
lim d(r,A) =0
A— oo

Entonces a la recta r se le denomina asintota de la funcion.

Figura 1.31: Asfntota de una curva

Existen tres tipos de asintotas:

= Asintota vertical: x = q,

= Asintota horizontal: y = a,
= Asintota oblicua: y = a + bx.

A continuacion definamos cada una de estas asintotas.

,—[Deﬁnici(’)n 1.16 (Asintota vertical).}

Se dice que una recta x = a es una asintota vertical de una funcion f si se cumple

lim f(zx) =200 o lim f(z)=zoc0

T—T T—T
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Las asintotas verticales deben buscarse en los puntos donde no esta definida la funcion, pero si lo esta en las

proximidades.
Ejemplo 66
. . z+1
La recta = 2 es una asintota vertical de f(z) = 3
z—
ya que
, r+1
lim = —00, ¥
z—2— T — 2
z+1
fm =00
z—2+ T — 2
Asintotas horizontales
,—[Deﬁnici(’)n 1.17 (Asintota horizontal).} \

Se dice que una recta y = a es una asintota horizontal de una funciéon f si se cumple

lim f(z)=a o lim f(z)=a a€R

T——00 xr—r+00

Ejemplo 67
. . r+1
La recta y = 1 es una asintota horizontal de f(x) = 5
T —
ya que
. r+1 3
zgr—noox72 _zl{rilool—’—:cfQ =Ly
im m+1: lim 1—|—i:1
z—+o0 T —2  z—>+oo T —2

Asintota Horizontal y=1

__________________

U

Asintota Vertical x=2

Figura 1.32: Asintotas Vertical y Horizontal

Asintotas oblicuas

90



,—[Deﬁnici()n 1.18 (Asintota oblicua).}

Se dice que una recta y = a + bx es una asintota oblicua de una funciéon f(x) si se cumple:

lim M:b y h’mjf(x)fbm):a.

Tx—+00 €T x—+o00
o bien,
J
lim M:b y lim f(z)—bz)=a
Tr——00 €T Tr——00
Ejemplo 68
22

La recta y = = + 1 es una asintota oblicua de f(z) =

r—1

como la asintota oblicua tiene por ecuacién y = a + bx, de donde

x 2
a= lim @ = lim (171) = lim ( r ) =1y
z—+oo X z—Foo x z—too \T* — X
’ ’ 2 . x
b= lm” f(a)~ bz) =t (o) = (145 =

2
X
flx) = x—1 5

~
gt Ny

Figura 1.33: Asintota Oblicua
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Capitulo 2

Continuidad de una Funcién Real

2.1. Continuidad de una Funcién en un punto

~{ Definicién 2.1. N

Sea f: A — B una funcion real, se dice que f es continua en algin punto zo € R ssi, se cumple las

tres condiciones:
1. f(=zo) este definido

2. Exista lim f(z)

T— X

3. Se cumpla lim f(x)= f(zo)
z— x0

Por lo tanto, si se cumple las tres condiciones se dirad que la funcién f(x) es continua en algin z = zo. En caso
de que no cumpla una de las tres condiciones se dira que la la funcién f(x) es discontinua en algin x = zo.

Una forma equivalente para presentar la definiciéon (2.1) es enunciar de la siguiente manera:

Continuidad de una Funcién en un punto

Sea f: A — B una funcion real, se dice que f es continua en algin punto xo € R ssi cumple

lim f(z) = f(xo0) (2.1)

T— TQ

2.2. Propiedades sobre continuidad

Consideremos a f(z) y g(z) como dos funciones reales continuas sobre in intervalo I = [a,b] que continene a

T = xo, entonces:

1. kx* f(x) es continua en x = xo Vk € R,
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f(z) £ g(z) es continuas en x = xo,

f(z) x g(z) es continuas en x = xo,

j;gg es continua sobre I, excepto para zo € I tal que g(zo) =0

La funcion f(z) definida por f(z) = P(z) , donde P(x) es un polinomio real, es continua para todo niimero

real.

(Recuerde que P(z) = anz™ +an 12" '+ ez +arztao,an #0n € IN,a; € R Vi€ {0,1,...,n}
)

Si g(x) es continua en zo y f(z) es continua en g(xo), entonces la funcién compuesta (fog) . es continua

en r = I

2.3. Teoremas sobre funciones continuas

\.

~—{ Teorema 2.1. \

Si lim g(z) =Ly si f(z) es continua en L, entonces
T— X

J U
lim f g(z)) = f(L)=f lim g(z))

r— T T— T

Demostracion

Por hipotesis

lim g(m):L<:>Vs,>0 36 > 0/Vz 0<|a:—:co|<5<:>|g(x)—L|<€/

T— T

Ahora como f es continua en L < h’mLf(y) =f(L) &
y—r

Ve>0 36 >0Nz:|ly—L| <68 = |f(y)— f(L)]| <e
Si hacemos § = ¢ tenemos:
, J
0<|z—x0|<d=|g(x)—L|<d§ =|f g(a:))—f(L)|<6

es decir

Ve >0 6 >0/Nz:0< |z —z0] <= |f(9(z)) — f(L)]| <e&

J J
lim f g(z)) = f(L) =f lim g(z))

r— T T— T

\.

~— Teorema 2.2. N\

La inversa de una funcién continua; si existe, es continua.

~—{ Teorema 2.3. \

Si f es continua en [a, b] entonces f es acotada en [a, b].
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~— Teorema 2.4.

Si f es continua en [a,b] entonces f toma sus valores maximo y minimo en [a, b].

Es decir, 3¢ y d € [a, b] tales que
f(e) = sup (f(z))

z€la,b]
y
d) = inf
f(d) wen[}%b](f(w))
Demostracion

La demostracion se realizara por reduccion al absurdo.

Sea

m= 1inf (f(x))(*x*x*)

z€(a,b]

Supongamos que no existe z € [a,b] para el que f(z) = m.
Definamos la funcion g(z) como g(z) = f(z) —m Yz € [a,b]

Es decir, f es una funcién estrictamente positiva en [a, b] y en este caso ﬁ es una funcién continua
g(x

y por lo tanto acotada en [a,b] . Luego:

1 1 1 1

Lo cual demuestra una contradiccion, pues m era el infimo de f(z) en [a,b] y este resultado nos dice

1
que entre m y m + 7 1o existen elementos del conjunto {f(z)/x € [a,b]}, lo cual no es posible.

Teorema 2.5.

Sea f(x) continua en xo, si f(zo) # 0, existe un intervalo [zo — d, zo + ] tal que f(z) tiene el mismo

signo que f(xo) Va € Vs(o)

Teorema 2.6.

BOLZANQO .- Sea f(x) continua en [a,b], si f(a) y f(b) tienen distinto signo, existe a < ¢ < b tal
que f(c) =0.
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Teorema 2.7.

VALOR INTERMEDIO .- Sea f(z) continua en [a,b], si f(a) # f(b), entonces f(z) toma todos

los valores comprendidos entre f/a) y f(b).

2.4. Ejemplos de funciones continuas

1. La funcién constante f(z) = k es una funciéon continua en todo x = zo € R,

2. La funcién identidad f(z) = z es una funcion continua en todo x = z¢ € R,

3. La funcién polinomial definida por

(@) = anzg™ + an—12™ " + .+ a1z + ao

Donde a, # 0 VYn € ZT,

g9(z)
h(zx)

4. La funcién racional f(x) =

es continua en todos los puntos z = o donde h(x) # 0,

5. La continuidad de la funcion exponencial y logaritmica

6. La continuidad de la funcion seno y coseno
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2.5. Tipos de discontinuidad

,—[Deﬁnici(’)n 2.2 (Tipos de discontinuidad).} \

Discontinuidad evitable o removible

Sea f : A — B una funcion real, se dice que f tiene una Discontinuidad evitable 6 remowvible en

algin x = xo si:

1. f(zo) no este definido

2. Exista lim f(z)

T— xQ

Pero f(zo) # lim f(x)

T— TQ

Discontinuidad no evitable o irremovible

1. Discontinuidad de primera especie
Se dice que f tiene una discontinuidad de primera especie si existen los limites lateral pero
estos son diferentes; i.e:

lim f(z) # lim f(x)

T T Tz
2. Discontinuidad de segunda especie
Diremos que f tiene una discontinuidad de segunda especie en el punto z = xo, si no existe

lim f(z); o si uno de los limites laterales es +oco
T— X

Ejercicios resueltos '

Ejemplo 69
z2—1
z— 1

Determinar la continuidad de f(z) =

Desarrollo

:EQ

La funcion f(z) = o :

T tiene una discontinuidad evitable en x = 1 ya que la funcién no esté definida en x = 1

pero
2
lim 2~ =lmz+1=2.
T2 T — T2
Ejemplo 70
Determinar la continuidad de f(z) = l=]
T

Desarrollo
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lim — 1
z—0— T
lim m 1
=0+ T
Como lim l=] # lim m
z—0— T z—0t+ T

Por lo tanto, la funcién tiene una discontinuidad inevitable de primera especie.

Ejemplo 71

Determinar la continuidad de f(z) = e'/®

Desarrollo

, 1

lim e¥® =0
z—0—"

, 1
lim e'/®
xz—0t

= +o0

, 1 . 1
Como lim e/x;é lim e'/*.
z—0~ z—0t

Por lo tanto, la funcion tiene una discontinuidad inevitable de segunda especie.

Utilizando el software Geogebra realizamos en anélisis de la funcion segin su grafica

\?

|

|
!

\; '
| f) = ¢

Figura 2.1: Continuidad de una funcién exponencial

Ejemplo 72

Determinar la continuidad de f(z) =

Desarrollo
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, 1 .
lim ———— no existe

zo1— /x2 — 1

, 1
lim — =+
z—1t /2 — 1

Por lo tanto, la funcién tiene una discontinuidad inevitable de segunda especie.

Utilizando el software Geogebra realizamos en anélisis de la funcion segin su grafica

2.6.

'
| |
| |
| |
| |

@

N —
~
8 ol
|
I
+
8

u -1 B — no existe
lz—1- y/x? —1

Figura 2.2: Continuidad de una funcién exponencial

Limites de las funciones elementales

Funciones polinémicas.

Si f es un polinomio, entonces existe el limite de f en cualquier punto a € Ry lim f(z) = f(a).

r—a
Funciones racionales.
Si f(z) = pEJZ; con p(z) y q(z) dos polinomios, entonces existe el limite de f en cualquier punto a € R
q(z

que no sea una raiz de g(x), y lim f(z) = f(a). Si a es una raiz de ¢(x) entonces el limite puede existir o
Tr—a

no.
Funciones potenciales.

Si f(z) = 2" con r € R, entonces existe el limite de f en cualquier punto a tal que exista un intervalo
(a —d,a+ d) C Dom(f) para algtin § > 0, y en ese caso, illg f(z) = f(a).

Funciones exponenciales.

Si f(z) = ¢® con c € R entonces existe el limite de f en cualquier punto a € Ry 911_13(11 f(z) = f(a).
Funciones logaritmicas.

Si f(z) = log, = con c € R, entonces existe el limite de f en cualquier punto a € RT y lim f(x) = f(a).

T—a
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= Funciones trigonométricas.

2.6.1.

Si f(z) es una funcién trigonométrica, entonces existe el limite de f en cualquier punto a € Dom(f) y

lim f(x) = f(a).

Ejercicios Propuestos Continuidad.-

I.- Determinar los valores de x para los cuales la funcion es discontinua y construir la grafica:

1.

10.

x#1

2 z=0

_31‘3—1—23:2—631:—1—1

f(@) -
_ 2z — ||
22— a2 422 —2
f(z) = 2
4 r=1
2+ 2 z<0
fz) = 2sen(:r) >0
T
322 — Tz +2
fay={ @2 7
3 z=0
-z —2
+2
flz) = |f’32§4| s

x#1
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Rpta.Cont.en todo x # 1

Rpta.Discont.en x = —2,x = 2.

Rpta.discont.en z =0

Rpta.discont.en z =0

Rpta.Discont.en x =0,z =1

Rpta.Discont.en x =0

Rpta.Discont.en x =1

Rpta.Cont.en todo R

Rpta.Discont.en z =0,z = 2



11.

12.

13.

14.

15.

z? -9 z<3
fx) = {
x >3
sen(z) — sen(a) t4a
fay={  w-a
cosa r=a
M x <0
flx) = 2
2 =0
cos(mx) — cos(nx) v 40
2
flz) = { m2 e 2 i,
T2 T
1+ cos(mz)
fo =@t 77
% r=1
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Rpta.Discont.en +2

Rpta.Discont.en x = 3

Rpta.Cont.en z = a

Rpta.discont.en z =0

Rpta.Discont.en x =0

Rpta.Cont.en Vz
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