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Resena

El hombre primitivo necesitd el numero (al menos los primeros
numeros naturales) para numerar tal o cual categoria de objetos. Lo
necesité para verificar la cuenta de su rebafio o para efectuar sus
rudimentarios intercambios comerciales. Pero sé6lo con los egipcios
se puede comenzar a hablar de ciencia matematica. Obligados por la
naturaleza a la medicidén de sus tierras, se vieron llevados a manejar
lineas y numeros. Conocieron hechos matematicos, supieron
manejar formulas y razonar configuras geométricas pero solo por
una necesidad practica, sin una concepcién de la ciencia teérica. El
examen de los papiros matematicos nos revela, no obstante,

resultados mas que interesantes.
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8 1. El contar

Se ha sefialado con razon que la vida humana esta como
impregnada de matematica. En efecto, gran parte de los y juicios de
comparacion que el hombre formula, asi como ciertos gestos y
actitudes de la vida diaria, aluden consciente e inconscientemente,
a juicios aritméticos y a propiedades geométricas; sin olvidar que el
hombre, en especial el hombre contemporaneo, vive en permanente
contacto con dos mundos saturados de matematica: la técnica y la
economia.

Pero la actividad que mejor comprueba la densidad de la atmodsfera
matematica que rodea al hombre, es sin duda el contar, proceso que
a la par de frecuente, se presenta en el hombre tan arraigado como
el pensar y el hablar y cuyo origen ha de verse, pues, en la lejana y
confusa penumbra que envuelve al origen del hombre y de sus

mitos.

1 Este libro comprende un esbozo, breve y sin detalles técnicos, del desarrollo histérico de la
matematica, desde la antigledad hasta comienzos del siglo XX. Sigue en lineas generales
nuestra Historia de la matematica (escrita en colaboracién con Julio Rey Pastor y publicada por
esta misma editorial, Buenos Aires, 1952), obra a la cual remitimos los lectores que desean
complementar ese desarrollo y, en especial, conocer los fundamentos historicos y los caracteres
de matemética actual.
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La etnografia, que al estudiar los pueblos primitivos actuales arroja,
por comparacion, alguna luz sobre el hombre prehistérico, no hace
sino comprobar este hecho. Asi, en el Iéxico de todos los pueblos
primitivos se sefiala un conjunto de palabras, mas o menos
extensos, que puede considerarse como la forma rudimentaria de
un sistema de numeracion hablada.

Igualmente, aparece en los pueblos primitivos una gran variedad de
procedimientos de cOmputos que no se presentan, como entre
nosotros, bajo la forma de una correspondencia de tipo cuantitativo
entre el conjunto de objetos a contar y un conjunto, concreto o
abstracto, de referencia; sino como relacion cualitativa de un signo
a la cosa significada, siempre bajo el imperio de la imagen concreta,
pues el ejemplo abstracto no cabe en la mentalidad primitiva.

Por altimo, ciertos objetos materiales: hojas secas, piedrecillas, etc.,
pueden hacerse intervenir para facilitar los computos; objetos que, a
su vez, pueden considerarse los precursores de los instrumentos
primitivos de calcular: las cuerdecillas con nudos (de las que el
ejemplo mas conocido es el «quipo» peruano) y los abacos de bolillas
o0 botones, que se quiere hacer descender de aquéllas. Tales
dispositivos adquirieron una difusion universal, en el tiempo y en el
espacio. Se ha explicado este hecho considerando la cuerdecilla con
nudos como una herencia de las civilizaciones agricolas
matriarcales, y admitiendo como centro de difusion la actual region

de China, donde aun se encuentra en uso el abaco.

8§ 2. Los sistemas de numeracion
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La historia, por su parte, comprueba la simultaneidad del hablar y
del contar, pues con los primeros sistemas de escrituras conocidos:
el de los antiguos sumerios y el de los egipcios, alla por el cuarto
milenio antes de Cristo, aparecen también los primeros sistemas
escritos de numeracion. Y precisamente, uno de los sistemas de
numeracion de los antiguos sumerios es el sistema sexagesimal que
todavia hoy utilizamos en las medidas de los angulos y del tiempo.
Una observacion empirica es que todos los sistemas conocidos de
numeracion tienen por base el niUmero 10 o un numero relacionado
con él: 5, 20, 60...; hecho cuya explicacion, plausible es que los
dedos de las manos constituyen, en el contar y en el calcular, el
recurso auxiliar mas primitivo.

Con tales sistemas de numeraciéon el hombre no sélo ha podido
escribir los numeros enteros sino operar con ellos, por lo menos en
el caso de las operaciones mas simples.

Recursos de otra indole, muy variados, permitieron expresar y
operar con las fracciones. En este sentido es caracteristico el
sistema de los egipcios que operaban exclusivamente con fracciones
de numerador 1, hecho que les obligd a descomponer una fraccion
cualquiera en suma de fracciones de numerador unitario. Esta
descomposicion, que para nosotros hoy no deja de constituir una
interesante cuestion, aritmética, fue resuelta por los egipcios en
forma empirica, y en uno de los documentos matematicos mas
antiguos que se conocen: el papiro Rhind, de principios del segundo

milenio antes de Cristo, aparecen descompuestas en suma de
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fracciones de numerador unitario las primeras 50 fracciones de
numerador 2 y denominador impar.

En los sistemas de numeracién, como en el contar, la inventiva
humana se manifiesta a través de una gran variedad de formas y de
procesos. Alrededor del perno constituido por la base igual a 10, se
encuentran sistemas de base 5, como en la numeracién romana; de
base 60, como en el sistema de los antiguos sumerios; de base 20,
como en la cronologia maya. Igual variedad encontramos en la
representacion grafica de los signos numéricos: jeroglificos, signos
especiales, letras del alfabeto, etc., asi como en los procedimientos

de lectura: aditivo, sustractivo, multiplicativo, posicional.

8 3. Medidas de areas y de volumenes

Geometria, en griego, significa «<medida de la tierra». En efecto, una
antigua opinion, transmitida por Herodoto, atribuye el origen de la
geometria a la necesidad de medir, en el antiguo Egipto, las tierras
de labranza, cuya extensiéon podia modificarse después de cada
crecida del Nilo, con el objeto de fijar equitativamente el impuesto a
pagar al rey.

Mas no solo la medida de la tierra pudo haber sido el origen de los
conocimientos geométricos, pues el hombre ha de construir también
Su vivienda y su tumba, sus graneros y sus canales; asimismo ha
de edificar y decorar los templos y los altares en que adora a sus
dioses y venera a sus antepasados; y, sobre todo, como ser
singularmente atraido por las cosas del cielo, el hombre siente la

necesidad de contemplar los astros, de medir y de prever sus
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movimientos, pues, segun los astrologos, en ellos anida el secreto de
Su nacimiento, de su destino y de su muerte.

Es probable que de todas esas actividades humanas haya surgido la
necesidad de fijar los conocimientos geométricos que se encuentran
en los documentos: papiros y tablillas cuneiformes, de las antiguas
civilizaciones egipcias y de la antigua Mesopotamia.

Esos conocimientos comprenden el area de las figuras planas mas
simples, el volumen de algunos poliedros, la relacion dada por el
teorema de Pitagoras, por lo menos en el caso del triangulo sencillo
de lados 3, 4, 5; caso conocido por todas las culturas antiguas; y
algunas nociones relativas a la semejanza y a las figuras circulares.
Entre estos ultimos conocimientos se destaca, el que se refiere a la
medida del circulo, problema que los antiguos resolvieron
aproximadamente y que, bajo el nombre mas técnico de «cuadratura
del circulo» preocupé y apasioné a los matematicos (y aun hoy a los

gue no lo son) hasta su solucion lograda en 1882.

8 4. Los problemas aritméticos y algebraicos

Asi como el contar y los sistemas de numeracidn contienen en
germen las nociones fundamentales de la aritmética, y las, medidas
de areas y de volumenes representan los primeros rudimentos de
una ciencia geométrica, los origenes de la tercera rama elemental de
la matematica: el algebra, deben verse en esa coleccion de
problemas, adivinanzas, recreaciones matematicas, etcétera, que se
encuentran en las colecciones o antologias de los pueblos antiguos.

El origen folklorico de tales problemas puede comprobarse si se
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observa que algunos de ellos, en forma idéntica o muy semejante, se
encuentran en épocas y lugares completamente alejados entre si y
sin aparente contacto cientifico, de ahi que esa semejanza solo
puede explicarse mediante la transmisién oral, a la manera de
«semillas que lleva el viento», favorecida por el caracter recreativo,
enigmatico y a veces sorprendente del problema.

Es claro que los mas antiguos documentos que contienen tales
problemas son los papiros egipcios y las tablillas mesopotamicas.
Mientras que en los primeros esos problemas poseen un caracter
preferentemente aritmético, en las segundas, ellos aparecen
envueltos en una atmésfera mas abstracta, de tal indole que
algunos historiadores de la matematica no vacilan en hablar de
«algebra babilonia».

Los problemas egipcios incluyen casos de proporcionalidad, de regla
de tres, de reparticion proporcional, asi como problemas de
progresiones aritméticas y geométricas y algunos problemas
algebraicos de primer grado. Se trata en todos los casos de
problemas concretos de los que se da la solucidon correcta, aunque
no siempre es facil advertir como se llegé a ella. En cambio, en los
textos babilonios dltimamente descifrados, que en verdad
pertenecen a la antigua civilizacion sumeria, se trata de problemas
de primero y de segundo grado, y aungque son, en general,
problemas geométricos, en ellos el acento incide mas en las
operaciones aritméticas que en la interpretacion geométrica. Por

supuesto que, lo mismo que en los problemas egipcios, se trata
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siempre de casos numeéricos concretos, cuya solucion se da

mediante reglas sin explicacion ni demostracion alguna.
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El periodo clasico
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. La matematica del periodo helénico
. Los jonios
. Los pitagoricos

. Los eleatas

. La Academia y el Liceo

Los tres problemas clasicos

La edad de oro de la matematica griega
Euclides y los «Elementos»

Arquimedes

La matematica griega

Epigonos y comentaristas. Diofanto

8§ 5. La cultura griega

Entre la época de los papiros egipcios (las tablillas cuneiformes son

mas antiguas aun) y la época a la que pertenecen las primeras

noticias de un saber griego, transcurre mas de un milenio, lapso en

el cual el

mar Egeo es teatro de acontecimientos en gran parte

todavia desconocidos.

Es la época en que la antigua civilizacion egea de Creta, de Micenas,

de Troya, se derrumba; es la época en que la introduccion del hierro

aporta una era de destruccion extraordinaria que torna dudosa la

posibilidad de que alguna vez se conozca con cierta precision la
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historia de este periodo, de cuyas brumas surgen, como primera
manifestacion de una nueva cultura, los poemas homeéricos.

Las primeras manifestaciones del genio griego han despertado y aun
despiertan cierto sentimiento de asombro, pues parecen surgidas de
la nada, como obra de un milagro. Mas el actual desconocimiento,
casi total, de lo ocurrido entre los siglos XVII y VII a. de C., nos
obliga a ser cautelosos. Y aunque pueda ser aventurado, es muy
posible afirmar que nuestra creencia en el llamado «milagro griego»
no sea sino el fruto de aquel desconocimiento, pues es mas
plausible admitir que, durante aquella lejana y confusa época, los
griegos mantuvieran, ya directamente o ya por intermedio de los
fenicios, contactos culturales con los pueblos de Egipto y de la
Mesopotamia, adquiriendo sus conocimientos, que ademas pueden
haber sido mas avanzados de los que revelan los escasos
documentos hasta hoy hallados y descifrados; que admitir un
estancamiento definitivo en estos conocimientos en el estado en que
hoy los conocemos y que por tanto el saber griego naciera asi, casi
de la nada, como por generacion espontanea.

Pero cualquiera que sea el aporte oriental a la ciencia griega, sea
aquel aporte entre legendario e informe que los mismos griegos
reconocian, sea un aporte mas solido y concreto, como el que
podrian denunciar futuras investigaciones arqueoldgicas, es
indudable que la ciencia griega adquirié caracteres propios, muy
distintos de los que revelan nuestros actuales conocimientos de las
culturas egipcia y babilonia; caracteres propios que se ponen

claramente de manifiesto sobre todo en la matematica griega.
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Si adoptamos para esta ciencia los mismos periodos en que
habitualmente se divide la historia de la cultura griega, podemos
considerar:

1°. Un periodo helénico, que llega hasta la muerte de Alejandro el
Grande y de Aristételes, y cuya culminacion es el siglo de Pericles.
En ese periodo, sacudido por las guerras médicas y las guerras del
Peloponeso, la matematica se desarrolla en conexion con las
escuelas filosoficas, de las que toma algunos de sus fundamentos:
permanentes unos, transitorios otros;

2°. Un periodo helenistico que llega hasta principios de la era
cristiana y en el que la mateméatica cobra autonomia y logra sus
mejores realizaciones: en un mundo en el cual la cultura griega se
cristaliza en centros como Alejandria, Pérgamo, Rodas, y la
dominacién romana inicia su expansién, nacen las mas grandes
creaciones de la matematica griega por obra de Euclides,
Arguimedes y Apolonio, y

3°. Un periodo greco-romano y de la decadencia que comprende los
primeros siglos de la era cristiana y en los que la matematica no
encuentra sino epigonos y comentaristas. Con el fin de este periodo
encuentra también su fin el mundo clasico y, de acuerdo a los

canones de la historiografia, se inicia la Alta Edad Media.

8 6. La matemaéatica del periodo helénico
Mientras que hoy, a 30 0 40 siglos de distancia, conservamos en los
papiros egipcios y en las tablillas cuneiformes documentos

originales de las contribuciones matematicas de los antiguos
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pueblos orientales, nada de eso ocurre con las contribuciones
griegas, a pesar de ser mucho mas recientes, pues de las escasas
producciones matematicas sobrevividas hasta hoy, s6lo disponemos
copias y compilaciones tardias, a veces posteriores en varios siglos a
los escritos originales, cuando no meras traducciones,
especialmente arabes.

Esto es particularmente cierto para el periodo helénico, pues de los
escritos anteriores a Euclides sélo se conserva un fragmento escrito
por el peripatético Eudemo de Rodas, de la segunda mitad del siglo
IV antes de C., que se refiere a la obra de Hipdcrates de Quio,
matematico de la segunda mitad del siglo V antes de Cristo.

De ahi que la historia de la matematica de este periodo haya sido
reconstruida sobre la base de fuentes indirectas, informaciones
dispersas en autores de la época o posteriores, y especialmente de
los escritos de los comentaristas del ultimo periodo de la ciencia
griega. De estos escritos cabe destacar un resumen historico que
aparece en un libro de Proclo, del siglo V, que en lineas generales
sefala el proceso seguido por la matematica griega durante este

periodo.

8 7. Los jonios

La matematica griega se inicia con el mismo nombre con que se
inicia la filosofia griega: el de Tales de Mileto, uno de los «siete
sabios», y primero también entre los miembros de la llamada

escuela jonica.
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Tales, como los deméas miembros de esa escuela, fue un filésofo de
la naturaleza, un «fisiélogo» que a través de observaciones empiricas
sobre los seres, sobre las cosas y sobre los fendmenos,
especialmente meteoroldgicos, llegd a una concepcién de que todo el
universo estaba sometido a un proceso y a una transformacién
continua, como si algo viviente lo habitase («todo esta lleno de
dioses») ; proceso y transformacion cuya causa y devenir ve en el
agua («el agua es el principio de todas las cosas, pues todo proviene
del agua y todo se reduce a ella»).

Dentro del campo estrictamente cientifico sus contribuciones son
vagas e inciertas, atribuyéndose su fama a que predijo un eclipse de
sol (que se ha supuesto ser el de 585 a. de C.). También son
dudosas las noticias acerca de sus contribuciones a la matematica,
en especial vinculadas con la geometria. Esas contribuciones se
refieren a algunos teoremas geométricos y a un par de problemas
practicos, cuyo interés reside esencialmente en que en ellos se alude
a propiedades generales de rectas, a igualdades ded4angulos, a
semejanza de figuras; es decir, a cuestiones totalmente distintas de
los conocimientos geomeétricos egipcios "y que, por tanto, muestran
ya la nueva fisonomia que lleva el sello inconfundible de la

geometria griega.
§ 8. Los pitagoricos

Si el aporte de los filésofos naturalistas de Mileto a la matematica

no tiene hoy sino un valor histérico, muy distinto es el aporte a la
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matematica de los filésofos pitagoricos y eleatas, de las colonias
griegas de ltalia.

El pensamiento filoséfico que, en intima conexion con el problema
cosmoldégico, habia nacido en las colonias de Asia Menor, al
trasladarse a las colonias italianas adquiere otro caracter,
vinculandose ahora con los problemas metafisico y gnoseoldgico.
Primera en el tiempo y en importancia para la matematica, es la
escuela pitagorica fundada en Crotona en la segunda mitad del siglo
VI a. de C. y cuyo jefe se considera tradicionalmente Pitagoras,
figura semilegendaria y semirreal, probablemente nativo de la isla
de Samos. Se dice que estuvo en Egipto, mas dudoso es que
conociera a Tales y visitara Babilonia, y que regresado a ¢;u isla
natal y en desacuerdo con el régimen politico en ella imperante, se
dirigiera a Italia, donde fund6 en Crotona una escuela de caracter a
la vez mistico y politico, cientifico y religioso. Esa escuela, especie de
hermandad y de secta secreta, se dedicé a estudios filosoficos y
cientificos, pero también intervino en las luchas politicas que en
definitiva trajeron su destruccién y posiblemente la de su jefe a
principios del siglo V.

El secreto y el misterio con que se rodeaban los dogmas y las
enseflanzas de la escuela, asi como el caracter exclusivamente
verbal de éstos y la obligacion de atribuir todos los descubrimientos
al jefe de la escuela, tornan dificil averiguar en qué consisten
efectivamente las contribuciones de Pitagoras, o mejor de los
pitagoricos, a la matematica. En verdad el secreto acerca de los

estudios cientificos y filos6ficos de la escuela pitagorica no se
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mantuvo rigurosamente, pues su influencia se hizo sentir antes de
gue Filolao los hiciera conocer en el siglo IV. Puede haber
contribuido a su divulgacién algunas delaciones, aunque es mas
probable que ella fuera una consecuencia de las luchas politicas en
cuyo seno la escuela encontré su disolucion.
Frente al pensamiento de los jonios, el pitagorismo presenta una
nota caracteristica y original en la naturaleza especial del elemento
primordial que trae a primer plano como principio de todas las
cosas, principio que es ahora el ndmero, o quizd mejor, la
omnipotencia y omnipresencia del niumero en todas las cosas. Asi
nos dice Filolao:

«Todo lo que se conoce tiene un numero, sin el cual nada puede

comprenderse 0 conocersey;

principio que, algo mas prudente, Aristoteles precisa:
«Los llamados pitagoricos, que empezaron a ocuparse de
investigaciones matematicas en las qué progresaron
grandemente, fueron conducidos por estos estudios a admitir
como principio de todas las cosas existentes, aquellos en que se
fundan las ciencias matematicas. Y como en estas ciencias los
primeros principios que se encuentran son, por esencia, los
nameros, creyeron encontrar en éstos mas analogias con lo que
existe ti ocurre en el mundo, que las que pueden encontrarse con
la tierra, el aire y el fuego... Habiendo comprobado luego que las
propiedades y las relaciones de las armonias musicales

corresponden a razones numéricas y que también en otros
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fendmenos naturales se encuentran correspondencias
semejantes con los numeros, se convencieron aidn mas que los
nameros constituyen los elementos de todas las cosas y que en

los cielos hay proporcion y armonia.»

Tentado se estaria en ver en esta doctrina la lejana precursora de la
concepcidén actual que busca y encuentra relaciones cuantitativas
en los fendmenos naturales, pero en verdad su significado es mas
limitado. EI nUmero que los pitagoéricos conciben como un
elemento subyacente en toda la realidad material, no es nuestro
ente ideal y abstracto, sino un elemento natural constitutivo de
todos los cuerpos, imaginados por ellos como formados por

«quntos materiales

o0 «mdnadas» cuya distribucion y orden caracterizan a cada cuerpo.
Los términos geométricos: cuadrado y cubo, con que aun hoy
designamos a ciertos nuUmeros, asi como Nnumerosas
denominaciones: ndmeros triangulares, cuadrangulares,
piramidales, etc., que se encuentran en la geometria griega, hablan
a las claras de esta naturaleza corporal de los nUmeros.

A la sombra de tal concepcién metafisica y al lado de una mistica de
los niUmeros, nace la matematica como ciencia. Es entonces cuando
se la bautiza (mateméatica, de acuerdo con la acepcion mas
difundida significa «ciencia por excelencia»; matematicos eran los
miembros «cientificos» de la secta pitagorica) y se establece su

primera division en ramas. La matematica estudiaba o bien los
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cuantos, o bien el cuanto. Los cuantos, es decir, la cantidad
discreta, podia a su vez estudiarse en si (aritmética) y en relacion
con otra (musica); mientras que, por su parte, el cuanto, es decir la
cantidad continua podia estudiarse fija (geometria) o movil
(astronomia), llegandose asi a la clasificacion del saber en el clasico
guadrivium latino, que perduré en la ensefianza durante dos
milenios.

De esos cuatro campos del saber, los pitagdricos se ocuparon
especialmente de aritmética y de geometria: propiedades
elementales de los numeros, de algunas sucesiones sencillas y de
las proporciones en aritmética; propiedades de-poligonos vy
poliedros, en especial comparacion de figuras planas, en geometria.
Entre estas ultimas cabe destacar el célebre teorema llamado de
Pitdgoras que expresa la conocida relacion entre los cuadrados
construidos sobre los lados de un, triangulo rectangulo.

Aunque no es facil asegurar con qué método y con qué grado de
generalidad demostraron el teorema, es indudable que esa
demostracion constituyé un magno triunfo de la escuela, aunque
luego, como boomerang, se volvio en contra de ella. Fue en efecto, a
través de un simple caso particular del teorema de Pitagoras que se
puso de manifiesto la existencia de los irracionales, es decir, de
cosas que no podian expresarse mediante numeros (enteros y
fraccionarios), y que por tanto no cabian en la concepcidon
pitagorica. Este hecho, unido a la critica de los eleatas, contribuy6 a

asestar un golpe de muerte a la doctrina.
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§ 9. Los eleatas

En la primera mitad del siglo V florecié en las colonias italianas otra
escuela filosofica, cuyo centro fue la ciudad de Elea, fundada por
emigrados griegos que huian de la invasion persa. Fue uno de sus
fundadores Jendfanes, poeta y filésofo, espiritu sarcastico y critico
que influyd sin duda en la tendencia de la escuela filoséfica de Elea
gue se caracteriza por la introduccién del sentido critico, no sélo en
contra de las doctrinas anteriores, sino como principio sistematico
de elaboracion cientifica. El fundador de la escuela fue Parménides
de Elea, con quien se presenta un nuevo protagonista en el
pensamiento reflexivo: el juego de la razén con el proceso dialéctico
del pensar, surgiendo, como primer producto de ese proceso, la
distincion entre la apariencia y la esencia de las cosas. Segun
Parménides, frente a la realidad sensible que percibimos, cambiante
y efimera, existe la realidad eterna, inmutable e inmovil del ser. La
ciencia ha de buscar esta realidad oculta detras de las apariencias
del mundo do los sentidos y distinguir la verdad (el ser) de la
opinion (el no ser). Sin duda que en su poema Sobre la naturaleza,
escrito en tono profético y alegorico, Parménides no indica el camino
para llegar a la verdad, pero no es menos indudable que con los
eleatas se inicia la critica del conocimiento y se introduce en la
construccion cientifica un rigor l6gico que, mas alla del empirismo
de los jonios y del misticismo de los pitagoricos busca y trata de
encontrar en el poder racional del hombre el caracter de

permanencia que otorga al conocimiento su esencia, su objetividad.
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La eficacia con que ese poder puede esgrimirse se comprueba en su
discipulo Zendn de Elea, autor de los clasicos argumentos en contra
de la pluralidad y del movimiento, que durante mucho tiempo
fueron considerados como paradojas, pero que hoy son
interpretados como criticas dirigidas a demostrar lo absurdo de las
concepciones pitagéricas que hacian de los cuerpos suma de
puntos, del tiempo suma de instantes, y del movimiento suma de
pasajes de un punto a otro.

Ademas de los aportes de orden légico y metodoldgico que la escuela
de Elea signific6 para la matematica, esa escuela, en especial a
través de los argumentos de Zendn, puso en evidencia el peligro que
para esa ciencia entranaba el manejo de la pluralidad infinita, de
ahi que es probable que uno de los resultados de la critica eleata
fuera esa caracteristica de los matematicos griegos posteriores que,
a veces mediante habiles recursos técnicos, eliminaron o

reprimieron el infinito de la matematica.

8 10. La Academia y el Liceo

A mediados del siglo V a. de C., Atenas se convierte en el centro
cultural y politico del mundo griego. Como fruto de madurez
intelectual, y en conexidon con acontecimientos politicos y sociales,
se produce a fines de siglo un caracteristico movimiento cultural: la
«época de los sofistas», en el que sobresale con rasgos originales la
figura de Sécrates, cuya prédica se perpetlua a través de su
discipulo Platén. Este funda, ya en el siglo 1V, la Academia de la

cual se desprendera Aristoteles, quien a su vez funda el Liceo,
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constituyéndose asi los dos grandes centros de la filosofia griega que
influyeron decididamente en todo el pensamiento griego, y por tanto
también en la matematica.

La influencia de Platon y de la Academia sobre la matemaética es
singularmente importante, en virtud del elevado concepto que la
escuela platonica tenia de esa ciencia y del papel que ella
desempefia, tanto en la armonia del universo como en la formacion
humana.

Numerosas son las consideraciones de orden matematico que
aparecen en los Dialogos de Platon. Por lo demas su cosmologia, de
un pitagorismo acentuado, se funda sobre las proporciones, los
poligonos y los poliedros regulares, solidos estos ultimos que
durante mucho tiempo se Illamaron «cuerpos platonicos». Se
atribuyen a Platén aportes metodoldgicos a la matematica y hasta
alglin aporte técnico; contribuyendo su prédica al progreso de los
conocimientos matematicos, en especial en campos nuevos, como
en el de los irracionales, o en campos poco trillados, como en el de
la geometria sélida. Por ultimo, es indudable que el idealismo
platénico contribuyd a destacar el caracter ideal de los objetos y
verdades matematicas.

Numerosos son los nombres de gedmetras vinculados, directa o
indirectamente, con la escuela de Platon. De algunos de ellos se
tienen escasas 0, a veces, ninguna noticia, pero de otros se conocen
algunas de sus contribuciones matematicas. Entre estos ultimos se
destacan Eudoxo de Cnido, de la primera mitad del siglo IV antes de

C., el maximo matematico del periodo helénico, a quien se atribuye
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una teoria general de las proporciones, independiente de Ila
circunstancia de ser las cantidades conmensurables o no; un
método de demostracién, hoy denominado <método dé exhaucidny,
gue sustituye con igual rigor las actuales demostraciones en las que
se hace uso del concepto infinitesimal de limite; y en conexion con
ambas cuestiones un importante enunciado relativo a la teoria de
las magnitudes, hoy denominado «postulado de Arguimedes» y a
veces «postulado de Eudoxo-Arquimedesy».

En cambio, ni Aristételes ni su escuela parecen haberse ocupado
especialmente de matematica, probablemente debido a que esta
ciencia en su época estaba lo suficientemente constituida como para
Nno merecer su atencién, que se dirigid principalmente a los
restantes sectores del saber cientifico, algunos conexos con la
matematica, como la mecanica y la astronomia, que no habian
alcanzado aun ese estado de perfeccion. Con todo, Aristdteles con
sus investigaciones ldgicas, fijé las bases sobre las cuales se ordena
y se edifica una ciencia deductiva, tal cual es la matematica; sin
olvidar que a través de la tarea encomendada a su discipulo
Eudemo de Rodas, se redacté la primera «<«historia de la

matematica», algunos fragmentos de la cual llegaron hasta nosotros.

8 11. Los tres problemas clasicos

La mateméatica griega, alimentada y fundamentada por las
concepciones filoséficas de las escuelas a cuya sombra naci6, debio
gran parte dé su crecimiento y desarrollo a ciertos problemas

concretos que sirvieron de centros de atraccion y de estimulo para
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los investigadores, polarizando muchos de Ilos conocimientos
matematicos de los griegos. En este sentido fueron interpretados el
teorema de Pitagoras y la construccion de los poliedros regulares,
pero el hecho se torna evidente si se consideran tres problemas muy
especiales, que en gran medida contribuyeron al desarrollo de la
matematica del periodo helénico; ellos son: la duplicacion del cubo,
la triseccidon del angulo y la cuadratura del circulo.

El problema de la duplicaciéon del cubo o «problema de Délos», del
nombre de la isla, sede de una de las leyendas que dio origen al
problema, consiste geométricamente en determinar el lado de un
cubo de volumen doble del de un cubo de lado dado.

El problema de la triseccién del angulo, es decir: dividir un angulo
cualquiera en tres partes iguales, ha de haber nacido naturalmente,
y si llamé la atencion fue seguramente por la desconcertante
discrepancia entre la sencillez de sus términos y la imposibilidad de
resolverlo con los recursos comunes de la geometria, imposibilidad
tanto mas llamativa cuanto que con esos recursos podia dividirse
un angulo cualquiera en 2, 4, 8... partes y que también podian
trisecarse algunos angulos especiales, como el recto, el llano, etc.

En cuanto al problema de la cuadratura del circulo, nacido
seguramente de la necesidad practica de calcular el area del circulo,
consiste geométricamente en determinar el lado de un cuadrado
equivalente a un circulo de radio dado.

Un primer rasgo comun de estos tres problemas es que no
encuadraban dentro de la geometria de poligonos y poliedros, de

segmentos, circulos y cuerpos redondos que lentamente se iba
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elaborando, y que su solucion solo podia obtenerse utilizando otras
figuras u otros recursos que iban mas alla de las construcciones
fundadas sobre las intersecciones de rectas y circunferencias o,
como se dijo posteriormente, construcciones exclusivamente con
regla y compas. En segundo lugar, y esto ha de haber llamado la
atenciéon a los gedmetras griegos, algunos de los métodos que
resolvian uno de los problemas resolvia también otro de ellos, hecho
gue revelaba una relacion entre esos problemas que escapaba, y
escapo, a los matematicos griegos.

Entre los investigadores que se ocuparon de esos problemas
recordemos a Hipocrates de Quio, del siglo V antes de C., que puede
considerarse como el primer matematico «profesional» y que se
ocup6 del problema de la duplicacion del cubo convirtiéndolo en un
problema de geometria plana; y del problema de la cuadratura del
circulo, con el cual se vinculan sus célebres «lUnulas» cuadrables,
es decir, ciertas figuras mixtilineas equivalentes a figuras
poligonales que podian construirse con regla y compas.

Si Hipocrates redujo el problema de la duplicacion del cubo a un
problema plano, Arquitas de Tarento lo recondujo al espacio, dando
del problema una extraordinaria solucion mediante la interseccion
de tres superficies.

El problema de la cuadratura del circulo, encarado por Hipocrates
de Quio a través de la busqueda de figuras circulares cuadrables,
fue enfocado por algunos sofistas contemporaneos: Antifon, Brison,

desde otro punto de vista (poligonos inscritos y circunscritos a la
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circunferencia) que, infructuoso entonces, resultdo fértil mas
adelante.

A otro sofista: Hipias de Elis, de fines del siglo V, se debe una curva
gue le permitié resolver el problema de la triseccion del angulo y que
mas tarde se denomind cuadratriz, pues por obra de Dinostrato,
matematico del siglo IV a. de C., se demostré que con esa curva
podia rectificarse la circunferencia, vale decir, resolver un problema
equivalente al de la cuadratura del circulo.

Por ultimo, cabe citar a Menecmo, también del siglo IV, a quien se
atribuye el descubrimiento de las conicas, que son las curvas mas
simples después de la circunferencia y que deben su nombre
genérico al hecho de obtenerse como secciones conicas, vale decir,
secciones de un cono circular. Debido a su origen las tres conicas
gue pueden obtenerse se denominaron «seccion del cono
acutangulo, seccion del cono rectangulo y seccion del cono»
obtusangulo», aunque desde Apolonio adoptaron el nombre actual
de elipse, parabola e hipérbola, respectivamente.

No so6lo Menecmo habria descubierto las cénicas, sino que habria
estudiado una serie de propiedades de las mismas, por lo menos las
suficientes como para dar una sencilla solucion del problema de

Délos mediante la interseccion de dos de esas curvas.

8 12. La edad de oro de la matematica griega
Al iniciarse el siglo Il a. de C. las condiciones politicas y culturales
del mundo mediterrAneo han cambiado radicalmente. En la

peninsula italiana un pequefio pueblo, ya convertido en la mayor
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potencia de Italia, habia iniciado una expansion que lo convertiria
en un gran imperio, mientras que en el mundo griego las
expediciones, conquistas y muerte de Alejandro modificaban
completamente su fisonomia.

Si bien el incipiente imperio que fundara Alejandro desaparecio con
él, la idea de imperio universal que él encarnara y que habia tratado
de realizar arraigd en el campo de la cultura, pues la cultura griega,
a favor de un rapido derrumbe del imperio persa, se extendid
facilmente por todo el Oriente, helenizandolo.

Por otra parte, las campanas de Alejandro, a la par que ampliaron el
horizonte geografico de los griegos, dilataron extraordinariamente
sus conocimiento. Un fecundo intercambio se establece entre
Oriente y Occidente, mientras que los centros intelectuales se
extienden y se desplazan. Ya Atenas habia perdido su predominio
politico, ahora pierde su supremacia cultural y en el mundo griego
de Oriente surgen nuevos focos de irradiacion de la cultura griega,
entre los que sobresale Alejandria, gran emporio del comercio
mediterraneo, fundada en 332, que a fines del siglo Ill ya cuenta
con medio millon de habitantes.

Al universalizarse, el idioma griego contribuy6 al intercambio y a la
difusion de la cultura, sirviendo de vehiculo a todos los intelectuales
del mundo helenizado y favoreciendo al progreso de la ciencia, a la
sazbn en una etapa de franca especializacion y diversificacion. Esta
etapa, cuyos comienzos pueden verse en el siglo V, cobra impulso
en el siglo 1V caracterizando a este periodo helenistico, en el cual se

multiplican las escuelas médicas y filoséficas, y las diferentes
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ciencias: matematica, astronomia, geografia, mecanica, cobran
independencia y personalidad.

Por otra parte, los principes de los estados helenisticos dispensaron
una amplia proteccion a las artes y a las ciencias. Tal proteccion fue
singularmente importante en el caso de las ciencias, pues permitié
no solo ofrecer a los hombres de ciencia las condiciones de
seguridad y de bienestar que facilitaran su dedicacién exclusiva a la
investigacion y a la ensefanza, sino que permitié la adquisicién de
materiales e instrumental necesarios para la tarea cientifica. Modelo
de esta corte de mecenas fue la de los Ptolomeos de Egipto, que
convirtieron al gran puerto comercial de Alejandria en el centro
cientifico mas importante, y también el mas duradero, del mundo
griego.

En Alejandria se construyen la Biblioteca y el Museo, donde
centenares de sabios y estudiosos ensefan, trabajan, investigan, se
levantan observatorios para estudiar los fenOmenos celestes; se
erigen establecimientos especiales en los que se concentran los
enfermos que ofrecen asi a los médicos un rico campo de
observacion y de estudio, etc. Con este ambiente cientifico de
Alejandria se vinculan directa o indirectamente las tres figuras
maximas de la mateméatica antigua: Euclides, Arguimedes vy
Apolonio, cuyo brillo por si solo justifica que a este periodo se lo

califigue de «edad de oro» de la matematica griega.

8§ 13. Euclides y los «Elementos»
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Casi nada se sabe de Euclides, fuera de las noticias que menciona
Proclo en su resumen histérico, segun el cual Euclides fue un sabio
alejandrino que floreci6 hacia el 300 a. de C., que publico
numerosas obras cientificas, destacandose entre ellas los célebres
Elementos, cuya importancia cientifica y didactica se pone en
evidencia ante el hecho de que hasta hace pocos afos eran aun
utilizados como texto escolar. Por lo demas, ese tratado fue siempre
considerado como sinénimo de geometria, y su extraordinaria
difusion le permite rivalizar con las obras cumbres de la literatura
universal: la Biblia, la Divina Comedia, el Quijote...

Los Elementos no contiene toda la geometria griega, ni es un
resumen de toda ella; sin duda contiene una gran parte de la
matematica que los griegos anteriores a Euclides y el propio
Euclides elaboraron, pero esa parte no fue tomada al azar, sino
seleccionada de acuerdo a un criterio prefijado que convierte a ese
conjunto de conocimientos en un sistema. Esta tendencia al sistema
es tan vigorosa en Euclides, y tan rigido es su resultado, que no soélo
no se conocen Elementos posteriores a los de Euclides, sino que
éstos han servido de modelo a un tipo de construccion cientifica, de
método cientifico, que usado desde entonces en la matematica, se
extendio y se extiende actualmente a otros sectores cientificos.

Por supuesto que los Elementos, ni por su contenido ni por su
orientacion, son fruto exclusivo de Euclides; su contenido proviene
en gran parte de los pitagoéricos y de Eudoxo y en su orientacion
han influido especialmente Platon y Aristoteles. Del platonismo, del

cual era adepto, Euclides tomé la independencia de la ciencia de
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toda finalidad practica y por tanto la abstraccion y la primacia del
conocer sobre el hacer; de Aristételes tomd el riguroso método
deductivo, la separacion entre principios y teoremas, y la distincion
de los principios en definiciones y axiomas.

El método euclideo, que actualmente se prefiere denominar método
axiomatico, consiste en denunciar previamente los supuestos e
hipotesis basicos sobre los que se construird la ciencia, y edificar
luego ésta en forma rigurosamente deductiva. Este método es de
dificil realizaciéon, tanto por la eleccion de las hipotesis basicas como
por el desarrollo deductivo, de ahi que la critica moderna haya
denunciado que en los Elementos el método axiomatico no aparece
revestido de todas las precauciones necesarias, ni cumple con todas
las exigencias que le impone la ldgica; circunstancias que
evidentemente no disminuyen el mérito de Euclides de haber
aplicado por primera vez, hace 23 siglos, un método fecundo para la
ciencia, en una construccion geométrica cuyas lineas generales
pasamos a resenar.

Los Elementos comprenden 13 libros, la mayoria de los cuales se
abre con una serie de definiciones (el vocablo utilizado por Euclides
es mas bien «términos»), a las que en el libro |I se agregan los
axiomas, que Euclides distribuye en dos grupos: postulados y
nociones comunes.

Las definiciones de Euclides no han de entenderse en un sentido
I6gico estricto. Son mas bien simples menciones o descripciones
sumarias de los objetos de lo que luego se ocupara la ciencia

geométrica y hasta algunas de ellas solo tienen sentido en vista del
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desarrollo historico anterior a Euclides. De manera que esas
definiciones no deben ser tomadas ni como enunciados basicos ni
como juicios de existencia; tal funcion la desempefan en los
Elementos los axiomas, vale decir: los postulados y las nociones
comunes. Los postulados, que en la version mas segura son cinco,
constituyen los fundamentos especificamente geométricos, y han
sido elegidos de tal manera que su funcién consiste esencialmente
en fijar la existencia, de modo uUnico, de los entes fundamentales:
punto, recta y circunferencia, con los que se construiran las figuras
geométricas. En efecto, tres de esos postulados aseguran la
existencia y unicidad de la recta, es decir, de un segmento
prolongado indefinidamente cuando se dan dos de sus puntos; un
cuarto postulado fija esa existencia para una circunferencia de
centro y radio dados; mientras que un quinto postulado establece
las condiciones para que dos rectas determinen un punto. (Las
condiciones respectivas para que dos circunferencias 0 unha
circunferencia y una recta tengan puntos comunes no han sido
postuladas por Euclides.)

Asi como los postulados fijan, o pretenden fijar, la existencia de las
rectas, circunferencias y sus posibles intersecciones, y por tanto se
refieren a entes exclusiva y especificamente geométricos, las
nociones comunes fijan, o pretenden fijar, las operaciones entre
«cosas», es decir, entre magnitudes, sean geomeétricas o no.

Los primeros cuatro libros de los Elementos comprenden las
proposiciones mas importantes de geometria plana elemental

referentes a triangulos, paralelogramos, equivalencias, teorema de
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Pithgoras (con el que se cierra el libro 1), circunferencias e
inscripcidon y circunscripcion de poligonos regulares: todo esto, claro
es, dentro de los medios admitidos por los postulados.

Los dos libros siguientes, V y VI, se refieren a la proporcionalidad,
tratando el V la teoria general de las proporciones atribuida a
Eudoxo, y el VI la aplicacibn de esa teoria a las magnitudes
geomeétricas.

Los tres libros siguientes, VII, VIl y IX, se refieren a la aritmética o,
mas exactamente, a la teoria de los numeros, pues en ellos sdélo se
trata de numeros enteros positivos. La aparente vinculaciéon con la
geometria reside en el hecho que en todas las proposiciones, los
numeros estan representados por segmentos. En ellos se trata de la
teoria elemental de la divisibilidad, de la descomposicion en factores
primos, de las proporciones y progresiones, geométricas, cerrandose
el libro IX con una hermosa proposicion de sabor pitagorico, en la
gue Euclides da la expresién de los numeros perfectos (iguales a la
suma de sus divisores menores que él) pares.

El libro X de los Elementos, el mas extenso y el mas dificil de todos,
trata de los irracionales, y en él se clasifica, mas no se calcula, una
serie de combinaciones de expresiones racionales e irracionales, de
la indole que se presentaria en nuestra algebra con raices
cuadradas.

Los tres ultimos libros, dedicados a la geometria del espacio, son de
factura inferior a los anteriores. El Xl estudia algunas propiedades
generales de las rectas y planos; el Xll, que trata de cuestiones

planas y del espacio, incluye los teoremas para cuya demostracion
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se hace uso del método de exhaucién; y el Xlll, que, comprende
también una serie de propiedades de geometria plana y del espacio,
tiene por finalidad la construccion y comparacion de los cinco
poliedros regulares inscritos en una esfera. Y con la demostraciéon
gue no pueden existir otros poliedros regulares, ademas de los cinco
conocidos, se cierran los Elementos de Euclides.

Tal es, a grandes rasgos, el contenido de la obra mas importante de
Euclides. Por grande que haya sido el aporte de los matematicos
anteriores, queda siempre para Euclides el mérito de haber
aplicado, por primera vez, un método que resulté fecundo para la
matematica y para la ciencia, en general, y el de haber estructurado
sistematicamente, con ese método, en forma organica y ordenada,
una gran cantidad de conocimientos matematicos, en especial de
geometria plana. Ademas, en los Elementos, Euclides acentlda una
nota caracteristica y permanente de la matematica: su caracter
abstracto y su absoluta independencia de toda aplicacion practica o
concreta. En los Elementos no figura ni una aplicacion concreta, ni
un ejemplo numeérico, ni se alude a instrumento geométrico alguno.
Todo su interés y su finalidad residen en el conocimiento mismo.
Pero en matematica conocer es demostrar, y los Elementos nos
ofrecen el primer ejemplo, en gran escala, de ese fecundo juego de la
razon que se da en las demostraciones matematicas, creador de
Nnuevos conocimientos que se presentan atraidos por la irresistible
fuerza del raciocinio y cuya uUnica finalidad es el conocimiento
mismo. Sin duda que para nuestros gustos actuales, las

demostraciones de Euclides son aridas, encuadradas en, moldes

33 Preparado por Patricio Barros



Historia sucinta de la matemaéatica www.librosmaravillosos.com José Babini

formales demasiado uniformes y rigidos, algo pedantes; pero con
todo es innegable que en el orden légico, en los recursos deductivos
y en los métodos de demostraciéon, ha de verse otro de los méritos de
los Elementos de Euclides.

No obstante ser los Elementos un conjunto sistematico vy
sistematizado de conocimientos, es claro gque no representa el
conjunto de todos los conocimientos matematicos que poseian los
griegos de la época de Euclides. Por lo pronto, 103 Elementos no
podian contener sino aquellos conocimientos compatibles con el
método euclideo, es decir: que podian deducirse de los postulados
que, explicita o implicitamente, le servian de fundamento. Por eso
no hay en ese tratado menciéon alguna de los tres problemas
clasicos ya citados, ya que todas las investigaciones realizadas sobre
los mismos exigian recursos que iban mas alla de esos postulados.
Tampoco podian contener los Elementos todas las propiedades que
se dedujeran de aquellos postulados. Ademas de la imposibilidad
material que esa inclusion implicaba, hubo omisiones, deliberadas
unas, forzosas otras. Entre estas Ultimas, constituidas por las
propiedades desconocidas en tiempos de Euclides o que éste no
estudiara o no hubiera podido deducir, son singularmente
importantes las que se refieren a la geometria dé la medida
(comparacion de &areas y de volumenes), campo en el que los
Elementos se muestran muy limitados.

Finalmente existia otro grupo de conocimientos matematicos, a
principios del siglo Ill, que no podian estar incluidos en los

Elementos. Nos referimos en primer lugar a la llamada «logistica»,
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vale decir, los conocimientos de aritmética (sistema de numeracion,
reglas operatorias), necesarios para las aplicaciones Numéricas de la
vida diaria o de otras ciencias; y en segundo lugar, a aquel conjunto
de conocimientos de ciencia natural que por su facil geometrizacion
se construyé en intima conexién con la matematica, ya por su
origen, ya por sus investigadores, ya por su método. Ese conjunto
comprendia la astronomia, la 6ptica y la cinematica. Como uUnico
ejemplo de esa conexion anotemos que las nociones de geometria
esférica (propiedades geométricas de la esfera) eran entonces
incumbencia de los astronomos y no de los gedmetras.

Ademas de los Elementos, indudablemente su obra maxima, se
deben o atribuyen a Euclides otras obras. Algunos editores antiguos
agregaron a los 13 libros de los Elementos que hemos resefiado, dos
libros mas que luego se comprobé que se debian a autores
posteriores. En cambio, entre las restantes obras que se consideran
de Euclides, algunas de las cuales se han perdido, figuran escritos
de indole estrictamente geométrica, y hasta que parecen haber sido
complementos de los Elementos, y otros relacionados con aquellos
sectores cientificos que por su indole los griegos incluian en su

matematica: acustica, astronomia, optica, mecanica.

8 14. Arquimedes
Arguimedes, sin duda la figura maxima de la matematica griega, es
al mismo tiempo una de las mas altas cumbres de la matematica y

de la ciencia de todos los tiempos.
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Arquimedes, nacido en Siracusa en 287 a. de C. y muerto en 212 a.
de C. en el saqueo que sigui6 a la caida de esa ciudad en manos de
los romanos, dedicé toda su vida a la investigacion cientifica. Su
vida, como la de otros grandes sabios, fue embellecida o deformada
por la imaginacién popular, vistiéndola con anécdotas mas o menos
verosimiles y exaltandola con elogios tales que a veces la rodearon
de una atmosfera sobrenatural. Hasta su muerte fue envuelta por
cierta atmoésfera novelesca y narrada de diversas maneras. El acto
del soldado romano que atraviesa con su espada al viejo sabio
absorto en una investigacion geométrica, no ha dejado de excitar la
imaginacion, llegandose hasta a convertirlo en un simbolo.

La fama de Arguimedes hoy sobrevive, no por su vida sino por su
obra. Obra de caracteres propios y originales que denuncia sobre
todo a un investigador. Sus escritos son verdaderas memorias
cientificas, trabajos originales en los que se da por conocido todo lo
producido antes sobre el tema y se aportan elementos nuevos,
propios. De ahi la aparente inconexion de sus escritos en lo que
atafie a los temas; de ahi también que ninguno se destaque
especialmente; todos son igualmente importantes, todos son
originales y representan una nueva contribucion, ya una idea, ya un
método.

En sus escritos siguid rigurosamente el método euclideo de fijar
previamente las hipdétesis que postulaba, a las que seguian los
teoremas cuidadosamente elaborados y terminados, sin que en
general se advierta en ellos el método de descubrimiento, qué parece

a veces hasta deliberadamente ocultado, hecho que unido a la
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dificultad intrinseca del tema en muchas ocasiones, hace su lectura
pesada vy dificil.

La indole misma de los trabajos de Arquimedes y el hecho de que
probablemente algunos de sus escritos se han perdido, impide
encontrar entre ellos nexo l6gico o cronoldgico alguno. Pero con esos
escritos, Arquimedes ha intervenido con eficacia en todos los
campos de la matematica griega; ya en sus ramas estrictas:
geometria y aritmética; ya en astronomia y en ciertos sectores de la
fisica que los griegos geometrizaron, como la estatica y la
hidrostatica. Analizaremos someramente los escritos de Arquimedes
siguiendo este orden.

Consideremos, en primer lugar el escrito De la esfera y del cilindro,
por su vinculacién directa con los Elementos de Euclides, de los que
puede considerarse un complemento, pues trae una serie de
teoremas relativos a areas y volumenes de cuerpos redondos que no
figuraban en los Elementos, algunos de los cuales estan hoy
incorporados a nuestra geometria elemental. Entre esos teoremas
figura el que expresa la relacién entre las areas y voliumenes de la
esfera y del cilindro circunscrito, cuya figura Arquimedes dese6 que
se grabara sobre su tumba. En cierto sentido, una continuacion del
escrito anterior la constituye el trabajo de los conoides y de los
esferoides en el que Arquimedes estudié las propiedades de algunos
cuerpos redondos, incluidos hoy en las cuadricas de revolucion. Ha
de agregarse que en las demostraciones de estos trabajos, asi como

en otras semejantes que figuran en otros escritos, Arquimedes hace
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uso de recursos gque implican conceptos que hoy aparecen en
nuestro analisis infinitesimal.

De sus trabajos de geometria plana recordemos: De las espirales,
uno de sus escritos mas dificiles, en el que estudia las propiedades
de la curva que hoy llamamos «espiral de Arquimedes» ; el escrito
Cuadratura de la parabola, en el que por primera vez se da la
equivalencia entre una figura mixtilinea y otra poligonal,
demostrando la equivalencia entre un segmento de parabola y un
tridngulo; y el trabajo De la medida del circulo, uno de los mas
breves de Arquimedes, pero probablemente uno de los mas
importantes, pues no s6lo demuestra con él la equivalencia entre el
problema de la cuadratura del circulo con el de la rectificacién de la
circunferencia, sino que, ademas, da una importante solucion
aproximada de esos problemas, que involucra interesantes
consideraciones aritméticas.

También figuran cuestiones aritméticas, de otra indole, en uno de
los escritos méas originales de Arguimedes, comuUunmente
denominado El Arenario. Se trata de un trabajo dedicado al hijo del
tirano de Siracusa, del cual era preceptor, y cuya finalidad era
probar que el numero de granos de arena que llenara todo el
universo podia contarse, sobre todo, nombrarse.

Este escrito posee un triple interés: a) como Arquimedes necesitara
manejar nameros muy grandes, crea para este fin un sistema de
numeracion especial con el cual podrd contar y denominar esos
numeros; b) al hacer alusion al universo que deberda llenar con

granos de arena elige un universo de dimensiones mayores que el
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que ordinariamente concebian los astronomos de la época: el
universo ideado por Aristarco de Samos, que algunos historiadores
actuales denominan «el Copérnico de la antigiiedad», pues es autor
de un sistema heliocéntrico: precisamente el interés de El Arenario
reside en el hecho de ser uno de los escritos que nos ha quedado
gue hace mencidon de ese sistema, y c) El Arenario, por ultimo, es el
anico escrito en que Arguimedes demostré poseer conocimientos
astrondmicos completos, y en él expone un procedimiento ingenioso
para determinar el diametro aparente del Sol, dando un valor
bastante aproximado del mismo.

Tales son las mas importantes contribuciones estrictamente
matematicas que se deben a Arquimedes. Sin embargo podemos
aln mencionar sus trabajos sobre la estatica, que en la concepcion
antigua quedaban incluidos en la matematica. Son ellos: el escrito
denominado Del equilibrio de los planos, en el que enuncia la ley del
equilibrio de la palanca; y el escrito De los cuerpos flotantes, en el
que se estudia cientificamente el equilibrio de los cuerpos
sumergidos y se enuncia el célebre principio que hoy lleva su
nombre.

Mencionemos, por ualtimo, uno de los trabajos mas originales e
interesantes del sabio de Siracusa: una larga carta dirigida a
Eratéstenes, hoy conocida con el titulo abreviado Método, en la que
Arquimedes expone un procedimiento, mezcla de consideraciones
geométricas y mecanicas, mediante el cual llegaba a descubrir
propiedades (areas, volumenes, centros de gravedad) que luego

demostraba rigurosamente con recursos estrictamente geometricos.
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En definitiva, puede decirse que Arquimedes lleva la matematica
griega a su nivel maximo. Sin duda que él encontr6é ya una ciencia
madura, a la que agregé nuevos capitulos y en la que mejoro los
existentes. Pero en esta obra de complemento y de
perfeccionamiento confiri6 a la ciencia una mayor flexibilidad
haciendo mas maleable el rigido sistema euclideo, y una mayor
rigueza y autonomia, pues en Arquimedes han desaparecido casi
totalmente los lazos que hasta entonces habian mantenido ligadas
la matematica griega con la filosofia griega.

Esta mayor libertad y autonomia, sin descuido del rigor, que se
muestra en la eleccion de los postulados, en las aplicaciones y
problemas, en sus incursiones por el campo de los numeros y de la
matematica aproximada, hacen de Arquimedes un gran matematico,

en el v sentido actual y permanente del vocablo?Z.

§ 15. La matematica griega

El tercer gran matematico del periodo alejandrino es Apolonio de
Perga, de cuya vida se tienen muy escasas noticias, considerandose
que florecio hacia comienzos del siglo 1l a. de C.

Asi como en la historia de la matematica el nombre de Euclides esta
indisolublemente ligado al de sus Elementos, el nombre de Apolonio
lo esta con el de sus Conicas, que, por lo demas, es el Unico (y aun
iIncompleto) de sus escritos que poseemos. En esta obra, a la que
debe su merecida fama de gran matematico, Apolonio estudia en

forma exhaustiva las propiedades de esas curvas, a través de una

2 Para un analisis mas detallado de Arquimedes y de su obra puede verse, de esta misma
coleccion, nuestro Arquimedes, Buenos Aires, 1948
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teoria general de las mismas y de algunas de sus propiedades
especiales mas importantes.

Con Euclides, Arquimedes y Apolonio la matematica griega llega a
su apogeo, de ahi que podamos resefiar ahora cuales han sido sus
caracteristicas.

La primera nota matematica que aporta el espiritu griego es la
demostracion: las propiedades matematicas dejan de ser hechos
para convertirse en conocimientos. Esa demostracion, con que los
griegos otorgan a la matematica su sello caracteristico vy
permanente, arranca de las criticas eleatas, se elabora en el seno de
las discusiones de los sofistas y encuentra su elemento constructivo
en el 6rgano aristotélico.

La segunda nota matematica permanente que aportan los griegos es
la abstraccion. Pero la abstraccion de la mateméatica griega tiene
caracteres especificos, rasgos propios conferidos por el pitagorismo
gue la vio nacer. Este tipo especial de abstraccion de la matematica
griega, semejante a la de las ciencias naturales actuales, es el que le
confiere sus notas caracteristicas. Hace de ella una matematica
«tactil» apegada a los cuerpos naturales, una matematica de figuras,
como se comprueba con su concepcion corporal y geométrica de los
numeros.

Este caracter tactil de la matematica griega explica también su
predileccién por lo finito y su preocupacion por eliminar, o por lo
menos, reprimir el infinito en sus demostraciones.

Esa abstraccion de la matematica griega, abstraccion que inicia sus

primeros balbuceos, es la que explica también que la mateméatica no
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haya logrado grandes generalizaciones entre los griegos. Es una
matematica que va a la caza, no de teorias generales, sino de
problemas singulares, aunque a veces las nociones previas que la
solucion de esos problemas exige son tantas y tan complejas, que de
por si pueden considerarse como constituyendo un sistema, tal
como ocurre con los Elementos.

Esta predileccién por el problema y la correlativa despreocupacion
por una teoria general, les impidio ver el proceso y la continuidad en
su totalidad, y por tanto les ocultdé la importante nocién de
variabilidad, mostrandose asi otra caracteristica de la matematica
griega: su estatismo, su caracter mas estatico que dinamico, mas
cinematico que cinético. Este caracter estatico de la matematica
griega se debe en gran parte a la influencia del platonismo que, por
lo demas, se ha ejercido también en otros aspectos de esta ciencia.
Asi, al acentuar el caracter ideal de los objetos matematicos ha
conferido a éstos una de sus notas permanentes; pero al mismo
tiempo, en conexién con su teoria de las ideas, ha arrojado esos
objetos en un trasmundo, lejos de todo contacto y vinculacion con
este mundo sublunar de los hombres y de las cosas.

De ahi el destierro a que se condenara a la aritmética practica (la
«logistica» de los griegos); de ahi su inaplicabilidad a la ciencia
natural, con las escasas excepciones que muestran las
consideraciones geométricas de la astronomia, éptica y estatica
griegas que, bien examinadas, mas que ramas de la ciencia natural,

deben entenderse como ramas de la misma matematica griega, pues
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poseen todos los caracteres que hemos descubierto en esa

matematica.

8 16. Epigonos y comentaristas. Diofanto

En el periodo helenistico, ademas de los «tres grandes», cabe aun
mencionar a Eratéstenes de Cirene, contemporaneo, aunque mas
joven, de Arguimedes, que fue bibliotecario en Alejandria y sabio de
actividad multiple: geégrafo, matematico, filologo. En matematica su
contribucion mas importante es una resolucion del problema de
Délos, de interés, pues con ella dio la historia del problema y de los
Intentos anteriores para resolverlo.

También dieron soluciones a ese problema otros dos matematicos
de este periodo: Nicomedes y Diocles. Queda la discutida figura de
Herdn de Alejandria, de identificacion y ubicacion dificiles, aunque
es probable que haya vivido en esa ciudad en el siglo | a. de C.,
ocupandose principalmente de cuestiones de mecanica y geometria
practicas. Pero, no obstante tal finalidad, mostré6 un amplio
conocimiento de la geometria griega, como lo confirman los
agregados y perfeccionamientos a los Elementos que se le atribuyen.
Prueba cabal de ello es el teorema,-que por primera vez aparece en
sus escritos, que expresa la relacion entre el triangulo y sus lados.
La demostracion de esa relacibn, que hoy expresamos
algebraicamente mediante la llamada «férmula de Herdén», constituye
uno de los mas hermosos teoremas geométricos de los griegos.

Al iniciarse la era cristiana, la matematica griega entra en un

periodo de cristalizacion y de crisis, en el que ya no figuran

43 Preparado por Patricio Barros



Historia sucinta de la matemaéatica www.librosmaravillosos.com José Babini

creadores, sino epigonos, glosadores y comentaristas, de los que
citaremos Unicamente los mas importantes.

De fines del siglo I, o comienzos del Il, es Nicobmaco de Gerasa, autor
de una obra aritmética, de escaso valor cientifico, pero importante
por haber sido el libro que durante toda la Edad Media sirvié para la
ensefanza de la aritmética. Contemporaneo de NicOmaco es
Menelao de Alejandria, con el cual llega a su culminacion el estudio
griego de la geometria esférica. Con Menelao hace su aparicion el
«triangulo esférico», importante figura que Menelao estudia
siguiendo un camino semejante al recorrido por Euclides al estudiar
los triAngulos planos, mostrando las analogias y las diferencias
entre las dos clases de triangulos.

Con esta labor de Menelao se vinculan los trabajos matematicos de
la figura cientifica mas importante de esta época: Claudio Ptolomeo,
el sistematizador de la astronomia antigua que sentdé los
fundamentos cientificos de la concepcion geocéntrica que se
mantuvo durante 14 siglos.

La contribucion mateméatica de Ptolomeo estid diseminada en sus
escritos astrondémicos, en especial en el primer libro de su célebre
Sintaxis matematica (mas conocida como Almagesto), que redne
todas las cuestiones preliminares necesarias para el estudio
racional de los fendmenos celestes. En este sentido una exigencia
fundamental requeria la determinacion de una «tabla de cuerdas»
correspondientes a los .distintos arcos, partes alicuotas de la
circunferencia. Esta obra iniciada por el gran astronomo Hiparco de

Nicea, que habria introducido en la astronomia griega la division
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sexagesimal de los babilonios, fue continuada y perfeccionada por
Ptolomeo, quien utilizé6 también los resultados de Menelao para el
analisis de los triAngulos esféricos; de manera gque en el Almagesto
puede verse la primera sistematizacion de lo que hoy llamamos
«trigopnometria plana y esférica». En muchas de las expresiones que
en él figuran, basta cambiar la palabra «cuerda» por la locucion
«doble del seno del arco mitad», para obtenerse expresiones de
nuestra trigonometria.

Después de Ptolomeo cabe citar la dltima figura matemaéatica
importante vinculada con la escuela de Alejandria: Pappus, cuya
Colecciéon matematica es un resumen de todos los conocimientos
anteriores con agregados, criticas y correcciones del autor, de un
valor inestimable por las informaciones historicas y bibliogréaficas
que contiene acerca de la matematica griega. También de
importancia histérica, mor sus numerosas noticias referentes a
autores anteriores, es la parte matematica del Comentario a los
«Elementos» de Euclides del ya mencionado Proclo de Bizancio, del
siglo V.

De las consideraciones anteriores hemos excluido
intencionadamente una figura matematica, que por presentarse
aislada en el conjunto de la matematica griega, preferimos tratarla
también aisladamente. Es Diofanto de Alejandria, probablemente
del siglo I, que méas que un cultor de la aritmética y sobre todo de
la geometria, como Ilo fueron los cientificos griegos, debe

considerarse un precursor del algebra y en cierto sentido, mas
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vinculado con la matematica de los pueblos orientales que con la de
los griegos.

La obra mas importante de Diofanto es su Aritmética, por su
novedad y originalidad uUnica en toda la literatura matematica
griega, pues en lugar de enunciar teoremas y proposiciones, no trae
sino problemas, en su mayoria, entre numeros abstractos.

En la resolucion de esos problemas, algunos muy dificiles que
pertenecen al hoy llamado «analisis indeterminado», Diofanto aplica
cierto simbolismo semejante al actual de los polinomios con una
letra, y utiliza métodos diferentes para cada caso particular, pero
esos métodos y los recursos auxiliares de que Diofanto echa mano
son tan ingeniosos y fecundos, que confieren a toda la obra una
peculiar fisonomia .algebraica que la caracteriza y distingue de los
demas escritos griegos. Claro es que la habilidad e ingeniosidad de
Diofanto no son casuales; se fundan sobre el conocimiento de una
gran cantidad de propiedades aritméticas que revelan en €l un cabal

matematico.
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Capitulo 2
Intermedio
Contenido:
8. 17. La matematica en Occidente hasta fines de la Alta Edad
Media
8. 18. El aporte oriental
8. 19. La matematica arabe
8. 20. La época de la transmision.

8. 21. El despertar matematico

8 17. La matematica en Occidente hasta fines de la Alta Edad
Media

En el mundo romano, la matematica no tuvo cabida, por lo menos
entendida en el sentido griego. En las enciclopedias, a las que
fueron tan afectos los poligrafos romanos, no figuraba de la
matematica sino las nociones destinadas a las aplicaciones: ya los
conocimientos aritmeéticos Utiles para satisfacer las necesidades de
la vida diaria o las exigencias de las transacciones comerciales o, a
lo sumo, para alguna cuestion tribunalicia y a los conocimientos
geométricos requeridos por la agrimensura y la agricultura,
conocimientos que se limitaban a unas cuantas formulas empiricas
0 aproximadas para la determinacion de las areas de las figuras
planas.

Pero con la decadencia y division del imperio (siglo 1V) y con el fin
del imperio de Occidente (siglo V) se nota en los escritores romanos

cierta reaccion favorable a los textos griegos. Asi, a mediados del
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siglo V el cartaginés Marciano Capella escribe una enciclopedia
sobre las siete Artes liberales, es decir: gramatica, dialéctica y
retérica (trivium), geometria, aritmética, astronomia y musica
(cuadrivium), que goz6é de gran estimacion y difusiéon durante la
Edad Media. En ella la geometria se reduce a las definiciones de los
Elementos con el enunciado del primer problema; y la aritmética a
unas cuantas nociones de caracter neopitagorico.

Entre los enciclopedistas posteriores a Capella, recordemos a
Severino Boecio, que entre las numerosas obras antiguas que
parece haber compilado figura una de caracter aritmético, que no es
sino la versiéon de la Aritmética de Nicomaco y que tuvo gran
difusion en la época medieval; a Casiodoro, en cuya enciclopedia
figura, ademas de un resumen de la aritmética de Boecio, otro de
los Elementos de Euclides; y el famoso Isidoro de Sevilla que en su
obra, de finalidad etimoldgica, considera todas las disciplinas de su
época, su clasificacion, asi como da la definicion de sus términos
técnicos.

El proximo nombre ya no pertenece a la cuenca del Mediterraneo.
Es el del inglés Beda el Venerable de fines del siglo VII que, ademas
de su obra como historiador eclesiastico, se le deben algunos
escritos sobre los elementos del calculo numérico. A la larga, las
ensefnanzas de Beda han de haber influido sobre Alcuino de York,
del siglo VIII, que desempeiid un papel importante en el llamado
«renacimiento carolingio», pues fue uno de los pocos maestros a los
que acudié Carlomagno para mejorar el estado general de

ignorancia de su reino. Se debe a Alcunio un escrito «para
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desarrollar el ingenio de los jovenes», mezcla de problemas
aritméticos y geométricos, en general muy simples, con cuestiones
misticas y recreativas que poco tienen que ver con la matematica.

Si al escaso valor cientifico de esos problemas se agrega el hecho de
gué Alcuino fue considerado como uno de los hombres mas sabios
de su tiempo, es facil advertir el bajo nivel a que habia descendido
la matematica en Occidente. Sin embargo, en los siglos siguientes
descendié adn mas, cuando a raiz de la muerte de Carlomagno
desaparece también el «<renacimiento carolingio».

Pero pronto asomara un nuevo despertar, favorecido por los vientos

gue venian del Oriente.

§ 18. El aporte oriental

El aporte oriental a la matematica durante el primer milenio de
nuestra era proviene de tres centros culturales distintos: chino,
hindd, arabe; distintos también fueron su valor y su influencia.

En este sentido parece ser la matematica china la que ejercié menor
influencia, por lo menos ante la escasa documentacion existente al
respecto. En efecto, de los documentos existentes se desprende que
la matematica china no difiere esencialmente de la de los antiguos
pueblos orientales en lo que se refiere al nivel de los conocimientos:
un sistema de numeracion, el empleo del abaco de uso inmemorial
en China, el conocimiento del teorema de Pitagoras en el caso
clasico 3, 4, 5, formulas empiricas y aproximadas para las areas y
voliumenes de figuras simples, y una colecciéon de problemas, de

interés muy dispar, de aritmética y de geometria. Como unico dato
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interesante, mencionemos la presencia de cuadrados magicos, que
parecen de origen muy antiguo entre los chinos.

De los libros matematicos chinos posteriores al siglo X, es dificil
deslindar lo que pertenece a los chinos de lo que pudo ser
importado de otras culturas: hindu o arabe.

En cambio, a la matematica hindu se deben aportes originales
importantes, asi como una notable influencia sobre la mateméatica
arabe y, por intermedio de ésta, sobre la matematica occidental.
Pero la ausencia de indicaciones de fechas en casi toda la literatura
hindd, unida a la circunstancia de estar en verso los escritos
matematicos, redactados en un lenguaje confuso y mistico y
vinculados con cuestiones astronOémicas Yy religiosas sin
demostraciones y sélo con ejemplos numeéricos, torna dificil, no
solamente precisar la época de esos escritos, sino también valorar la
originalidad y el mérito de los mismos.

Sin duda, hay en la mateméatica hindd una propension mayor hacia
los numeros que hacia las figuras; de ahi que sus contribuciones
mas importantes se refieran a la aritmética, al algebra y a la
trigonometria. Sin embargo, los conocimientos mas antiguos que se
atribuyen a los hindldes estan vinculados con la geometria:
aparecen en unos comentarios teoldgicos relacionados con los
himnos sagrados y con la practica dé los sacrificios, que se suponen
de una época comprendida entre los siglos VIII y Il a. de C. Entre
esos comentarios figuran escritos que contienen reglas para la

construccion de los altares destinados a los sacrificios, con un
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complemento que trae reglas para la construccion de cuadrados y
de rectangulos.

Pero estas construcciones geomeétricas ya no se presentan en las
obras hindues posteriores, que aparecen en el periodo llamado
astronomico y matematico, transcurrido entre los siglos IV y Xl de
nuestra era. Las obras mas antiguas de este periodo son de caracter
astronomico y de evidente influencia griega. Su importancia
matematica, ademas de su influencia en el mundo islamico, reside
en el hecho de que en esas obras aparecen por primera vez algunas
de las hoy llamadas «funciones circulares», de tanta aplicacion en la
trigonometria y en toda la matematica.

Mayor desarrollo de esos conceptos aparecen en los matematicos
hindles posteriores, de los que citamos Unicamente los tres mas
renombrados: Aryabhata, Brahmagupta y Biiaskara.

Ademas de ocuparse de las funciones circulares, Aryabhata (nacido
en 476) se ocupod de cuestiones aritméticas y sobre todo de «analisis
indeterminado» en un sentido distinto del de Diofanto y mas
préximo al actual. También se ocuparon de andalisis indeterminado
Brahmagupta (del siglo vil), a quien se debe ademas la mencion de
las propiedades del cuadrilatero inscriptible; y Bhaskara (siglo XIlI),
cuya obra es sin duda la mas importante de la matematica hinda,
aunque en ella sean visibles las influencias, no solo griegas, sino
arabes y hasta chinas.

Ademas de los aportes individuales, se deben a la matematica hindu

dos aportes colectivos de gran trascendencia: la contribucion al
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simbolismo algebraico y el sistema de numeracién posicional de
base 10.

El algebra de los hindles es en general retérica, vale decir, sin
simbolos ni abreviaturas, pero en las obras mas recientes hacen su
aparicion cierto simbolismo y el uso de iniciales, que le confieren el
aspecto de algebra sincopada (etapa intermedia entre el algebra
retorica y la actual simbdlica). Entre las innovaciones que presenta
el algebra de los hindues, citemos el uso de silabas diferentes para
indicar incognitas distintas, cosa que no ocurria en Diofanto; la
distinciéon entre ndmeros positivos y negativos, qué interpretaban
como créditos y débitos y que diferenciaban simbdélicamente; y sobre
todo el uso del cero, no s6lo como cifra numeérica, sino también
como simbolo operatorio.

En cuanto al sistema de numeraciéon posicional, usado por los
hindUes en sus calculos aritméticos y astronémicos mediante el
empleo de diez signos especiales que, modificados, constituyen
nuestro sistema de numeracion, su origen ha suscitado
controversias.

Hay que descartar, desde luego, el origen arabe como la usual
locucion de «cifras arabigas» puede hacer suponer (los arabes han
sido los trasmisores, no los creadores); y descartado también que
los hindlues hayan sido los creadores del sistema posicional (lo
poseyeron los sumerios y los mayas), queda aun por discutirse el
origen del sistema posicional de base 10 que en definitiva dio lugar
al nuestro actual. Ese origen puede ser hindd y muy antiguo, como

sostienen algunos, fundados en la interpretacion de un texto
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religioso anterior a la era cristiana, o puede ser griego, como
sostienen otros, admitiendo que el sistema haya nacido en el seno
de los neoplatonicos desterrados en Persia, desde donde se habria
difundido hacia el Este y hacia el Oeste.

En definitiva, la importancia y originalidad de la contribucion hindu
a la matematica se pone de manifiesto si se considera que, con los
hindules, penetra en la matematica el aprovechamiento de la fuerza
latente que encierran las cifras y sus operaciones, asi como el gusto
por las transformaciones y por las combinaciones; y que ademas se
deben a los matematicos hinddes, como aportes particulares, la
introduccién de las funciones circulares, el uso del cero y métodos
de analisis indeterminado.

La matematica arabe merece un parrafo especial.

8 19. La matematica arabe

El movimiento histérico denominado Islamismo, que se inicia con la
«hégira» de 622, ha desempefnado un papel singular en el desarrollo
de la ciencia durante el primer milenio de la era cristiana.

Cuando a mediados del siglo VIl los arabes, que por entonces
dominan la mayor parte del mundo civilizado desde el Pamir hasta
los Pirineos, detienen sus conquistas bélicas y su expansion
politica, la fisonomia del Islam se modifica. El contacto y las
relaciones que los arabes establecieron con pueblos y regiones que
eran o habian sido centros de grandes culturas, unido a ciertos
factores aportados por el mismo Islam.: la tolerancia que en general

los conquistadores demostraron hacia los habitantes de las regiones
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sometidas, en especial hacia cristianos y judios; la atmodsfera de
libre discusion y libertad de opinion nacida con las polémicas
religiosas y controversias teolégicas surgidas en el seno del Islam, y
la existencia de numerosas cortes que protegian y favorecian los
estudios cientificos, contribuy6 a que a fines del siglo VIII el mundo
islamico se encontrara en posesion de todos los elementos
necesarios para el desarrollo de una gran cultura cientifica, cultura
gue desarroll6 efectivamente y qué logré su mayor esplendor entre
los siglos IX a Xl, y de la cual resefiaremos a continuacion el
aspecto matematico.

La primera manifestacion cultural de la actividad cientifica dedos
arabes se pone de relieve en las traducciones al arabe de obras
hindles y griegas. Las primeras obras vinculadas con la matematica
que se tradujeron al arabe, todavia en el siglo VIII, fueron las obras
hindUes del periodo astronémico, con las que probablemente los
arabes entrarian en contacto con las cifras hindues.

Durante el siglo IX y los siguientes empezaron a aparecer las
traducciones al arabe de las obras griegas, y algo después sus
comentarios. Entre las traducciones de obras griegas citemos las de
Euclides, Arguimedes, Apolonio, Heron, Ptolomeo, Pappus,
Diofanto, etcétera. Con estas traducciones los arabes entraron en
posesion de buena parte de la matematica griega e hindud; posesion
que ya desde comienzos del siglo IX empez6 a dar sus frutos.

La primera figura que aparece en la matematica arabe es el de uno
de los mas grandes sabios del Islam: el geodgrafo, astrbnomo vy

matematico Al-Khuwarizmi, de cuya vida poco se sabe, fuera de que

54 Preparado por Patricio Barros



Historia sucinta de la matemaéatica www.librosmaravillosos.com José Babini

trabajaba en la biblioteca del califa en la primera mitad del siglo IX.
Su obra matematica revela influencias hindles y griegas, estas
altimas tanto en el sentido de Euclides como en el de Diofanto.
Ultimamente se quiso ver en ella también influencias de la antigua
matematica babilonia.

A su vez, esa obra influyé notablemente, no soélo en la ciencia del
Islam, sino en la ciencia occidental cristiana posterior. Se le debe
una Aritmética, conocida sélo a través de su version latina, que
contribuyo a la difusion en el mundo arabe de las cifras hindues y
del cero y que, como en las aritméticas posteriores, contiene las
reglas de las cuatro operaciones con enteros y fracciones y una serie
de problemas.

Pero sin duda el libro de mayor importancia e influencia de Al-
Khuwarizmi es lo que podriamos considerar «literalmente» el primer
tratado algebraico: es un trabajo cuyo titulo, de traduccién
aproximada: Sobre el calculo mediante la restauracion y la reduccion,
contiene «el término arabe «al-gabar» que dio luego nacimiento a
nuestro vocablo «algebra»; asi como del nombre de su autor surgi6
la palabra «algoritmos».

En ese «algebra», que es retérica y en la que la incognita se designa
con la palabra «cosa», nombre con que mas tarde pasé a Occidente,
aparecen transformaciones de tipo algebraico para la resolucién de
ecuaciones, tratandose éstas siempre con casos particulares
concretos y de coeficientes enteros y positivos.

Contemporaneo de Al-Khuwarizmi fue Thabit ibn Qurra, traductor e

investigador, cuya contribucion mas interesante es un método para
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encontrar ndmeros amigos, es decir, ndmeros, cada uno de los
cuales es suma de los divisores del otro (una pareja de numeros
amigos es, por ejemplo, 220 y 284).

Algo posterior a los dos anteriores es Abu Kamil, que florecié hacia
el 900, algebrista que perfeccion6 la obra de Al-Khuwarizmi y que es
uno de los primeros matematicos que trata algebraicamente
problemas geométricos.

En gran medida contribuyeron al progreso de la matemaética en el
Islam los astronomos. En cierto sentido puede decirse que no hay
entre los arabes matematicos puros: ante todo son astronomos. Ya
desde la primera época de la expansion arabe, las prescripciones
religiosas plantearon a los astronomos una serie de problemas de
orientacion y determinacion de fechas y de horas, que exigieron la
instalacion de observatorios y el perfeccionamiento de las tablas e
instrumentos utilizados, asi como el estudio e investigacion de las
cuestiones astrondmicas y matematicas conexas.

Es a los astronomos a quienes se debe la introduccién y ampliacion
de las funciones circulares y el perfeccionamiento de las tablas de
las mismas; y también a muchos astronomos se deben
investigaciones de caracter matematico, surgidas de la lectura y del
estudio de los antiguos astronomos griegos e hindues.

Entre los astrobnomos arabes que influyeron en el progreso de la
matematica, citemos a Al-Mahani, muerto hacia 874, que ademas
de traducir obras de Euclides y de Arquimedes, puso en ecuacion
(algebraica) el problema (geométrico) de Arquimedes de dividir una

esfera en dos segmentos esféricos de razén dada. Por su parte las
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funciones circulares deben mucho al grupo de astrénomos: Al-
Habash, contemporaneo del anterior; Al-Battani, el Albategnius de
los latinos, de fines del siglo IX y comienzos del X, y Abu Al-Wafa, de
la segunda mitad del siglo X. A ellos se debe la .ampliacion de las
funciones circulares a las seis funciones actualmente en uso y de
sus primeras relaciones. Debemos sin embargo agregar que si bien
la trigonometria plana y esférica continu6 desarrollandose entre los
astronomos y matematicos arabes, esas funciones no encontraron
eco en los astrbnomos &arabes y cristianos posteriores hasta
mediados del siglo XV.

También se ocuparon, en medida distinta, de matematica las tres
figuras cientificas mas grandes de este primer periodo de la ciencia
del Islam: Al-Biruni, Ibn Sina e Ibn Al-Haytam, todos
contemporaneos.

La contribucion matematica mas importante de Al-Biruni, de la
primera mitad del siglo XlI, se refiere a ]Jla construccion de los
poligonos regulares y su tratamiento algebraico. De Ibn Sina, el
Avicena de los latinos, sélo interesan algunas contribuciones
aritméticas, mientras que Ibn Al-Haytam, el Alhazen de los
occidentales, se ha ocupado de distintas cuestiones aritméticas y
geométricas. Vinculado con sus importantes investigaciones sobre
Optica, se conoce un «problema de Alhazen», que algebraicamente
conduce a una ecuacién de cuarto grado que Alhazen resolvio
mediante la interseccion de una circunferencia con una hipérbola.
Entre los matematicos del Oriente islamico durante el siglo XI,

citemos a Al-Karkhi, en quien no se nota la influencia hindd, y el
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celebrado Ornar Khayyam, astronomo y matematico, probablemente
el autor dé las célebres cuartetas Rubaiyat. Como matematico se le
debe un importante estudio algebraico y geométrico de las
ecuaciones, hasta de tercer grado; y como astrénomo se le conoce,
por ser el autor de una reforma del calendario, tan exacta como la
gregoriana, o mas, segun alguna interpretacion.

Durante el siglo Xll, la ciencia comienza a entrar en decadencia en
el Oriente islamico, pero en cambio en ese siglo la ciencia arabe
culmina en la peninsula ibérica”, donde por motivos politicos el
movimiento cultural se habia iniciado mas tarde que en Oriente.

En la Iberia musulmana no abundan los matematicos: citemos
unicamente al astronomo Jabir lbn Aflah, del siglo XlII, que alguna
vez se confundid con el célebre, aungque inexistente, quimico Geber
de los latinos, y hasta se utilizé la semejanza de su nombre con la
palabra «algebra» para atribuirle haber inventado y dado nombre a
esa rama de la matematica. Su contribucion mas importante a la
matematica se refiere a la trigopnometria esférica, donde existe un
teorema llamado alguna vez «teorema de Geber»,

Después del siglo XII, y durante algunos siglos mas, la ciencia arabe
continu6 dando sefales de vida, aunque con escasa 0 ninguna
resonancia en el mundo cristiano. Asi, durante la época del dominio
mongol encontramos al sabio enciclopédico Nasir Al-Din (siglo XIlIl),
autor de numerosas obras, entre las que se cuentan traducciones y
elaboraciones de autores matematicos griegos. Es de interés sefalar
gue se le debe una «demostracion» del postulado de Euclides, Unico

intento situado cronolégicamente entre los realizados por los
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antiguos griegos y los que realizaran los hombres del Renacimiento
y de la Edad Moderna.

Pero en la época de Nasir Al-Din, la ciencia arabe habia ya dejado de
desempefar su papel en el desarrollo de la ciencia mundial. Con
todo, la cultura arabe, tan unificada por la .fe y por el idioma, y tan
diversificada por los aportes que le dieron vida y la heterogeneidad
de los pueblos que puso en contacto, fue el Unico movimiento
cultural creador y de gran envergadura de fines del primer milenio y
comienzos del actual. En el aspecto matematico se le debe el haber
sentado las bases del algebra y sistematizado la trigonometria, y
sobre todo haber conservado y transmitido el saber matematico
antiguo, que en manos de los griegos habia logrado tan alto nivel, y
gue al pasar al mundo occidental en el Renacimiento, en especial

por intermedio de los arabes, volvera a cobrar altura.

§ 20. La época de la transmision

Cuando a partir del siglo Xl la cultura arabe comienza a mostrar
signos de decadencia, en el mundo cristiano asoma un despertar
cultural: tanto en Oriente como en Occidente. Si en el Oriente el
llamado «renacimiento bizantino» no mostré mayor originalidad y
vigor, en especial tratdndose de matematica, en Occidente, ese
despertar, lento y con alternativas en sus comienzos, adquirio luego
mayores impulsos para empalmar con el Renacimiento de los siglos
XV y XVI y dar vida, méas tarde, al gran movimiento cultural de la
Edad Moderna.
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En sus comienzos ese proceso cultural fue estimulado, y en cierto
sentido acelerado por influencias arabes que se ejercieron a través
de un triple conducto: las costas del Mediterraneo oriental durante
las Cruzadas, Sicilia y Espafnia.

Aungue discutible, esa influencia puede ya notarse en Gerberto de
Aurillac, de la segunda mitad del siglo X, méas tarde Papa, en cuyos
escritos matematicos, de escaso valor, aparecen las cifras hispano-
arabigas (sin el cero). En cambio, es indiscutible la influencia arabe
surgida de los contactos entre musulmanes y cristianos, ya a través
de las Cruzadas, ya en Sicilia o en Espafa. Esos contactos
permitieron a los cristianos advertir el valor del saber, propio o
ajeno, acumulado por los arabes, iniciandose entonces una era de
transmisidén de ese saber a través de traducciones, en gran parte del
arabe al latin, aunque también del hebreo al latin, como del arabe al
hebreo, y, en menor medida, del griego al latin.

Encontramos traductores en los viajeros que estuvieron en Oriente,
asi como en Sicilia, donde bajo los reyes normandos se produjo un
intenso intercambio entre las culturas arabe, griega y latina; pero el
centro mas activo de traducciones fue Espafa. Aqui encontramos
parejas de traductores que trabajan en colaboracion, traduciendo,
por ejemplo, uno del arabe al castellano y el otro del castellano al
latin; también encontramos verdaderas escuelas de traductores,
como la de Toledo, dirigida por Gerardo de Cremona, del siglo XIlI,
de la que se han catalogado no menos de 87 obras traducidas.

La obra de los traductores puso a disposicion de los sabios

occidentales el saber griego y el saber arabe, y esta circunstancia,
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unida a la atmdsfera cultural de los siglos XlI y XlllI, que vio nacer y
desarrollar la escolastica y erigir las primeras universidades, iba a

dar pronto sus frutos en el campo matematico.

8§ 21. El despertar matematico

En el mundo occidental, el despertar matemaéatico sé inicia en el siglo
X1l por obra de Leonardo de Pisa o Leonardo Pisano, también
apodado Fibonacci (hijo de Bonacci), nacido hacia 1170 y muerto
después de 1240.

Durante su juventud habia residido en Argelia y recorrido la cuenca
mediterrdnea, sobre todo en las zonas de influencia arabe, con cuya
cultura se puso en contacto, en especial a través del idioma y de la
matematica.

Al reconocer las ventajas del empleo de las cifras arabigas en los
calculos numéricos frente a los procedimientos de la época, al
regresar a su patria, en 1202, publicé su principal obra: Liber Abad,
gue en 1228 amplié y reelabord.

El titulo del libro no alude al dbaco como instrumento auxiliar en
los calculos, sino, por extension, a los calculos mismos, que
Leonardo ensefa a: realizar a la manera «algoritmica» con las cifras
arabigas, y no a la manera de los abacistas con los numeros
romanos. Sin haber sido en verdad Leonardo el introductor en
Europa de esas cifras, es indudable que fue él quien divulgdé su uso
y mostré sus ventajas. Claro que no por ello quedaron desterrados
de inmediato las cifras romanas, que continuaron, con suerte

variable, a ser utilizadas en los calculos comerciales, asi como el
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calculo con el 4baco, manteniéndose durante mucho tiempo una
lucha entre abacistas y algoritmicos.

Pero ademas de ese mérito y de la indiscutible originalidad que
Leonardo muestra en el tratamiento de las cuestiones matematicas,
se le debe el no menor de haber hecho conocer en su conjunto el
saber aritmético y algebraico de los arabes. Ademas del Liber Abad,
en el que Leonardo trata en forma retorica cuestiones de aritmética
y algebra, escribié un tratado geomeétrico y otros escritos menores
en los que, sin embargo, muestra Leonardo sus dotes matematicas
originales.

Del mismo siglo que Leonardo, aunque algo posterior, es Giovanni
Campano de Novara, a quien se debe una traducciéon de los
Elementos, con comentarios. Esta traduccién constituy6 el primer
texto impreso de Euclides (Venecia, 1482), y en sus comentarios
demuestra Campano ser mas que un mero traductor. Citemos
unicamente que se le debe el intento, seguramente el primero, de
fundar la aritmética de los niumeros naturales sobre un sistema de
axiomas y de postulados.

También al siglo XlIl pertenece un autor (o autores) de identidad
discutida: Jordanus Nemorarius, a quien (0 quienes) se atribuye,
ademas de varios escritos importantes sobre mecanica Yy
astronomia, escritos aritméticos y geométricos de no escaso valor; y
Sacrobosco (nombre latinizado de John de Hollywood), mas
conocido por su obra astrondémica, pero que es también autor de un
texto elemental de aritmética que mucho contribuy6 a la difusién de

las cifras arabigas y de la numeracion decimal.
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Ademas de la obra de los matematicos citados, contribuy6 al
renacimiento, cientifico de la época la peculiar atmésfera intelectual
del siglo XIll, en el que la cultura medieval occidental alcanza su
apogeo.

En los siglos siguientes esta atmoésfera cultural ird lentamente
modificandose: el espiritu medieval, bajo el signo del humanismo, se
convertirdA en el espiritu moderno, una de cuyas notas sera
precisamente la aceleracion del progreso cientifico.

Durante esos siglos, que para la matematica van desde el XIV hasta
fines del XVI, fecha en que se inicia para esta ciencia una nueva
era, la labor matematica se concretara a completar y perfeccionar la
aritmética, el algebra y la trigonometria.

Durante los siglos XIV y XV los progresos fueron escasos. La figura
matematica mas importante del siglo XIV es la de uno de los
«Maestros de Paris». Nicolas Oresme, en cuyas obras asoma la
nocion de representacion grafica de funciones, o mejor, fendmenos
de una variable, asi como otros conceptos matematicos de los que
puede considerarse precursor.

En el siglo XV, ademas; del nombre del célebre Nicolds Cusano, que
también se ocupé de matematica, debemos citar los de los
astronomos Georg Peurbach y su discipulo Johannes Muller,
llamado el Regiomontano. Con ellos progresa la trigonometria,
debiéndose a Regiomontano el primer tratado de trigonometria en
latin que tuvo influencia duradera.

En cambio, a fines del siglo XV y durante el XVI, en pleno

Renacimiento, los progresos fueron mayores.
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Capitulo 3
La matematica renacentista
Contenido:
8. 22. El renacimiento de la matematica
8. 23. Los algebristas italianos del siglo XVI
8. 24. Los logaritmos y las fracciones decimales

8. 25. El algebra, la trigonometria y la geometria.

8§ 22. El renacimiento de la matematica

Dos acontecimientos culturales del siglo XV tuvieron amplia
repercusion en el desarrollo” de la matematica. El primero fue la
invencion de la imprenta con tipos movibles, que facilitd
extraordinariamente la transmision y la difusion de los escritos
cientificos, circunstancia que, combinada con el «renacimiento de
los clasicos», puso al alcance de los estudiosos los grandes
monumentos cientificos de la antigiedad. Ya dijimos que la version
latina de Campano fue la primera edicion impresa de los Elementos
de Euclides, en 1482, pero fue especialmente durante el siglo XVI
cuando se dieron principalmente a la imprenta las obras
matematicas clasicas, de manera que al finalizar ese siglo, ya en
idioma original o ya en version latina, estaban a disposicion de los
estudiosos los escritos mas importantes entonces conocidos de
Arquimedes, Apolonio, Diofanto...

Mientras tanto, aparecen los primeros escritos matematicos
impresos de los contemporaneos, el primero de los cuales es la

llamada Aritmética «de Treviso», aparecida en esta ciudad en 1478, y
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el mas importante, probablemente, es un escrito de Johann
Widmann, de 1489, cuya mayor novedad reside en gque en su
segunda parte aparecen por primera vez los signos + y -, aunque no
en la forma puramente simbolica con que hoy se utilizan.

Otro acontecimiento cultural del siglo XV, de influencia en el
desarrollo de la matematica, fue Ila conjuncion feliz que,
especialmente en suelo italiano, se realizé entre la ciencia, la técnica
y el arte, bajo el signo comun del humanismo, y que puede
simbolizarse en una de las figuras cumbres del Renacimiento:
Leonardo da Vinci.

Asi es como, especialmente por obra de artistas, las antiguas
consideraciones griegas y arabes sobre la Optica geométrica dieron
origen a una rama de la geometria: la perspectiva., Las primeras
obras europeas con este titulo, del siglo XIlIl, son reelaboraciones de
la o6ptica de Ibn Al-Haytam que, sobre la de Euclides, tenia la
ventaja de considerar los rayos visuales como partiendo de los
objetos y no del ojo, como los consideraba el gebmetra griego.

Pero durante los siglos XIV y XV, la perspectiva va perdiendo su
antiguo significado fisico o fisico-geomeétrico para convertirse en una
rama de la geometria, cuyo problema capital es la interseccién con
un plano (el cuadro) de las rectas que partiendo de los distintos
puntos del espacio llegan hasta el ojo. Es explicable que este
problema geométrico haya surgido en el seno del arte pictérico, y en
una época en gue muchos pintores trataban de investigar los
fundamentos cientificos de su propio arte. A esos pintores y a tal

tendencia pertenecen Filippo Brunelleschi, Lorenzo Ghiberti, y
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especialmente Leon Battista Alberti, tipica figura del humanismo
renacentista a quien se debe, entre otras obras, un escrito en latin y
en vulgar en el que resume las consideraciones de la época sobre la
geometria aplicada al dibujo y a la pintura.

Estas consideraciones dieron lugar, algo mas tarde, a un tratado
especial, el primero en su género, escrito también en lengua vulgar,
del pintor Piero Della Francesca.

También Leonardo da Vinci y, ya en el siglo XVI, Albrecht Durer, se
ocuparon de perspectiva y de, otras cuestiones matematicas. Pero la
figura matematica mas importante vinculada con el mundo de
técnicos y artistas del Renacimiento italiano es la de Luea Pacioli,
discipulo de Piero Della Francesca.

El mérito principal de Pacioli, fuera del entusiasmo que muestra por
la matematica en todos sus escritos, consiste en haber ofrecido,
especialmente en su Summa, impresa en 1494, un arqueo del saber
matematico de su tiempo, que sirve admirablemente de jalon para
apreciar los programas realizados desde Leonardo Pisano y para
medir también los avances que se haran en el futuro. Es una obra
de caréacter enciclopédico, cuyo objeto principal fue poner aquel
saber a disposicion de los técnicos, de los artistas y de los
comerciantes, por lo cual utilizo la lengua vulgar.

Consignemos so6lo dos detalles de la obra de Pacioli en su aspecto
algebraico: el de dar, sin mayores especificaciones, como «imposible»
la resolucion de la ecuacién de tercer grado, y la terminologia y
abreviaturas utilizadas que caracterizan la etapa, en la evolucion del

simbolismo algebraico, que se ha denominado algebra sincopada.
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Sin embargo, en este udltimo sentido son mas originales las
aportaciones de un francés de fines del siglo XV: Nicolds Chuquet,
gue en una obra escrita en 1484 expone interesantes cuestiones de
algebra y utiliza un simbolismo bastante avanzado.
Desgraciadamente, por haber permanecido inédita, esta obra ha

ejercido escasa influencia.

8§ 23. Los algebristas italianos del siglo XVI

A los algebristas italianos del siglo XVI debe la matematica el
importante aporte del estudio y resoluciéon de las ecuaciones de
tercero y de cuarto grado. Esta contribucion se realiza en la primera
mitad del siglo, en circunstancias dificiles de precisar, dada la
costumbre de la época de mantener el secreto de los
descubrimientos cientificos con el objeto de prevalecer sobre los
adversarios en los torneos y justas, a veces publicas, que se
realizaban y en los que se planteaban, problemas cientificos.

Se atribuye a Scipione Dal Ferro, profesor de Bolofa, el haber sido
el primero en resolver uno de los tipos de la ecuacion de tercer
grado, hacia principios del siglo XVI; pero ni se conoce esta
pretendida solucion de Dal Ferro ni se ha logrado encontrar, no
obstante las busquedas, una libreta de apuntes en la que habria
consignado esa solucidon, que de existir y ser correcta, se habria
dado el caso, nada frecuente por cierto, de malograr
voluntariamente una celebridad y una prioridad indiscutibles.

El hecho es que por esa época empiezan a aparecer entre las

cuestiones propuestas a calculistas y algebristas italianos
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problemas que conducen a ecuaciones de tercer grado (cubicas),
figurando entre los proponentes un discipulo de Dal Feiro. En estas
justas interviene uno de los matematicos mas importantes del siglo:
Niccolé Tartaglia, quien, estimulado sin duda por esas cuestiones,
encuentra por su cuenta la regla para resolver las ecuaciones
cubicas" logrando un decisivo triunfo, en un desafio matematico,
sobre el discipulo de Dal Ferro. La fama que entonces conguista
Tartaglia llega a oidos de otro matematico italiano, entonces
profesor en Milano, Girolamo Cardano, curioso personaje que gozoé
de fama también como médico, astrélogo y alquimista, que,
conocida la solucibn de Tartaglia, perfeccion6 Ila cuestion,
probablemente con la ayuda de uno de sus discipulos: Ludovico
Ferrari, de valor singular como matematico, pues se le debe la
resolucion de la ecuacion de cuarto grado. El desarrollo de este
proceso cientifico no se realizé sin incidentes personales, que
culminaron en una ruidosa polémica entre Tartaglia y Ferrari, de
mediados de siglo, en la que segun costumbre de la época, ambos
adversarios se lanzaron «carteles» de desafio, con una serie de
cuestiones propuestas (no sin improperios). De estos carteles, que
se imprimian y difundian profusamente, hubo en esta polémica una
docena: seis «carteles» y seis «contracarteles», de interés matematico
relativo, aunque ellos ofrecen la dnica colaboracion matematica
escrita de Ferrari.

A los algebristas italianos del siglo XVI que acabamos, de mencionar
debe aun sumarse la importante figura del bolofiés Rafael Bombelli,

autor de un Algebra (publicada en 1572) que contiene los resultados
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logrados por los algebristas anteriores, y ademas la consideracion
de un caso especial (hoy llamado el «caso irreducible») que habia
resistido hasta entonces a todos los esfuerzos y que Bombelli logra
resolver mediante la introducciéon de recursos algebraicos, cuyo
hallazgo lo convierten en el precursor, si no, el inventor, de los

numeros imaginarios, que recién se sistematizaron el siglo pasado.

8§ 24. Los logaritmos Yy las fracciones decimales

Entre las aritméticas y algebras aparecidas en el siglo XVI se
destaca una Aritmética de. Michael Stifel, de 1544, en la que,
ademas de otros progresos, asoma el concepto de logaritmo, ya como
operacion inversa de la potenciacion, ya como una correspondencia
entre los términos de una progresion aritmética y una geométrica,
con su correlativa correspondencia entre las operaciones que se
realizan con los términos de ambas progresiones.

Es posible que estas ideas influyeran en los matematicos que
trataban de simplificar las operaciones aritméticas, en vista sobre
todo de las necesidades astrondmicas, para lo cual recurrian a
medios variados. Pero seran los logaritmos los que resolveran
totalmente la cuestion, y han sido sin duda aquellas exigencias
practicas las que hicieron que la logaritmacién, que es en verdad la
operacion inversa de la exponenciacion, naciera antes de que sé
constituyere esta operacion directa.

También es posible que aquella preocupacion por encontrar
recursos que facilitaran las operaciones aritméticas explique que los

logaritmos se hayan descubierto, independiente y casi
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contemporaneamente, por dos autores distintos, y que eso0s
descubrimientos se publicaran en fechas muy cercanas; son esos
autores el escocés Napier y el suizo Birgi, y esas publicaciones de
1644 y 1620, respectivamente.

Jobst Burgi, que fue un hombre versado en cuestiones de
matematica, astronomia y mecanica, y sobre todo un habil
calculista, utiliza para sus «logaritmos» el procedimiento de las dos
progresiones, tomando como razon de la progresion geométrica
(nuestra «base» actual) un ndmero algo mayor que la unidad, pero
muy proximo a ella.

El proceso seguido por John Napier, que se destacdé también en
otras ramas dé la matematica, es esencialmente distinto. Ante todo
calcul6 los logaritmos de los senos de los angulos y no de nameros,
utilizando como «base» un numero también préximo a la unidad,
pero ahora algo menor (para evitar los niUmeros negativos). Ademas,
y esto es un gran progreso teorico, introdujo, los logaritmos (el
nombre es de él) mediante una ingeniosa concepcidon cinematica,
con la que implicitamente tuvo en cuenta la propiedad de ser
continua la funcién logaritmica, circunstancia que no aparece
cuando se consideran los logaritmos como los términos de una
sucesion discreta, tal como es la progresion aritmética.

Los «logaritmos» de Burgi y de Napier se aproximan a los logaritmos
hoy llamados naturales. Los logaritmos decimales, que son los que
se utilizan actualmente en la practica, nacieron, en cambio, de una
entrevista entre Napier y Briggs, a raiz de que este ultimo insinuara

la conveniencia de adaptar los logaritmos al sistema de numeracion.
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Las primeras tablas de logaritmos decimales, calculadas por Briggs,
aparecieron en 1624.

Esto nos lleva a hablar de la introduccién en los calculos
aritméticos de las fracciones decimales, y por ende de los numeros
decimales. En contra de lo que podria parecer, esa introduccion no
resultd ser una consecuencia natural del sistema decimal de
numeracion, pues la obvia observacion de que la sucesion de
potencias de 10 era tan valida en el sentido ascendente como en el
descendente, no fue reconocida de inmediato.

Aunque el uso de las fracciones decimales y la notacion respectiva
fueron el resultado de una obra lenta y anonima, un gran impulso
en tal sentido fue ejercido por uno de los grandes sabios de esta
época: Simén Stevin, célebre sobre todo por sus investigaciones
sobre estatica, y que en! un folleto de 1585 se propuso hacer
conocer «una especie de aritmética», con lo que «todos los calculos
gue se presentan en los negocios humanos» pueden realizarse con
nameros enteros, «sin fracciones», mostrando cémo para las
fracciones decimales son validas las mismas reglas que para los
nameros enteros. Y es interesante destacar que en este mismo
folleto Stevin muestra las ventajas del sistema decimal, no sé6lo en
las fracciones, sino en la adopcion de un sistema de pesos y
medidas, adelantandose un par de siglos a la idea del sistema
métrico decimal.

Si bien.la notacién decimal comenzd a usarse desde fines del siglo

XVI, no se generalizd hasta principios del siglo XVIII, y su
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simbolismo (el de Stevin era poco feliz) fue tan variado que aun hoy
Nno es uniforme.

Otro algoritmo, es decir combinacién de operaciones, nace en esta
época: el de las llamadas «fracciones continuas», que estaba
implicitamente en el procedimiento de Euclides para la
determinacion del maximo comun divisor de dos numeros, pero que
el siglo XVI extiende a los nameros irracionales (raices cuadradas),
dando asi nacimiento a uno de los primeros algoritmos infinitos.
Aunque pueden encontrarse precursores, el uso sistematico de las
fracciones continuas para la determinacién (aproximada) de raices
cuadradas fue introducido por el profesor en la Universidad de
Bolofa Pietro Antonio Cataldi, en 1613.

8 25. El algebra, la trigonometria y la geometria

Ademas de la resolucién de las ecuaciones de tercero y de cuarto
grado, y la creacién de nuevos algoritmos, el siglo XVI ve completar
y perfeccionar el algebra y la trigonometria, mientras comienzan a
asomar las primeras consideraciones de caracter infinitesimal que
daran lugar en el siglo siguiente a una de las mas grandes
conquistas cientificas de todos los tiempos: el analisis infinitesimal.
Poco a poco, a través de las aritméticas y Aalgebras que van
publicandose en Europa, aparecen los simbolos algebraicos, pero el
mayor progreso algebraico se debe al francés Francois Viete, mas
conocido por su apellido latinizado Vieta, sin duda el mas grande de
los matematicos de la segunda mitad del siglo XVI. En Una de sus

obras, de 1591, Viéte expone los principios fundamentales del
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algebra, no sélo considerando el método analitico y sus etapas, en el
sentido antiguo, sino estableciendo la serie de postulados en que
han de fundarse las transformaciones algebraicas. Agrega que la
debilidad de los antiguos analistas fue la de ejercitar sus facultades
sobre los numeros, es decir, hacer lo que él llama «logistica
numerosa», dando a la palabra «logistica» la acepcion griega;
mientras que lo que debe hacerse —continUa— es una nueva
logistica: la «logistica speciosa», comparando entre si las
magnitudes. Es en esta «logistica speciosa» donde reside uno de sus
mayores meritos, pues ella trae consigo la importante innovacion de
utilizar en las cuestiones cantidades cualesquiera y por tanto
introducir en el algebra el uso de las letras.

En ésta y otras obras, Viéte desarrolla casi todo el algoritmo
algebraico actual, otorgandole unidad y orden ldgicos, no obstante
el lenguaje oscuro y dificil que utiliza, agravado por el excesivo
numero de helenismos y neologismos que introduce.

En la teoria de las ecuaciones se le deben algunos progresos, pero
en este campo son mas importantes las contribuciones de Albert
Girard, discipulo y editor de Stevin, entre las cuales cabe citar su
afirmacion, sin demostrarla, que toda ecuacion tiene tantas raices
como indica su grado, enunciado que constituye el llamado
«teorema fundamental del &lgebra», cuya primera demostracion
rigurosa aparecera siglo y medio después.

Si del &lgebra pasamos a la trigopnometria, debemos recordar que,
todavia en la primera mitad del siglo XVI, esta rama de la

matematica sigue vinculada con la astronomia. Asi, en la célebre De
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revolutionibus de Copérnico, de 1543 (como en su antecesora: el
Almagesto de Ptolomeo), tres capitulos estan dedicados a las
funciones circulares. De ellos, dos habian aparecido el afio anterior
en un escrito del editor de Copérnico, George Joachim, de apellido
desconocido, pero llamado Rhaeticus, del lugar de su nacimiento. A
Rhaeticus se debe el estudio sistematico de las seis funciones
circulares que, por primera vez en Europa, aparecen definidas
mediante los lados del triangulo rectangulo.

En esta época es cuando aparece por primera vez la palabra
«trigonometria», cuyo mayor progreso se logra también por la obra
de Viete, en cuyos escritos no soélo aparecen las relaciones
fundamentales entre las funciones circulares de los angulos y de
sus multiplos, sino también los principales teoremas; aunque en
forma distinta de la actual, de la trigopnometria plana y esférica.
Frente a estos importantes progresos -del algebra y de la
trigonometria, el siglo XVI no sefala progresos semejantes en el
campo de la geometria, donde los mayores contribuciones han de
verse en los comentarios y versiones de las antiguas obras
geométricas de los griegos. Entre los comentaristas y traductores
debemos citar a Francesco Maurolyco, quiza el mas grande de los
gebmetras del siglo, a quien se debe también la aplicaciéon, en forma
rudimentaria, del «método de induccidbn completa» para la
demostracion de ciertas propiedades de los numeros. El principio de
inducciéon completa, que esta implicito en algunas demostraciones
de Euclides, es considerado por Maurolyco, y otros matematicos

posteriores, como un principio l6gico, mientras que hoy se ve en él
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una propiedad caracteristica de la sucesidon de los numeros
naturales.

La perspectiva, rama de la geometria entonces en formacion,
encontrdo un sistematizador tedrico, en Guidubaldo Del Monte y un
divulgador préactico en Jacobo Barozzi, apodado il Vignola, por el
nombre de su pueblo natal, que por la celebridad y fama que gozo6
su obra convirtié este nombre en sindbnimo de arquitectura.
Agreguemos que es en este siglo que el problema de la cuadratura
del circulo adquiere un renovado vigor, y que probablemente data de
esta época la fama, generalmente basada sobre la ignorancia de los
términos del mismo, que goz6 el problema hasta fines del siglo
pasado. En tal sentido, ademas de la labor de algunos calculistas
que expresaron el valor de nt hasta con 35 decimales, debe
destacarse la obra de Viete, que fue también habil gebmetra, al cual
se debe la primera expresion convergente de ese célebre numero
mediante, su desarrollo en producto infinito.

Para terminar de caracterizar el siglo XVI agreguemos que en él se
introduce la matematica en Extremo. Oriente, en especial por obra
de los misioneros jesuitas, y que aparece en el Nuevo Mundo el
primer libro impreso de matematica: una modesta aritmética
mercantil publicada en México en 1556.

Con el siglo XVI puede decirse que se cierra un nuevo periodo en el
desarrollo de la mateméatica: es el periodo que va desde la
decadencia griega hasta el advenimiento de la ciencia moderna,

advenimiento que significa para la matematica la iniciacion de una
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nueva era, en la que aun vivimos, de constantes e ininterrumpidos
progresos y creaciones.

En aquel periodo, que transcurre entre los principios de la era
cristiana y los comienzos del siglo XVII, la mateméatica ha
conguistado un nuevo territorio: el algebra, diferente en su forma y
en su contenido de la geometria, tan brillantemente cultivada por
los griegos. En esta nueva rama la abstraccion matematica adquiere
una jerarquia superior, como si se elevara respecto de la
abstraccion geometrica de los griegos.

Los objetos mateméaticos dejan de ser numeros particulares, que
cuentan o miden las cosas del mundo; dejan de ser figuras que
aluden a los cuerpos y objetos naturales; los objetos mateméaticos
son ahora las letras, esas especies de la «logistica speciosa» de Viete,
son los simbolos algebraicos que no se refieren a un ndmero
particular o a una cantidad geométrica especial, sino a todos los
nameros, a todas las cantidades.

El caracter simbdlico que el algebra confiere a la matemaética
muestra algunas notas permanentes de ésta, que la geometria
griega habia ocultado. Ante todo, su caracter de ciencia ideal se
torna especifica: los objetos matematicos pertenecen si a una esfera
especial que esta desvinculada del mundo exterior, pero que
también lo esta del mundo de las «ideas» platénicas; es un mundo
con notas especiales; inespacialidad, atemporalidad, y tipo de
abstraccion especifica.

Por otra parte, los recursos del &algebra permiten unificar la

aritmética aplicando un molde comuUn a las propiedades de los
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nuameros, cualesquiera sean éstos, y conferir a la matematica
métodos de una generalidad tal que la geometria no podia
permitirse.

Es claro que un teorema geométrico es general, pero esa generalidad
es limitaba. Si demostramos el desarrollo del cuadrado de una suma
mediante la conocida descomposicion de un cuadrado en dos
cuadrados y dos rectangulos, esa demostracion no solo esta
limitada en el sentido de la naturaleza de los sumandos; que hanl
de ser exclusivamente segmentos, sino también porque ella muestra
Unicamente una descomposiciéon del cuadrado de una suma,
precisamente aquella indicada en la figura. En cambio, la identidad
algebraica que expresa el cuadrado de un binomio como suma de
dos cuadrados y de un doble producto, es general en el amplio
sentido que sus letras «vacias» permiten ser llenadas con cualquier
contenido: sean numeros o medidas, sea cual fuere su naturaleza o
la naturaleza de las magnitudes cuyas cantidades miden.

Esta amplitud del contenido de los simbolos algebraicos permitira
gue la matematica adquiera un caracter dinamico, opuesto al
caracter estatico que le conferia la geometria, y facilitara el planteo y
la solucion de un nuevo tipo de problemas que bien pronto abordara
la matemaética: los problemas de la continuidad y de la variabilidad,
cuyo dinamismo interno sera legislado por el analisis infinitesimal.
En resumen, puede decirse que al comienzo del siglo XVII los
matematicos disponen de dos grandes instrumentos: la geometria

de los antiguos, con su estructura rigida y algo pesada, pero
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rigurosa; y el algebra, con su conjunto de reglas flexibles vy
maleables y con su gran poder algoritmico.
Uno de los primeros triunfos de la matematica del siglo XVII se

lograra con el acercamiento de ambos instrumentos.
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Capitulo 4
La matematica moderna
Contenido:
8. 26. La geometria analitica
8. 27. La teoria de los numeros, las probabilidades y la
geometria proyectiva
8. 28. El andlisis infinitesimal: los precursores
8. 29. El andlisis infinitesimal: los fundadores

8. 30. El analisis infinitesimal: los continuadores

8.26. La geometria analitica

El siglo XVII fue de una fecundidad maravillosa para la ciencia;
baste pensar que es el siglo de Galileo, de Descartes, de Huygens,
de Newton, de Leibniz. Para la matematica, las condiciones
adecuadas a tal fecundidad eran particularmente favorables. Por un
lado, la geometria de los antiguos, olvidada en Occidente durante
siglos, habia renacido: las grandes obras griegas de Euclides, de
Arquimedes, de Apolonio, de Diofanto, de Pappus, estaban ahora en
versiones auténticas a disposicion de los estudiosos. Por otra parte,
el algebra y la trigonometria habian adquirido cierta madurez que
revelaba la autonomia de esos conocimientos, y al mismo tiempo
ponia de manifiesto sus posibilidades como instrumentos
algoritmicos.

Los resultados de tales condiciones favorables se haran sentir muy
pronto, pues el siglo XVII vera ante todo una admirable conjuncion

del algebra y de la geometria con el nacimiento de una nueva rama
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de la matematica: la geometria analitica, que produce en esa ciencia
una verdadera revolucion, acertadamente comparada con la
revolucion industrial, y que implicitamente muestra la armonia y
unidad internas, de la misma; en segundo lugar nace el andalisis
infinitesimal; .ya como algoritmo del infinito, ya como indispensable
instrumento para el estudio de los fenOmenos naturales; y si eso no
fuera aun bastante, el siglo XVII asiste al advenimiento de la teoria
de los numeros, del calculo de probabilidades, de la geometria
proyectiva.

El advenimiento de la geometria analitica va unido con el nombre
del gran pensador francés René Descartes, aunque su obra en este
campo esta indisolublemente vinculada con la de sus predecesores
y contemporaneos, como acontece en todas las grandes creaciones.
Pero en Descartes esta vinculacion es muy dificil de establecer, no
s6lo por su escasa propension a reconocer los méritos ajenos,
siendo casi imposible averiguar por sus escritos cuales autores
conoce, sino principalmente por el lugar y el papel que atribuye a la
matematica en el campo de los conocimientos. Una de las
caracteristicas del pensamiento cartesiano es lo que podria llamarse
su «afan césmico», es decir, un anhelo de generalizacion y de
absoluto que le hace perseguir la estructuracion de una fisica
general, capaz de explicar completamente todo lo que el universo
contiene en la tierra y en los cielos, meta que cree alcanzar con sus
Principios de 1644, aunque ese afan se nota desde 1619, fecha de

sus primeros descubrimientos matematicos.
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De ahi que para Descartes la matematica no sea un fin en si: la
considera como modelo de la ciencia, a la que dictara sus preceptos
I6gicos; servira por eso admirablemente, a manera de cobayo, para
ensayar su método, pero no sera mas que eso: un método. El uso
que Descartes hace de los términos «matematica» y «matematicas»
da cuenta de este hecho. Al referirse a sus estudios escolares,
Descartes habla de «matematicas», entre las que destaca el algebra y
la geometria, reconociendo en estas ramas cierta sencillez y
prioridad respecto de las demas, aunque para €l la geometria y el
algebra son tales que:
«la primera esta siempre tan ligada a consideraciones sobre las
figuras que no puede ejercitar el intelecto sin cansar mucho la
imaginaciéon, y en la otra se esta tan sujeto a ciertas reglas y
ciertas letras, que en lugar de dar una ciencia que eduque la

mente se convierte en un arte oscuro y confuso que la turba»

y de ahi que la vinculacion que establecera entre las dos ramas sera
precisamente la de tomar «lo mejor del analisis geométrico y del
algebra, corrigiendo los defectos del uno por el otro». Es que
Descartes aspira a una ciencia Unica, a una ciencia integral, de la
cual «las matematicas» constituiran, como él dice, «la envolturan.
Esta ciencia unitaria sera la «<matematica universal» -—ahora en
singular, restituyendo al vocablo su valor etimologico— que ha de
explicar «todo aquello que pueda preguntarse acerca del orden y de
la medida, no importando que las medidas deban buscarse en

numeros, figuras, astros, sonidos o cualquier otro objeto».
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Esta tendencia hacia una ciencia universal explica también el juicio,
a veces hasta despectivo, que le merece a Descartes la matematica
pura y el factor negativo que asigna al caracter formal de esta
ciencia. «Son disciplinas —dice— muy abstractas que no parecen
tener ningun uso», en cuyos problemas <«acostumbran a
entretenerse gedmetras y calculistas ociosos». Al referirse a las
cuestiones de la teoria de los nameros, las tilda de «<muy inutilesy,
gue a veces «pueden ser mejor resueltas por un hombre paciente
gue examine cuidadosamente la sucesion dé los numeros». En
cambio, Descartes ve una finalidad de la matematica en el método
demostrativo y en sus aplicaciones.
Asi, nos dira en el Discurso de 1637:

«Las matematicas tienen invenciones sutilisimas que pueden

servir tanto para satisfacer a los curiosos como para facilitar

todas las artes y disminuir el trabajo humano»

asombrandose mas adelante
«que siendo sus fundamentos tan solidos y estables no se

hubiera edificado sobre ellos nada mas importante»

mientras que de la practica matematica que €l ha experimentado no
esperara otra cosa
«que acostumbrar mi mente a nutrirse de verdades y no

satisfacerse con falsas razones»
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Ademas, parece que mucho antes de la aparicién del Discurso se
habia apartado de la matematica, pues en 1630 escribe:
«En cuanto a los problemas, estoy tan cansado de las
matematicas y me ocupo tan poco de ellas, que ya no sabria

tomarme el trabajo de resolverlos por mi cuenta.»

Sin embargo, no obstante esta desestimacion de Descartes hacia la
matematica pura y el caracter formal que el algebra introducia en
ella; no obstante el desapego que Descartes le demuestra, su afan
cosmico, su ansia de unificacion lo lleva & realizar, quiza sin
advertirlo, una revolucién en aquella ciencia abstracta que él
desvaloriz6. Pues eso es su gran aporte a la matemaéatica: la
unificacion del algebra con la geometria.

El dnico escrito matematico publicado por Descartes es la
Géométrie, tercero y ultimo de los «ensayos» que figuran como
apéndices de su célebre Discurso del método. En ese escrito, ya el
primer capitulo del primer libro, cuyo titulo es «<Cémo el célculo de la
aritmética se relaciona con las operaciones de la geometria», habla
claramente de la unificacién que realizara Descartes.

En efecto, una diferencia esencial entre los elementos geométricos
(segmentos) y los elementos algebraicos (letras), que impedia su
comparacion es que mientras que con las letras pueden realizarse
las operaciones aritméticas en numero ilimitado obteniéndose
nuevas combinaciones de-letras, con los segmentos tales
combinaciones quedan limitadas a las lineas, superficies y sodlidos,

es decir, a casos en que la «dimension» del resultado no supera al
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numero 3j, pues en los demas jcasos ese resultado, por no poderse
expresar mediante figuras geométricas, deja de ser inteligible.

Ahora bien, para eliminar tal limitacion, Descartes utiliza un
recurso técnico de una simplicidad asombrosa: el segmento
unitario, es decir, un segmento arbitrario que, adoptado como
unidad y operando convenientemente con él, permite que toda
combinacion de segmentos, cualquiera sea su «dimension», se
reduzca a un segmento uUnico. En verdad esa unidad ira
sobreentendida, y de hecho ni ella ni sus operaciones apareceran,
pues, y ésta es la segunda etapa del genial proceso de Descartes,
bastara indicar con una letra a cada uno de los datos, e indicar el
resultado con las respectivas combinaciones de las letras, de
acuerdo con las letras del algebra.

De ahi que a cada problema geométrico corresponderd una cierta
relacion entre letras, es decir, una ecuacién, y el estudio o
resolucion de esta ecuacion dard entonces lugar a la solucion o
analisis del problema geométrico. En esta correspondencia entre el
algebra y la geometria reside en definitiva, la indole de las
cuestiones que mas tarde constituird la «geometria analitica», y en
ella esta enlarvado el fundamental concepto de «coordenada», pues
ni este nombre ni los ejes figuran en los escritos de Descartes.

De acuerdo con estos principios, Descartes, en el primer libro de su
Geometria, expone la manera de realizar las operaciones aritméticas
elementales y sus combinaciones con segmentos, terminando con
un «Ejemplo tomado de Pappus», en el que con legitimo orgullo

muestra la excelencia de su método al resolver en general
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problemas que los antiguos so6lo habian podido resolver en casos
particulares.
En el segundo libro estudia las curvas planas (algebraicas) mediante
su método, destacdndose entre los problemas que trata el de la
determinacion de las normales a las curvas planas,
«problema que me atrevo a decir que es el mas util y general, no
s6lo que yo conozca, sino aun que yo haya anhelado jamas

conocer en Geometria»

Ha de destacarse el valor teodrico de esta determinacion de
Descartes, pues ella resuelve, con recursos puramente algebraicos,
una cuestion de analisis infinitesimal; aungque no es en este valor
tedrico en que se funda la afirmacion anterior, sino en la existencia
de aplicaciones de ese problema a la fisica. Y en efecto, pocas
paginas mas alla, Descartes aplica el problema de la determinacion
de las normales a la construccion de lentes.

El tercer libro de la Geometria es, en verdad, un tratado de algebra
con las propiedades y transformaciones, entonces conocidas vy
algunas nuevas, de las ecuaciones algebraicas, y con Ila
introducciéon de algunos perfeccionamientos en el simbolismo
algebraico que reducen notablemente su diferencia con el actual.

Si en la Geometria de Descartes la aplicacion del algebra a la
geometria aparece mas bien como un método, en otro matematico
francés del siglo XVII, Pierre Fermat, esa aplicacién se presenta mas
naturalmente como un recurso técnico. Fermat, que no obstante

sus ocupaciones oficiales, dedicd eficazmente su tiempo libre a la
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matematica, ha dejado vinculado su nombre a varias ramas de esta
ciencia. Profundo conocedor de las obras clasicas griegas, es
probable que su estudio de Apolonio, de quien reconstruy6 algunas
obras perdidas, tuviera como consecuencia una memoria publicada
en 1679 (aungque escrita antes de 1637), en la que aparecen los
principios fundamentales del método de las coordenadas, si no en
forma tan extensa como en Descartes, por lo menos en forma tan
clara o mas. Ademas, vinculandolas con esos problemas de
aplicacion del algebra a la geometria, Fermat traté6 también otras
cuestiones de indole puramente algebraica (eliminacion,
racionalizacion, etc.).

El método de las coordenadas, fundamento de la ulterior geometria
analitica, no tuvo difusion inmediata, por cuanto el escrito de
Descartes no sélo figuraba como apéndice de una obra de caracter
no exclusivamente matematico, sino que se habia editado en
Holanda y en francés; pero cuando a mediados de siglo aparecié la
version latina con comentarios, ese método se difundio y perfecciond
rapidamente. La aplicacion del algebra a la geometria tratada por
Descartes lo fue a problemas de geometria plana (sus escasas
extensiones al espacio no habian sido felices), pero ya hacia 1679
aparece la primera idea de las coordenadas en el espacio, idea que

logré su desarrollo a mediados del siglo siguiente.

8§ 27. la teoria de los numeros, las probabilidades y la geometria

proyectiva
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En los margenes de una version latina de la Aritmética de Diofanto
publicada en el siglo XVII, asi como en su correspondencia, nos
encontramos con notas y resultados de las investigaciones que
Fermat realizb en el campo de Ilos numeros naturales,
Investigaciones que han de considerarse como las inaugurales de
una nueva rama de la matematica, hoy llamada «teoria de los
namerosy.
Fermat tuvo plena conciencia de la importancia de esas
investigaciones y de la novedad que comportaban. Asi dice en sus
comentarios:

«La teoria de los numeros enteros, que es muy hermosa y sutil,

no fue conocida hasta hoy...»

y en otro lugar,
«la aritmética tiene un dominio propio, la teoria de los numeros
enteros que ha sido apenas esbozada por Euclides y no

cultivada suficientemente por los que le siguieron»

Se deben a Fermat métodos y resultados importantes en este nuevo
campo. Entre los resultados consignados en los margenes de la
Aritmética de Diofanto figura la proposicion, hoy célebre, que afirma
la imposibilidad de hallar cuatro nameros enteros positivos X, Yy, z, n

(con n mayor que 2), tales que

Xn+yn:Zn
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La celebridad de esta proposicién reside en el hecho de que hoy, a
tres siglos de Fermat, no se ha logrado dar una demostracién de esa
comprobacién ni comprobar su falsedad. Fermat la enuncia con
motivo del problema de descomponer un cuadrado en suma de dos
cuadrados diciendo:
«Por otro lado, es imposible descomponer un cubo en suma de
dos cubos, o un bicuadrado en suma de dos bicuadrados, 0 en
general cualquier potencia en suma de dos potencias de igual
exponente, con excepcion del cuadrado. He encontrado una
demostracion de esa proposicion realmente maravillosa, pero el

margen del libro es demasiado estrecho para contenerla.»

Actualmente se ha demostrado la proposicion de Fermat para
extensas categorias de numeros, entre los que estan los exponentes
menores que 100, de manera que de ser falsa esa proposicion, la
descomposicion de una potencia en suma de dos potencias de igual
exponente deberia verificarse para exponentes muy grandes,
circunstancia que reduce aun mas la posibilidad de encontrar por
comprobacién directa numeros que satisfagan a la igualdad
anterior, y por tanto, comprobar la falsedad de la proposicién de
Fermat.

En este nuevo campo, como en otros de la ciencia, las
investigaciones fueron provocadas y estimuladas por la .costumbre
de la época de dirigirse los matematicos propuestas y cuestiones

como desafio, a veces publicos.
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De ahi gue muchas contribuciones cientificas de la época figuran en
la correspondencia de los sabios, correspondencia que se tramitaba
mediante intermediarios cientificos, entre los cuales desarrollaron
extraordinaria y eficaz actividad: en Francia el padre franciscano
Marin Mersenne, matematico él mismo, y en Inglaterra Henry
Oldenbourg, que fue secretario de la Royal Society.

En otra rama de la matematica, Fermat fue de los iniciadores: en el
llamado «célculo de las probabilidades», cuyos primeros problemas,
gue se resuelven en el siglo XVII, se refieren a los juegos de azar. El
primero de esos problemas es el «problema de los dados», nacido de
la siguiente observacion, realizada por un jugador: si se tira un
dado 4 veces consecutivas, la probabilidad de que aparezca un 6 es
mayor que la del caso contrario; mientras que si se tiran 24 veces
consecutivas dos dados simultaneamente, la probabilidad de que
aparezca un doble 6 es menor que la del caso contrario. Ante esta
circunstancia, que reputaba paraddjica, el jugador consulto al
célebre Pascal, quien a su vez propuso la cuestion a Fermat.

El otro problema es el «problema de las partidas», que consiste en
averiguar como debe dividirse la apuesta entre dos jugadores de
igual habilidad, si se suspende la partida antes de finalizar,
conociendo el nudmero de puntos que cada jugador habia
conquistado antes de suspenderse el juego.

En forma distinta, aunque con resultados concordantes, Fermat y
Pascal resolvieron la cuestion. EI nombre de Blaise Pascal esta
ligado, como el de Fermat, al de varios capitulos de la matematica.

Con él se inicia el calculo mecanico, pues a los dieciocho afos
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inventa la primera maquina de sumar gue se conoce, maquina que
luego él perfecciond y que mas tarde Leibniz mejoré. AUn muy joven,
Pascal contribuye al resurgimiento de la geometria pura,
descubriendo un teorema que hoy lleva su nombre, pero que
entonces fue Illamado «el hexagrama mistico», aunque segun
confesidn propia, ese teorema, que se refiere a las conicas, y otras
propiedades de esas curvas que aparecen en un-escrito de 1640, le
habian sido inspirados por Girard Desargues, a quien conocio en las
reuniones cientificas que se celebraban entonces en la celda del
padre Mersenne y que mas tarde dieron nacimiento a la Academia
de Ciencias de Francia.
Desargues fue un ingeniero militar y arquitecto, que no obstante su
propia confesidn de no interesarse en las investigaciones cientificas
sino en la medida

«que puedan ofrecer al espiritu un medio de lograr algun,

conocimiento de las cosas, que puedan traducirse en actos para

la conservacion de la salud o en las aplicaciones y en las

practicas de algun arte»

se le puede considerar como el primer cultor de una de las ramas de
la matematica mas alejadas de la realidad: la hoy llamada geometria
proyectiva.

Preocupado por los problemas practicos de la construccion de
relojes de sol y del corte de piedras, se ocup6 de perspectiva, sobre
la que publicé dos breves trabajos, y de propiedades geométricas,

dando sobre estos temas un Curso de lecciones que, a pedido de
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sus discipulos, se publicaron en 1639. En este escrito y en algunos
posteriores, Desargues expone conceptos e ideas originales que hoy
forman parte de la geometria proyectiva.

Aunque apreciada por sus contemporaneos, la obra de Desargues
no tuvo influencia alguna. EIl estilo oscuro con que se presentaba
las nuevas ideas y su terminologia, pero sobre todo el deslumbrante
y atractivo efecto que en esa época ejercian los métodos analiticos
(geometria analitica, analisis infinitesimal) sobre los matematicos,
hizo que las propiedades proyectivas de las figuras, cuyo estudio
iniciara tan brillantemente Desargues, permanecieran como
olvidadas. Debera pasar mas de un siglo para que ellas vuelvan a
ser objeto de estudios sistematicos y constituir entonces

definitivamente una rama autonoma de la matematica.

8§ 28. El analisis infinitesimal: los precursores

En nuestra concepcion actual, la esencia del método infinitesimal
reside en la idea de paso al limite, hija a su vez de la concepcién de
la sucesion indefinida. Mientras que esta concepcion estd como
enlarvada u oculta bajo expresiones aparentemente anodinas, como
por ejemplo cuando se dice que a todo numero sigue otro o cuando
se habla de magnitudes continuas, en los algoritmos modernos el
paso al limite muestra al descubierto su caracter de operacion
independiente y suficientemente amplia como para constituir el
nucleo de una rama autdbnoma e importante de la matematica. De
ahi también que puedan encontrarse rastros de los meétodos

infinitesimales en todas las etapas de la evolucion matematica.
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Esos métodos asoman en las criticas de los eleatas y en algunas
argumentaciones de los sofistas, y adquieren categoria y rigor
cientificos en la teoria de las proporciones y en el método de
exhaucion de Eudoxo, y sobre todo en manos de Arquimedes, que le
permiten deducir rigurosamente resultados que hoy se obtienen con
nuestros algoritmos infinitesimales. Este hecho sindica a
Arguimedes como el precursor en la «antiguedad de los métodos
infinitesimales, y es indudable que la lectura de sus obras por los
matematicos del Renacimiento y modernos ha de haber influido
poderosamente en el advenimiento de los nuevos metodos.
Nuevamente asoman consideraciones acerca del infinito con la
introduccién del cero como simbolo operatorio, asi como en el
calculo de las primeras series convergentes que aparecen ya en
Oresme.

Mas el mayor impulso dado a los métodos infinitesimales, que dio
lugar al surgimiento del analisis infinitesimal, se debe a las
exigencias de Ila astronomia y mecanica renacientes, que
encontraron en esos métodos su instrumento indispensable; y al
estudio de las curvas que el método de las coordenadas extendio y
facilito.

Es siguiendo las huellas de Arquimedes que Johannes Kepler
escribe su obra matematica mas importante de 1615. Llevado por
razones mas de orden practico que teorico, Kepler se propuso
comparar la capacidad de los toneles para vino entonces en uso,
para lo cual estudia la "cubatura (volumen) de numerosos cuerpos

de rotaciéon, obtenidos haciendo girar arcos de conicas alrededor de
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ejes paralelos a los ejes de las mismas. De esta manera describe y
designa, generalmente de nombres derivados de frutas, mas de 90
cuerpos.

Recurriendo directamente a expresiones de caracter «infinitesimal»,
admitiendo «como si» las figuras estuvieran compuestas de infinitas
figuras infinitamente pequefias de areas o volumenes conocidos,
Kepler evita el engorroso aunque riguroso método de exhaucion de
los antiguos y logra dar la cuadratura y cubatura de figuras
conocidas y de otras nuevas, aunque no siempre con éxito. Al
afirmar, a demdas, que los toneles austriacos eran los mas
convenientes, pues con igual material encerraban un mayor
volumen, Kepler esboza las condiciones, ya indicadas por Oresme,
de la variacién de una cantidad en las proximidades de su maximo.
Concepciones semejantes a las de Kepler, y también vinculadas con
las investigaciones de Arquimedes, se encuentran en el jesuato
Bonaventura Cavalieri, que ademas de ocuparse de trigonometria y
de aplicaciones de los logaritmos, a cuya difusiéon contribuyé
notablemente en Italia, es autor de un método para calcular areas y
volimenes fundado en los «indivisibles», método que ocupa un lugar
intermedio entre las rigurosas concepciones de Arquimedes y los
nuevos procedimientos infinitesimales que surgiran hacia la mitad
del siglo. Sin definir el término, Cavalieri adopta los indivisibles de
la filosofia escolastica, es decir, los entes no homogéneos, sino de
una dimension menor, con el continuo del cual forman parte; asi,
los puntos son los indivisibles de las lineas, y las lineas lo son de las

figuras planas. Pero para Cavalieri los indivisibles no son sino una
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manera de expresarse y referirse a los elementos de dos figuras que
él compara y que, mediante una cierta técnica algebraica, le
permiten calcular sus areas o volumenes. La falta de rigor esta
suplida por la exactitud de los resultados; el hecho es que el
lenguaje de los indivisibles se mantuvo durante casi medio siglo.
Cavalieri pertenecia al circulo cientifico formado por los discipulos y
amigos de Galileo; de ese circulo se ocuparon de cuestiones
infinitesimales Vincenzo Viviani, y en especial Evangelista Torricelli,
cuyas importantes investigaciones matematicas de caracter
infinitesimal se pusieron en evidencia al publicarse recientemente
sus obras completas.

Mayor influencia sobre el desarrollo de los métodos infinitesimales
tuvo el estudio de una curva especial en el que intervinieron casi
todos los matematicos de la primera mitad del siglo XVII. Se trata de
la cicloide (el nombre es de Galileo), es decir, la curva descrita por
un punto de una circunferencia que rueda, sin resbalar, sobre una
recta, y de cuyas propiedades se ocuparon Galileo, Mersenne,
Torricelli, Viviani, Roberval, Descartes, Pascal, Fermat, Huygens,
Wren, Wallis, a veces a través de polémicas, desafios, controversias.
Giles Personne de Roberval se ocup6 de numerosas cuestiones
vinculadas con los meétodos infinitesimales. Se le debe un método
cinematico para construir las tangentes a todas las curvas planas
conocidas en su época, a las que él afadié alguna otra, ocupandose,
ademas, en el calculo de &areas y volumenes, asi como en la

determinacion de centros de gravedad y de longitudes de arcos de
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curva, utilizando una concepcion semejante a la de los indivisibles,
aunque algo mas proxima a la de los «infinitamente pequefiosy.

Con métodos semejantes estudia Pascal numerosas propiedades de
la cicloide, que él llamaba «roulette», y que constituyeron el tema de
un desafio que lanzo6 publicamente en 1658 a todos los matematicos
de la época.

Las contribuciones de Fermat al andlisis infinitesimal alcanzan a
todas las ramas del mismo y revelan su gran habilidad algoritmica.
Fermat traduce algebraicamente la idea, ya enunciada por Oresme y
por Kepler, acerca de la anulacibn de la variacion en las
proximidades! de los maximos y minimos, aplicando la idea a la
determinacion de las tangentes a las curvas. Explotando con
habilidad la suma de términos en progresion geomeétrica, calculé el
area encerrada por varias curvas. También calculé longitudes de
arcos de curva reduciendo en algunos casos este problema, al
anterior, lo que mostraba la analogia algebraica de ambos
problemas.

Mientras el estudio de estas cuestiones geométricas: tangentes,
longitudes de arcos, areas, volumenes, centros de gravedad, iban
proporcionando los elementos para los futuros algoritmos del
calculo diferencial y del calculo integral, hacian su aparicién otros
algoritmos infinitos.

Con la pretension de demostrar la cuadratura del circulo, el jesuita
belga Gregorius Saint Vincent publica una voluminosa obra en la
gue aparece la suma de la serie geométrica convergente, ya utilizada

por Fermat, y otras nociones infinitesimales interesantes. Entre los
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gue se ocuparon en refutar sus pretendidas demostraciones, figura
uno de los mas grandes sabios del siglo XVII: Christiaan Huygens
gue, ademas de su labor como fisico y astrébnomo, ha realizado
diversas investigaciones matematicas, algunas en conexion con sus
trabajos fisicos y otras independientes. Se le debe el primer tratado
sobre el calculo de probabilidades, fundado sobre Ila
correspondencia entre Fermat y Pascal; y en conexidon con sus
investigaciones mecanicas enriquecio el estudio de las curvas con la
llamada «teoria de las evolutas», teoria que figura en su célebre
Horologium oscillatorium de 1673, y que abre un nuevo capitulo de
la geometria diferencial: de la curvatura de las curvas planas.

Las series fueron introducidas sistematicamente en el analisis por
John Wallis, uno de los mas originales matematicos de su época. Se
ocupol de algebra, de la teoria de las paralelas, y de las cénicas, que
por primera vez consideré6 no ya gomo secciones de un cono, sino
COMO curvas cuyas ecuaciones en coordenadas cartesianas son de
segundo grado. Su obra mas importante es la Arithmetica infinitorum
de 1655, en la que aparece el actual simbolo de infinito y el uso e
interpretacion de las potencias de exponente no natural, es decir, no
entero positivo. Calculé el area encerrada por una curva cuya
ecuacion era una potencia de exponente cualquiera, extendiendo
ese resultado a toda suma o serie de potencias. Al aplicar este
método a un caso particular, y en forma, bastante curiosa, llego al
importante resultado de desarrollar el ndmero m en un producto
infinito mas simple que el que habia dado Viéte. .Vinculado a ese

resultado, el primer presidente de la Royal Society, William (Lord)
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Brouncker, encontré, no se sabe por qué medios, un notable
desarrollo de tu en fraccion continua infinita.

Otra consecuencia importante del método de Wallis fue el
establecimiento de la importante «serie logaritmica», y con ella de la
determinacion del area de un sector de hipérbola equilatera, que
hasta entonces no habia podido ser calculada. En este sentido el
paso decisivo fue-dado por Nicolaus Mercator con su
Logarithmotechnia de 1668.

Con el nombre de Isaac Barrow cerramos la lista de los precursores
y predecesores de los dos grandes fundadores del analisis
infinitesimal: Newton y Leibniz. La importancia de Barrow en el
surgimiento de los nuevos métodos es indiscutible; por un lado se le
debe un método para la determinacion de las tangentes a las curvas
planas, que no difiere del actual sino en la notacion y que, en
definitiva, involucra el importante concepto de derivada; por el otro
lado, Barrow fue el maestro de Newton, a quien, en 1669, cedia su
catedra de Cambridge para dedicarse a la teologia; las frecuentes
discusiones entre maestro y discipulo, la colaboracion de ambos
(Newton revisé y corrigido una de las ediciones de una obra de
Barrow), son hechos que contribuyen a asignar gran importancia a

la influencia de Barrow en las concepciones futuras.

8 29. El analisis infinitesimal: los fundadores
La obra de los precursores y predecesores de Newton y de Leibniz
prepara y allana el camino para que éstos logren, con su propia

labor, dar nacimiento al analisis infinitesimal como rama propia y
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autonoma de la matematica. Aquellos precursores y predecesores
habian tratado y resuelto numerosos problemas relativos a las tres
ramas gue luego constituiran la nueva disciplina: calculo
diferencial, calculo integral, algoritmos infinitos. De calculo
diferencial se habian ocupado al estudiar la determinacién de las
rectas tangentes, curvatura y problemas de maximo y minimo; de
calculo integral se habian ocupado en las numerosas
determinaciones de areas, volumenes, longitudes de arcos y centros
de gravedad; y en cuanto a los algoritmos infinitos, se habian
ocupado de series, de productos infinitos y de fracciones continuas
infinitas.

Pero, en general, faltd en ellos una nociobn que mostrara la
unificacion de todos esos métodos, tal como la proporcionara mas
adelante la nocion de limite; faltdé en ellos todo caracter riguroso,
pues sus métodos carecian de toda demostracion, entendida en el
sentido légico con que aparecia en los métodos de los antiguos. Esos
métodos rigurosos subyacian bajo la mole de casos particulares
resueltos con procedimientos también particulares o0 cuya
generalidad no se demostraba, y en los que las consideraciones
geométricas estaban constantemente mezcladas con desarrollos
algebraicos. Estad etapa empirica de la evolucion del analisis
infinitesimal sera superada en parte por lo obra de Newton y de
Leibniz, aungue en verdad hasta el siglo XIX no surgira ese analisis
estructurado con el mismo rigor légico con que los antiguos

edificaron su geometria.
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Por eso, en el desarrollo de los métodos infinitesimales, Newton y
Leibniz representan una etapa, sin duda alguna muy importante, de
un largo proceso continuo, nacido al amparo y con el auxilio de las
nuevas concepciones surgidas en la matematica moderna, que
prosiguié6 hasta mediados del siglo pasado y, con nuevas
orientaciones, todavia en la actualidad.

La labor I matematica de Isaac Newton, intimamente vinculada con
sus investigaciones de filosofia natural, no se limita a las cuestiones
infinitesimales, sino que abarca amplias zonas del algebra y de la
geometria. Asi, en sus célebres Principia de 1687, dedica un par de
secciones del primer libro a estudiar propiedades, algunas nuevas,
de las coénicas en forma geométrica. También es de indole
geométrica su Enumeratio linearum tertii ordinis, terminado en 1695,
pero aparecido en 1704. En este libro se inicia el estudio de las
curvas algebraicas, es decir, de las curvas cuya ecuacion en
coordenadas cartesianas es de naturaleza algebraica, y en él
Newton, después de haber demostrado algunas propiedades
generales de esas curvas, estudia en particular las cubicas (curvas
cuya ecuacion es de tercer grado), dando su generacion, su
clasificacion y su aplicacion en la resolucion de ecuaciones. En gran
parte esta también dedicado a la resolucion de ecuaciones su
Arithmetica universalis (aparecida en 1707, pero que resume
lecciones dictadas entre 1673 y 1683) que, no obstante su titulo, es
en verdad un tratado de &lgebra que generaliza y mejora los

conocimientos de la época relativos a la resolucion algebraica de
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problemas geomeétricos, a la eliminacion algebraica, y a la teoria
general de las ecuaciones.

Entre las obras que tratan de métodos infinitesimales, figura De
Analysis per Aequationes Numero Terminorum Infinitas que estaba
lista en 1669, pero que no se publico hasta 1711, aunque su
contenido era conocido antes de esa fecha mediante Ila
correspondencia cientifica. Ese escrito, como indica el titulo, trata
de series, aunque en él el algoritmo no es estudiado en si sino como
un recurso para calcular longitudes de curvas y areas, mediante el
procedimiento de desarrollar en serie la ordenada. En De Analysis,
entre otros desarrollos en serie nuevos e importantes, aparece el
teorema general del binomio, que es la generalizacion para
exponentes cualesquiera de la formula bien conocida del desarrollo
de la potencia de un binomio para exponentes enteros y positivos,
generalizacion a la que, con propiedad historica, debe llamarse
«Binomio de Newton». Como dijimos, en este tratado las series no
son estudiadas como algoritmo auténomo, Sin0 como recurso para
determinar cuadraturas aplicando la regla general de los exponentes
dada por Wallis, pero lo novedoso de Newton es que partiendo del
resultado obtenido y aplicAndole el método de las tangentes de
Barrow, vuelve a encontrar la funcién de la que partio, con lo que
gqueda desatado el nudo gordiano del nuevo analisis; es decir, que
los problemas de la tangente y de la cuadratura son inversos uno de
otro.

Pero la contribucion mas original e importante de Newton a los

métodos infinitesimales es su «método de las fluxiones», que
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constituyo6 el tema de un tratado escrito en 1671, pero que no fue
publicado, traducido, hasta 1736. Del caracter general del método
ya da cuenta Newton en una carta de 1672, al decir «que puede
aplicarse no sélo al trazado de tangentes a cualquier curva, sea
geométrica o mecanica..., sino también para resolver cualquier clase
de problemas sobre curvatura, areas, longitudes, centros de
gravedad, etc.», agregando que ha «entrelazado ese método con
aquel otro método que consiste en trabajar con las ecuaciones
reduciéndolas a series infinitas».

En efecto, el método de las fluxiones con su esencia y notacion
propias, no es sino un método para tratar los problemas del actual
analisis infinitesimal. Es un método de naturaleza geométrico-
mecanica, pues supone que todas las magnitudes geométricas son
engendradas por movimientos de velocidades diferentes, mientras el
tiempo «fluye continua y uniformemente» ; de ahi que el tiempo, que
actia como telon de fondo, no aparezca explicitamente, sino
implicitamente en las velocidades, en las velocidades de las
velocidades, etc. Las magnitudes engendradas son las «fluentesy,
sus velocidades son las «fluxiones», mientras que Newton denomina
«momento» al producto del incremento del tiempo por la respectiva
fluxion. Para las fluxiones sucesivas, Newton introdujo una notacién
caracteristica, que aln se usa en mecanica, que consiste en colocar
puntos encima dé la letra que indica la correspondiente fluente. Es
facil advertir que las fluxiones y momentos de Newton no son sino

las «derivadas» y «diferenciales» actuales.
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Con su método de las fluxiones, Newton resuelve una serie de
problemas y aplicaciones geométricas que corresponden a nuestro
calculo diferencial, céalculo integral y a nuestras ecuaciones
diferenciales ordinarias y con derivadas parciales.

También asoma en Newton, yunque expresada en forma oscura, la
importante nocion de limite al introducir en un tratado de 1704 la
expresion de «razén de los incrementos evanescentes», introduccion
gue obedecia al intento de levantar ciertas objeciones de orden
técnico que su método suscitaba.

Mientras en Inglaterra, por obra especialmente de Newton, el
analisis infinitesimal lograba nuevos resultados y adquiria las
primeras notas que le conferian unidad y autonomia, en el
continente y por obra de Gottfried Wilhelm Leibniz tal unidad y
autonomia se acentuaban. Si la obra matematica de Newton fue la
dé un «filosofo natural», la de Leibniz fue la de un «filosofo y
algoritmico». Su preocupacion por la claridad de los conceptos vy el
aspecto formal de la matematica, le permitieron, entre otros
descubrimientos, crear el simbolismo adecuado para el nuevo
algoritmo.

Ademas de sus contribuciones especiales al analisis infinitesimal, la
labor matematica de Leibniz se ha extendido a la teoria de los
numeros, al calculo mecanico (perfeccion6 la maquina de calcular
de Pascal), al algebra, a la combinatoria, y puede consideréarsele
iniciador de varias ramas de la matematica: el calculo geométrico, la
teoria de los determinantes, la lI6gica matematica, la topologia... Por

lo demas, en la multiforme labor de Leibniz se cuenta la de haber
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estimulado los estudios cientificos promoviendo la fundacion de
periédicos cientificos, academias, etc.

Las consideraciones infinitesimales de Leibniz, que vya se
encuentran en manuscritos de 1673, parten de la consideracion de
un tridngulo especial (el «triangulo caracteristico», como él lo llama),
que ya figuraba en Barrow, pero que Leibniz dice que toma de
Pascal. Mediante consideraciones sobre este triangulo y sus
semejantes, reconocidé que el problema de la tangente y el de la
cuadratura son inversos y encontrd relaciones entre las sumas de
los elementos geométricos que preludian nuestras férmulas de
calculo integral.

Aunque ya desde 1676 esta en posesion de las reglas y formulas
mas simples del calculo infinitesimal, la primera publicacion de
Leibniz sobre el tema es de 1684, y se refiere al calculo diferencial.
Es una memoria muy breve en la que aparecen definidas las
diferenciales en forma actual y las reglas comunes de diferenciacion
de las expresiones racionales e irracionales.

En 1686 aparecen los primeros escritos de Leibniz relativos al
calculo integral, y por primera vez aparece publicado en ese afo
nuestro actual signo «integral». Posteriormente, aparecieron otras
cuestiones originales, como el teorema de las diferenciales sucesivas
de un producto que hoy lleva su nombre, interviniendo por lo demas
Leibniz en todos los problemas de indole geométrico-mecéanica que
interesaban a los matematicos de la época.

La circunstancia, que hoy nos parece natural y légica, de que en la

segunda mitad del siglo XVII los tiempos estaban ya maduros para
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gue naciera el analisis infinitesimal, y el hecho de que éste naciera
por obra de dos sabios insignes, en forma independiente y casi
contemporanea, provocé entonces una cuestion de prioridad que
degener6é en una larga y lamentable polémica iniciada por los
autores principales y proseguida durante todo el siglo XVIII entre los
matematicos ingleses y los continentales.

Tal controversia tuvo como resultado un aislamiento de cada bando
y la consiguiente falta de cooperacion cientifica. Como en definitiva
los métodos eran los mismos, diferenciandose Unicamente en la
notacién, resultaba que cada bando, al cefirse exclusivamente a su
propia notacion, impedia en muchos casos que SuUuS progresos
fueran conocidos y asimilados por los del bando contrario. Pero en
esta situaciéon eran los ingleses los que llevaban las de perder, dada
la evidente ventaja de la notacion de Leibniz frente a la de Newton,
nacida de una mente mas fisica que algoritmica.

Y cuando los ingleses, para terminar con tal estado v de cosas, que
representaba para ellos una situacién de atraso frente a los
progresos continentales, crean la «Analytical Society» en 1813,

puede decirse que la célebre, aunque malhadada polémica, termind.

8 30. El analisis infinitesimal: los continuadores

Los métodos infinitesimales de Newton y de Leibniz no se hicieron
conocer hasta las ultimas décadas del siglo XVII, pero la difusion de
las nuevas ideas fue muy lenta. El caracter novedoso de las mismas,
las notaciones inusitadas y diferentes, su publicacion en memorias

aisladas y fragmentarias; todo contribuy6 a que los nuevos métodos
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no se extendieran rapidamente, de manera que a fines del siglo
XVIl, ademas de sus autores, eran muy pocos los matematicos que
estaban enterados de esos métodos, y sobre todo muy pocos los que
estaban en condiciones de aplicarlos. Entre estos ultimos figuran
dos Bernoulli, nombre que campeara en la matematica en un lapso
de casi dos siglos.

La familia Bernoulli, de origen holandés, pero residente en Suiza,
proporcion6 durante los siglos XVII, XVIII y XIX mas de una decena
de matematicos, de los cuales tres muy importantes: Jacob (I) (hay
dos Jacob); su hermano Johann (I) (hay tres Johann), y un hijo de
éste, Daniel (I) (hay dos Daniel). Ademéas, vinculado con los
Bernoulli, se presenta el mas grande de los matematicos del siglo
XVIII: Leonhard Euler.

La obra matematica de Jacob se reparte por igual entre los nuevos
métodos infinitesimales y el calculo de las probabilidades. En el
primer campo se ocup6 de series y de las propiedades de numerosas
cuevas, en una de las cuales (la espiral logaritmica) descubrié que
se reproduce en varias otras curvas derivadas de ella, hecho que lo
llevé a imitar el gesto de Arguimedes, pidiendo que en su tumba se
grabase esa curva con la leyenda Eadem mutata resurgo.

Se le debe la primera resoluciéon con demostracion del problema
(propuesto por Leibniz) de la curva tal, que un punto” sobre ella cae
con movimiento uniforme respecto de la vertical (curva isdcrona). En
enconada emulacion cientifica con su hermano Johann, fueron
propuestos y resueltos numerosos problemas de aplicacién de los

métodos infinitesimales a la geometria y a la mecanica. Asi Johann
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propuso en 1696 el problema de la curva de tiempo minimo
(braquistécrona) que fue resuelto, entre otros, por Jacob, mientras
gque éste propuso la ecuaciéon diferencial que hoy lleva el nombre de
Bernoulli y que fue resuelta por Johann.

El problema de las trayectorias isogonales y en particular
ortogonales (familia de curvas que cortan a las curvas de otra
familia bajo angulo constante) fue propuesto en 1694 por Johann,
pero al principio pas6 inadvertido y fue reiterado por Leibniz en
1716 «para tantear el pulso a los matematicos ingleses».

El problema de los isoperimetros (curvas o arcos de igual longitud
que cumplen ciertas propiedades de maximo o minimo), que fue
propuesto por Jacob y estudiado por ambos hermanos, provocé una
agria disputa entre ellos que continud, aun después de la muerte de
Jacob, entre Johann y otros matematicos.

Muchos de estos problemas son los que daran origen a la
importante disciplina que hoy llamamos «Calculo de variacionesy.

La obra mas importante de Jacob es su Ars Conjeciandi, aparecida
en 1713, en la que el célculo de las probabilidades adquiere
autonomia cientifica. Se compone de cuatro partes: la primera
reproduce con valiosos comentarios la obra de Huygens sobre el
tema; la , segunda es un tratado de combinatoria y en ella aparece
la expresion que da la suma de las potencias de igual exponente de
los primeros nudmeros naturales, en la que figuran ciertos
coeficientes constantes, hoy denominados «numeros de Bernoulli»;
la tercera parte se refiere a los juegos de azar, y la cuarta,

incompleta, aplica «las doctrinas precedentes a cuestiones civiles,
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morales y econdmicas», y en ella aparece la hoy llamada «ley de los
grandes nUmeros».

En cuanto a Johann, a su labor de fisico matematico ha de
agregarse su contribucion a la matematica, en gran parte conexa, 0
mejor en oposicidon, a la de su hermano Jacob y hasta a la de su hijo
Daniel. Esa contribucion se refiere especialmente a la teoria de las
series, al calculo integral y a la integracion de ecuaciones
diferenciales. Un original e interesante método de integracion por
series, expuesto en 1694, da nacimiento a una serie (a veces
designada hoy con el nombre de «serie de Bernoulli») que no es sino
un caso particular de la importantisima «serie, de Taylor».

Con el nombre de Johann Bernoulli esta intima, mente vinculado al
del marqués de L'Hépital, Unico francés que durante mucho tiempo
estuvo en condiciones de resolver los problemas que Leibniz y los
Bernoulli proponian a los gédmetras.de la época. L'Hopital es autor
del primer tratado sistematico de calculo diferencial aparecido
anénimo en 1696 y con nombre de autor desde 1716, en cuyo titulo
aparecen los «infinitamente pequenos». El hallazgo reciente de los
apuntes de las lecciones de Bernoulli y, sobre todo, Ila
correspondencia .de éste con el marqués, muestran que el libro del
marqués no contiene sino las lecciones que, a pedido de éste,
Bernoulli le impartiera, y las ensefianzas que por correspondencia
siguid remitiéndole. Las lecciones de Bernoulli comprenden también
el calculo integral, que el marqués no publicé, pues se habia
enterado de que Leibniz pensaba hacerlo directamente. Esas

lecciones de calculo integral, impartidas al marqués durante los
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anos 1691-92, de publicarse, hubieran constituido a su vez el
primer tratado sistematico de esa parte del andlisis.

Agreguemos que en su libro de 1696 aparece la hoy comunmente
llamada «regla de L'Hépital» para el calculo de limites
indeterminados, regla cuya paternidad reivindicé Bernoulli después
de la muerte del marqués.

En Italia se ocuparon de los nuevos métodos infinitesimales Jacopo
Biccati, que dejo su nombre vinculado a una ecuacion diferencial, y
el conde de Fagnano, mas original, cuyas importantes
contribuciones sobre las rectificaciones de arcos de elipse y de
hipérbola pueden considerarse como el punto de partida de las hoy
Ilamadas «funciones elipticasy.

En Alemania el dnico matematico de esta época, con excepcion de
Leibniz, que se ocupo6 de los nuevos métodos, sin mayor éxito, fue
Ehrenfried Walter von Tschirnhausen, mas conocido por su método
de transformacién de ecuaciones con el cual lograba resolver las
ecuaciones hasta de cuarto grado. Parece que Leibniz habia previsto
la imposibilidad de resolver ecuaciones de grado superior al cuarto
por ese meétodo, aunque parece que también él, como otros
matematicos de los siglos XVII y XVIII, se ilusion6 en resolver
algebraicamente la ecuacién de quinto grado. «Nadie hasta hoy dio
una formula general para la solucién de las ecuaciones de grado
superior —dice—; creo haber encontrado un método adecuado y
puedo probarlo, pero aun no he podido vencer al fastidio provocado

por los tediosos calculos numéricos.»
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En Inglaterra, después de las fluxiones, el acontecimiento
matematico mas notable es la critica que el filésofo George Berkeley
dirige a los nuevos métodos en su The Analyst de 1734, o «discurso
dirigido a un matematico infiel, donde se examina si el objeto,
principios e inferencias del analisis moderno son concebidos mas
claramente o son "deducidos con mayor evidencia que los misterios
de la religion y los asuntos de la fe».

El «xmatematico infiel» era el célebre astronomo Edmund Halley, que
también se ocupé de matematica; sin duda un libre pensador y en
cierto sentido activo; de ahi la «infidelidad» de que lo acusa Berkeley,
pues por el hecho de ser reputado un gran matematico y por ello
uno de los grandes-maestros de la razon, utilizaba indebidamente
su autoridad opinando y decidiendo sobre cuestiones ajenas a su
incumbencia y sobre las cuales no tenia derecho alguno. HAabil
polemista, Berkeley se dirige entonces hacia los objetos mismos de
la ciencia que Halley profesa, mostrando triunfalmente que aquellos
gque se quejan sin razén de la incomprensibilidad cientifica de la
religibn, aceptan wuna ciencia que en su raiz misma es
incomprensible y cuyas conclusiones se apoyan en raciocinios gue
la l6gica no acepta.

Y si bien la finalidad de Berkeley no es tanto criticar los nuevos
métodos como vindicar los misterios de la fe, la critica contra
aquellos métodos es pertinente, aguda y decisiva. En efecto, los
nuevos meétodos, tanto, en la forma dada por Newton como en la de
los matematicos continentales, estaban envueltos en principios

oscuros, vagos y contradictorios, y por tanto expuestos a la critica
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incisiva que le dirigiera Berkeley. Esa critica era inobjetable desde el
punto de vista técnico; no lo fue, en cambio, la teoria de
«compensacion de errores», en la que se embarcé Berkeley
impresionado sin duda por el hecho aparentemente paradoéjico de
que fundandose sobre principios y demostraciones tan deleznables,
los nuevos métodos lograran resultados exactos como lo
comprobaba el extraordinario triunfo de la mecanica newtoniana.
Hay que agregar que en esa teoria de la compensacion de errores,
Berkeley no se encuentra solo, pues mas tarde fue adoptada por
matematicos y hasta por grandes matematicos.

La influencia de la critica de Berkeley se hizo sentir en forma mas o
menos visible en todos los matematicos ingleses contemporaneos o
inmediatos sucesores de Newton.

De ellos, el mas antiguo es Abraham De Moivre, de origen francés,
pero residente en Londres desde la revocacion del edicto de Nantes.
Se ocupo de distintas cuestiones matematicas, introdujo el estudio
de las llamadas «series recurrentes» y se le debe una importante
formula, conocida hoy por su nombre, que, si bien él la expuso en
forma trigonométrica, forma actualmente parte de la teoria de los
numeros complejos.

De Moivre completé también estudios algebraicos realizados por un
matematico brillante, Roger Cotes, desgraciadamente muerto muy
joven. Contemporaneo de los anteriores es Brook Taylor que se
ocupoé de fisica y de matematica, y que en una obra de 1715, en la
gque hace uso sistematico de las hoy llamadas «diferencias finitasy,

da la importante serie que hoy lleva su nombre. También se ocupoé
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de diferencias finitas James Stirling, que dejé su nombre vinculado
a una férmula para él calculo aproximado de n! (producto de los
nameros naturales sucesivos desde 1 hasta n) cuando n es muy
grande.

De geometria, de algebra y de analisis infinitesimal, asi como de
fisica y de astronomia, se ocup6 el ultimo matematico inglés de este
periodo, quiza el mas importante de él: Colin Maclaurin, que para
escapar a las criticas de Berkeley volvié a los clasicos métodos de
los gedbmetras antiguos, con lo que si bien logré hacer mas rigurosas
sus demostraciones, contribuyd indirectamente a aumentar el
aislamiento de los matematicos ingleses frente a los continentales.
De su Treatise on Fluxions (en dos volumenes, de 1737 y 1742), que
es un tratado sistematico del calculo fluxional con sus aplicaciones
geométricas y mecanicas, declar6 Lagrange que era «una obra de
geometria que puede compararse a todo lo que Arquimedes nos legé

de mas hermoso y mas ingenioso».
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Capitulo 5
La matematica iluminista
Contenido:
8. 31. Euler y la sistematizacion del analisis
8. 32. El siglo de oro de la matematica francesa
8. 33. El renacimiento de la geometria

8. 34. La fisica matematica

8§ 31. Euler y la sistematizacion del analisis

Si con una sola palabra se quisiera caracterizar a la matematica del
siglo de las luces, diriamos que el siglo XVIII fue el siglo del
algoritmo, el siglo en el que el andlisis, tanto el algebraico como el
infinitesimal, adquiere vida propia y tifie a toda la matematica de un
marcado caracter formal, aunque no riguroso. En cierto sentido, el
analisis se independiza de la geometria y de la ciencia natural;
mientras que en el siglo anterior, la geometria analitica y los
métodos infinitesimales habian servido de instrumentos analiticos
para la solucién de problemas geométricos o para la investigacion
de las leyes naturales,, en el siglo XVIII el analisis, aun prosiguiendo
esos fines, se estudia ademas por si mismo, y hasta la geometria y
los fendmenos naturales llegan a* servirle de pretextos para nuevos
desarrollos y para nuevos problemas analiticos.

Este caracter puramente algoritmico de la matematica vuelve a
perderse a fines de siglo, cuando la geometria y la fisica penetran
nuevamente en el campo de la matematica, aunque con Nnuevos

rasgos: la geometria ha adquiridora jerarquia de geometria puray la

113 Preparado por Patricio Barros



Historia sucinta de la matemaéatica www.librosmaravillosos.com José Babini

fisica se ha convertido en fisica matematica. La figura representativa
del periodo algoritmico es Leonhard Euler, mientras que en la
geometria pura y en la fisica matematica son casi exclusivamente
los matematicos franceses los que mantienen el cetro en el periodo
comprendido entre Euler y Gauss.

En este siglo de la razén, también en la matematica la razén
muestra una confianza excesiva. A su disposicion los simbolos
algebraicos y el algoritmo infinitesimal, no duda de que todo
problema analitico puede resolverse; que toda ecuacion algebraica
tenga solucién, que toda ecuacion diferencial puede integrarse y que
toda serie puede sumarse.

A esta confianza en el poder del simbolo, confianza que en definitiva
resultd beneficiosa, pues los excesos fueron luego corregidos, agrega
Euler una capacidad de calculista pocas veces igualada y una
fecundidad prodigiosa. La publicacion de la enorme mole de sus
escritos, en parte aun inéditos, fue emprendida hace unos cuarenta
anos, habiéndose publicado hasta la fecha 26 de los 69 volumenes
proyectados.

Formado en el ambiente de los Bernoulli, Euler, que nunca fue
profesor, desarrollé su intensa actividad cientifica en su mayor
parte gracias a la proteccion de las cortes de San Petersburgo y de
Berlin, a cuyas publicaciones académicas dio vida durante muchos
anos casi por si solo. Esa actividad no decayé un solo instante; al
contrario, la mitad de sus escritos son frutos de los ultimos afos de
su vida, cuando totalmente ciego dictaba sus trabajos. Esa actividad

se ha manifestado en todos los campos de la ciencia matematica y
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de la fisica. Sus memorias, mas de un millar, tratan de aritmética y
de la teoria de los numeros, de algebra, de probabilidades, de
calculo infinitesimal, de geometria, de mecanica racional y aplicada,
de astronomia, de fisica, de geografia matematica y algunas también
de filosofia.

En la teoria de los numeros, es probable que su maxima
contribucion se refiera a los ndameros primos: la actual teoria
analitica de los nUmeros primos puede decirse que se iniciacion una
notable identidad encontrada por Euler gque vincula los numeros
primos con la serie de las potencias de los reciprocos. Ademas, en
una carta a Christian Goldbach reconocié, sin demostrarlo, la
verdad de la «conjetura de Goldbach»: todo namero par es suma de
dos numeros primos, teorema que aun aguarda demostracion.

En algebra, dio métodos originales de eliminacion y de
descomposicion en fracciones parciales-simples. En especial se
ocupo de la teoria de las ecuaciones. Con la esperanza de dar un
método general para resolver ecuaciones de cualquier grado, hallo
un nuevo método para resolver la ecuacion de cuarto grado, distinto
al de Ferrari; método incluido en un procedimiento general valido
para las ecuaciones de segundo, de tercero y de cuarto grado, pero
nada mas.

Pero es en el analisis infinitesimal donde aparecen las
contribuciones mas originales de Euler. Por lo pronto, se le deben
los primeros tratados sistematicos de esa disciplina: Introductio in

analysis infinitorum, 1748; Institutiones calculi differentialis; 1755;
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Institutiones calculi integralis, 1768-1770, y Methodus inveniendi
lineas curvae maximi minimive proprietate gaudentes, 1744.
En su Introductio, Euler usa el concepto de funcién en la forma en
que se mantuvo durante mucho tiempo:
«funcidbn de x es toda expresion analitica de una variable
obtenida mediante una combinacion finita o infinita de simbolos

algebraicos o trascendentes».

(Esta ultima distincion le pertenece.) A veces también se refirié a la
funcién como toda relacidon entre x e y tal que se represente en el
plano mediante una curva trazada «a mano libre», es decir, una
curva continua dentro de la acepcion vulgar de la continuidad.

En conexion con las funciones trascendentes aparece una de las
mas notables contribuciones de Euler al analisis: los logaritmos
como exponentes y su vinculacion con los numeros imaginarios y
las funciones circulares. Esta vinculacién, dada por las hoy
llamadas «férmulas de Euler», es en verdad la conclusion de un
largo pleito iniciado con Leibniz acerca de los logaritmos de los
nameros negativos, y al cual Euler puso fin, aunque sus
explicaciones no fueron entonces entendidas y durante todo el siglo
continuaron las discusiones. El segundo tomo de la Introductio es
un tratado de geometria analitica plana y del espacio en la forma
general actual.

En Institutiones calculi differentialis, Euler estudia las diferencias
finitas, el célculo diferencial y las series. Su concepto de cociente

diferencial no es riguroso, y en el tratamiento de las series maneja
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con igual desenvoltura series convergentes y divergentes, sin hacer
distincion entre ellas, lo que no impide, claro es, que en este tratado
también aparezcan contribuciones originales.

Sus Institutiones calculi integralis, libro escrito cuando ya estaba
ciego, comprenden tres voliumenes (un cuarto postumo contiene una
selecciéon de memorias) que tratan, con numerosas innovaciones y
contribuciones originales, los temas comunes del calculo integral
actual, desde las cuadraturas hasta la integracion de ecuaciones
diferenciales ordinarias y con derivadas parciales, y nociones de
calculo de las variaciones. A este ultimo calculo, tal como, se
«conocia en su época, Euler dedico el tratado Methodus inveniendi...
El gran favor que los métodos analiticos gozaron, frente a los
geométricos durante todo el siglo XVIII, se puso de manifiesto en el
hecho de que casi todos los contemporaneos de Euler se ocuparon
preferentemente de analisis.

En cierto sentido, es una excepcion Alexis Claude Clairaut, que
siendo aun adolescente se ocup6 de las curvas en el espacio, y cuya
obra méas importante de 1743 se refiere a la forma de la tierra,
estableciendo en ella las condiciones matematicas para el equilibrio
de los fluidos y sentando los fundamentos de la futura teoria del
potencial. Esa obra se basaba en otra de Maclaurin sobre la
atraccion de los elipsoides de revolucién, y los métodos
exclusivamente geomeétricos de Maclaurin indujeron a Clairaut a
utilizar igual recurso en sus demostraciones. Pero Maclaurin y
Clairaut figuran entre los ultimos matematicos que resuelven los

problemas mecéanicos y astrondmicos more geométrico. Clairaut se
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ocup6 de uno de los problemas célebres de la época: el «problema de
los tres cuerpos», del cual se ocupé también Jean-Le Rond
D'Alembert, en cierto modo rival de su connacional Clairaut.
D’'Alembert fue el redactor de numerosos articulos matematicos y
acerca de cuestiones metodoldgicas y de los fundamentos de esta
ciencia, aparecidos en la gran Encyclopédie de 1751, en la que,
como es sabido, escribi6 ademas el «Discurso preliminar». Una
contribucion importante de D'Alembert fue la solucion del «problema
de las cuerdas vibrantes», problema del cual se ocuparon otros
matematicos de la época, en especial Daniel Bernoulli, y que
desempefid un notable papel en la futura revision de los principios
del analisis.

De los demas matematicos del siglo XVIII s6lo mencionamos a
Edward Waring, autor del importantes y originales investigaciones
en el campo de los numeros y de las ecuaciones algebraicas, y que
dejé su nombre vinculado a las relaciones entre los coeficientes de
una ecuacion y la suma de las potencias de igual grado de sus
raices; Cramer, que también se ocup6 de algebra, pero en vista
especialmente a su utilizacién en el estudio de las curvas planas,
encontrando en ese estudio la regla conocida por su nombre para la
resolucion general de sistemas lineales; y Johann Heinrich Lambert,
sabio multiple que se ha ocupado de diversas ramas del saber, y en
matematica de variadas cuestiones: de perspectiva, de series, de
simbolismo légico siguiendo las ideas de Leibniz de la teoria de las

paralelas,, del namero i, demostrando que no es fraccionario, etc.
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Todos estos matematicos nacieron y murieron en el siglo XVIII, que
es el siglo de Euler; la generaciéon siguiente es la de Lagrange, y es la

generacidon que asiste a la Revolucion francesa.

8 32. El siglo de oro de la matematica francesa

La preferencia por los métodos analiticos, caracteristica de la
matematica del siglo XVIII, se acentla en Lagrange, creador de la
«mecanica racional», que él llama «mecanica analitica» y que concibe
como una rama de la matematica.

Joseph Louis Lagrangis, de origen francés, pero nacido en lItalia,
residio casi toda su vida, desde los treinta afios, en Berlin y en
Paris. Con sus escritos contribuy6 a dotar a las ramas analiticas de
la matematica ¢ de esa generalidad que las caracteriza, a la vez que
las aplicaba a los mas variados problemas de mecéanica, de
astronomia, de probabilidades. En sus primeros trabajos, estando
aun en lItalia, ya senté las bases del calculo de las variaciones,
independizandolo de los problemas geométricos que le habian dado
origen, como el problema de los isoperimetros, y confiriéndole una
mayor generalidad.

En todas las ramas de la mateméatica Lagrange descoll6 en la teoria
de los nameros, en la teoria de las ecuaciones, donde sus estudios
son precursores de la teoria de los grupos, y en analisis
infinitesimal.

En 1797, estando Lagrange en Paris, se fundd en esta ciudad la
Ecole Polytechnique, de la cual fue profesor durante unos afios.

Como resultado de sus cursos, Lagrange publicé dos tratados, en

119 Preparado por Patricio Barros



Historia sucinta de la matemaéatica www.librosmaravillosos.com José Babini

1797 y en 1801, en los que los principios del analisis infinitesimal
estan expuestos de una manera original, aunque no rigurosa, cuya
idea central que lo informé data en verdad de 1772. Con el propésito
de evitar los infinitamente pequefios o0 los incrementos
evanescentes, y al mismo tiempo con el afan de independizarlo de
toda consideracién geométrica o mecanica, funda el analisis de una
manera algebraica, tomando como formula fundamental la «serie de
Taylor». Los coeficientes de este desarrollo seran las «derivadas» (el
nombre es de Lagrange), y con ellas desarrolla el calculo diferencial
en forma finita. En cuanto al calculo integral lo considera inverso al
calculo de las derivadas. Aunque tal <método de las derivadas», no
es riguroso, fue mérito de Lagrange haber asignado a la serie de
Taylor la importancia central que tiene en el analisis.

Este intento de Lagrange de eliminar los infinitésimos y los limites,
que no fue el Unico de esa época, encontré opositores entre sus
contemporaneos, pero sus objeciones pasaron inadvertidas hasta la
época de Cauchy.

En cuanto a la Mécanique Analytique, de 1788, digamos
simplemente, que es una obra que hace época. En ella la mecanica
es considerada, mas que una ciencia natural, una geometria de
cuatro dimensiones (la cuarta dimension es el tiempo). Partiendo del
principio de las velocidades virtuales y utilizando el calculo de las
variaciones, Lagrange erige el sistema integro de la mecéanica,
introduciendo el concepto de potencial, el principio de acciéon

minima, las coordenadas generalizadas, etcétera.
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Obra semejante a la cumplida por Lagrange en mecéanica fue la
cumplida por Pierre Simon Laplace en astronomia. Su Mécanique
celeste (cinco volumenes aparecidos entre 1799 y 1825) comprende
todos los descubrimientos realizados por Newton, Clairaut,
D’'Alembert, Euler, Lagrange y Laplace mismo sobre la mecanica del
sistema solar, expuestos en forma totalmente analitica, sin mas
datos de observacion que los indispensables. La conocida hipétesis
de la nebulosa ya la habia expuesto Laplace en un tratado de
divulgacion, con un apéndice sobre historia de la astronomia, en
1796. En forma semejante Laplace dio en 1812 una Teoria analitica
de las probabilidades, teoria que expuso en 1820 en un Ensayo
filosofico sobre las probabilidades, sin formulas matematicas.
Laplace es un matemaéatico profundo, dificil de leer, entre cuyas
numerosas contribuciones originales s6lo mencionamos la llamada
«ecuacion de Laplace o laplaciana» (ecuacion diferencial de segundo
orden, con derivadas parciales), que se le presento en el estudio de
la funcién potencial.

De méritos ponderables, aunque inferiores a los de Lagrange y
Laplace, es su contemporaneo Adrien Marie Legendre, ultimo de los
grandes analistas del tipo de Euler y de Lagrange, que alcanz6 a
conocer y reconocer los méritos del nuevo grupo de analistas del
siglo XI1X del tipo de Abel y de Jacobi.

Sus contribuciones matematicas mas importantes se refieren a la
teoria de los numeros y al calculo integral. En el primer campo se le
debe un tratado "de 1830 en que aparece demostrada por primera

vez (Euler la habia dado sin demostracion) la ley llamada de
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«reciprocidad de los restos cuadraticos», propiedad que Gauss
calificara de «¢joya de la aritmética».

En el calculo integral se le debe, en 1811, las llamadas «integrales
elipticas», asi denominadas porque permiten el célculo de la
longitud de arcos de elipse, imposible de calcular mediante las
funciones hasta entonces conocidas. Estas integrales elipticas
dieron mas tarde, por inversién, nacimiento a las llamadas?
«funciones elipticas», de manera que en una nueva edicion de su
obra, aparecida entre 1827 y 1832, Legendre dio cabida en ella a las
Investigaciones que en ese campo estaban realizando Abel y Jacobi»
Agreguemos que Legendre, con sus Eléments de Géométrie, de 1794,
publicé un libro de gran éxito, que tuvo numerosas ediciones y se
adoptdé como texto en el continente y en los Estados Unidos. Con
este libro aparece en la geometria el tratamiento previo de los
teoremas al de los problemas (en los Elementos ocurre lo contrario)
y la geometria adquiere esa fisonomia entre algebraica y geométrica
gue hoy caracteriza a nuestra geometria elemental. En un Apéndice,
entre otras novedades, trae, la demostracion de la irracionalidad de
los nidmeros t y e, agregando esta observaciéon profética: «Es
probable que el numero m no esté comprendido entre los
irracionales algebraicos, es decir, que no sea raiz de una ecuaciéon
algebraica de un numero finito de términos y de coeficientes
racionales.»

Se ocupod, ademas, de cuestiones de analisis, de geometria elemental
también Lorenzo Mascheroni, al cual pertenece una Geometria del

compas, de 1797, en la que prueba que todas las construcciones
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con regla y compas pueden realizarse con compdas uUnicamente.
(Recientemente se ha descubierto en este tema un precursor daneés
del siglo XVII.)

A fines del siglo XVIII el estado del analisis infinitesimal se pone de
manifiesto en un gran tratado de Sylvestre Francois Lacroix, en tres
gruesos volumenes aparecidos entre 1797 y 1800: el primero
dedicado al célculo diferencial y sus aplicaciones geométricas en el
que, aunque utiliza el método de Lagrange, no excluye el uso de los
limites; el segundo dedicado al céalculo integral y céalculo de las
variaciones, y el tercero dedicado a las diferencias y a las series. Se
debe también a Lacroix una coleccion de obras didacticas,
concernientes a todas las ramas de la matemaética, entre las cuales
una dedicada al céalculo diferencial e integral, que en 1816 se
tradujo al inglés, agregandole en 1820 dos volumenes de ejercicios.
Esta traduccion significo el fin del ostracismo de los analistas
ingleses, el abandono de la notacion de las fluxiones y la
correspondiente adopcién de la notacion y de los métodos de los
matematicos continentales. Los traductores de Lacroix y promotores
del movimiento fueron tres jovenes estudiantes de Cambridge, que
fundaron en 1813 la «Analytical Society» con ese propdsito. Eran
John F. W. Herschel, hijo del célebre astrénomo, y astréonomo él
mismo, aungque se ocupo6 también de matematica y otras ciencias;
Charles Babbage, conocido como inventor de maquinas analiticas; y
George Peacock, probablemente el mas matematico del grupo, autor
de un importante Tratado de algebra, de 1830 (una segunda edicion

ampliada a dos volumenes es de 1842-1845), en el que estudia los
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fundamentos del algebra, acentuando el caracter simbdlico de la
misma, y donde, con el nombre de «principio de permanencia de las
leyes equivalentes», enuncia un principio que preludia el llamado
«principio de permanencia de las leyes formales» de Hankel (1867), y

que constituye el principio director de todo el analisis algebraico.

8§ 33. El renacimiento de la geometria

Mientras que en la primera mitad del siglo XVIII «... la geometria no
estd de moda y para pasar por cientifico hay que hacer ostentacion
del analisis», como se expresa melancélicamente un gedmetra
francés de la época; a fines de siglo la geometria pura vuelve por sus
fueros, y aunque se la sigue estudiando con los recursos del
analisis, nacen nuevas ramas de la geometria en las que el analisis
ya no tiene cabida. Tal es el caso de la «geometria descriptiva», que
nace ya con este nombre en 1795, gracias a los esfuerzos de
Gaspard Monge; rama de la geometria en la que se da unidad y
jerarguia cientifica a aquella serie de procedimientos surgidos hacia
fines del siglo XV para proporcionar a los pintores y arquitectos
normas para la mejor realizacién de sus obras.

Monge, que es autor de un método de proyeccion que lleva su
nombre, no se limité a representar las curvas y superficies por su
método, sino que utilizd los recursos del andlisis para estudiar
nuevas propiedades de las figuras geométricas, invirtiendo en cierto
modo el proceso mas usual de la época que consistia en tomar esas

figuras como pretextos para estudios y ejercicios analiticos.
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Monge fue un gran maestro, de ahi que gran numero de discipulos
continud su obra. Mencionemos a Jean Baptiste Marie Meusnier y
Charles Dupin, que se ocuparon de curvatura de las superficies;
Charles J. Brianchon que, solo o en colaboracion con Poncelet, se
ocupo de propiedades de las cénicas, y Lazare Carnot, que ademas
de sus actividades civiles y militares se ha ocupado de matematica.
Asi, en analisis es autor de unas Reflexiones sobre la metafisica del
calculo infinitesimal, de 1797, en la que sostiene la tesis, ya
conocida desde Berkeley, de qué. si los conceptos infinitesimales, no
obstante sus imperfecciones, no conducen a resultados erréneos es
debido a que los errores que se cometen con ellos se compensan y
se anulan. Mas feliz fue en sus contribuciones geométricas, con las
que puede decirse que se inicia el estudio de las propiedades
generales de las figuras, que pronto han de constituir el nuevo
cuerpo de doctrina geométrica denominado «geometria proyectivay.
En tal sentido y por su vinculacion con la escuela de Monge debe
citarse a Jean Victor Poncelet que, al regresar a Francia después de
varios afnos de cautiverio en Rusia, hizo conocer en 1820 un Ensayo
sobre las propiedades proyectivas de las secciones cénicas, que dos
anos después reprodujo ampliandolo como Tratado de las
propiedades proyectivas de las figuras.

Entre los resultados de Poncelet aparece el llamado «principio de
dualidad», segun el cual a cada propiedad geométrica entre ciertos
elementos, corresponde otra propiedad geométrica entre otros
elementos. Este principio motivd una cuestiéon de prioridad entre

Poncelet y Joseph Diaz Gergonne. En verdad, Poncelet sélo lo habia
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sefalado en un caso particular, mientras que Gergonne, que lo
bautizé, advirtié su alcance general.

Ademas de su labor como gedmetra, mérito indiscutible de
Gergonne fue el de haber fundado y dirigido la primera publicacion
periodica dedicada exclusivamente a la matematica, que desde 1810
y durante unos tres lustros fue la Unica revista matematica que se
publicaba en el mundo. Cuando en 1882 dej6é de aparecer, ya ese
intento habia dejado sus frutos y desde entonces el numero de
revistas dedicadas exclusiva o parcialmente a la matematica lleg6 a
superar el millar. En cuanto a las sociedades matematicas, que
empiezan a aparecer en la segunda mitad del siglo XIX, han de

llegar actualmente al medio centenar.

§ 34. La fisica matematica

Asi como en la segunda mitad del siglo XVIII, por obra de Monge, la
geometria adquirié nueva vida, en la misma época y por obra de otro
sabio francés, Joseph Fourier, nace una nueva rama de la ciencia
natural, intimamente vinculada con la matematica: la llamada fisica
matematica, en la que, siguiendo las huellas de Lagrange y de
Laplace, se estudian los problemas fisicos mediante los recursos del
analisis infinitesimal con el minimo indispensable de hipétesis
fisicas.

En este sentido la obra mas importante de Fourier, que también se
ocup6 con eficacia de algebra, es una memoria de 1812 sobre la
«teoria analitica del calor», con la que entran en el analisis las series

trigonométricas, hoy llamadas «series de Fourier», y la importante
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extension del concepto euleriano de funcién al admitirse que
mediante tales series pueden representarse funciones arbitrarias.

Entre los cientificos nacidos en el siglo XVIII que se ocuparon de
fisica matematica, mencionemos a Jean-Baptiste Biot, autor
ademas de uno dé los primeros textos de geometria analitica (este
nombre proviene de Lacroix); Thomas Young y Augustin-Jean
Fresnel que aplicaron, especialmente el segundo, el analisis
.matematico a la teoria ondulatoria de la luz, logrando imponerla
frente a la corpuscular; André-Marie Ampére, célebre por sus
Investigaciones en. el campo del electromagnetismo, aunque se le
deben también  contribuciones cientificas exclusivamente
matematicas; Siméon Denis Poisson, que entre numerosas
cuestiones de matematica pura y de fisica mateméatica amplié la
aplicacion de la ecuacion de Laplace a la funcién potencial; George
Green, que aplico la funcién potencial (este nombre es de él) fuera
de la gravitacién, extendiéndola a problemas de electricidad y de
magnetismo, y Gabriel Lame, nacido ya en la ultima década del siglo
y que, ademas de sus trabajos sobre la teoria del calor y la
elasticidad, se le deben contribuciones exclusivamente

matematicas.
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Capitulo 6
El siglo XIX
Contenido:
8. 35. Gauss Yy las geometrias no euclidianas
. 36. La aritmetizacion del analisis
. 37. La geometria proyectiva
. 38. La historia de la matematica

. 39. El algebra y la teoria de los grupos

w w w w w

. 40. La matematica a fines del siglo XIX

8§ 35. Gauss y las geometrias no euclidianas

El periodo historico que comprende los tiempos modernos y el siglo
de las luces fue sin duda muy fecundo para la i matematica. En él
se desarrollaron varias ramas de esa ciencia: la geometria analitica,
el calculo infinitesimal, los métodos de la geometria descriptiva y la
fisica matematica, mientras que en él se organizan la teoria de los
numeros, el calculo de probabilidades y la geometria proyectiva.
Mas no puede decirse que alguna de ésas ramas se haya constituido
definitivamente durante ese periodo, pues durante él los
matematicos se preocuparon mas por los resultados que por los
fundamentos, mas por los desarrollos que por los principios... Sera
tarea del siglo XIX analizar esos fundamentos y esos principios,
introduciendo en la matematica un rigor aun superior al que gozé
esa ciencia en el periodo clasico de Euclides y de Arquimedes, rigor
que desde entonces constituye una de sus notas caracteristicas. Al

conjuro de ese andalisis y de ese rigor no soOlo se estructuran
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definitivamente todas las ramas nacidas y desarrolladas en los
siglos XVII y XVIII, sino que nacieron otras nuevas: teoria de los
grupos, geometrias no euclidianas, teoria de las funciones, hasta
que a -mediados de siglo esa labor analitica y rigurosa invade a toda
la ciencia matematica y surgen sucesivamente la l6gica matematical
y la teoria de los conjuntos.

La figura representativa de esta concepcidn rigurosa de la
matematica es Karl Friedrich Gauss, con el cual se inicia también
una pléyade de insignes matematicos alemanes que llenan todo el
siglo XIX.

La labor cientifica de Gauss se ha extendido a varios campos:
astronomia, fisica matematica y matemaética; y en ésta a casi todas
sus ramas, con especialidad a la teoria de los numeros y a la
geometria diferencial.

Muchos de los descubrimientos de Gauss fueron realizados por él
mucho antes de su publicacién, y quedaron registrados y fechados
en una «libreta de apuntes» encontrada entre sus papeles después
de su muerte. El primer descubrimiento que anota en ella, a la edad
de dieciocho anos, es el magnifico hallazgo de la construccién del
heptadecdgono con regla y compas, problema que mas tarde amplié,
dando la féormula del ndmero de lados de los poligonos regulares
gue pueden construirse con esos recursos.

Ya en su tesis del doctorado, Gauss aporta una contribuciéon
fundamental a la matematica al exponer la primera demostracion
del «teorema fundamental del algebra», vale decir: que todo

polinomio algebraico con una letra se anula por 1q menos una vez
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para un valor real o imaginario de la letra. En esa memoria dice, sin
demostrarlo, que no es posible resolver algebraicamente la ecuacion
general de quinto grado, proposicion que efectivamente sé demostro
algo mas tardé.

Poco después Gauss publicé sus Disquisitiones Arithmeticae, libro
gque hace época en la teoria de los numeros y en el que aparecen
notables e importantes contribuciones originales.

De igual importancia y originalidad son sus Disquisitiones generales
circa superficies curvas, de 1827, con las que funda el estudio de la
geometria diferencial de las superficies.

Otras contribuciones analiticas de Gauss comprenden el estudio
estrictamente riguroso de las series y la introduccion de los
nameros complejos en el analisis, el método de los cuadrados
minimos y la ley de distribucion de los errores de observacién, y
como principio metddico, la .exclusion en matematica del «infinito
actual», y por tanto la admisién exclusiva del «infinito potencial».
Para Gauss, en matematica no es permitido el uso del infinito como
«de algo completo», pues en verdad, dice él, «el infinito no es sino
una manera de hablar...».

Por ultimo, Gauss fue uno de los descubridores (je la geometria no
euclidiana, rama a la que bautizo. Esta geometria nacié de las
Investigaciones realizadas originariamente con el intento de
demostrar el postulado V de los Elementos a partir de los anteriores.
Por ser ese postulado equivalente a la proposiciéon: «Por un punta de
un plano pasa una sola paralela a una recta», al postulado y a toda

la cuestién se le llama también «de las paralelas». Ya en el siglo
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XVIIl se habia realizado el importante progreso, desde el punto de
vista del método,* de prescindir del postulado V y proseguir
construyendo la geometria fundada en los postulados anteriores,
pero en vista de los extrafos resultados a los que se llegaba, que
evidentemente contrariaban al «habito mental» impuesto por los
Elementos, se rechazaba la construccion geométrica asi obtenida y
se justificaba, de esta manera asaz indirecta, el postulado V de
Euclides.

Gauss fue en verdad el primero que vio claro. Preocupado por la
cuestion de las paralelas desde su adolescencia, al principio no
publica nada sobre el tema por el temor, como él dice, «a la griteria
de los beocios», pero en 1831 se decide a hacerlo, aunque el afo
siguiente, enterado del trabajo de Bolyai, abandona ese propdésito.
Con todo, los papeles encontrados entre sus apuntes comprueban
gue proyectaba escribir una Geometria no euclidiana, convencido de
gue la prescindencia del postulado de las paralelas no conducia a
ninguna contradiccion, «aungue a primera vista muchos de .sus
resultados ofrezcan un aspecto paradodjico». Es decir, que su
mentalidad matematica, superando los obstaculos que ofrecia la (
intuicion geomeétrica impuesta por el mundo exterior y el habito
mental impuesto por los Elementos, le permitié construir, en forma
rigurosamente deductiva, un nuevo edificio geométrico.

A la misma conclusiéon de Gauss, aungue independientemente de él,
llegaron otros dos matematicos pertenecientes a dos paises que

hasta entonces no habian contribuido al progreso de la matematica:
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Johann Bolyai, de Hungria, y Nicholas Ivanovich Lobachevski, de
Rusia.

Bolyai publico en 1832 (como apéndice del primer volumen de una
obra didactica del padre, también matematico) una Ciencia absoluta
del espacio, en la que expone, como €l dice, «un universo creado de
la nada». ElI nombre de ««absoluto»r que da Bolyai a sus
consideraciones es debido a que ellas se refieren a las propiedades
geométricas independientes del postulado, verdades o teoremas que
son validos tanto para la geometria ordinaria como para la
geometria mas general que él ha construido.

La exposicion de Lobachevski es muy semejante, aunque mas
constructiva. Su primer trabajo de 1829 se ha perdido; en 1836
aparece en ruso su obra Nuevos elementos de geometria con una
teoria completa sobre las paralelas, de la cual da un resumen en
aleman en 1840, mientras que en 1855, casi ciego, dicta la
exposicion mas completa de su teoria, que aparece en francés y en
ruso, con el titulo de Pangeometria.

Esta primera etapa del proceso que dio lugar al advenimiento de las
geometrias no euclidianas, dio nacimiento a una sola de esas
geometrias, la hoy llamada «hiperbdlica», en la que por un punto
exterior a una recta en un plano hay dos paralelas a la misma. Las
nuevas ideas tuvieron al principio una difusion muy lenta; por una
parte por ser nuevas y no concordar con las concepciones filosoficas
vigentes, y por otra parte debido también a la escasa difusion, y en
especial, en el caso de Lobachevski, a la dificil lectura de las obras

de los dos fundadores matematicos hasta entonces desconocidos.
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Felizmente, un grupo selecto de matematicos de distintos paises se
esforzaron en hacer conocer estas nuevas ideas, que fueron
aceptadas hacia 1870, cuando se habian iniciado en las
investigaciones de las geometrias no euclidianas dos nuevas
direcciones: las llamadas métrico-diferencial y proyectiva.

La primera direccion se inicia con uno de los grandes matematicos
del siglo pasado: Bernhard Riemann, discipulo y continuador de
Gauss, que completa ademas el cuadro de las geometrias no
euclidianas introduciendo la llamada geometria «eliptica», en la que
desde un punto exterior a una recta no existen paralelas a la misma
(es claro que la geometria euclidiana, que es entonces la geometria
«parabdlica», es el caso intermedio y, por tanto, el de la paralela
anica).

Las ideas fundamentales de Riemann, qué permitieron encarar el
problema de las nuevas geometrias desde un nuevo punto de vista
muy superior, figuran en la célebre disertaciéon de 1854, publicada
en 1867: Sobre las hipotesis en las que se funda la geometria, en la
que analiza de la manera mas general posible el comportamiento
infinitesimal de una multiplicidad de un nudmero cualquiera de
dimensiones. En esa disertacion aparece la importante distincion
entre «infinito» e «ilimitado», que debia desempefar singular papel
en la teoria fisica de la relatividad.

Ademas de su contribucion a los fundamentos de la geometria, se
deben a Riemann notables aportes en distintas ramas de la
matematica: teoria de la integracion, funciones de variable compleja,

teoria analitica de los numeros primos, etc.
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8§ 36. La aritmetizacion del analisis

El andlisis infinitesimal (calculo diferencial, calculo integral y
calculo de las variaciones) habia adquirido un desarrollo
extraordinario durante el siglo XVIII, por obra especial de Euler y de
Lagrange. Pero ese desarrollo, puramente formal y algoritmico,
estaba, por asi decir, .en el aire, pues no estaba fundado sobre
sistema conceptual riguroso alguno. Cuando se aludia a sus
fundamentos se hablaba de la «<metafisica del calculo infinitesimaly;
en la teoria de las series el uso de las series divergentes estaba
rodeado de misterios y de oscuridades...

Tal estado de cosas cambia en el siglo XIX, en el que el analisis
infinitesimal, sin dejar de progresar en su desarrollo y hasta en
forma mas rica y variada, ahonda en sus propios principios y
encuentra sus bases firmes en la aritmética, eliminando asi de su
seno toda vaga e inutil «metafisica». Tal es el proceso denominado de
«aritmetizacion del analisis», del cual fue precursor Bernard Bolzano
y fueron constructores Cauchy, Abel, Jacobi...

En su Analice algébrique de 1822, Cauchy dice: «<He tratando de dar
a los métodos todo el rigor que se exige en geometria, sin-acudir
jamas a los argumentos tomados de la generalidad del algebra.
Tales argumentos, aunque admitidos comunmente, sobre todo en el
pasaje de las series convergentes a las divergentes y en el de las
cantidades reales a las imaginarias, se me ocurren que no deben ser
considerados sino como inducciones adecuadas a veces a hacer

presentir la exactitud y la verdad, pero que no estan de acuerdo con
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la exactitud tan reputada de las ciencias matematicas. Ademas debe
observarse que ellas tienden a atribuir a las férmulas algebraicas
una extension ilimitada, mientras que en la realidad, la mayor parte
de esas férmulas subsisten Unicamente bajo ciertas condiciones y
para determinados valores de las cantidades querellas encierran.
Determinando esas condiciones y esos valores, fijando de una
manera precisa el sentido de las notaciones que utilizo, toda
vaguedad desaparece.» Es decir: vuelta al rigor clasico de la
geometria, precision en las definiciones, delimitaciéon del campo de
validez de las férmulas, eliminacion de toda extension ilegitima; he
ahi el programa trazado por Cauchy y cumplido en sus numerosos
libros y memorias, con los que funda el analisis sobre bases mas
rigurosas que las de sus predecesores; fija claramente la
convergencia de las series, y elimina, algo a pesar suyo, las series
divergentes del analisis; y sobre todo da un gran impulso a la teoria
de las «funciones analiticas» de variable compleja.

En la expulsién de las series divergentes, Cauchy completd la obra
iniciada por Niels Henrik Abel, para quien «las series divergentes
son en general una invencion diabdlica y es vergonzoso que quiera
fundarse sobre ellas demostracion alguna...; la parte mas esencial
de las matematicas esta sin base. Es cierto que la mayor parte de
los resultados son exactos, pero esto es una cosa verdaderamente
extrana... En el analisis superior sdlo pocas proposiciones estan
demostradas de una manera indiscutiblemente rigurosa.
Constantemente se encuentra la deplorable costumbre de deducir lo

general de lo particular, y es sin duda muy notable que con tal
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manera de proceder no se llegue con mas frecuencia a lo que se
denominan paradojas».
En el campo del andlisis, Abel se ha ocupado de series y de teoria de
las funciones* con el problema llamado de la tautécrona inaugura
una nueva rama del mismo: la llamada teoria de las ecuaciones
integrales; y conjuntamente con Cari Gustav Jacobi, cre6 vy
sistematizé el estudio de las «funciones elipticas» obtenidas como
funciones inversas de las integrales elipticas. Con las obras de Abel
y de Jacobi sobre las funciones elipticas se vincula un significativo
incidente que muestra la evolucion que en esta época sufria el
concepto de la matemaética frente al de la ciencia natural. Como
Poisson, al comentar la obra de Jacobi sobre las funciones elipticas,
recordara un reproche que Fourier habia dirigido a Abel y a Jacobi
por no ocuparse de cuestiones de fisica matematica, Jacobi se
expresa en una carta:
«Poisson no debia haber reproducido una desgraciada frase de
Fourier, que nos reprocha, a Abel y a mi, por no ocuparnos del
movimiento del calor. Es cierto que Fourier estima que la
finalidad principal de la matematica es la utilidad publica y la
explicacion de los fendmenos naturales, pero un filésofo como él
debiera saber que la* Unica finalidad de la ciencia es el honor
del espiritu humano y que, en consecuencia, una cuestion de la
teoria de los numeros tiene un valor tan grande como una

cuestion del sistema de los mundos.»
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No deja de ser sintomatico que mientras de esta manera el .analisis
mostraba su independencia frente a la ciencia natural, casi
contempordneamente! las geometrias no euclidianas proclamaban
su liberacion del yugo del espacio fisico: en verdad, el grito de
autonomia de la matemaética ya se habia lanzado.

El continuador de la obra de Abel y de Jacobi sobre las funciones
elipticas es otro de los grandes analistas del rigor: Karl Weierstrass,
creador ademas de una segunda direcciéon en el estudio de las
funciones analiticas de variable compleja (la primera estaba dada
por las investigaciones de Cauchy y de Riemann). Se debe a
Weierstrass un ejemplo, que impresioné a los matematicos de la
época, de funcion continua sin derivada en ninguno de sus puntos.
Ademas, se ocup6 de cuestiones vinculadas con los fundamentos de
la aritmética, dando en 1863 la demostracion del «teorema final de
la aritmética», segun el cual no existe ningun sistema de ndmeros
complejos de mas de dos unidades (los numeros complejos
ordinarios son de dos unidades) que satisfaga a todas las
propiedades formales de las operaciones aritméticas elementales; y
considerando en 1873 una fundamentacion de los nameros reales,
problema que no habia sufrido modificaciones esenciales desde la
teoria (basada en magnitudes geométricas) de Eudoxo.

En este campo fue mas feliz Richard Dedekind, que, ademas de
ocuparse de la teoria de los numeros, es autor de dos notables
trabajos, de 1872 y de 1888, sobre «la continuidad y los numeros

irracionales» y sobre «la esencia y significado de los numerosy,
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respectivamente. En el primero de esos trabajos expone el hoy muy
usado «método de las cortaduras».

En Francia el analista mas importante de esta época es Charles
Hermite, con cuyo nombre esta vinculada la resolucion del célebre y
clasico problema de la cuadratura del circulo. Es a raiz de una
investigacion de Hermite, de 1873, que el aleman Ferdinand
Lindemann, en 1882, dio el toque final a la cuestion, quedando
demostrado definitivamente que con regla y compas no podia
cuadrarse (encontrar un cuadrado equivalente) un circulo de radio
dado.

Terminemos mencionando que en Italia la introduccién del nuevo
analisis se debe a los esfuerzos de tres jovenes matematicos de
mediados de siglo: Francesco Brioschi, Enrico Betti y Felice
Casorati.

La aritmetizacion del analisis, completado a mediados del siglo XIX,
consistid, en definitiva, en agregar a las operaciones aritméticas una
nueva operaciéon, de indole peculiar: el paso al limite, operacion que
en verdad estaba oculta en los umbrales de la aritmética (teoria de
los ndumeros) y de la geometria (magnitudes irracionales) en sus dos
formas caracteristicas: mediante el infinito numerable y el infinito
continuo, respectivamente.

A través de una correcta definicién y de un adecuado uso de esta
operacion, aquellos méetodos infinitesimales, iniciados por Newton y
por Leibniz y continuados por los Bernoulli, Euler y Lagrange,
encontraron una base firme y segura, de indole aritmética, en la que

sustentarse.
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Pero esta aritmetizacion del analisis no solo aventd las brumas
metafisicas que durante todo el siglo XVIII habian oscurecido los
fundamentos del analisis, sino que desbroz6 el camino que debia
conducir a nuevos desarrollos, aplicando el paso al limite a las
funciones de variable real o compleja y aclarando el significado de
los algoritmos del analisis clasico: series, productos infinitos,
fracciones continuas infinitas, derivada, integral.

Se advirtioé asi que estos algoritmos no eran sino casos particulares
de la aplicacion del nuevo proceso a ciertas operaciones aritméticas
la serie y la integral son combinaciones de paso al limite con la
suma; el producto infinito es una combinacion de paso al limite con
la multiplicacion; la derivada lo es con la division, etcétera, y por
tanto que esa nueva operacion podia aplicarse a todo proceso
algebraico o funcional, dando asi nacimiento a nuevos y fecundos
algoritmos.

Serda tarea del analisis, .durante la segunda mitad del siglo XIX, la
de profundizar la investigaciéon de los algoritmos clasicos-y crear

estos nuevos algoritmos.

§ 37. La geometria proyectiva

Con PONCELET se habia iniciado el estudio sistematico de las
propiedades proyectivas de las figuras, pero ni su definicion de
proyectividad contemplaba todas las transformaciones graficas de
las figuras, ni sus métodos de demostracidén poseian ese rigor légico
que entonces se iba imponiendo en la matematica. Constituir y

organizar con ese material una rama cientifica de la matematica,
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completa y rigurosa; sera la obra de un grupo (je gedmetras del siglo
XIX. en su mayor parte alemanes.

Citemos a August Ferdinand MOBIUS, que, no obstante estudiar la
geometria vinculada con la mecéanica y con las coordenadas,
introdujo una serie de conceptos Utiles para la geometria proyectiva,;
y a dos de- los mas grandes gedmetras de este periodo: Michel
Chasles y Jacob Steiner. Chasles publico en 1837 una obra
importante, conocida como su Apercu historicae, que contenia
Investigaciones en las que se pone, como fundamento de la
geometria, principios generales concernientes a las
transformaciones de las figuras. Pero, en el sentido de la «geometria
sintética» (es decir: el estudio de las propiedades geométricas sin el
auxilio de las coordenadas), progresos mas notables debemos a
Steiner, que en 1832 dio a publicidad, un tratado sobre el
«desarrollo sisteméatico de la dependencia mutua de las estructuras
geométricas», en el que «descubre los 6rganos mediante los cuales
las formas mas diferentes del mundo espacial se conectan entre Si».
A Steiner preocupo «el fantasma del imaginarismo», como él decia,
esto es, las cuestiones que planteaban la introducciéon de los
elementos imaginarios en geometria, pero tanto él como Chasles y
otros gedmetras anteriores, utilizaron esos elementos sin dar de
ellos una definicion precisa. En este sentido puede considerarse
como fundador de la teoria moderna del imaginarismo geométrico a
Ch. Paulus, que dio las bases de esa teoria a mediados de siglo.
Eliminadas las coordenadas e introducido en forma precisa el

imaginarismo, la geometria proyectiva pudo organizarse como rama
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autonoma: su organizador es Karl Georg Christian von Staudt con
su Geometria de posicion de 1847, y en especial con sus trabajos
complementarios de la misma de 1856, 1857 y 1860.

Entre los progresos realizados por la geometria proyectiva,
inmediatamente después de Staudt, sélo citamos la demostracion de
que las propiedades métricas de las figuras (distancias, angulos,
etc.) pueden subordinarse a las propiedades graficas, lograda por
Arthur Cayley. La consecuencia mas notable de esta demostracion
es que a través de ella pueden reencontrarse las geometrias no
euclidianas, que pueden entonces estudiarse siguiendo esta
«direccion meétrico-proyectiva». De ahi también la frase de Cayley:

«La geometria proyectiva es toda la geometria.»

§ 38. La historia de la matematica

Acabamos de citar la importante obra de Chasles de 1837, cuyo
titulo alude a un trabajo de indole histérica; en efecto, la primera
parte del Apercu historique es una excelente historia de la geometria,
desde los griegos hasta Poncelet. Aungue nos inclinamos a
considerar la historia de la matematica como rama de la historia de
la ciencia mas que de la mateméatica, el caso de Chasles,
matematico que se ha ocupado de -la historia de su propia
disciplina, nos lleva a una breve digresion para resefar rapidamente
la evolucién de esta rama de la historia de la cultura.

Recordemos al peripatético Eudemo, ya mencionado, y sefialemos
que desde el Renacimiento muchos matematicos demostraron un

interés historico, ya editando y anotando obras clasicas, ya
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reconstruyendo obras perdidas. Pero la primera historia de la
matematica que merezca tal nombre es de la segunda mitad del
siglo XVIIl y es la de Jean-Etienne Montucla, que en 1758 publica
una Historia de las matematicas que trata de toda la matematica
desde la antigiiedad hasta su tiempo.

En la primera mitad del siglo XIX, ademas de Chasles, podemos
citar a Guglielmo Libri, que en 1838-1841 dio una Historia de las
ciencias matematicas en Italia. Mientras tanto empezaban a
aparecer libros dedicados, en especial, a la matematica griega o del
Oriente. Asi,

Henry Thomas Colebhooke, que residi6 mucho tiempo en la India,
fue de los primeros en hacer conocer la matematica hindu; Georg
Heinrich Ferdinand Nesselman se ocupd especialmente de
matematica griega y fue uno de los primeros en editar obras de
matematicos arabes; August Eisenlohr fue el primer editor del
Papiro Rhind, en 187V...

Entre los numerosos historiadores de la matematica de la segunda
mitad del siglo XIX, o que llegaron hasta nuestro siglo, destaquemos
los mas importantes: Hermann Hankel, ya citado, que ademas de su
obra como matematico se le debe una excelente historia antigua y
medieval; Hieronymus Georg Zeuthen, discipulo de Chasles en
geometria y autor de penetrantes estudios histdricos sobre la
matematica griega; Johan Ludvig Heiberg, historiador de la ciencia
antigua y editor de los grandes mateméaticos griegos, y Paul

Tannery, autor de tres grandes obras sobre la ciencia griega y de
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numerosas memorias cientificas sobre temas histéricos que se han
reunido después de su muerte en 11 volumenes.

Terminemos esta resefia con la ndmina de tres historiadores que,
ademas de su labor historica, tienen en su favor la fundacion y
direccién de publicaciones periédicas dedicadas a la historia de la
matematica. ElI mas "antiguo es el principe Baldassarre
Boncompagni, especialista en matematica medieval, que organizo
una biblioteca rica en manuscritos y fundé, y dirigio desde 1868
hasta 1887 un Bullettino di bibliografia e di storia delle scienze
matematiche e fisiche. En cierto sentido, esta labor bibliografica fue
continuada por la Bibliotheca mathematica fundada y dirigida hasta
la primera guerra mundial por Gustaf Enestrom, publicacion
peridédica que puede considerarse como el complemento del tratado
de historia de la matematica mas completo publicado hasta hoy: las
célebres Lecciones sobre la historia de la matematica (cuatro gruesos
voliumenes aparecidos entre 1880 y 1908) de Moritz Cantor, que
durante su vida también dirigié un par de publicaciones peridédicas

dedicadas a la historia de la matematica.

8§ 39. El algebra y la teoria de los grupos

Durante el siglo XIX los progresos del algebra no le fueron en zaga a
los del analisis o a los de la geometria. ElI primer progreso
importante relacionado con la teoria de las ecuaciones algebraicas
consistio en la demostraciéon de la imposibilidad de resolver la
ecuacion de quinto grado (y de grafio superior) mediante radicales.

La primera demostracion, en forma restringida, de esa imposibilidad
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se debe a Paolo Ruffini, que la hizo conocer en su tratado sobre las
ecuaciones de 1798, que ampliéo y mejord en escritos posteriores. La
primera demostracion rigurosa y general se debe a Abel y es de
1826.

El estudio de la resolubilidad de las ecuaciones algebraicas de grado
superior que habia sido iniciado, por Gauss para las ecuaciones
Ilamadas «binomias», entra con Ruffini en una nueva direcciéon, que
dio lugar a uno de los conceptos fundamentales de la matematica
contemporanea: el concepto de «grupo» hoy extendido también a la
fisica tedrica.

El estudio sistematico de la teoria de los grupos, en su sentido
técnico actual, se inicia con Evariste Galois, uno de los matematicos
precoces de mayor genio, cuya vida breve y agitada fue digna de la
época romantica en la que le toc6 actuar.

Muchos matematicos de la época se ocuparon de esa teoria,
apareciendo en 1870 el primer tratado sobre su aplicacién a las
ecuaciones algebraicas, escrito por Camille Jordan.

Por su parte, se debe al noruego Matius Sophus Lie la creacion de la
teoria de los grupos continuos de transformaciones y su aplicacion
a la integracion de las ecuaciones diferenciales, mientras que Félix
Klein, con su famoso «Programa de Erlangen» de 1872, sistematiz6
toda la geometria mediante la teoria de los grupos.

En conexidon con la teoria de los grupos se desarrollé otro capitulo
del algebra de hoy: la «teoria de las formas» invariantes respecto de
cierto grupo de transformaciones. Puede considerarse como el

fundador de estos estudios George Boole, célebre también por haber
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iniciado con The Laws of Thought de 1854 las investigaciones de
I6gica simbdlica. Entre los cultores del estudio de la teoria de las
formas pueden mencionarse Cayley y James Joseph Sylvester en
Inglaterra, Hermite en Francia, Brioschi en Italia, y Klein y Rudolf
Friedrich A. Clebsch en Alemania.

En otra direccidon progreso el algebra del siglo.XIX: en el analisis de
los conceptos fundamentales, dando lugar a nuevos sistemas de
entes matematicos, cuyas operaciones no satisfacen totalmente a
las leyes ordinarias del algebra ordinaria.

El sistema mas antiguo y mas simple es «el algebra vectorial,
nacida del intento de extender al espacio la representacion
geométrica plana de los numeros complejos ordinarios. En este
«calculo geométrico», como también se le llama, la labor mas
importante fue realizada por William Rowan Hamilton, autor de un
sistema de numeros de cuatro unidades: los «cuaternios», qué goza
de la importante propiedad de constituir el Unico sistema que
conserva todas las propiedades de las operaciones aritméticas
fundamentales con la excepciéon de la conmutatividad de la
multiplicacion; y Hermann G. Grassmann, originalisimo hombre de
ciencia que en su Teoria de la extension de 1844, en forma abstracta
y en cierto, sentido inusitada, funda las bases de un calculo
geométrico muy general.

Se ocupo de algebra y de analisis vectorial el norteamericano Josiah
Willard Gibbs, conocido también por sus estudios de quimica-fisica,
mientras que Benjamin Peirce, también norteamericano pero

cronolégicamente anterior a Gibbs, se ocup6 de estudiar y comparar
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analiticamente las distintas «algebras», estudios en los que fue
seguido por su hijo Charles S. Peirce, que se ocup6, ademas, die

I6gica matematica.

8 40. La matematica a fines del siglo XIX

Con el advenimiento de las geometrias no euclidianas, la
aritmetizacion del andlisis, la sistematizacion de la geometria y el
nacimiento de nuevas «algebras», no se agota la lista de los
progresos logrados en la matematica durante el siglo XIX. Para tener
una idea mas o menos cabal del estado de esta ciencia a principios
del siglo XX, resumiremos brevemente otras conquistas realizadas
en el siglo XIX, ya en antiguos sectores, ya en nuevos campos.

La teoria de los numeros tan brillantemente iniciada por Gauss,
encontro un digno continuador en el sucesor de Gauss en la catedra
de Gottingen: Peter Gustav Lejeune Dirichlet, a quien se debe la
aplicacion de los meétodos infinitesimales a esa rama de la
matematica, estudiando en especial con estos recursos las
propiedades de la sucesion de los numeros primos. Se ocup6 de
teoria de los numeros Ernst Eduard Kummer, también excelente
analista y gedbmetra, que hizo progresar mas gue ningun otro el
estudio de «la ecuacion de Fermat, introduciendo en esos estudios
los llamados «<numeros ideales». Sucesor y discipulo de Kummer fue
otro gran cultor de la teoria de los numeros: Leopold Kronecker, que
desarrollé la teoria de los llamados «cuerpos de numeros». Con
Kronecker se inicia una tendencia acerca de los fundamentos de la

matematica que en el siglo XX adoptdé el nombre de «intuicionista».

146 Preparado por Patricio Barros



Historia sucinta de la matemaéatica www.librosmaravillosos.com José Babini

Segun Kronecker, toda la matematica debia fundarse sobre el
concepto de numero natural, Unico tipo de numeros de existencia
indudable. Pero mientras que para los intuicionistas actuales los
numeros naturales son el resultado de una «intuicion béasica», para
Kronecker lo eran de un acto de fe. «El buen Dios creé el namero
natural —decia—, el resto es obra humana.»

Pasando al campo geométrico y dejando de lado numerosos
progresos realizados en la geometria elemental, destaquemos que la
geometria analitica alcanza en el siglo XIX una generalidad que, sin
duda, no sospecho su fundador dos siglos antes.

Se inicia este proceso con Julius Plicker, cuyo primer tratado de
geometria analitica es de 1828-1831, y en el que el concepto de
coordenada se generaliza y adquiere la categoria de una
correspondencia cualquiera entre numeros y elementos geomeétricos.
Al principio, la geometria sintética y la geometria analitica se
enfrentaron como enemigas; en cierta ocasion Steiner declaré que
no .escribiria méas para el Journal de Crelle si Plucker continuaba
colaborando en él; pero mas tarde, el método de las coordenadas y
el método de las proyecciones se combinaron armoniosamente, para
dar lugar a* una «geometria algebraica» o una «teoria geométrica de
las ecuaciones», en la que encontraron cabida la teoria de las formas
y los métodos infinitesimales. En estos estudios, en los que
contribuyeron todos los gedmetras de la segunda mitad del siglo
XIX, se destaca una escuela italiana en la que sobresalen entre los

iniciadores Corrado Segre y Eugenio Bertini, y entre sus
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organizadores Federico Enrigues, conocido también por sus
estudios epistemoldgicos y de historia de la ciencia.

Por analogia con el numero de ecuaciones y de variables del algebra,
en esta geometria algebraica no hay limitacién alguna en el niumero
de dimensiones de una «variedad algebraica» y del espacio o
hiperespacio en el que se la estudia. El estudio de las curvas en los
espacios pluridimensionales, aunque con direccion preferentemente
proyectiva, fue iniciado por William Kingdom Clifford y Giuseppe
Veronese con trabajos de 1878 y 1882, respectivamente.

En cuanto a los progresos del analisis y de la teoria de las funciones
en la segunda mitad del siglo XIX, nos limitaremos a algunos
nombres e ideas. De los continuadores de la obra de Weierstrass
citamos a Hermann Amandus Schwarz y Goste Magnus Mittag-
Leffler, este dudltimo, ademas, gran promotor de los estudios
matematicos en los paises escandinavos, mediante la fundacion de
un instituto y de un periédico cientificos.

De series se ocup6 Thomas-Jean Stieltjes, tema del cual se ocupd
también el mas brillante de los matematicos de esta época: Henri
Poincaré, a quien se deben numerosos libros y mas de 1.500
memorias sobre los mas variados temas de todos los sectores de la
matematica, de la fisica matematica, de la astronomia y de la
epistemologia.

Mientras tanto, el andlisis superior se enriquecia con nuevos
algoritmos: las ecuaciones integrales e integro- diferenciales, el
calculo funcional, de los que citamos soOlo los nombres de sus

iniciadores: Eric Ivan Fredholm, Maxime Bécher y Vito Volterra.
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Terminemos este capitulo, y con él nuestra resefia de la historia de
la matematica, con las investigaciones realizadas en la matematica
durante el siglo XIX en sus dos campos extremos: los fundamentos
y las aplicaciones.

Las cuestiones concernientes a los fundamentos de la matemaéatica
que nacieron en el siglo XIX, aunque maduraron en el siglo XX, son:
la teoria de los conjuntos, la I6gica matemaética y la axiomatica.

La teoria de los conjuntos es obra de Georg Cantor, quien llegé a
ella a través de cuestiones técnicas. En 1872 ya habia dado a
conocer una concepcion propia del nimero irracional; casi diez afios
después inici6 sus investigaciones sobre los conjuntos, que
culminan con la «teoria de los conjuntos transfinitos» de 1897. En
esas investigaciones aparecen conceptos importantes, algunos
fundamentales para la matematica. Ciertas paradojas nacidas de
esa teoria fueron uno de los puntos de partida de la cuestion acerca
de los fundamentos de la matematica que se agitdo en el primer
tercio del siglo XX.

La lIégica matematica, con la que se vincula uno de los bandos en
lucha en aquella cuestion, tuvo su origen en un proyecto de Leibniz
de someter los entes logicos a un calculo semejante al célculo
algebraico. Tal «célculo logico», que sblo fue esbozado por Leibniz,
no logré una realizacién satisfactoria hasta Giuseppe Peano, en
especial con su Formulario mathematico de 1891, en el que una feliz
introduccion de la expresion simbdlica de las ideas fundamentales

permite escribir con simbolos una proposicion cualquiera, y someter
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ademas esas proposiciones a un calculo formal sujeto a leyes
determinadas.

Al sentarse estas ideas como fundamenté de la matemaéatica, el
simbolismo légico como calculo pasé a segundo plano, mientras que
se ponian de relieve las conexiones entre la l6gica y la matemaética.
En este sentido son importantes las investigaciones de Friedrich
Gottlob Frege, realizadas entre 1879 y 1893, pero difundidas mas
tarde, con las que se inicia la tendencia logicista que convierte a la
matematica en una rama de la logica.

En otra direcciéon Peano y su escuela atacaron a los fundamentos de
la matematica: en el andlisis y admision de los postulados
fundamentales de la aritmética y de la geometria. En este sentido es
importante la fundamentacion axiomatica de la aritmética, o mejor
de la teoria de los numeros naturales, que hizo conocer Peano en
1889. Estas investigaciones conducirian poco después al «método
axiomatico», que, si bien gozaba de la honrosa tradicién euclidea, el
siglo XIX lo marcaria con el propio sello riguroso, convirtiéndolo en
un método totalmente diferente al utilizado por Euclides.

El propulsor y sistematizador del método axiomatico es David
Hilbert, sin duda el mas grande entre los matematicos de su época.
Hilbert ha impreso su sello y ha dejado su huella en todas las
cuestiones vitales de la matematica, desde el analisis de los
fundamentos de esta ciencia, a cuya discusion representdo la
tendencia formalista, hasta sus capitulos mas especializados. Es, ya
famoso el discurso pronunciado por Hilbert en el Congreso de Paris

de 1900 sobre «los problemas de la matematica», en el que sefalo la
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existencia de 23 cuestiones referentes a la matematica que
esperaban entonces solucién. Gran parte de la matematica del siglo
XX ha surgido del estudio de esos problemas, la mayoria de los
cuales estan actualmente resueltos.

Hilbert expuso sus ideas sobre el método axiomatico en sus célebres
Fundamentos de la geometria de 1899, en los que no so6lo enuncia y
clasifica los axiomas sobre los que se fundd la geometria, sino que
aborda la importante cuestion de la contradiccion y de la
independencia de los axiomas escogidos. Para ello recurre a
geometrias artificiales cuyos elementos son numeros, funciones,
etc., con los que Hilbert no hace sino desplazar la dificultad al
reducir la cuestion de la compatibilidad de los axiomas de la
geometria a la de los axiomas* de la aritmética. Y aparece asi una de
las cuestiones que han preocupado a los matematicos del siglo XX
gue intervinieron en la cuestion de los fundamentos de su ciencia y
en la que desempeid un papel primordial el mismo Hilbert.

En cuanto a las aplicaciones de la matematica, recordemos que a
mediados del siglo XIX la mateméatica y la ciencia natural se
independizaron mutuamente, aunque esta ultima aplicé cada vez
con mayor extension e intensidad los métodos matematicos,
circunstancia que no dejé de tener su efecto sobre la primera. Asi
encontramos los nombres del astronomo Friedrich Wilhelm Bessel y
del fisico tedrico George Gabriel Stokes vinculados con ciertas
funciones y féormulas del analisis matematico.

Por su parte, la matematica proporcioné distintas ramas cientificas

de aplicaciones practicas: los métodos de proyeccion para la
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representacion en el plano de las figuras y de los cuerpos del
espacio se sistematizaron desde este punto de vista en los métodos
de la actual geometria descriptiva por obra inicial de Wilhelm-
Fiedler; mientras nacia, también fundada sobre la geometria
proyectiva, la «estatica grafica», cuyos métodos bien pronto
superaron a los de la estatica analitica y cuya primera
sistematizacion se debe a Karl Culmann.

También el estudio tedrico del calculo de las probabilidades
encontré aplicaciones importantes; asi, en la segunda mitad del
siglo las probabilidades se aplican a la teoria cinética de los gases,
iniciAndose asi un triunfal ingreso del concepto de probabilidad .en
el campo de la fisica, que se ha intensificado en tal medida que en
ciertas concepciones contemporaneas ese concepto invade el campo
integro de los fendbmenos naturales. Por su parte, los métodos
estadisticos permitieron una aplicacion de las probabilidades a los
fendbmenos sociales, aplicacion que se extendié a los fendmenos
bioldgicos, en especial por obra de Francia Galton y de Karl Pearson,
con el ultimo de los cuales se inaugura una nueva rama cientifica:
la biometria.

Terminemos esta resefa del siglo XIX con la mencién de una rama
peculiar de la matematica, constituida desde fines de siglo bajo la
influencia de las ideas de Klein y por obra especial de Carl Runge: la
matematica de aproximacion. Partiendo del supuesto de queden
toda aplicacién practica de la matematica el objetivo final es un
resultado numeérico, y que éste, por esencia, ha de ser aproximado,

se ha organizado un cuerpo de doctrina y un campo propio de
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investigaciones, en los que se rednen los métodos numeéricos,
graficos y mecanicos que tienden a obtener los resultados
numeéricos con la aproximacion deseada.

Los métodos numéricos incluyen todo Ilo referente a las
aproximaciones numeéricas, uso y construccion de tablas, y los
variados procedimientos aproximados que se han ideado para la
resolucion numérica de los problemas de andlisis algebraico o
infinitesimal. Es claro que tales métodos no son todos del siglo XIX,
pero este siglo los ha agrupado y perfeccionado mientras aportaba
nuevos métodos y nuevas, ideas en el calculo aproximado. Citemos
entre estos ultimos el método, quiza el mas comodo en su género,
gque Carl Heinrich Gréffe ide6 en 1837 para la resolucion numérica
aproximada de las ecuaciones algebraicas de grado cualquiera.

Los métodos graficos se proponen resolver los mismos problemas
anteriores o la mayoria de ellos, objetivo que se logra por un doble
camino: o bien mediante trazados gréaficos en los que para cada
problema particular ciertas construcciones geométricas realizadas
con los datos permiten obtener graficamente los resultados; o bien,
mediante «tablas graficas» o <nomogramas», con los que, construido
de una vez por todas el nomograma de una determinada férmula,
una simple lectura permite obtener los valores numéricos que la
satisfacen. Dentro del primer tipo citemos, por su aplicacion
practica, los métodos de integracién grafica; en cuanto al segundo
tipo, senalemos que ha dado nacimiento a una rama de la

matematica aproximada: la «nomografiar, sistematizada
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especialmente por obra de Maurice D’Ocagne, cuyos primeros
trabajos sobre el tema son de 1891.

Por su parte, los métodos mecanicos incluyen la variada gama de
las maquinas de calcular y maguinas analiticas, los numerosos
tipos de reglas de calculo y~ circulos calculadores, y los importantes
y Utiles aparatos de integracion (planimetros, intégrafos,
analizadores armonicos, etc.). Citemos, entre las primeras, las
interesantes maquinas algebraicas de Leonardo Torres Quevedo
(para no citar las ultrarrapidas maquinas contemporaneas), y entre
los dltimos, el primer intégrafo (aparato que dibuja la curva integral)
comercializado, el inventado por Bruno Abdank-Abakanowicz.

* k% * % %

Un juicio, por somero que sea, acerca de la matematica del siglo
XIX, revela que el esfuerzo realizado por esa ciencia en este siglo ha
sido tan extraordinario que ha superado a los esfuerzos que
realizara en los veintitrés siglos interiores. Con él la matematica se
ha independizado tanto de las concepciones filoséficas como del
mundo exterior y de la ciencia natural; ha logrado una unidad que
justifica el nombre —en singular— con que en general hoy se la
designa; y ha configurado una soberbia estructura cientifica, vale
decir abstracta, fundada bajo el signo del rigor. El siglo XX vera

elevarse esa estructura con un caracter aun mas abstracto, si cabe.3

3 Lo mismo que al comienzo de esta resefia, volvemos a remitir al lector a la obra alla citada,
cuyos dos ultimos capitulos, redactados .por Rey Pastor, exponen la indole y los - caracteres de
la matematica actual.
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