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CAPITULO VII

MATRIZ DE FLEXIBILIDAD Y RIGIDEZ DE UN MIEMBRO LINEAL

RESUMEN

Se presenta con bastante detenimiento el calculo de 1las
matrices de flexibilidad y de rigidez de un elemento de seccidn
constante o variable, para los sistemas de coordenadas de miembro
que se indican en las figuras respectivas. El cdlculo se lo realiza

empleando conceptos de estructuras y por medio de la matriz de
transformacién de coordenadas.

Por considerarlo de interés se dedican algunas pdaginas al
estudio del efecto de corte en los términos de la matriz de rigidez
de miembro, para lo cual se deduce el coeficiente de forma B para
una seccién rectangular y se presentan ejemplos de aplicacidén en

los que se observa cuando es importante considerar el efecto de
corte y cuando no.

7.1 MATRIZ DE FLEXIBILIDAD DE MIEMBRO f

7.1.1 Forma general

Para el sistema de coordenadas de miembro, de la figura 7.1,
la forma de la matriz de flexibilidad £, en general, es:

fll f12 fl.':!'
T = E, s £l (1)
f31 f32 f3iJ
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Sistema P - p

Figura N.- 7.1 Coordenadas del miembro

ILos elementos de la primera columna de £, son las
deformaciones que corresponden al estado de carga P, = 1y P, = 0
o 1 (Momento en el nudo inicial igual a uno). En la figura
7.2.1, se presenta en forma grafica estos términos.

fa3
1 e
;oA Ofh3 T3~
12 LN
——— e
Figurg N.—7.2.]{T§=1 Figura’N.—7.2.2 p3=1§ Figura N"7'2'3*Pi=l-
y demas nulas y demas nulas y demas nulas

En las figuras 7.2.2 y 7.2.3 se indican los elementos de la
segunda y ‘tercera «columna de la matriz de flexibilidad
correspondientes a los estados de carga P,=1y P, =0, i * 2
(Momento en el nudo final igual a uno) y, P; = 1 y las demas nulas
(Fuerza axial en el nudo final igual a uno), respectivamente. Es
necesario notar que algunos de los elementos presentados en las
figuras son nulos.

Los diagramas de momento, corte y carga axial correspondientes
a los estados de carga elemental (figuras 7.2: 1, 2 y 3) se
muestran en las figuras 7.3: 1, 2 y 3.
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V. o AN .= s '
’_T 1 _LT 11_ )
L L lL L L - L o=y
le oy e e -
\ X X = F——é——u
Diagramas de momentos
—57]
U -
L - X X
M = -(=—=) M = = M, =0
Diagramas de cortes
af ) | . E
{i J
1 i
v, = g Vv, = E V; =0
Diagramas de cargas axiales
{ .

Figura N.- 7.3.1 Figura N.- 7.3.2

Figura N.- 7.3.3
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Para el cdlculo de las deformaciones f“, se tiene:

L M; M. L B v,V L N; N;
f.. = ke D il B & e il o 2
iy fo 3 e fo g A(n 2t fo B Al % (2)

Donde:

Momentos a flexidn.

Cortantes.

Cargas, axiales.

Médulo de Elasticidad del material.

Modulo de Corte, estatico.

Momento de Inercia de una seccidén cualgquiera.
Area transversal de una seccidn cualquiera.
Coeficiente de forma.

Para el caso especifico, de la figura 7.1, se obtiene:

£, = fOL E—I;[l?—x)—dx + foL %dx (3.1)
£, = £, =0 (3.3)
£, = fo’“ —E,—l;{zz(?)—dx s fo" G—B/%dx (3.4)
f,, = £5, = 0 (3.5)
£33 = foL %ix)dx (3.6)

Por lo tanto, la forma de la matriz de flexibilidad £ de un

miembro lineal de seccidén constante o variable, es la siguiente:

l"..)"..‘.....’.“........Q0.0..‘OQQQO‘...Q‘Q..
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fu 'fn 01
= |-£, £ 0 (4)

Al reemplazar los valores de M,, M,, V,, V, y N;, en las
integrales se obtienen los elementos de £, que son:

e [F B [T B
£. =8, = _fOL X(LL-Z- X) Ef')((x) . fOL B(—i—)z _C_;%T (4.2)
Y o Ry Rt o
£y, = foL -E,%’(‘X—) (4.4)

Los elementos no indicados son nulos.

7.1.2 Coeficiente de forma B

B es un coeficiente adimensional que caracteriza 1la
distribucién de 1las tensiones tangenciales en 1la seccién
transversal y depende de la forma de la misma.

EJEMPLO N.- 1

Determinar el valor de B, para un elemento de seccidén
rectangular constante, de dimensiones b x h.

SOLUCION

En la figura 7.4, se indica la nomenclatura que se va a
utilizar en la solucién del ejemplo.
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.
y| d

hl i '——'—'—E‘G"“—‘ — E.N.
h

L 5

oo R
Figura N.- 7.4 Seccidén transversal constante

C:G. Centro de Gravedad.
E.N. Eje Neutro.
L7/ Area de tensiones tangenciales.

Se conoce:

2
B - A(x) S dA (5)
b? r{x)?
Donde:
S Momento estdtico del area rayada respecto al eje neutro.

da Diferencial de &area.

Las restantes variables han sido ya definidas. Por otra parte,
al ser el miembro de seccién constante, se tiener

A (6.1)
b= 5 [

De la figura 7.4, se observa, que:

_ h _ h 1
S-b(E y)*[y+(2 y)2]
| 1 L ]
area distancia
- h Yy . A
S b(2 y)(2+4)
b h h
o= 2 (e e
2(2 y)(2+y)

.QQ“.........Q.Q.QO.........C..O.....Q..Q.‘..0
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Por otro lado,

dA = b dy

A=bh

;. bn
12
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se conoce:

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

Notese que se ha obtenido la Inercia con respecto al centro de
gravedad, el mismo que es colineal con el eje neutro.

6.4 y 6.5 en 6.1,

3,
b h?
i Ny

el a4

Al reemplazar 6.2, 6.
h
b h 2
P A
(bh3)2 b2 f_?
12
_ 36 > h?
b= lr 03

2

- y?)

12 b dy

se obtiene:

Al integrar solo en la parte superior, se tiene:

h

h

- T2z k% _ 2y LIS
p h50(4 y¢ )% dy w5 ),
h
p=rl2 2y Ry [y
hS 16 6 5
p - 72 (B _ b B,
h° 32 48 160
480 480
De donde:
B =6/5=1.2

ht
16

h2y?
2

+ y*)dy
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7.1.3 Miembros de seccidn constante considerando el efecto de corte

En este caso tanto la inercia como el &rea son constantes,
por consiguiente pueden salir de las integrales definidas en las
ecuaciones 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4

1 L 2 B -
= L - X ax + dx Tk
L L2ET fo ( ! L2GA fo i
1 L _E__ L
f = f = - X L = X dX dX 7'2
12 21 LZEI f; ( ) i LZGA ,/;) ( )
L L
fo = —— [T 2t ax+ P [Fax (7.3)
L2ET Yo L2GA Yo
1 L
= = 7.4
2 = fo dx (7.4)
7.1.3.1 Calculo de fl1
L
£, = —= f (L? - 2LX + X?)dx + ﬁ—dex
L2ET Jo GAL? Jo
3 L
£, = —* lrx-1x*+ X g, _B X|
LABT 3 GAL? 0
3
£, = 1 3 -3+ L2 _B_
L2ET 3 GAL
fll = ._'L.__ + _L
3ET GAL
£, = =2-(1 + 3BET
3ET GAL?
Se denomina:
- 3BEI : Rty (7.5)
T GAL? ‘ 4
Luego:
£, = =2 (1 +¢) (7.6)
= 3ET

PO O® ..CQ.Q...Q0.0,0.0.0Q..QQ..C..OQ......Q‘..
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Al proceder en forma similar, se encuentran 1los demas

elementos de la matriz de flexibilidad.

'T

e
L L
—( 1 -—— (1 -2 0
szl t v 9) 6ET . ¢ )
L L
= | ==(1-2 w1 # 0
z 6EI( ¢ ) 3EI( ¢)
L
0 2 AFE
o) Factor adimensional que mide el efecto de corte.

7.1.4
corte

(8)

Miembros de seccidn constante sin considerar el efecto de

El efecto de corte, se evalia a través del parametro ¢. En

caso de no considerarlo, en la matriz 8,

se reemplaza ¢

esta condicidén la matriz de flexibilidad de miembro, es:

— i
_L_ L 0
3ET 6ET
L L
I R _L_ 0
H 6ET 3EI
L
0 0 —
i AE

0. En

(9)

Se debe notar que la matriz de flexibilidad calculada en este
miembro,

numeral,
presentado en la figura 7.1.

7.1.5 Miembros axialmente rigidos

Como se estudid en el capitulo anterior,

corresponde al sistema de coordenadas

el sistema de

coordenadas de miembro P - p, para un elemento axialmente rigido,
no existe

es el que se presenta en la figura 7.5.

deformacién axial, p; = O.

Es decir,
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Sistema P - p

Figura N.- 7.5 Coordenadas para un miembro
axialmente rigido

~ La matriz ae flexibilidad de miembro f, para las coordenadas
indicadas y al no coneiderar el efecto de corte, es la siguiente:

_L __L
3ET 6ET
T = (10)
R L
6FET 3ET

Notese que se ha eliminado la tercera fila y columna de la
matriz 9. Esta es la forma mas comin de la matriz de flexibilidad
para elementos axialmente rigidos.

Se puede también utilizar el sistema de coordenadas de la
figura 7.1 pero en este caso la matriz de flexibilidad de miembro,
es:

_I L o |
3ET 6ET
T o= | _E Y 0 (11)
6ET 3FET
0 0 0

La matriz 11, es singular. En consecuencia, no existe matriz
inversa. Por lo tanto, la matriz de rigidez de miembro, cuando un
elemento es axialmente rigido no existe al considerar el sistema de
coordenadas de miembro el indicado en la figura 7.1.

P OOOOOOICOOO 0000000 00000000000 0000000000O0YVYOS
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7.1.6 Miembros transversalmente rigidos

Por definicién, estos elementos solo pueden deformarse
axialmente, siendo el sistema de coordenadas de miembro el
presentado en la figura 7.6.

Sistema P - p

Figura N.- 7.6 Coordenadas para un elemento
transversalmente rigido

Por lo tanto, la matriz de flexibilidad de miembro, para un
elemento que tiene inercia infinita, es:

= - L 12
EA (12)

Al igual que en el numeral anterior, se puede considerar como
sistema de coordenadas de miembro, el mostrado en la figura 7.1. En
este caso, se tiene:

0 0 0
2 _ |0 0 0 (13)

0 0 L

AE

Para estas coordenadas (figura 7.1) no existe matriz de
rigidez de miembro, debido a que la matriz f es singular.

7.1.7 Relacidén fuerza - deformacidn

En virtud de que a los miembros se los analiza como
estructuras mediante la colocacién de vinculos que eliminan los
desplazamientos como cuerpo r1g1do se puede indicar que existe una
relacién entre las fuerzas P (Mayuscula) y las deformaciones P
(Minuscula), al igual que en una estructura. Esta relacién se

obtiene a través de la matriz de flexibilidad. Su expresioén
matematica es:
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p=£fP (14)

Por consiguiente 1las fuerzas internas de un miembro se
transforman en deformaciones mediante la matriz de flexibilidad de
miembro también conocida como matriz fuerza - deformacidn.

7.2 MATRIZ DE RIGIDEZ DE MIEMBRO k

7.2.1 Forma general

La matriz de rigidez k (Minuscula) de un miembro lineal, se va
a obtener utilizando la relacidn:

k = -f-1! —— (15)
) X il

: En efecto, 'k no es mds que la inversa de la matriz de

flexibilidad. Para un elemento de seccidn constante o variable, la

forma general de la matriz de rigidez asociada al sistema de

coordenadas de miembro de la figura 7.1, es:

ki, & 4 0 .
¥ = | k, k,, 0 (16.1)
0 0 ks,
Donde:
Ky, = fgz (16.2)
Kip = Ky = ”'%1 (16.3)
i, - fEn (16.4)
= 1
ky, = o (16.5)
§ = £ » Fy = ALf)? (16.6)

000 000000000000 000O0D0CO
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7.2.2

La matriz de rigidez,
constante, considerando el

—

7.2.3
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efecto de corte,

Miembros de seccidén constante considerando ¢

se

Miembros de seccidn constante sin considerar ¢

En el numeral 7.1.1 se indican las integrales mediante las
cuales se evaluan: £, £,,, f,, v f;;.

de un miembro 1lineal de seccidn

encuentra

invirtiendo la matriz 8. El resultado que se obtiene, es:

4ET( 1 + ¢ ) 2EI( 1 - 2¢ ) 0
L(1 + 4% ) L( 1 + 49 ) |
_ 2EI( 1 - 2¢ ) 4EI( 1 + ¢ )
* = L(1 + 4 ) L( 1 + 29 ) . St
EA
0 0 _ET_J

Al sustituir ¢ = 0 en la matriz 17, se encuentra la matriz de

rigidez de un miembro lineal de seccién constante, sin considerar
el efecto de corte. Esta, es:
— povs
4EI 2E1 ¢
L L
2ET 4ET
= bt e 0 18
5 : 2 (18)
EA
L
— —

7.2.4 Miembros axialmente rigidos

Por lo expresado en el numeral 7.1.5 de este capitulo, el
sistema de coordenadas de miembro, para un elemento axialmente
rigido, es el presentado en la figura 7.5. Al eliminar la tercera
" fila y columna de la matriz 18, se encuentra la matriz de rigidez
para un elemento de seccidén constante en el que se ignora el efecto
de corte. Esta, es:
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4ET 2ET
Vi I
k = (19)
2FET 4FET

L L _J

Si se desea considerar el efecto de corte, en la matriz 17 se
debe eliminar la tercera fila y columna.

Es necesario indicar que si bien es cierto p; = 0 (Minuscula)
esto no implica que la fuerza axial es nula. En efecto, se tiene
que P; ¥ 0 (Mayuscula).

7.2.5 Miembros transversalmente rigidos

Este es el caso de las armaduras o celosias en las que se
considera solo existe deformacién axial en los elementos. El
sistema de coordenadas de miembro se presenta en la figura 7.6. La
matriz de rigidez, es:

E’A
= — 2 0

El estudiante no debe perder de vista que, para cumplir con la
condicién de tener deformacidén axial unicamente debe existir en el
miembro momentos P, y P,, en los nudos inicial y final.

7.2.6 Relacidén deformacidén - fuerza

Asi como para una estructura, se tiene: Q = K d, para un
miembro lineal, se tiene que:

P=kp ' (21)

Por lo tanto, las deformaciones de un miembro se transforman
en fuerzas internas a través de la matriz de rigidez de miembro
(Mindscula) también conocida como matriz deformacidn - fuerza.

Con el objeto de aclarar algunos conceptos, se desarrollan
estas expresiones para un miembro lineal de secciodon constante, en
el que no se considera el efecto de corte. Se tiene:

}Q.OO..Q.........O.Q.......Q...........t..
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" ] [ 4EI = 2EI - -
& "L e By |
oe 2ET 4FET -
— = Flonacaacte e <=l 0 =
j=] P, k T T b P,
EA
P — 7S
s 3_ | L_ i 3_

Se esta considerando el sistema_de coordenadas_de la figura
7.1, para recordar el significado de P (Mayuscula) y p (Minuscula)
se presenta nuevamente este grafico:

-
AN

| Sistema P - p

Al sustituir los vectores Py p, v la matriz k, en la relacién

21, se obtiene:

o [ 4ET 2ET
3 Aot Lo
L L
P, 5 2ET 4ET
L L
Py
Desarrollando, se tiene:
p, - AEI . 2EI
L = L
2ET 4ET
Ba T Tp Bt TR B
EA
P3 = L p3

0 po

0 P,

EA

£ -
I GED: N

(22.1)

(22.2)

(22.3)



278 Anédlisis matricial de estructuras

Estas expresiones las estudié el lector en la materia de
"Estructuras" con otra nomenclatura. Se hace hincapié en un
concepto que se indicd en el capitulo 2 referente a que se esta
resolviendo uUnicamente el problema complementario.

7.3 OBTENCION DE f Y -lE, UTILIZANDO LA TRANSFORMACION DE COORDENADAS
7.3.1 Planteamiento del problema

Se desea calcular la matriz de flexibilidad y rigidez para el
miembro lineal de la figura 7.7. En el cual los desplazamientos
como cuerpo rigido se los ha omitido mediante la colocacién de un
enmpotramiento en el nudo inicial. A este sistema de coordenadas se
lo diferencia del anterior con la utilizacidén de un asterisco como
subindice.

3‘\TZ 1

/ e 2

. -+

Sistema P" - p°

[

Figura N.- 7.7 Nuevo sistema de coordenadas de miembro

Por lo tanto, k° y f seran las matrices de rigidez vy
flexibilidad, de miembro, para el sistema de coordenadas de la
figura 7. Estan relacionados de la siguiente manera:

PP=Xx p (23.1)
p =£f P (23.2)
X £ =T (23.3)

o ol

0000 0000000000000 00000000000000000200000°

XN XX

1

»
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Para obtener k" y f se puede proceder de una manera similar
a la desarrollada en los numerales 7.1 y 7.2 de este capitulo; se
deja al estudiante el cdlculo de esta manera. Otra forma es por la
matriz de transformacién de coordenadas. En este caso el sistema
"viejo" de coordenadas es el mostrado en la figura 7.1 y el sistema
"nuevo" de coordenadas el de la figura 7.7. En consecuencia, por lo

estudiado en el capitulo 5, este cdlculo se lo puede hacer de dos
formas, a saber:

i) Por medio de la matriz T que relaciona deformaciones: p=T p’
ii) Por medio de la matriz T,, que relaciona fuerzas internas:
P=T, B
iy X
7.3.2 Solucidén del problema / /O

Si se considera unos desplazamientos virtuales en un elemento
cualquiera, que forma parte de un pértico plano, por ejemplo el de
la figura 7.8.1, se observa que la inmovilizacién como cuerpo
rigido puede hacerse considerando los vinculos de la figura 7.8.2
o el empotramiento de la figura 7.8.3.

Entre los sistemas de coordenadas virtuales, figuras 7.8.2 y
7.8.3, se establece la siguiente relacidén geométrica:

§p =T ép (24.1)

Ahora bien, el trabajo virtual (T.V.) producido por las
fuerzas que actian en la figura 7.1 en 1los desplazamientos
virtuales de la figura 7.8.2 tiene que ser igual al trabajo virtual
producido por las fuerzas que actuan en la figura 7.7, sobre los
desplazamientos virtuales de la figura 7.8.3. Esto se debe a que el

trabajo virtual no es uno solo, es independiente del sistema de
coordenadas en que se mida. ‘

$V2

Figura N.- 7.8.1 Desplazamientos virtuales

e
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- ™ 3, §
PN ~{;§; D

Figura N.- 7.8.2 Sistema ép

/Tz1

—

3

Figura N.- 7.8.3 Sistema ép°

En consecuencia, se tiene:

T.V. = §pt P = Sp*' P* (24.2)
Al reemplazar 24.1 en 24.2, se encuentra:
(T 6p* )t D = sp*t B* |
De donde:
6p*t Tt P = 8p*' P
Por ser §p* arbitrario, se tiene:
P =Tp
pero: P = k p (ecuacién 21)
Luego: o
y: e
p=T p*
PP= (T kT) p* (25)
Al comparar las ecuaciones 25 y 23.1. Se encuentra:
K =T kT (26)

En efecto, la nueva matriz de rigidez k" se puede obtener a

partir de la matriz T,

que relaciona las deformaciones de 1los

sistemas de coordenadas de las figuras 7.1 y 7.7.

PO OOPOOOCOCNCCOE0C0CC0000000000000000000000000000C0
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Por otra parte, una forma de hallar f' seria calculando la
inversa de la matriz k* y otra forma seria por medio de la matriz
T1 (Punto de vista estatlco) Si se examina el procedlmlento
sequido para hallar k" se vera que se ha ejecutado una repeticién
de conceptos indicados en el capitulo 5. Por este motivo se deja al

estudiante, la demostracién de:
=1t ET,

. . s . v .
En resumen, la matriz de rigidez de miembro k , se obtendra

utilizando la geometria:

pP=TpP

La matriz de flexibilidad de miembro f se obtiene utilizando

la estatica.

")

P =

T,

£T,

S

£

m t
T1

Finalmente es muy facil demostrar que:

Si p=Tp Entonces P=TtP
Al igual que:
Si P=T P Entonces P=T'P

7.3.3 Calculo de la matriz de rigidez usando la geometria

En el numeral 7.2 de este capitulo, se obtuvo la matriz de
rigidez de miembro Xk, para el 51stema de coordenadas_ de la figura
7.9.1. Ahora se desea calcular X' para el sistema P* p de la
figura 7.9.2 esto se 1lo reallza por medio de la matriz T definida

por la expresién: p=T p
Iz
- (1 1

2
N3 §
A 7 A"
L L

|
-

le
=

Figura N.- 7.9.1 Sistema P-p Figura N.- 7.9.2 Sistema P'-p"

7.0.‘...0..00‘.00.0..0000000Q..QQQQCQQ.‘.Q.QQO
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Célculo de la matriz T

Primera columna de T

P, =1yp, =0 parais+1
= 0
|1+ P4
e L g p; =1
Figura N.- 7.9.3 Deformada elemental p;
Segunda columna de T
P, =1 yp, =0 parai %2
p1=-1/L
! p, = -~ 1/L
p; = 0
Figura N.- 7.9.4 Deformada elemental p; AJ
Tercera columna de T
p;=1 ypi*=0 para i ¥ 3
p, =0
p, =1
W
p; =0

ek +

Figura N.- 7.9.5 Deformada elemental p;

) 0 0090000000000 0000000000000 000000000000000Obo0
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Por lo tanto, la matriz T, es:

1
0 -= 0
L
T = | 4 2 1 (28)
L
1 0 0

El lector debera justificar las deformadas presentadas en las
figuras 7.9: 3, 4 y 5, asi como los elementos de la matriz T. Se
recuerdan las férmulas con que se obtienen Pis P> Y P3-

Vo, = vy
T

Vo, -V

plzel_ 2

p, =06, -

La matriz de rigidez para el sistema de coordenadas de la
figura 7.9.2de un elemento de seccidén constante en el cual se
desprecia el efecto de corte, estd definida por la ecuacidén 10.

Finalmente para hallar k* se debe realizar el producto

matricial T' k T.

0 —x 0
i
0 Y 1
3
1 0 0
- — —
4ET 2ET " 5 -6EI 2FET
L L L2 L
2ET 4ET 0 o —6ET 4ET
L L 12 I
0 0 2 12 0 0
| L | |LL |
, -
-
0 0 1 £A 0 o |
L
e 4 5 " 12ET —6ET
L L L3 L2
. y g 0 —6123’1 4ET
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En consecuencia, la matriz de rigidez de miembro para el

sistema de coordenadas P* - p°, de la figura 7.9.2, de un elemento
de seccién constante, al no considerar el efecto de corte, es:
o= p—
EA 0 0
L
" 12ET _6ET
% = 0 % X (29)
0 _6ET AET
L“ L
T p—

A continuacién se presenta k', cuando se considera el efecto
de corte.

-
24 0 0
L
. 12EI _ 6EI
L i L3 (1+4¢) L2(1+4¢) A%
5 _ BETI AET(1+d)
L2(1+4¢) L(1+4¢)

)(7.3.4 Calculo de la matriz de flexibilidad de miembro usando la

Estatica
Para esto, es necesario calcular T1, matriz que relaciona las

fuerzas internas P de la figura 7.9.1, con las fuerzas internas P,
de la figura 7.9.2. La relacién, es:

— —

P=T, P
Célculo de la matriz T,

Primera columna de E,

P =1 y P°=0 parai$1

P, =0

J_-§ 1,
P, = 0
Ly L - P, =1

Figura N.- 7.9.6 Fuerza axial en voladizo igual a uno

|ooo3oooodooooodoooocoooooocoooooooooooooooboo
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Segunda columna de E,

P, =1 yP =0 para i+ 2

T1 P, =-1L

1Iv| L .

Figura N.- 7.9.7 Fuerza de corte en voladizo igual a uno

Tercera columna de T,

P, =1 yP' =0para i+ 3

. P, = -1
i ]
P, =1
='1

g

Figura N.- 7.9.8 Momento en voladizo igual a uno

Por lo tanto la matriz T,, es:

0 - L -1
T, = 0 0 1 (31)
1 0 0

La matriz de flexibilidad £, es igual a:

f=sT'LT, Ecuacién 27

Para un miembro de seccién constante, en la cual se desprecia
el efecto de corte, la matriz de flexibilidad £, viene definida por
la matriz 9.
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Producto T,' £ T,
_L_ -_L 0
3ET 6FET
-_L _L 0
6EI 3ET ,
0 L
L EA |
0 1
= 0
-1 0
L -
Por lo tanto, la matriz de
L 0
EA
L3
* - O
z 3ET
2
o ;;I
L

Cuando se considera el efecto de corte,

T!

-1
i ]
0
e R
3ET 2ET
L* A
3ET 2ET
0
0 0
L3 L®
3ET 2ET
L? L
2ET ET
es.:

flexibilidad buscada,

se tiene:

(32.a)

(32.b)

'90090 0000000000080 000F° 0000000000000000000000900°
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7.3.5 Obtencidén (de k y £ directamente cuando se cambia la
numeracién del sistema de coordenadas

Si el sistemia de coordenadas del miembro lineal de la figura
7.7 1o numeramos de forma diferente, por ejemplo segun lo expresado
en la figura 7.10, y si se desea obtener la matriz de rigidez o la
matriz de flexibilidad en este nuevo sistema de coordenadas,
evidentemente que la forma mdas facil de lograr este objetivo es a
través de la matr.iz de transformacién de coordenadas.

—
2

/Ia

_—

] i~

=W

Ficjura N.- 7.10 Nuevo sistema P* - p

En el sistema mostrado, p; es la deformacién axial, mientras
que en el sistemé de la figura 7.7, esto corresponderla a p,. Es
decir, se cambié la numeracién de 1as deformaciones uno por tres y
viceversa. Ahora , el sistema "viejo" de coordenadas corresponde al
de la figura 7.7.

Para presenitar el método directo de cdalculo de la matriz de
rigidez y de fleitibilidad de miembro, cuando se cambia el sistema
de numeracidén, s¢2 explicara unicamente con la matriz k, aunque se
aplica también para £. Por didactica se indica nuevamente estos dos
sistemas de coordenadas en las figuras 7.11.1 y 7.11.2 con el
objeto de tener 1ina mejor comprension.

! A | A s

\\,i3 LW

Figura N.-7.11.1 Sistema "viejo" | Figura N.-7.11.2 Sistema "nuevo"
de coordenadas de coordenadas

La nueva ma triz de rlgldez'i* es igual a Tt X T, siendo X la
matriz de rigide:: de miembro, para el sistema de coordenadas de la
figura 1lla y la niatriz T, relac1ona las deformaciones de la figura
7.11.1, con las (ieforma01ones de la figura 7.11.2. En efecto: p =
Tp. El calculo de T, es muy elemental, siendo su resultado:




se obtiene:

(33)

(34)
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0 0 1
T =10 1 0
1 0 0
Al efectuar la operacién k = T k T,
4ET _6EI 6 |
L L2
¥ . |-S6EI 12ET 0
L L*
0 0 EA
L L
Por lo tanto, la nueva matriz de rigidez se obtuvo cambiando
los elementos de 1la primera fila a

la

tercera

fila, vy

posteriormente de la primera columna a la tercera columna de la
matriz de rigid 2z, en el sistema "viejo" de coordenadas.

2
Vi
y I c 12ET
L3
g _6EI
- L?

Matriz de rigidi2z del sistema
de coordenadas 'le la figura 7.11.1

4ET

_ 6EI
LZ

Cambio de

Los elementos de

0 0
_6EI o
LZ
AEI EA
L L
ey e

_6EI 5
L2

12ET1 0
L3

5 EA

L

L

_6EI
L2
12ET
L3

4E'_—Ij

L

_6EI
LZ

0

la primera y tercera columna

Cambio de elementos de la
primera y tercera fila

D‘DCDCDSQC'CD.D.'CDCD.DCDCDC'CH.‘.1.4D<.GD1.‘.‘.‘.4013 00000000000 000000°O
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En consecue ncia, para obtener la matriz de rigidez de un
miembro en el cu: il se ha cambiado el sistema de numeracién de sus

coordenadas,

se deberdn intercambiar las filas y columnas de

acuerdo al cambic de la numeracidén que se haya efectuado. Lo propio

se hace para obte :ner la matriz de flexibilidad.

7.4 EJERCICIOS RF SUELTOS

EJEMPLO N.- 1

Encontrar el coeficiente de forma B, de la seccidén rectangular
de la figura 7.4. Si el momento estatico 8 y el momento de inercia

I, se calculan re specto al eje X, figura 7.12.

T

: i
d L 1L

e
Fic jura N.- 7.12 Ubicacioén del eje X
pa ra ejemplo N.- 1

SOLUCION

Por ser secc ién constante:

A 2
B = [ s? da
I)Z{b2~'

= b h

b h?
3

dA = b dy
A
I

bh- p)y+ B=Y)y - 2(p-py(h+y

2 2
- b
=

;0
I

(h® ~ y4)



290 Anélisis matricial de ¢ structuras

Luego:

I e o £ (B oy Py
B . [ 1= @ - y2)Eb dy

4 /
p = 2R (" (pe _2n2yr .+ yay

4b4hs Jo
et iy - apill . X
B — | héy 2h - ¢ 5 4
- 5 .. o 0° h®
B e (h 2 2 & 5)
B - 2 ( 15 - 10 + 3 ) o 9*8
4 15 4x%15
6
=2 =1.2
ﬁ 5

EJEMPLO N.- 2

Encontrar el va! lor de ¢ para una columna cuadrada de 30 cm X
30 cm ( b x h ) y pal -a una columna rectangular de 30 cm x 150 cm.
Si E = 2173706.5 T/ m®> y G = 869482.6 T/m’. En ambos casos la
longitud es 2.50 m.

SOLUCION
i) Columna de b = 30 cm
h = 30 cm
3 3
T = bh® _ 0. 3%0.3° _ 0.000675 m*
12 12
A=Dbh=20.31:0.3 = 0.09 m?
- 3BEH' _ il’*1'2*2173706'5*0'000675
GAL? 869482.6%0.09%2 .52
¢ = 0.0108
ii) Columna de D =30 cm
- h = 150 cm

:!1l 000000000000 0000 0000000000000 0000%000060° L2
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T bh* O.3f=1.503
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= 0.084375 m*

12
= b h = 0.3%1

.12

S0 = 0.45 m*
.2%2173706.5%0.084375

GAL?

A
4) . 3pE'I - 3x%]
¢ = 0.27

En columnas de p:
pequeno y se puede desp
de grandes dimensiones,
puede conducir a erro:
esbeltas.

EJEMPLO N.- 3

_ Para la columna 1
ejemplo anterior, deter
sistema de coordenadas

i) Sin considerar el
ii) Considerando el e

SOLUCION

i) 8in considerar ¢

4EI _ 4x217370

869482.6%0.45%2 .52

aquefias dimensiones,

297

el valor de ¢ es muy

reciar en el cdlculo. En cambio, en columnas
el valor de ¢ tiene importancia, su omisién

res apreciables,

lo propio sucede en vigas

rectangular de 30 cm x 150 cm (b x h) del
mine la matriz de rigidez de miembro para el
de la figura 7.1. Calcular de dos formas:

efecto de corte.
fecto de corte.

6.5%x0.084375

= 293450.37
L 2.50
QET . B9340 3T o osienne. v
2 2
EA _ 2173706. 5%0.45 _ 151567 16
2 2.5 0
[ 4ET 2ET 1S R 4
4ET  2EI 0 293450.37
I L
2ET 4ET
_ 0| =|146725.18
k = 7 1.
o 2% 0.00
| L] |

146725.18

293450.37

—

0.00

0.00

391.267:16
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1+ ¢ _ 1 +0.27  1.21 0 610576§
1 + 4¢ 1 + 4%0.. 27 2.08 .
1 - 2¢ 1 - 2%0.:27
= *~ = 0.2211538
1 + 4¢ 2.08
[ 4ET(1 + &) 2EI(1 - 2¢) . ]
L(1 + 4¢) L(1 + 4¢)
£ = 2EI(1 - 2¢) 4EI(1 + &) 0
- L(1 + 4¢) L(1 + 4¢)
L o
179174.010 32448.831 o.odg
Xk = 32448.831 ‘L 79174.010 0.000
B 0.000 0.000 391267.160

Al comparar las dos mal :rices de rigidez de miembro, se observa

que existe una diferencia n otable en los valores. Por lo tanto, es
importante considerar ¢.

7.5.=- EJERCICIOS PROPUESTOS

Ee=

Determinar el coefic:i ente de forma 8, de la columna de
seccién constante en i orma de "L".

Encontrar los elemento: 3 de la segunda columna de la matriz de
rigidez de miembro 1 atriz 19, a partir de 1la ecuacién
diferencial de flexidén, para un elemento de seccién constante.

Con la ayuda de tablas, por ejemplo las de GULDAN, determinar.

la matriz de rigide::z de miembro, para el sistema de
coordenadas de la figuir a 7.5. Para la viga de seccidn variable
que se presenta en la : figura.

Considerar E = 217370¢5.5 T/m?.

)1 000900000000 000000000 0000000000000 0000%00 Y XN
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080m

B Viga de seccidén variak

030m Lo
040m
0.80
L 10 m 20m 4. 10m

1le de los ejemplos 3 y 4

Determinar los términos f,,
viga del ejemplo 3. Se re
empleando métodos numéricos
de la Cuadratura de Gauss.

y £,,, ecuaciones 4.1 y 4.2, de la
comienda, resolver las integrales
3. Concretamente utilizar 5 puntos
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