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El blog de Leo

Aprendiendo, creando y compartiendo matematicas

Ecuaciones Diferenciales I: Ecuacién de Cauchy - Euler

Por Omar Gonzélez Franco

Las matemdticas puras son, en su forma, la poesia de las ideas légicas.
- Albert Einstein

Introduccion

Mas adelante en esta unidad estudiaremos las ecuaciones diferenciales de orden superior con coeficientes variables,
éstas ecuaciones suelen ser mucho mas dificil de resolver ya que no se resuelven en términos de funciones elementa-
les, una estrategia usual es suponer una solucién en forma de series infinitas y proceder de manera similar al método
de coeficientes indeterminados. Sin embargo, existe una ecuacién diferencial de coeficientes variables que es una ex-
cepcién, pues su solucién general siempre se puede expresar en términos de potencias de x, senos, cosenos y funcio-
nes logaritmicas, dicha ecuacién es conocida como ecuacién de Cauchy - Euler y dedicaremos esta entrada a estu-
diarla, asi como su método de resolucién.

Decidimos estudiar esta ecuacién en este momento debido a que el método de resolucién es bastante similar al de las
ecuaciones con coeficientes constantes en los que se debe resolver una ecuacién auxiliar.

Ecuacion de Cauchy - Euler

Definicién: Una ecuacién diferencial lineal de la forma

d” dr! dy
n n—1
QT —— +ap 1" T ——— + - taix—— +apy = gz 1
na" o+ an g 1y Ty =9() (1)
donde los coeficientes a,, an—1, - - -, ag SON constantes, se conoce como ecuacién de Cauchy - Euler.
Enseguida nos damos cuenta de que los coeficientes
-1 1 0
bo(z) = anz”, by i(z)=apn12™ ", -+, bi(x)=a1z", bo(z)=aoz

son dependientes de x, es decir, son coeficientes variables, ademas la caracteristica importante de esta ecuacion es
dk
queelgradok =n,n —1,---,1,0 de los coeficientes monomiales " coincide con el orden k de la derivacién ﬂ
x
Como se ha hecho a lo largo de la unidad, desarrollaremos con todo detalle el método de resolucion de la ecuacién de
Cauchy - Euler para el caso de segundo orden, recordando que es posible extender el método a cualquier orden 7 si-
guiendo el mismo razonamiento.

Iniciaremos nuestro andlisis con un estudio detallado de las formas de las soluciones generales de la ecuacién homo-

génea de segundo orden

1de 14 30/05/2024, 13:22



Ecuaciones Diferenciales I: Ecuacion de Cauchy - Euler - El blog de Leo https://blog.nekomath.com/ecuaciones-diferenciales-i-ecuacion-de-ca...

d*y dy
24y a9 _
azx 2 +br——+cy=0 (2)

con a, by c constantes. Para resolver la ecuacion no homogénea

dy ., dy
It + bxa +cy = g(x) (3)

az?
con g(z) # 0, basta aplicar el método de variaciéon de parametros (o de coeficientes indeterminados) una vez que se
ha determinado la funcién complementaria ¥y, es decir, la solucién general de la ecuacién homogénea (2).

d?y
Una consideracién importante es que el coeficiente az? de da? es cero en & = 0, para garantizar los resultados fun-
x
damentales del teorema de existencia y unicidad y sean aplicables a la ecuacién de Cauchy - Euler debemos encontrar
soluciones generales definidas en el intervalo § = (0, 00). Las soluciones en el intervalo (—oo, 0) se obtienen al susti-

tuirt = —x en la ecuacién diferencial.

Método de resolucion

En el caso de las ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes propusimos como solucién una funcién de la
forma

y(z) = e

De manera similar, en este caso se prueba una solucién de la forma

y(z) ==z

Donde k es un valor que se debe determinar. Al sustituir z*, cada término de una ecuacién de Cauchy - Euler se con-
vierte en un polinomio en k veces z¥, puesto que

n

= [ank(k—1)(k—2)- - (k—n+1)]z*

Por ejemplo, cuando sustituimos y = z¥ y las respectivas derivadas en la ecuaciéon de segundo orden (2), se obtiene

2 d’y dy 2 k-2 k-1 k
ax*— +br— + cy = az’[k(k — 1)z" *] + bz[kz" "] + cx
dz? dz

= ak(k — 1)z* + bkz* 4 cz*

= [ak(k — 1) + bk + cJz* (4)
Asi, y = z* es una solucion de la ecuacion diferencial homogénea siempre que k sea una solucién de la ecuacién auxi-
liar

ak(k—1)+bk+c=0

o bien,

ak® +(b—a)k+c=0 (5)

Hay tres casos distintos a considerar que dependen de si las raices de esta ecuacién auxiliar son reales y distintas,
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reales e iguales o complejas.

Caso 1: Raices reales y distintas

Sean k1 y ko las raices reales de (5), tales que k1 # k. Entonces

y =z Y ys =z

forman un conjunto fundamental de soluciones. El Wronskiano esta dado como

kq ko

X
kl.’L‘kl_l k2$k2_1
— k2x(k1+k2—1) _ klm(kﬁkl—l)

W(zh, zk) = v

Como
W(zh, %) = (ky — k)b th1 £ 0

Vz € §, entonces la solucién general de la ecuacién de Cauchy - Euler para z > 0, en el caso en el que las raices son
reales y distintas, es

y(z) = crz™ + cpz® (6)
Caso 2: Raices reales repetidas

Si las raices de (5) son repetidas, es decir k; = ko, entonces se obtiene sélo una solucion particular

ky ko k

y=z' =z ==

Cuando las raices de la ecuacion auxiliar (5) son iguales, el discriminante necesariamente es cero, es asi que de (5) se
deduce que las raices deben ser

(b—a)

== 2a

Cuando estudiamos el método de reduccion de orden vimos que conocida una solucién no trivial 1, una segunda so-

lucién ys, tal que y1 y y2 formen un conjunto fundamental de soluciones, puede ser determinada por la expresion

effP(x)dw
ya(z) = yl(x)/w (7)

Para usar este resultado escribamos a la ecuacion de Cauchy - Euler en su forma estandar.

d?y b dy c
— 24~ =0 8
dz?  az dz + az?” ®)

Identificamos que
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Vemos que

[P = [ Lte Pt

Sustituyendo en (7) obtenemos lo siguiente
—(b/a) In(z)
% e
ya(x) = x /—wzk dz
—b/a
_ k[T
==z / T dz

—b/a
_ ok z
=z /w_(b_a)/adw

_ gk [ 9=
z
= zFIn(z)

En el proceso se ha considerado que

e (b/a) ln(m) _ eln(w"’/“) — pbla

2k:_(b—a)

Entonces, la segunda solucion es

ya(z) = z¥In(x)

Vemos que
z* z*1In(z)
W(z", 2" In(z)) =
( (@) kzt 1 kz*b lln(z) + zF!
= kz®* n(z) + 227! — k™ In(z)
_ g2kl
Como

W(z*, ¥ In(z)) = 21 #£0

YV € 4, entonces la solucién general de la ecuacién de Cauchy - Euler para > 0, en el caso en el que las raices son
iguales, es

y(z) = c1z® 4 coz® In(z) (9)
Para ecuaciones de orden superior, si k es una raiz de multiplicidad r, entonces se puede demostrar que
¥, a*ln(z), @*(n(@)?, -, @*(n(z)

son 7 soluciones linealmente independientes. En correspondencia, la solucién general de la ecuacién diferencial debe
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contener una combinacion lineal de estas r soluciones.

Caso 3: Raices complejas conjugadas
Si las raices de (5) son el par conjugado
ki=a+1ip Y ke =a—1if
Donde ay B > 0 son reales, entonces una solucién es
y(z) = Crz"P 4 Cyz2h (10)
De tarea moral muestra que
W(ma+w,ma_"ﬂ) = —2ifx>* 1 £0

lo que indica que la solucidn (10) estd compuesta por las funciones del conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacion diferencial de Cauchy - Euler.

Tal como lo hicimos en el caso de coeficientes constantes, se desea escribir la solucién en términos de funciones
reales. Consideremos la identidad

28— (eln(xiﬁ)) — ¢ifln(z) (11)
Usando la férmula de Euler podemos escribir
2% = cos (BIn(z)) + isin (B1n(z)) (12)
De forma similar,
2~ = cos (BIn(x)) — isin (BIn(z)) (13)

Si se suman y restan los dos ultimos resultados, se obtiene lo siguiente, respectivamente
2% + 2% = 2cos (BIn(z)) Y 2% — 2% = 2 sin (BIn(z)) (14)

Debido a que (10) es una solucién para cualquier valor de las constantes, podemos notar que si elegimos
C7 = Cy = 1y, porotro lado, C; = 1,y = —1, obtenemos las siguientes dos soluciones, respectivamente

yi(z) =@’ +27)  y  ya(z) =’ —27) (15)
Usando (14) podemos escribir
yi(z) =2z%cos (BIn(z))  y  ya(z) = 2iz"sin (Bln(z)) (16)
De tarea moral muestra que
W (z* cos (BIn(z)), 2% sin (B1n(z)) = fz>*~1 #£ 0

Con esto se concluye que
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y1(z) = 2% cos (BIn(x)) Y ya2(z) = z%sin (Bln(z)) (17)

constituyen un conjunto fundamental de soluciones reales de la ecuacién diferencial. Asi, la solucién general de la
ecuacién de Cauchy - Euler para > 0, en el caso en el que las raices son complejas conjugadas, es

y(z) = % [c1 cos (Bln(x)) + cosin (Bln(x))] (18)

Realicemos algunos ejemplos en los que apliquemos cada caso.

Ejemplo: Resolver la ecuacién de Cauchy - Euler

Py 2
2— JR—
T dz? + 3x

dy

2
a oY 7"

Solucién: Consideremos la solucién y = z*, las respectivas derivadas son

% = kgF ! Yy —= = k(k—1)z"?

Sustituimos en la ecuacién diferencial.

2 2 2 2
z” [k(k — 1):ck_2} + 5z [ka:k_l] —Zab=a2f k(-1 + k- 2| =0
3 9 3 9
Como z # 0, entonces la ecuacion auxiliar es
2 2
k(k—1 —k——=0
o bien,
1 2
k- —k—==0
3 9
, ) 2 1 ) -
Resolviendo para k obtenemos las raices k1 = 3 yko = 3 Como las raices son reales y distintas, de acuerdo a (6),

la solucion de la ecuacién de Cauchy - Euler es

y(z) = c12?? + coz1/3

Ejemplo: Resolver la ecuacion de Cauchy-Euler

d? d
mz—y+3m—y+y=0

dz? dz
Solucién: Consideremos la solucién y = z*, las respectivas derivadas son

dy k-1 d2y _ k—2
o Yoo ez R e

Sustituimos en la ecuacion diferencial.
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z® [k(k — 1)2*?] + 3z [ka* ") + 2" = 2" [k(k— 1) + 3k +1] =0

Como x # 0, entonces la ecuacién auxiliar es

k(k—1)+3k+1=0

o bien,

K 4+2k+1=0

Resolviendo para k obtenemos las raices k; = ko = —1. Como las raices son reales repetidas, por (9) concluimos que

la solucién general de la ecuacién de Cauchy - Euler es

1
y(a:) = cla;_l -+ 0211:_1 ln(a:) = ;[Cl + o ln(a7)]

Ejemplo: Resolver la ecuacion de Cauchy-Euler

& d
3w2d—;; +6xd—z +y=0

Solucién: Consideremos la solucién y = z*, las respectivas derivadas son

d2
SV gk —1)2k?

dy -
L gkl Y d?

dr

Sustituimos en la ecuacion diferencial.

3a? [k(k — 1)z" %] + 6z [kz* '] + 2" = 2" [3k(k — 1) + 6k + 1] =0

Como z # 0, entonces la ecuacion auxiliar es

3k(k—1)+6k+1=0

o bien,

3k2+3k+1=0

Resolviendo para k obtenemos las raices

Identificamos que
1 1
a=-3 y b=~
2 2v/3
Las raices son complejas conjugadas, de manera que la solucién esta dada por (18). Asi, la solucién general de la ecua-
cién de Cauchy - Euler es
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y(z) = Y2 [cl cos (%ln(w)) + ¢y sin <2—\1/§1n(x)>]

Caso no homogéneo

Para resolver la ecuacién no homogénea (3) podemos aplicar el método de variacién de pardmetros visto en la entra-
da anterior, pues basta encontrar el conjunto fundamental de soluciones {y1,y2} de la ecuacién homogénea asocia-
day con ello aplicar la féormula de la solucién particular, esto es

e [@e@
wla) = (&) [ {2 da taa(w)

y1(z)g()

W (1, y2) dz (19)

Recordar que la funcién g(z) se obtiene de la forma estandar de la ecuacion diferencial.
Realicemos un ejemplo.

Ejemplo: Usando el método de variacion de parametros, resolver la ecuacién de Cauchy - Euler

Solucién: Debemos hallar el conjunto fundamental de soluciones, asi que primero debemos resolver la ecuacién ho-
mogénea asociada.

d’y dy
2— —_ R =
T drr  Tde Ty=0
Consideremos la solucién y = z" y sus derivadas

dz dx?

Sustituimos en la ecuacién homogénea asociada.
2? [k(k - 1)z*?] —z [ka"] +2F =¥ [k(k - 1) -k +1] =0
La ecuacion auxiliar es
k> —2k+1=0
De donde k1 = ko = 1, asi la solucion complementaria es
Ye(z) = c1z + cox In(z)
Las funciones
nif)=z y @) =zn(z)

conforman al conjunto fundamental de soluciones. Para determinar el Wronskiano vamos a considerar la primer deri-
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vada de cada solucién.

dy; dys

1 22 ] 1

dz y dz () +
Sustituimos en el Wronskiano

z zln(x)

W = | In(z) + 1‘ =zln(z)+z —zln(z) =2
El Wronskiano es
Wz) ==

Para determinar la funcién g dividamos entre 22 la ecuacién diferencial y asi escribirla en su forma estandar.

Vemos que

Ahora podemos sustituir en la solucién particular (19).

2In() %
et

dz + mln(:c)/i

Yp(z) = - T z
= —2:13/ lni:c) dz + 2z In(z) d?a:
= —2xw + 2z[In(z)]?
= z[In(z)]?

La solucién particular es

_ 2
yp(z) = z[In(z)]
Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion de Cauchy - Euler serd la superposicién de ambas soluciones, esto es

y(z) = c1z + cox In(x) + z[In(x)]?

Reduccidn a coeficientes constantes

Las similitudes entre las formas de las soluciones de ecuaciones de Cauchy - Euler y soluciones de ecuaciones con
coeficientes constantes no son una coincidencia.

Por ejemplo, cuando las raices de las ecuaciones auxiliares para
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d2

dy
de +b—+cy 0

dz

d*y dy
2 pr—
azx 1a? +b:cdx +cy=0

son distintas y reales, las soluciones generales respectivas, para > 0, son

+ coeh?® Y y(z) = 1™ + oz (20)

y(@) = creh

Usando la identidad

Para z > 0, la segunda solucion dada en (20) puede expresarse en la misma forma que la primera solucién.
y(z) = c1F M) 4 cpeh2 @) = ¢ Mt 4 cyehet (21)

donde t = In(x). Este resultado ilustra que cualquier ecuacién de Cauchy - Euler se puede escribir como una ecua-
cién con coeficientes constantes haciendo la sustitucién = e’ y con esto resolver la nueva ecuacién diferencial en
términos de la variable ¢, usando los métodos descritos en la entrada correspondiente y una vez obtenida la solucién
general, sustituir nuevamente ¢t = In(x). Este método requiere del uso de la regla de la cadena.

Si se hace la sustitucién z = €, (o bien t = In(z)), aplicando la regla de la cadena obtenemos las siguientes expresio-
nes para las derivadas.

dy dydt 1dy

de  dt dz =z dt (22)
y
ﬂ=i<l@> 1 dy i@_ L (d2 _@> (23)
dr?2 dz \ z dt g2 dt | z? d? dt?2  dt
Sustituyendo en la ecuacion de Cauchy - Euler obtenemos lo siguiente.
ax 2d2 +bmd— + cy = az® [i<@ - @>] + bz [l@] +cy
dz? dz 2\ dt? dt T dt
—a%—l—(b—a)%—l—cy
Por lo tanto, haciendo la sustitucién = e’ reducimos la ecuacién de Cauchy - Euler a la ecuacién
N R R 0 (24)

que corresponde a una ecuacion diferencial con coeficientes constantes en donde la variable independiente es £.

Realicemos un ejemplo.
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Ejemplo: Usar el cambio de variable = e para convertir la ecuacién de Cauchy - Euler

d?y dy

2

— —3zx— +13y=4+3
ac dz? mdx+ Y o

en una ecuacién de coeficiente constantes y obtener la solucién general.

t

Solucién: Consideremos el cambio de variable x = e, usando los resultados (22) y (23), la ecuacién de Cauchy - Euler

queda como sigue

1 (d> dy 1 dy
2| - =29  =2F _ Ealhal 1 — 4 t
e [m2<dt2 dt)] 3””[::: g | T =Atse

Esto es,

dy  dy
— 4> 413y =4 t
a2 7 + 13y + 3e

Ahora tenemos una ecuacién no homogénea con coeficientes constantes. Comencemos por resolver la ecuacién ho-
mogénea.

dy  dy
Y 4% L 13y=0
a2 Ta Y

La ecuacion auxiliar es
k> —4k+13 =0

Las raices son

ki=2+13 Y ke =2—-143
Identificamos que o = 2y 8 = 3, entonces la solucién complementaria, en la variable ¢, es

ye(t) = c1e* cos(3t) + coe® sin(3t)
Las funciones correspondientes al conjunto fundamental de soluciones son

y1(x) = e* cos(3t) Yy yo(x) = e* sin(3t)

Las derivadas correspondientes son

d
= 2e* cos(3t) — 3e* sin(3t) y % = 2 sin(3t) + 3e* cos(3t)

dyy
dz

El Wronskiano esta dado por

W= e? cos(3t) e? sin(3t)
|2e% cos(3t) — 3e*sin(3t) 22 sin(3t) + 3e* cos(3t)

Calculando el determinante obtendremos
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La ecuacion diferencial ya se encuentra en su forma estandar, asi que la funcién g es
g(t) = 4+ 3é
Ahora podemos sustituir las funciones correspondientes en la solucién particular (19) para la variable t.

e?! sin(3t)(4 + 3e?) ,
yp(t) = —e* cos(3t) / 3okt dt + e* sin(3t) /

4 [ sin(3t) sin(3t)
9
= —e” cos(3t) {g/ o dt—l—/ o dt
) 4 [ cos(3t) cos(3t)
2

et cos(3t)(4 + 3et)

3t dt

Las integrales se resuelven con integracion por partes. De tarea moral desarrolla el calculo de cada integral, los resul-
tados correspondientes son

in(3t 2
/ SH;(% )dt = —1—36_2t sin(3t) — %G_Zt cos(3t)

/ sin(3t) dt — _1—30@_t cos(3t) — lioe_t sin(3t)

et

cos(3t) 2 3 g
/ o dt__lge cos(3t) + 13° sin(3t)

cos(3t) 3 _, . 1,
/ o dt = 10°¢ sm(St)—loe cos(3t)

Sustituyendo estos resultados en yp(t) y reduciendo la expresion obtendremos la solucién particular

Por tanto, la solucion general en términos de la variable £ es

4 3
y(t) = cre* cos(3t) + cae? sin(3t) + 3T 1—Oet

Si regresamos a la variable original £ = e’ obtenemos finalmente que la solucién general de la ecuacién de Cauchy -
Euler es

4 3
y(z) = c12” cos[3In(z)] + coz” sin[3 In(z)] + I + 0%

O

Con esto concluimos el estudio de la ecuacion de Cauchy - Euler y en general con el estudio de las ecuaciones diferen-
ciales lineales de orden superior con coeficientes constantes y ecuaciones sencillas con coeficientes variables.

Tarea moral
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Los siguientes ejercicios no forman parte de la evaluacién del curso, pero servirdn para entender mucho mejor los

conceptos vistos en esta entrada, asi como temas posteriores.

1. Resolver las siguientes ecuaciones de Cauchy - Euler.

2

-ng‘z 12y =0
dy dy

. dw2+5xd—+4y 0
2@—3 L
dz? ¥ e y=

x2@+@+4 =0
dz?  dz ' 0T
dy dy

. 2 —_—

25z 1a? +25a:d +y=0
dy dy

'1854'5 %—534 0

2. Resolver las siguientes ecuaciones de Cauchy - Euler usando el método de variacién de parametros.

d? d
o2w2d—;;+5wd—z+y=:c2—m
. dy+ ﬁ_ _ 1

dm2 dx z+1

3. Usar el cambio de variable = = e’ para convertir las ecuaciones de Cauchy - Euler en ecuaciones diferenciales
con coeficientes constantes y resolver la ecuacion.

d2 dy
cr o + 10z—= . + 8y = x2
xzﬂ — 4z L + 6y = In(z?)
dz? dz 0

4. Hacer una extension a orden 3 de la teoria desarrollada en esta entrada y aplicando el método de variacién de
parametros obtener la solucién general de la siguiente ecuacién de Cauchy - Euler.

d? d?
. as3—y — 322 y

dy
—Z -2 _ Gy = In(z3
3 > 6z 6y = 3 + In(z°)
Mas adelante...

Con esto concluimos la primera parte de la unidad dos. En la siguiente entrada abordaremos el tema de las oscilacio-
nes mecanicas como ejemplo de aplicacion de la teoria que hemos desarrollado hasta este momento.

En entradas posteriores haremos un estudio detallado sobre las ecuaciones diferenciales de orden superior con coefi-
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cientes variables y con ello cerraremos la segunda unidad.
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