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J-(3x2 — 2x — 5)sen2x dx
3.
1 1 3 3
R:i—> (3x® —2x —5)cos2x +Z(3x2 — 2)sen2x + 7Xc0s2x —§sen2x +C
x
4. f_dx Ri—xe ™ —e*+C
ex
3x 1 3x
5. e’* sen2x dx R: ‘e e**(3sen2x — 2cos2x) + C
Inx 1
6. f—dx R:=In?x+C
x 2
1
7. arccotgxdx R:xarccotgx —Eln|l + x|+ C
2 2 3
8. (x% +3)3x% dx R:§x5+3x3+C
9. de 2xarcsenyx + 21 —x+C
Vx
-1 Xz 1 1 1 1
10.- xtg~ xdx Ttg X —5x +§tg x+C

2.3 Integracion de funciones trigonométricas

En este punto el estudiante ya puede reconocer cuando integrar
usando sustitucion o cambio de variable y cuando usar el método de
multiple integracién o por partes.

Es conveniente que ahora, el estudiante repase sus conocimientos
sobre trigonometria, pues el uso de identidades es constante en esta sec-
cién y en adelante.

“Caso 1. Integrales de la forma [ sendx, [cos™dx.

Cuando los integrales tienen esta forma, pueden presentarse dos ca-
S0S: que n sea par o que n sea impar.
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a. Sinesimpar, usar la identidad trigonométrica sen’x + cos?x =1

b. Si n es par, se recomienda usar las identidades trigonométri-
cas siguientes:

2

sen“x = %(1 — c0s2x), cos?x = % (1 + cos2x)

(Villena, pag. 13)
Ejercicio 1

J- sen®x dx

En este caso el exponente es impar, usar entonces la segunda
recomendacion

fsensdx = fsen‘*x senx dx = f(senzx)zsenx dx
Usando la identidad trigonométrica sen®x + cos®x = 1

= f(l — cos?x)?senx dx = f(l — 2cos2x + cos*x) senx dx

= f senx dx —f 2cos?x senx dx + f cos*x senx dx

Sustituyendo u=cosx en los dos dltimos integrales, du=-senxdx

ud  ub
=—cosx+quzdu—fu4du=—cosx+2? —?+C

Retornando a la variable original

s cos®x  cosSx
sen dx=—cosx+ZT _T+C
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Ejercicio 2
f cos3x dx
(Jiménez, 2008, p. 118).

fcos3dx = f cos?x cosx dx = f(l — sen®x)cosx dx = fcosx — f sen?x cosx dx

La primera integral es directa. La segunda integral se la resuelve
por sustitucién o cambio de variable.

Sea u = senx, du = cosx dx
5 ud sen3x
= | cosxdx— | u duzsenx—?+C=senx— 3 +C
Ejercicio 3
fsen”‘x dx
. 1 — cos2x\? 1 — 2cos2x-cos?2x
sen*x dx = (—) dx = dx
2 4
1

1 Y costut + ] [eostzra
_A_l- X—E cosixax Z cos“cx ax

_IJ‘d 1f 5 +1f1+cos4xd
_l_l- x_z coScXx Z Tx

IS PUY Y PRy
=g | dx—5 | cos2x+ g [dx+g | costxdx

1 <1>(sen2x>+1 +(1>sen4—x_3 1 2% + 1 s+ C
—Zx_ E T gx g T—gx_zsen X ﬁsen X

“Caso 2. Integrales de la forma [ sen™x cos™x dx

a. Los exponentes m o n son impares” (Villena, s.f., p. 14).
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Ejercicio 1
J-sen3xcos'4x dx
f sen3xcos™*x dx = fsenzx senx cos™*x dx = f(l — cos?x)cos™*x senx dx
= f cos™*x senx dx — f cos™2x senx dx

Cambiando de variable

u = cosx du =—senxdx
u=3 y?!
=—fu_4du+fu_2du=——3+—1+c

_cos™3x cos'x .
T3 1

= 3sec3x-secx + C

El estudiante se habrd dado cuenta que la idea de partir sen’x en
sen’x y senx fue formar la pareja cosx y senx para poder aplicar cambio
de variable.

Ejercicio 2
f sen® (%C) cos® (;) dx

Reordenando para que el estudiante vea con mayor claridad el
proceso se tiene

[ cos® (3)sen® (3) dx = [ cos* () cos (3) sen® (3) ax
= [ (ot ) eos(sent (s
[ (1-sert @)) cos G)sen §)
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= f(l — 2sen? ()—26) + sen* (;))2 cos (%) sen? (;) dx
Wm@mwﬁmﬁw%%m@w%wx
= f [sen® () cos (5)] ax — f [25en (3) cos (3)] dx + f [sen” (5) cos (3)] dx

Seau = xd—l Xa
eau—senz u—ECOSE X

Multiplicando y dividiendo al mismo tiempo por 2 a cada inte-
gral con la intencién de obtener el valor completo de du en la integral

u* ub _uB
=2fu3du-(2)(2) usdu+2fu7du= 27_4?4- 2§+C

1 X 2 X 1 X
_ 4 _ - 6(Z _ 8(Z
—Esen (i) 3sen (2)+4sen (2)+C
b. Los exponentes m y n son pares
Ejercicio 1

f sen®xcos*x dx

Ya que ambos exponentes son pares, el procedimiento recomen-
dado es el siguiente:

1 — cos2x\ /1 + cos2x\?
fsenzxcos4x dx = fsenzx(coszx)zdx = f( > )( 5 ) dx

1
= Ef(l — c0s2x) (1 + 2cos2x + cos?2x)dx

1
= gj.(l +2c0s2x+c0s” 2X — c0s 2X — 2¢05° 2x — cos® 2x)dx
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= %Ud}ﬁ Icostdx— Jcosz 2xdx— J‘cos32deJ

Resolviendo cada una de las integrales por separado:

fdx=x+C

1
f cos2xdx = Esean +C

1 1 1
fcosZZx = Ef(l + cos4x)dx = Ex +§sen4x +C

1 32
J‘cos32xdx ——sen2x -2 ¢

Esta integral ya fue resuelta en el ejercicio 2 del Caso 1 con la

diferencia que ahora se trata de dngulo doble. Se deja al estudiante para
que resuelva esta parte del ejercicio.

La respuesta final es

3
J’senzxcos“xdx=1 x+lsen2x— 1x+lsen4x - lsean—Sen 2x +C
8 2 2 8 2 6

== x+15en2x—lx—lsen4x—lsen2x+lsen32x +C
8 2 2 8 2 6

_L i—lsen4x+lsen32x +C
82 8 6

“Caso 3. Integrales de la forma [sen(mx)cos(nx) dx, [sen(mx)
sen(nx) dx, [cos(mx)cos(nx) dx” (Villena, s.f., p. 14).

Para estos casos se recomienda usar las identidades de dngulo
multiple y de 4ngulo negativo que se muestran a continuacion:

sen(mx)cos(nx)= %[sen(m +n)x+sen(m— n)x] (1)

sen(mx)sen(nx) = %[cos(m +n)x+cos(m— n)x] 2)
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cos(mx)cos(nx)= %[cos(m +n)x+cos(m— n)x} 3
sen(—x) = —senx (4)
cos(—x)=cosx(5)
Ejercicio 1
f sen2xcos4x dx

Aplicando la identidad (1) en donde m=2y n=4
1 1
fseancos4x dx = JE [sen(2 + 4)x + sen(2 — 4)x] dx = ff senbx + sen(—2x) dx
Aplicando la identidad (4)

1 1[/ cos6bx cos2x
= EJ-(sen6x—sean)alx =_ ( T) n . )+ c

1 1
=- Ecos6x + Zcost +C

Ejercicio 2

f cos3xcosxdx
Aplicando la identidad (3) haciendo m=3 y n=1

1 1 cosbx cos2x
= Ef(sen6x—sen2x)dx == (_T) + T) +C

1
= 1 cosé6x + Zcost +C

“Caso 4. Integrales de la forma [tgnx dx, [cotgnx dx” (Villena,
s.f.,p. 17).

Igual que en los casos anteriores, para llevar estas integrales a una
forma donde pueda aplicarse el método de sustitucién o cambio de va-
riable, se recomienda usar las siguientes identidades:
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tg?x = sec’x —1 (1)
cotg’x = csc?x — 1 (2)
Ejercicio 1
f tg?xdx
Usando la identidad (1)

ftgzxdx = f(seczx —1Ddx=tgx—x+C

Ejercicio 2
fcotg3xdx = fcotgxcotgzx dx
= f cotgx(csc?x —1)dx = fcotgxcsczx dx — f cotgx dx

seau = cotgx, du = — csc’xdx
2

2
u
=— | udu —In|senx| + C = -5 —lIn|senx|+C = —

cotg“x

— In|senx|+ C
“Caso 5. Integrales de la forma [/tgmx secnx dx, [cotgmx cscnx dx”

a. Siel exponente n es par” (Villena, s.f. p. 18).
Ejercicio 1
f tg33x sec*3x dx

(Jiménez, 2008, p. 121).

Ya que la derivada de la 7gx es sec’x, se tratard de formar la pareja
para aplicar el método de sustitucién de variables.

J-tg33x sec*3x dx = ftg33x (1 + tg?3x)sec?3x dx
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= ftg33xsecz3x dx+f tg°3x sec?3x dx

seau = tg3x,du = 3sec?3x dx

Multiplicando y dividiendo para 3 ambas integrales para tener el
diferencial completo

1 1
= f§ tg33x (3)sec?3x dx + f§ tg53x (3)sec?3x dx

_1f 34 +1f 5 _1u4+1u6+c
T Bl B R

12+18

a. Siel exponente m es impar
Ejercicio 1
J- cotg3x csc3x dx = J’ cotg?x csc?x cotgx cscx dx

Usando la identidad
ctg?x = csc?x — 1

J- cotgix csc3x dx = J-(csczx — 1) csc?x ctgx cscx dx

= f csc*x cotgx cscx dx — f csc?x ctgx cscx dx

seau = cscx, du =—cscx cotgx dx
= J-u4du+fu2du— u5+u3 +C= csc5x+csc3x+c
5 3 5 3

Los casos aqui expuestos cubren una gran cantidad de integra-
les de combinaciones de funciones trigonométricas, sin embargo puede
haber otros casos en donde probablemente se puedan integrar aplican-
do alguno de los métodos ya vistos.



