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El poder de las matemdticas

El que domina las matematicas
piensa, razona, analiza y por ende
acta con logica en la vida cotidiana,
por tanto, domina al mundo.

ING. ARTURO SANTANA PINEDA






Prefacio

1 Colegio Nacional de Matemdticas es una institucion que, desde su fundacion, ha impartido cursos de

regularizacion en las areas de Matematicas, Fisica y Quimica, con resultados altamente satisfactorios.

Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda, decidié plasmar
y compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendido en todos estos afios y cuyo princi-
pio fundamental es que la persona que aprende matematicas, piensa, razona, analiza y por tanto actia con
logica.

A través de esta institucion y sus docentes, se ha logrado no solo resolver el problema de reprobacion
con el que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciacion sobre la materia, de tal forma, que se va
convencido de que es facil aprender matematicas y que puede incluso dedicarse a ellas. De ahi que jovenes
que han llegado con serios problemas en el area, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar
alguna carrera afin.

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institucion
para que conjuntamente escriban un libro que lejos de presunciones formales, muestre la parte practica que
requiere un estudiante al aprender matematicas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos
en el aula.

Enfoque

El libro tiene un enfoque 100% practico, por lo que la teoria que se trata es lo mas basica posible, solo se
abordan los conceptos basicos para que el estudiante comprenda y se ejercite en la aplicacion de la teoria
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor.

De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendra la referencia
para resolver los ejercicios que vienen al final de cada tema y poder asi reafirmar lo aprendido. Estamos
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin
embargo, la practica puede lograr que este razonamiento se dé mas rapido y sin tanta dificultad.

Estructura

El libro esta formado por trece capitulos, los cuales llevan un orden especifico que siempre toma en cuenta
que el estudio de las matematicas es un proceso en construccion, es decir, cada capitulo se liga con los cono-
cimientos adquiridos en los capitulos anteriores.

Cada capitulo estd estructurado con teoria, ejemplos y ejercicios propuestos. Los ejemplos son resueltos
paso a paso para que el lector comprenda el procedimiento y posteriormente resuelva los ejercicios corres-
pondientes. Las respuestas a los ejercicios se encuentran al final del libro, de tal forma que el estudiante
verifique si los resolvio correctamente y compruebe su aprendizaje. Ademas, en algunos capitulos aparece
una seccién de problemas de aplicacion, la cual tiene como objeto hacer una vinculacion con casos de la vida
cotidiana y asi mostrar la eficacia de aplicar los conocimientos adquiridos en cada tema.

Como recomendacién se propone que se resuelvan los ejercicios preliminares de aritmética, algebra,
geometria y trigonometria y geometria analitica que se encuentran al final del libro, para que el lector haga
un diagnoéstico de sus conocimientos en dichas areas, los cuales son fundamentales para iniciar el aprendi-
zaje del calculo. En caso de tener algun problema con dichos ejercicios se recomienda consultar los temas
correspondientes en los libros de aritmética y algebra, geometria y trigonometria y geometria analitica de la
serie CONAMAT.
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CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

En el primer capitulo se estudian las funciones, su valor, clasificacion grafica, sus propiedades, sus opera-
ciones, etc. En el segundo, el concepto de limite y su calculo, con esto se da paso para estudiar la continuidad
de una funcion en el tercer capitulo.

El cuarto capitulo trata la derivada, su definicidn, su interpretacion geométrica, sus reglas de derivacion,
etc. En el quinto capitulo se dan las aplicaciones de la derivada, maximos y minimos, ecuaciones de las rec-
tas tangente y normal, angulo entre dos curvas, punto de inflexion, problemas de optimizacién y razén de
cambio, aplicaciones a la economia y diferenciales.

El estudio del célculo integral comienza en el capitulo 6 con las propiedades de las sumas y la suma de
Reimann. En el capitulo 7 se estudia la forma de resolver integrales inmediatas (formulas de integracion,
cambio de variable, integracion completando el trinomio cuadrado perfecto); posteriormente, en el octavo
capitulo, se ven integrales de diferenciales trigonométricas (casos de potencias trigonométricas) y los méto-
dos de integracion (sustitucion trigonométrica, integracion por partes, fracciones parciales, sustitucion por
una nueva variable, integrales de diferenciales binomiales y transformaciones) en el noveno. En el capitulo
10 se contemplan las aplicaciones de la integral; area bajo la curva, entre dos curvas, voliumenes, longitud de
arco y aplicaciones de la integral.

En el capitulo 11 se introduce al estudiante a las ecuaciones diferenciales, con la intencion de mostrarle
una aplicacién del calculo y que con ello pueda iniciar un curso formal sobre el tema.

Por ultimo, se incluye el apéndice A que contempla tres capitulos complementarios que son: logaritmos,
progresiones y matrices, los cuales se adicionan puesto que se consideran en muchos planes de estudio.

VI
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RELACIONES Y FUNCIONES
HISTORICA
3
o
4
oz
- il a aparicion del andlisis infinitesimal fue
\ Ve —h . la culminacién de un largo proceso, cu-
““'ll- ya esencia matemdtica interna consistié
- — en la acumulacion y asimilacion teérica de

los elementos del calculo diferencial.

-

Para el desarrollo de este proceso se con-
taba con el dlgebra; las tcnicas de caleulo; infroduccion a las matemé-
ticas variables; el método de coordenadas; ideas infinitesimales cldsicas,
especialmente de Arquimedes; problemas de cuadraturas vy la bisqueda
de fangentes. las causas que motivaron este proceso fueron las exigen-
cias de la mecanica newtoniana y la astronomia.

la tltima efapa del desarrollo del andlisis infinitesimal fue el establecimiento
de la relacién e inversibilidad mutua entre las investigaciones diferenciales,
y a partir de aqui la formacion del céleulo diferencial.

El céleulo diferencial surgié casi simulidneamente en dos formas diferentes:
en la forma de teoria de fluxiones de Newton y baijo la forma del céleulo
de diferenciales de G. W. leibniz.

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716)
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Relacion

Regla de correspondencia entre los elementos de dos conjuntos.

Ejemplo

Relacion

Esta relacion se representa con el siguiente conjunto de pares ordenados

R = {(x;, ¥ (x5 ¥)s (g ¥, (X5, ¥5)s (X35 ¥3)s (X5 ¥) -}

Funcién

El concepto de funcion es uno de los méas importantes en el mundo de las matematicas. Las funciones no solo repre-
sentan formulas, o lugares geométricos, también se utilizan como modelos matematicos que resuelven problemas de
la vida real.
A continuacion se dan algunas definiciones de funcion:
© Es una regla de correspondencia que asocia a los elementos de dos conjuntos. La cual a cada elemento del
primer conjunto (dominio) le asocia un solo elemento del segundo conjunto (contradominio).
© Sean A y B dos conjuntos y f una regla que a cada x € A asigna un Gnico elemento f(x) del conjunto B, se
dice que f es una funcidon que va del conjunto A al B, y se representa de la siguiente forma: f: A — B, donde

al conjunto A se le llama dominio y al B contradominio, que también se representa por medio de un diagrama
de flechas:

© Una funcion es una coleccion de pares ordenados con la siguiente propiedad: Si (a, b) y (a, ¢) pertenecen a
una coleccion, entonces se cumple que b = c; es decir, en una funcion no puede haber dos pares con el mismo
primer elemento.
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m
—

Ejemplos

Relaciones y funciones

EMPLOS

1 ®#° Determina si los siguientes diagramas representan una funcion o una relacion:

®

1. A B 2.
2 4
3 > 9
4 > 16
5 > 25
3 A B 4. A B

Solucién

El primer y el tercer diagramas corresponden a una funcién ya que a cada elemento del conjunto A se le asigna un
solo elemento del conjunto B.

En el segundo diagrama al menos a un elemento del conjunto A se le asignan dos elementos del conjunto B, mien-
tras que en el cuarto diagrama el elemento 8 se asocia con tres elementos del conjunto B, por tanto, se concluye que
estos conjuntos representan una relacion.

Determina si los siguientes conjuntos de pares ordenados corresponden a una funcion o a una relacion:
A={(—2,4),3,9),4,16), (5,25}
B=1{(3,2).(,6),(5,7).(5,8)}
C=1{2,4).03,4,(5,4). 6,4}
M= {(2,4),(6,2),(7,3),(4,12), (2,6)}

Solucién

Los conjuntos A y C son funciones ya que el primer elemento de cada par ordenado no se repite. En el conjunto B
el 3 y el 5 aparecen dos veces como primer elemento del par ordenado mientras que en el conjunto M al 2 se le estan
asignando el 4 y el 6 como segundo elemento, por tanto, B'y M son relaciones.

Las funciones y relaciones pueden tener una representacion gréafica en el plano cartesiano. Para distinguir si se
trata de una funcioén o una relacion basta con trazar una recta paralela al eje “Y” sobre la grafica; si ésta interseca en
dos o mas puntos es una relacion, si s6lo interseca un punto sera una funcion.



1 CariTUlO

CALCULO DIFERENCIAL

3 ®¢° Determina i las siguientes graficas representan una relacion o una funcion.

1. Y 2.

Solucién

Se traza una recta vertical en ambas gréficas y se observa que en la primera interseca en dos puntos a la grafica, por
tanto, representa una relacion y en la segunda, la recta vertical interseca en un punto a la grafica, por consiguiente
representa una funcion.

L. Y 2. Y Recta vertical

pr I\ x

Recta vertical

EJERCICIO 1

Identifica si los siguientes conjuntos representan funciones o relaciones.

: 1. {(0,3),(2,3), (—1,3)...} 4. {(2,5), (N4 ,2),(3, —3)..}
2. {(=3,5),(3,5),(=3,2)...} 5. {(a, 2a), (—2a, 3a), (4a, a)...}
3.{(4,7), (=4, \3),(N2.5)...} 6. {(% 1),(2, —1),(1, %)}

Identifica qué representa cada grafica (funcion o relacion):

7. 8. 9. 10

e
T N

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 6 6 6 6 6 6 06000000 cococos

6
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Relaciones y funciones

Notacion

Una funcion se denota o escribe como y = f(x), donde:
x: variable independiente.
y: variable dependiente.

f: funcion, regla de asignacion o correspondencia.

Claosificacion

Las funciones se clasifican en: algebraicas y trascendentes

Algebraicas
Trigonométricas
Funcion Inversas trigonométricas
Trascendentes .
Exponenciales
Logaritmicas
Ejemplos
Algebraicas
J) =x7 —4x f) = x—4 y = |x]
y=3x2—5x—6 g =Yx+1 g =[x—2]—-1
Trascendentes
f(x) = cos x f(x) = e* s(t) = In(2t — 4)
f(x) = sen(x — %) y=e" +2 2(v) = log(x + 1)

Las funciones algebraicas y trascendentes pueden ser:

© Explicitas
Es cuando la funcidn esta en términos de una variable, por ejemplo:

y=x? fx) = x;:; y = sen 3x s(t) =e' y = log x
X
1
y=x'—1 g = xil f(x) = cos 5 x glx) =2+ J(x) = In(3x)

© Implicitas
Es cuando ambas variables forman parte de la ecuacion, por ejemplo:

x2—8y+16=0 xX34+y2=3x=0 senx +cosy =1 ed=x+3
Las funciones que se estudiaran en este libro siempre tomaran valores de niimeros reales tanto para la variable

independiente como para la dependiente.

Valor de una funcién

El valor real f(x) de una funcidn es aquel que toma y cuando se asigna a x un determinado valor real.

7
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[

EJEMPLOS
2 ] @ Obtén f(— 3) para f(x) = 3x2 — 5x — 2

Solucién

Ejempl

Para obtener f(—3) se sustituye x = —3 en la funcidn y se realizan las operaciones indicadas,
f(=3)=3(-3)>—-5-3)—2=27+15-2=40

Por tanto f(—3) = 40, es decir y = 40 cuando x = —3 o lo que es lo mismo, la curva pasa por el punto (—3, 40)
en el plano cartesiano.

2 ®0:5if(x) = 35x_—xl , encuentra f (%)

Solucién

. 3 . . .
Se sustituye x = 1 en la funcidn y se realizan las operaciones:

E T 0 A S S ) -2 43)-2
f(4)_ S_E _5_ —2—17,portanto,cuandox—4,]‘ 2= 17
4

AW —

3 ®eSi ()= /i —5,determina s(4), s(a + 5)

Solucioén
s(4) = J4 —5 =+/—1,la funcidn no estd definida para t = 4, /—1 no tiene solucion real

s(a+5)= 1/a—i—5—5=\/z
4 oo Sif(x) = sen (x—i—%) , determinaf(%)

Solucién

T
Se sustituye x = ER en f(x) y se utiliza la identidad sen (o + 3) = sen a cos 3 + sen B cos &

an T T T aa T a
f(—) = sen(—-i——) = sen— cos— + sen— cos—
3 3 4 3 4 4 3

_ (\EJ(&J{\EJ(I) i o

2 2 2 \2 4 4 4
5 ®¢: Determina w si f(x) = Jx
Solucién
Se obtiene que fla+b)y= Ja+b y fla) = Ja

Se sustituyen los valores obtenidos:

fla+b)—f@ Ja+b—a
b B b



CAPITULO ]

Relaciones y funciones

Un resultado equivalente se obtiene al racionalizar el numerador:

Jatb—a Jatb+Va (\/a+b)2—(x/5)2 - b - 1
b Jatb+Na — b(Ja+b+a)  b(Jatb+a)  Jatb+a

. fla+b)—fa) Ja+b—+a 1
Finalmente, el resultado de = =
b b Ja+b++a
X
6 @ y= , encuentra el valor de y cuando x = —2
x+2
Solucién
Al evaluar la funcién en x = —2, se obtiene:
=2 _ 2
YT 242 7 o
La funcion no esta definida parax = —2, ya que la division entre cero no esta determinada.
1 X
7 ®°°3i f(x) = x> — 1, demuestra quef(;) =— fiz)
Demostracion

1
Se sustituye — en la funcion:
X

3) - (1)2*1= L s i 0

X

Pero x2 — 1 = f(x)

Por tanto,f(i) == f(f)

X

EJERCICIO 2

.

Evalta las siguientes funciones:

1. Si f(x) = 2x> — 3, obtén f(—%) ,f(3), £(0)

e e e e e e e

: 2. Si f(x) = x2 — 5x + 6, determina f(a), f(a + b)
3. Si f(x) = 3x2 + 4x — 2, determina f(x + h), w
4. Si f(x) = 2l , determina f(l) , f(—l) ,fx + k) — f(x)
2x+1 3 2
5. Si f(x) = Jx* — 16 . determina f(5). (4). f(6). f3)
6. Si f(x) = x> — 3, determina f(x + h), w

2
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CALCULO DIFERENCIAL

e o 0000000000000 e e e e
e

1
. Sifx) = Tl determina

. Si f(x) = /1 —x, determina

fGx+b)— fx)
b

fx+h—fx

h
oo = 2 ina £(1), £(0), f(x + 5
9. Si f(x) = 12 , determina f(1), f(0), f(x + 5)
10. Si —732+£f§d i -1 (l)
: . Sif(x) = —3x 2 P etermina f(—1), f .
11. Si f(x) = x> — 3x, demuestra que f(3x) — f(x — 1) = 4(x — D2x + 1)
1+x 1
12. Si f(x) = —— , demuestra que f( ) = —f(x)
13. S L A— 9= —
. Sifx) = emuestra que f(—x f(x)
14. Si f(x) = tan x, demuestra que f(x) = f(x + 3m)
15. Si f(x) = cos 2x, demuestra que f(x-i—%) = —f(x)
o fGEn ) 1
16. Demuestra que para f(x) = /x—2, h = )
17. Sih(x) = Jx* —4 ,r(x) = x> +4 , demuestra que h(n +1) + r(n ,l) =2n
n n
N fm)—fm)  m-—n
18. Si f(s) = +1,demuestra que 1+[f(m)][f(n)] i
OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 06 60000000 soocoo o

Dominio, contradominio y rango de una funcién

Dada una funcion f: A — B, se dice que el conjunto A es el dominio (D ) y B el contradominio (C ) o codominio
de f. En términos del plano cartesiano, el dominio corresponde al conjunto formado por los valores p051bles para X

mientras que el contradominio corresponde a los valores posibles para Y.

e

Rango (R f)
Valores del contradominio para los cuales y = f(x), siendo f(x) la imagen de x.

D, Cs

10



CAPITULO ]

m
o

Ejemplos

EMPLOS

] o

3 e

4 @

Relaciones y funciones

®

(Cuél es el dominio de la funcion f(x) = 3x> — 5x — 6?

Solucién

La funcion es polinomial, x puede tomar cualquier valor, por tanto, el dominio son todos los nimeros reales, es decir
x € Rodicho de otra forma x € (—o, ©).

X
Determina el dominio de la funcion f(x) = 15

Solucién

La funcidn es racional y el denominador debe ser distinto de cero, ya que la division entre cero no esta definida, por
tanto, se busca el valor para el cual x + 5 = 0 obteniendo x = —5, entonces el dominio es: Df ={xeR | x#—=5}o0
bien x € (—%, —=5) U (=5, ®).

(Cudl es el dominio de la funcidn f(x) = m ?

Solucién

Al factorizar el denominador se obtiene: f(x) = el denominador se hace cero para

- x
(x—=6)(x+1)’

x=6 o x=—l,Df={xeR\x¢—l,x¢6} obien {x € (—», —1) U (-1, 6) U (6, ©)

Determina el dominio de la funcidon f(x) = /x—5

Solucién

El radicando debe ser mayor o igual a cero (ya que no hay valor real para raices cuadradas de nimeros negativos)
es decirx — 5 =0, de donde x = 5, por tanto Df = {x € R|x =5} obienx e [5,®)

Encuentra el dominio de la funcién f(x) = x> —16

Solucién

Se plantea la desigualdad x> — 16 = 0, al resolverla se obtiene que el dominio es el conjunto Df ={xeR|x=—4o0x=4}
obienx e (—o, —4] U [4, *)

Determina el dominio de la funcién f(x) = log(2x — 3)

Solucién

Para determinar el dominio de esta funcion se debe tomar en cuenta que log, N = a, para N > 0, por tanto, se plantea
la desigualdad y se resuelve:

3
2x—3>0 —- 2x>3 — x>§

3 3
Entonces, el dominio es el conjunto D= {x eR|x> 5} , obien, x € (5 00)

11
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6x+1
7 ®°°Encuentra el rango de la funcion f(x) = o

1+ 3x
Solucién
Se despeja x:

- Gxtl - y1+3x)=6x+1 — y+3xy=6x+1
1+3x
3xy—-6x=1—y - 3x(y—-2)=1—-y —> x= 1=y
3(y-2)

El denominador se hace cero cuando y = 2, por tanto el rango es el conjunto:

Rf: {y e R|y¢2} obien, y € (—%,2) U (2, »)

8 ®°° Determinacel rango de la funcion y = /9 — x*

Solucién

y = 0, porque la raiz es positiva o cero, se despeja x:
y=49-x" - y2=9-x2 5 x2=9-y2 5 x=,9—)°

Se plantea la desigualdad 9 — y2 = 0, al resolverla se obtiene que y e [—3, 3], pero y = 0, por tanto, el rango es el
conjunto Rf ={y e R|0=y=3},obien,y € [0, 3]

EJERCICIO 3
. Determina el dominio de las siguientes funciones:
. -3
: L fo)=x2—4 10. f00) = m
2. fx) =3x3 -2 11. f(x) = o
. x
. 3. flx) = 13 12. f(x) = Jx+1
410 =35 13. f(x) = Jx—6
5. fx) = xzil6 4. fx) = {J2—x
-3
6. f(x) = xf*Sx 15. f(0) = J12—3x
1
7. fx) = 2 _7x110 16. f(x) = {Jx* =25

8. f(x) = 2:; 17. f(0) = ¥ —5x—6
9. /) = =7 18, 00 = 36—+

12
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e o0 0000000000000 000

19. f(x) = /9 +x*

20. fo) = Yx—1
21, f(x) = 4x—>5
22. f(x) = ’; __12
23. f(x) = 3’6_ -
24. f(x) = 3x3x+8

Relaciones y funciones

x+4
25. f(x) = _x—3
1—x
26. f(x) = 3

27. f(x) = log(3x + 6)

28. f(x) = In(5 — 2x)

29. fx) = log(i)

30. f(x) = log(3 + 2x — x?)

Determina el rango de las siguientes funciones:

31 f(x) =x2+ 1

37y = x> +1

32. fx) =x2—4 38.y=—2—x
33. f(x) =9 — x? 39. y = J4—x°
, 1
34, f(x) =3x —x 40. y = 21
35 _10x—1 Al v = x—1
SO =375, T x+3
36, flo) = 22 42.y =[x -4
W= A
gVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 0 6 0 600600000 c0coscsos
Algunos tipos de funciones
Funcion constante
f(x) = kcon k € R representa una recta paralela al eje “X” sobre k.
Dominio: Df = R obien x € (—%, ) Rango: Rf = {k}
Y4
k fx)=k
X

13
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Ejemplo
Obtén la grafica de f(x) = 4
Solucién

Se traza una recta paralela al eje X sobre y = 4

Df =R Rf = {4}
YA
fix)=4
%

Funcion lineal

Esta funcion tiene la forma f(x) = mx + by representa una recta en el plano cartesiano, en donde m es la pendiente

y b la ordenada al origen.
Dominio: Df = R obien x € (—o%, ®), Rango: Rf =R obien y € (—o%, ®)

YA Y 4

m>0 m< 0

/1 ] '

Para graficar una funcion lineal se lleva a cabo lo siguiente:

v

v

L. Se localiza la ordenada al origen, es decir, el punto (0, b).
II. A partir de este punto, se localiza otro, tomando la pendiente como el incremento o decremento vertical sobre
el incremento horizontal.

14
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Relaciones y funciones

EAEMPLOS °
_g_ 1 ®#° Grafica la funcion y = %x +4

§

L Solucién

La pendiente y la ordenada al origen de la funcion:

2,
y—3x

2 incremento vertical

3 incremento horizontal ’ b = 4, representa el punto (0, 4)

Gréfica de la funcidon

4
2 ®¢° Traz 1a grifica de la funcion y = — Sxt2

Solucién

La pendiente y la ordenada al origen de la funcion:

IS
y= 5 X
i _ ;4 —4 decremento vertical b=2 ta el 0 (0.2
"= 5 5 =~ 5 incremento horizontal ’ = 2, representa el punto (0, 2)
Gréfica de la funcidon
Ya
+ 5
—
©,2)
1 l l l l 1 4

A

15
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Funcion identidad
Es la funcion lineal f(x) = mx + b,conm = 1y b = 0, es decir: f(x) = x
Dominio: Df = R obien x € (—%, ) Rango: Rf =R obien y € (—, ®)

Y 4

45°

Funciéon cuadrdtica

Es de la forma f(x) = ax? + bx + c y representa una paribola concava hacia arriba o hacia abajo

Sia>0 Sia<0
YA YA
K V(h, k)

kij------- N V(h) k) >
h X X
V(h, k): son las coordenadas del vértice.
Dominio: Df = R obien x € (—%, x) Dominio: Df = R obien x € (—%, ®)
— 2 2
Rango:y € u,oo Rango: y e —m,u
4a 4a
Para obtener las coordenadas (4, k) del vértice se aplican las siguientes formulas:
Lo b dacd’
T 2a°7 T 4a
Ejemplo
Obtén el dominio, rango y la gréfica de la funcion f(x) = x> — 4x + 5.
Solucién
Se identifican los valores de los coeficientes de cada término: a = 1,b = —4yc =15

a > 0, la parabola es concava hacia arriba
Se calculan los valores de h y k:

P ) I el S (C) el GV B

2a 2(1) T 4a 4(1)

1

16
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Relaciones y funciones

El vértice es el punto V(2, 1) y el dominio y rango son:

Df = R obien x € (—%, x)

4ac —b*
e |22~
4a

,00) =[1,%)

Para graficar, se tabula y se asignan valores de x menores y mayores que 2

f@)=x"-4x+5

La funcién flx) = x”
Con “n” entero positivo tiene como: Dominio x € (—, ®) es decir el conjunto de los reales R y Rango:

yel[0,%) sinespar
y e (—%, %) sinesimpar

EAEMPLOS .
—g_ 1 q" Obtén la grafica de las funciones f(x) = x> y g(x) = x*
E /R

i.% Solucién

Se tabula con valores arbitrarios de x:

Al graficar se obtiene:

g = x4 — 1 0 1 — g =x*
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2 @ Opiénla grafica de las funciones f(x) = x3y g(x) = x°

Solucion
Se tabula para valores arbitrarios de x:
YA
fo)=x
f(x) = x3 -8 -1 0 1 8
Y 4
m o
243 243 — —
=5 =E& _ &8 ——t—t ——t—>
gx) = x 2 1 0 1 32 | X

Funciéon racional

Se expresa como el cociente de dos funciones polinomiales.

F(x) — ix)

00x)° con Q(x)#0

Definicién de asintota

Si la distancia d entre una recta o curva Ly el punto movil Q (x, y) de la funcion tiende a cero, entonces la recta o curva
recibe el nombre de asintota.

Existen tres tipos de asintotas: verticales, horizontales y oblicuas.

Cuando la grafica de la funcidn f(x) se acerca a la curva o recta L(x) y la distancia d entre un punto de f(x) y la
curva o recta L(x) tiende a cero (es decir la grafica no toca a L(x)), entonces L(x) recibe el nombre de asintota.
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Relaciones y funciones

Ejemplos
Asintota vertical ) .
Y 4 Asintota vertical ! Asintota oblicua
' y=mx+b
Asintota !
horizontal .
y = fix)
0 E X : X
x=a x=a
Asintota vertical
YA\ ¥
Sy =)
Asintota "% ('1 0, y)
oblicua ! R
En este capitulo solo se estudiaran las asintotas horizontales y verticales.
© Asintotas verticales
. Px) . . . o
Una funcion de la forma F(x) = @ , tiene asintotas verticales si existen valores x|, x,, x5, ... , X, tal que se
cumple lo siguiente:
Q) =0(x,)=..=0kx)=0
© Asintotas horizontales )
Se despeja la variable independiente x, si se obtiene una funcion de la forma G(y) = Ty) , tal que para los

valores de y|, y,, ¥3, ..., ¥, s€ cumpla que:

Syp=8(,)=...=8(,)=0

19



1 CariTUlO

CALCULO DIFERENCIAL

EJEMPLOS .
_é_ 1 ®*:0Obiénla gréfica de la funcion f(x) = i
= Solucién

El dominio de la funcidn esta dado por el conjunto Df = {x € R| x#0}, teniendo una asintota en x = 0, es decir el
eje vertical del plano.

1
Al despejar x se obtiene x = ;

De la cual se deduce que el rango esti dado por Rf = {y € R|y#0} y su asintota horizontal es y = 0, es decir
el eje horizontal del plano.
Si tabulas para valores de x diferentes de cero obtienes:

1 1
x -3 -2 -1 -3 -z 0 3 3 2 3
1 1 no 1 1
fg =3 =5 1 =2 ¥ 4 @ 2 ' 5 3

Se grafican las asintotas y se localizan los puntos en el plano, se unen y se observa como la curva se acerca a las
asintotas sin tocarlas, haciendo la distancia entre la curva y las rectas cada vez mas pequena.

YA

2x—3
x+2

2 ®°° Determinacel dominio, el rango y la grafica de la funcion y =
Solucién
El denominador debe ser diferente de cero,
x +2#0, entonces x# —2
Por tanto, el dominio esta dado por:
Df ={xeR|x#-2} 0 x € (—», —=2) U (—2,%) y la asintota vertical es x = —2
Al despejar x se obtiene el rango y la asintota horizontal:

2x—3
x+2°

2y+3
y= entonces x=ﬂ donde 2 —y#0 — y#2

Por tanto, el Rf = {y € R|y+#2} ylaasintota horizontal es y = 2

20
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Relaciones y funciones

Grifica: Se trazan las asintotas y mediante una tabulacion se obtienen los pares ordenados, los cuales forman la si-
guiente curva:

AY

Funcién raiz cuadrada

La funci6n esta dada por: f(x) = /g(x),con g(x) =0

EJEMPLOS .
_8_ 1 ®2°0Obienla gréafica de la funcion f(x) = [x +2

£

= Solucion

Para determinar el dominio se resuelve la desigualdad: x + 2 = 0 donde x = —2, entonces el dominio es el conjunto:
{xeR|x=-2}ox e [-2,%)
El rango se obtiene despejando x

y= Jx+2 - y2=x+2 - x=y2-2

La funcidn es una raiz positiva, o cero, es decir y € [0, ) y el despeje da como resultado una expresion polinomial
donde y € R, por tanto el rango esta definido paray € [0, ©)
Al tabular dando algunos valores en el intervalo x € [—2, =) se obtiene:

f0 0 1 N2 N3 2 5 Jo 7

La grafica que se obtiene es:
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2 ®°° Determina la grifica de la funcion: f(x) = /x> —x —2

Solucién

Para obtener el dominio se resuelve la desigualdad x> — x — 2 = 0, obteniendo que

x e (=, —1]U[2,%)
1+,/4y*+9

Al despejar x se obtiene, x = )

es:y € (=%, %) N[0, %) = [0, )

donde y € (—%, %), f(x) es una raiz positiva, o cero, por tanto el rango

YA

f(x)=1/x2—x—2

-1 2 X

x—1
(1] i i¢ =
3 Grafica la funcion y 1

Solucién

x—1
Para obtener el dominio se resuelve la desigualdad 11 = 0, obteniendo que:

x e (—», —1) U [1, )
Al despejar x para obtener el rango:

_x ,_ X1 2x + 1) = 1 2 42 = 1
Y= T+ y'=13 T Yyt bh=x - yxty =x
yax—x=—-1—-y?
R B
_1_y2
x:ﬁ,dondeyiil.

La funcion es una raiz positiva, por tanto, y € [0, ), entonces el rango corresponde a:
y e [0,1)U (1, %)

La funcion tiene una asintota vertical en x = —1 y dos horizontales en y = —1, y = 1, al graficar se obtiene:

x—1

Nota: Observe que graficamente y = —1 no es asintota.

22
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Relaciones y funciones

Funcion valor absoluto

La funcion es f(x) = |g(x)|, donde x D,y fx)=0.

EJEMPLOS .
]
TE,_ 1 ®¢° Obien 1a grafica de f(x) = |x + 3.
) s
i Solucion i am0
Se parte de la definicion de valor absoluto, en la que |a| = —a si a=0%¢ obtienen las siguientes igualdades:
y=x+ 3,y = —x — 3, las cuales son dos rectas donde el dominio son los nimeros reales y el rango estd dado
pory € [0, ®)
La gréfica que se obtiene es:
Y A

2
2 @2 Obyén la grafica de f(x) = H
Solucién

2
Py esta definido para x # 0, por tanto el dominio es el conjunto Df = {x € R|x#0} o bien
x € (=%,0) U (0, )
Para el rango se despeja x de las igualdades que se obtienen al aplicar la definicion de valor absoluto.

=2 L= 2 dondey+0 — =2 Lx=-2 dondey+0
yfx—>xfy,0ney , y=-,ox= y,oney

También se toma el hecho de que f(x) > 0, ya que
obieny e (0, ).
La asintota horizontal es y = 0, mientras que la vertical es la recta x = 0.

;‘ > (), por tanto el rango es el conjunto Rf ={yeR|y>0}

Luego la grafica que se obtiene es:

YA

23
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3 @2 Obién la grafica de f(x) = |x2 — 4|.

Solucién

y = x2 — 4 es una funci6n cuadratica con dominio x € Ry rango y € [—4, ), teniendo como grafica:

Y4

f(x) =0, luego el rango de la funcion es: y € [0, ), por tanto, al hacer positiva la parte donde x> — 4 es negativa
se obtiene la siguiente grafica:

YA

v

4 Qo . L. L. _ x—1
Obtén el dominio, el rango y la gréfica de f(x) 12
Solucion
Dominio: Paray = _: PRE # —2, por tanto el dominio de la funcion esta dado por:
X
xe (=%, =2)U(-2,%)
1-2
Rango: f(x) > 0, por tanto, el rango esté dado por y € [0, ], pero al despejar “x” se obtiene x = —— L entonces

y# 1, portantoy € [0, 1) U (1, %)
Grifica 1

24
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Relaciones y funciones

En la grafica 1 se muestran los intervalos que se analizaran para construir la grafica que se propone.
i) Enelintervalo (—o, —2) lasrectasy = x — 1,y = x + 2, toman valores negativos, es decir

R e
&= 50T Sava ~ x+2

La porcion de gréfica en el intervalo (—%, —2) es:

ii) Enel intervalo (=2, 1]
y = x — 1 toma valores negativos
y = x + 2 los toma positivos

es decir:
-1 —x-1)  1-x

X
x+2|  +(x+2)  x+2

La porcion de grafica es:

iii) En el intervalo [—1, )
y=x—1y=x+2

toma valores positivos es decir

) = |j:_l| =D x—1d

|x+2]  +(x+2)  x+2

25
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Tiene la misma grafica que en el caso 1)
La porcion de gréfica es:

YA

Finalmente, la grafica es la unién de las porciones de grafica en cada intervalo.

Nota: En la gréfica aparece un huecoeny = 1 yaque el rangoesy € [0, 1) U (1, )

Funcion mayor entero

Tiene la forma: f(x) = [x] con la propiedad de que [x] = nparatodon =x <n + 1,conn € Z.

EJEMPLOS .
2/ 1 @ Opién la grifica de: f(x) = [x]

5 Dominio: D, = {x |x e R}

ol

Rango: Rf ={lyez}
Se toma un subconjunto del dominio por ejemplo x € [—2, 3] se tiene que:

-2 si 2=x<-1
-1 si —1=x<0

si 0=x<1

fO=01=9 § 1=x<2
2 si 2=x<3

3 si 3=x<4

26
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Relaciones y funciones

Grafica:

También recibe el nombre de funcion escalon.

2 @0 Traza1a grafica de f(x) = [%x]

Solucién

El dominio y el rango de la funcion se definen:
D,={x|xeRy yR=1{|yez

Se elige el subconjunto del dominio x € [—2, 2] entonces:

Longitud del escalén f(x)

—2S%X<—1 —3Sx<—% =2
—1£%x<0 —%Sx<0 =1
0£%x<1 Osx<% 0
1S%x<2 %$x<3 1
Y
T2
I e—o0
~3-2 -1 |01'V2' 3 X
-1
&—oO T-2
1-3
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EJERCICIO 4

Obtén la gréfica de las siguientes funciones:

1. fx) = 4 22,y = 16 —x’

2. fx) = —% 23, fx) = ¥ +x—12
3. f0) = 24, f(x) = J4x* =9

900 — 100>
4. f(x) =3x+5 25.f0) = "
5 )= x—1 %. ) = [—
J) = Sx =0
6. ()= —> x+2 27 -
VORI =0
x+4
7. f(x) =x2—4x +3 28. f(x) =
x—3
8. f(x) = —2x2 + 12x — 13 29. f(x) = —
: ’ x+2
9. f(x) = 4 — x? 30. f(x) = |x|
10. y = 3 31. f(x) = |x — 2|
X
11. f(x) = —i 32. f(x) = |x + 4]
12, fx) = — 33 f(x) = [x* — 1]
’ x—=2 '
13.y= 22 34, f(x) = |x2 — 4x + 3
2 A Cf@) = x X |
_xt2 _ 2
14 fo) = 3 35. flx) = |2 — x7
5 X +5x+6 36 R
S0 = SO =5
6. ) = 3. 109 = [
16. f(x) R y— T f0) =137
X2 38 _[x+3
17.f0) = 75 SO = 1T
18. f(x) = J—x 39. f(x) = i:’
19.y= Jx—4 40. f(x) = %x]
20. y=—9—x 41. f(x) = —gx]

21,y = /x> —36

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 6 6 6 6 6 6 6600000 csoocosos
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Relaciones y funciones

Funcidn caracteristica

Son funciones que estan seccionadas por intervalos y en cada intervalo se presenta una funcion distinta. Para graficarla
basta con dibujar la grafica de cada una de las funciones en el intervalo dado.

Ejemplo
Obtén la gréfica de:
¥ =1 si —2=x<2
fx) =143 si 2<x<4
3x—9 si x=4

Solucién
Se tabula cada una de las funciones en el intervalo dado, se localizan los puntos y se grafican, observa que hay puntos

que no estan incluidos, para esos valores se coloca un circulo abierto.

YA h

EJERCICIO 5

Obtén la gréfica de las siguientes funciones:

L si 0=x<2 —x si x<2
f = x+4 si 2=x=4 5. )= 2 si x=2
1 si x=3 si x<-2
2. fx) = {0 si x<—3 6. fx)= )2C -—i’-_ll si —2><2x<2
x six
_ =X si x<0 _ x—4| { a si a=0
3. fo) = {xz G =0 7. f) = T, Recuerda quelal =1_, ¢ a<o0

2—x si x<-—1
4. fx) = 13 si —1<x<?2
x+1 si x=2

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 0 6 0 600600000 cocoscsos
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Gréfica de una funcién a partir de ofra conocida

Algunas funciones se grafican a partir de que se conoce la grafica de otra, a través de desplazamientos, alargamientos
o reflexiones de esta Gltima.

Desplazamientos
Sea f(x) una funcion, ¢ >0y b > 0, si:

a) y = f(x) + ¢ entonces se desplaza la grafica de f(x), c unidades hacia arriba.

b) y = f(x) — ¢ entonces se desplaza la grafica de f(x), c unidades hacia abajo.

¢) y = f(x + ¢) entonces se desplaza la grafica de f(x), c unidades hacia la izquierda.

d) y = f(x — ¢) entonces se desplaza la grafica de f(x), ¢ unidades a la derecha.

e) y = f(x + ¢) + b entonces se desplaza la grafica de f(x), ¢ unidades hacia la izquierda y b unidades hacia arriba.
f) y= f(x + ¢) — b entonces se desplaza la grafica de f(x), c unidades hacia la izquierda y b unidades hacia abajo.
g) v = f(x — ¢) + b entonces se desplaza la grafica de f(x), c unidades hacia la derecha y b unidades hacia arriba.
h) y = f(x — ¢) — b entonces se desplaza la gréafica de f(x), c unidades hacia la derecha y b unidades hacia abajo.

YA Y YA
a ¢ {
a ta
|
> X | #X ;X
Sfx) flx)—c fx) +c
Ya YA YA

" '
t t
f——

(4 c c

flx—c) fix+c¢) flx—c)+b

A 4
9\ 4
B

Alargamientos

Sea f(x) una funcion, ¢ > 1, si:

a) y = cf(x), se alarga verticalmente la grafica de f(x), ¢ veces.
1 . : , 1
b) y= - f(x), se comprime verticalmente la grafica de f(x), en —
c
¢) y = f(cx), se comprime horizontalmente la grafica de f(x), ¢ veces.

1 1
dyy=f (f x) , se alarga horizontalmente la grafica de f(x), en —
c c
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Reflexiones verticales y horizontales
Sea f(x) una funcion si:

1. y = —f(x), se refleja la grafica de f(x) con respecto al eje X.
2. y = f(—x), se refleja la grafica de f(x) con respecto al eje Y.

Y 4 Y A

v

| L i
y=cf(x) y=;f(x) y=-cf®)

Se tomaran como base las siguientes funciones para graficar otras de la misma forma:

Ya YA Ya

fo=x? T fo=x t f@=Ax

F + + + + +—p v >
X X — X

f(x)=1 fx)=1x1

X
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EMPLOS

®

1 ®#° Con base en la funcion £(x) = x2, obtén la grificade: y = x2 + 2,y = x2 — 2,

1
y=@—2%y=(x+2?%y=2%y= §x2,y: —x2y=x2—-2x—-3

Solucién

X

Se desplaza f(x) = X? dos unidades
hacia la derecha

. 2 .
Se cumprzmef(x) = X" a la mitad
verticalmente

Se desplaza la gra’ficaf(x) = XZ
dos unidades hacia arriba

y=(+2)

YA

X

Se desplaza f(x) = x? dos unidades
hacia la izquierda

Se refleja f(x) = xz con respecto al
eje X

32

Se desplaza la grdfica f(x) = xz
dos unidades hacia abajo

X

2 .
Se alarga fix) = X" verticalmente
dos veces

y=x’-2x-3=@x-1¥-4

Se desplaza f(x) = x2 hacia la derecha
una unidad y baja cuatro unidades
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Relaciones y funciones

2 ®¢° Determina la graficadey = /x —3 + 2, a partir de la graficade y = Jx.

Solucién

La graficade y = Jx es:

v

Para obtener la graficade y = Jx —3 + 2, se toma la graficade y = Jx , ésta se desplaza 3 unidades a la derecha
y 2 unidades hacia arriba

Y 4

v

EJERCICIO 6

Utiliza desplazamientos, alargamientos o reflexiones para obtener la gréfica de las siguientes funciones:

e e 0000000 e e

lLLy=x2—4 .y=@—1»3+2
2.y=(x+3)? 9.y=%x3—2

3.y=1-x? 10.y=\/m+2
4. y=x>—6x+ 10 1.y=Jx—3-2
5.y=3x2+4+ 12x+ 11 12.y=*\/m

6.y=—x3 13.y=[x—-3]-2
7.y=x>+1 14.y=3—|x+ 4|

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « o « o s s o o oo s e oo sseaaseonsens
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Funciones creciente y decreciente

Una funcion es creciente en un intervalo I, si para cualquier x|, x, € 1,
fx)) < f(x,) donde x, <x,

Una funcion es decreciente en un intervalo I, si para cualquier x,, x, € 1,

f(x)) > f(x,) donde x, <x,

Ejemplos
Las graficas de las funciones f(x) = x?y g(x) = x> son:

Y A YA

3

"

La funcién f(x) = x2, es decreciente en el intervalo de (—c©, 0) y creciente en el intervalo (0, «©), mientras que g (x) = x>
es creciente para toda x de su dominio.

EJERCICIO 7
Con las funciones conocidas determina el intervalo donde crecen o decrecen:

1. fx) = Jx 6. f(x) = — Jx + 3

.
.
.
.
.
.

2. flx) = x* 7. f(x) =9 — x2
3. f(x) = x 8. f(x) =|x—3|-2
4. f(x) = || 9. f0) = O -2
5.f0 = Jx—2 10. f(x) = 6
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « o « « s s o o o s s e s sseoascancens

Funciones inyectiva, suprayectiva y biyectiva

Funcion inyectiva {uno a uno)

Six;,x, € Df y X, # X,, f es una funcion inyectiva si y solo si f(x,) # f(x,), o dicho de otra forma, f(x) # f(x,) si
y solo six; # x,.

Se determina si la funcion es inyectiva al trazar una recta paralela al eje X sobre la grafica y si toca un solo pun-
to es inyectiva. También se puede decir que una funcidn inyectiva es aquella que siempre es creciente o siempre

decreciente.
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EJEMPLOS
2 e
£
8.
L

Relaciones y funciones

[

Determina si la funcion f(x) = x3 + 1, es inyectiva.

Solucién

Sean x| # x,, se tiene que (xl)3 +1# (xz)3 + 1, ya que no hay nimeros distintos cuyos cubos sean iguales, con este
resultado podemos afirmar que la funcion es inyectiva; por otro lado, si se observa que la gréafica es creciente, por
tanto, es inyectiva. Otra forma de saber si la funcidn es inyectiva es trazar cualquier recta paralela al eje X, y ésta
debe tocar un solo punto de la grafica.

Y
fo=x+1
X
Determina si la funcién f(x) = 2x — x? es inyectiva.
Solucién
No es inyectiva, ya que para x, = —1 y x, = 3 se obtiene que f(x;) = f(x,) = —3, lo que contradice la definicion.

Luego, si se traza una recta paralela al eje X, se observa que ésta toca dos puntos de la grafica; por otro lado, no es una
funcidn que sea creciente ni decreciente siempre.

YA

T fx)=2x-x
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Funcién suprayectiva

Una funcidn f: A — B es suprayectiva o sobreyectiva si para cada b € B existe a € A tal que f(a) = b; es decir, para
todo elemento de B siempre hay uno de A al cual fue asignado.

Otra forma de reconocer una funcion suprayectiva es si su contradominio es igual a su rango. Al menos que se
indique lo contrario el contradominio de las funciones dadas seran los nimeros reales.

EJEMPLOS ¢

(7]
o
_g_ 1 ®#° Determina si la funcion £(x) = x2 + 1 es suprayectiva.
]

Solucién

i)
El contradominio de la funcidn es el intervalo (—, %) y su rango el intervalo [1, ), por tanto, la funcidn no es

suprayectiva.

2 ®9° Determina si la funcion f(x) = x3 + 1 es suprayectiva

Solucién

El contradominio de la funcidn es el intervalo (—%, ©) y su rango el intervalo (—, %), por tanto, la funcién es

suprayectiva.

fx)y=x+1
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Funcién biyectiva

Una funcion “f” es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

EJEMPLOS °

[

2
o
£
o

L

1 ®#° Determina si la funcion f(x) = 3x + 1 es biyectiva.

Solucién

Es una funcion siempre creciente, por tanto, es inyectiva. El contradominio de la funcion es (—2, ) y su rango (—, %)
entonces es suprayectiva.
La funcion es inyectiva y suprayectiva, por tanto, es biyectiva.

YA

\ 4

2 ®¢° Determina si la funcion f(x) = /1 —x es biyectiva.

Solucién

Grafica

f(x)=d]—x 1

Si al trazar una recta paralela al eje X interseca a la curva en un punto es inyectiva; no es suprayectiva, ya que su contra-
dominio son los reales y su rango es el intervalo [0, ). Es inyectiva pero no suprayectiva, entonces no es biyectiva.

3 ®¢° Determina i la funcion f: (—o, 11— [0, «), tal que f(x) = /1 —x es biyectiva.

Solucién

La grafica es la misma de la funcion del ejemplo anterior, por tanto, la funcidn es inyectiva.

En este caso se especifica el contradominio como el intervalo [0, ) el cual es igual al rango, entonces, es su-
prayectiva.

Es inyectiva y suprayectiva, por consiguiente, es biyectiva.
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Solucién

fx) =x° \ 1

4 ®°° Determina si la funcion f: (=, 0] — [0, =), tal que f(x) = x2 es biyectiva.

De la grifica se observa que la funcidn es inyectiva, ya que la recta horizontal s6lo toca un punto.
Por otro lado, el contradominio es el intervalo [0, ) el cual es igual al rango, por tanto, es suprayectiva.
Por @ltimo, es inyectiva y suprayectiva, por consiguiente, es biyectiva.

YA

EJERCICIO 8

e e 0000 00

1. f(x) = x
2. fx) =3
3. f(x) = x?
4. f(x) = x3

5. f(x) = x2,x € [0, )

Indica cudl de las siguientes funciones es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva

6. f(x) =x2 — Tx + 10

7. f(x) =2x — 3

8. fx) = \Jx—3

9. fiR—[—1, ), tal que f(x) = x> — 1
10. £: [0, %) — [0, ), tal que f(x) = |x|

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 06 6 6 6 006000000 csoocss

Operaciones con funciones

Sean f'y g dos funciones con dominios Df yD, respectivamente
© f(x) + g(x) = (f + g)x), con dominio: D; N D,

© f(x) = g(x) = (f = )(x), con dominio: D, N D,

© f(x) - g(x) = (f - )(x), con dominio: D, N D,

f(x) bi .
(-] @ = (EJ (x), con dominio: {x € D, N D, | g(x) # 0}
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EU.’IEMPLOS °
_g_ 1 @9 Sean las funciones fX)=x>2—Tx+10,ygx)=x—35
£

-:7’- Determina

a) f(x) + g(x)
b) f(x) — g(x)
o) f(x) - g)
Sfx)
g(x)

Solucién

Se obtienen los dominios de f'y g para efectuar las operaciones.
Dy (=%,%9), D, : (=%, %)

a) f(x)+gx)=@2=Tx+10) + (x — 5)
=x2—6x+ S.con D, N D, = (=%, %)
b) fx) —gx) = x> —Tx+10) — (x — 5)
=x2—8x+ 15,con D, N D, = (=, %)
) f(x) g(x)=@x%—"Tx+ 10)(x — 5)
=x3 —7x%+ 10x — 5x% + 35x — 50
= x3 — 12x2 + 45x — 50, con DN D, = (=%, )
f) X =Tx+10 _(x=5)(x—2)

D g(x) x—5 x—5 =x—200n,{xeDmeg‘x¢5}
2 ®0° Sean las funciones fx) = 9 —x y g(x) = x determina: f(x) + g(x), f(x) — g(x), f(x) - gx) y %
Solucién

Se obtienen los dominios de las funciones: Df: [—3,3], Dg: (—o0, ) y se realizan las operaciones.
_ _ 2 L o _ i

f) + g(x) = 9 —x" + x, con dominio: D, N D, = [—3, 3] N (=%, %) = [~3,3]

f(x) — g(®) = \J9 —x" — x, con dominio: D, ND,= [—3,3] N (=%, %) =[-3,3]

fx) - g(x) = 9 —x" -x=x49—x", con dominio: D, N D, =[-3,3] N (=%,%) =[~3,3]

S 9 —x?

2(x) = , con dominio: {x € [—3, 3]|x¢0} obienx € [—3,0) N (0, 3]

3 @e Sean f = {(2,3),(3, —1), (4, =5), (5, =9}y g = {(1,2),(2,5), (3, 8), (7, 10)}, determina f + g

Solucién
Los dominios son Df ={2,3,4,5}y Dg = {1, 2, 3, 7}, entonces Df = {2, 3}, para calcular f(x) + g(x) se susti-
tuyen los valores del dominio de la suma.
f2)+g2)=3+5=8
f3 +gB)=—-1+8=17

Por tanto, f(x) + gx) = {(2,8), 3, )}
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EJERCICIO 9

Para las siguientes funciones determina:

fx) + g, f(x) — g(x), f(x) - gx) y S
’ ’ g(x)

1. f(x) =5, g(x) = =2
2. fx) =2x—5,gx) =2x + 5

3. fx) =x2—4x—5,gx) =x>+3x+2

2x—1 x+2
4 fo) = =5 g =

5.f(0) = Jx—3,gx) = Jx+4
6. f0) =x+ Jx,g) = Jx

7. f(x) = sen® x, g(x) = cos?

X
8. f={(—1,2),(0,3),(1,4),(3,6), (5,7}, g ={(—3,6), (—2,8),(—1, 10), (2, 12), (3, 14), (5, 16), (6, 18)}

9. f=H(=2,-5),(-1,-3),0, -1, (1, 1),(2,3)}, g = {(=5,8), (=4, 7), (=3, 6), (=2, 5),(—1,4), (0, 3)}

a2 X) o LN LN | Gy P 1
10. f = {( 2, 2),( 1, 1),(1,1),(2,2),(3,3)},g {( 1,2),(1,0),(2,2)}

Dadas las funciones:

fO)=x+3,gx)=x2+5x+6,r(x) =x+2,5(x) =x2—3x— 10

Determina:
11. f(x) + r(x) 16. g(x) — s(x)
12. f(x) — s(x) 17. f(x) - r(x)
S
13. g(x) - s(x) 18. )
8 8
14. () 19. )
s(x) 8(x) | s(x)
-7 o 4 2
B B TEES
Dadas las funciones:
_ X _1 _1=x o
fx) = P 8 = . y h(x) = 3_x,determma.
21. f(x) + g(x) 24. f(x) — h(x)
pAC)) :
22. 2(%) 25. g(x) - h(x)
S
23. f(x) - g(x) 26. 2(0) + h(x)
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: 27@—() 32. f(x) - h(x) — g(x)
: o) g(x Cfx Xx) — g(x
: h2)= £(1) F@+hx)
) B e
1
29. f(x + 1) - M+ 34, —g(x)+h(x)
1
30. h(x) — g(x) 35. 1—hx)
hx) g
L) fx)
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ 6 6 6 6 6 6 0 60060000 cocoscos
(=) P

Funcién composicién (Funcién de funciones)

Sean f'y g funciones cualesquiera que definen una nueva funcidn, la cual recibe el nombre de funcion composicion
de f con gy se denota con:

(fe8)x) = f(g(x)

y es la funcion cuyo dominio son los elementos del dominio de g, tal que g(x) pertenece al dominio de f; es decir,
Dfog: {x]xe Dgyg(x) € Df}

fog
® g > @ f > @
A B C
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E‘JEMPLOS .
_é_ ] ( L Sif={(1,2),3,4),(5,6),7,8)}y g={3, 1), (—1,3),(—5,5), (=9, 2)}, determina f ° g.
-:—J’- Solucién

Se determinan los pares ordenados de la funcion g, de tal manera que el segundo término sea el primer término de los
pares ordenados de la funcion f. Los primeros términos, de cada par ordenado encontrado, forman el dominio de la
funcién composicion.

Los pares ordenados de g que cumplen con la condicion son:

3, 1),(=1,3),(=5,95)
Por tanto, el dominio de la funcion composicion es:

D

ot 45, —1.3}

El dominio se evalta de la siguiente manera:
Por definicion f o g = f(g(x)), entonces el conjunto solucidon son todas las parejas ordenadas de la forma:

(x, f(g(x0)))
f(g(=5)=f5) =6
flg(=1))=fB) =4
fg@3) = f1) =2
Finalmente el conjunto es:

feg=A{(-5,0),(-1,4).(3,2)}

2 ( 1 1 opgrgof fof go = = L
Determina f o g; g o f; f o f; g°g, para f(x) = x + 3, g(x) .

x—1
X X x+3(x—1) 4x—3
f°g=f(g(x))=f(x_1] e T A e
x+3 x+3

gof=g(f(x) =gx+3)= G a2

Jof=ff)=fx+3)=x+3)+3=x+6

X X

x—1 x—1 x(x—1)

X
g°g=g(g(X))=g(x_1] T Tx . Tx—G-D oae-n Y
x—1 x—1

Para determinar f © g © & se aplica primero &, después gy, por Gltimo, f
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3 @ Si f(x) = x2,g(x) =2x — 1 y h(x) = x — 4, determina f o g o h.
Solucioén

(fegohx) = f(ghx)) = flgx —4) = fRQx—4H — 1) = f2x =8 — 1) = f(2x = 9)
= (2x — 9)2 = 4x2 — 36x + 81

4 @05 F(x) = J(x+4) —5 ,determina f, gy htalque F = fogoh

Solucién

F(x) = \[(x+4)’ —5 ,lafuncion dice suma 4, eleva al cuadrado, resta 5 y obtén la raiz.
Entonces se tiene que:

h(x) =x + 4 gx)=x2-5 f) = Jx

De tal forma que (f ©g° h)(x) = f(g(h(x))) = f(g(x + 4)) = f((x + 4> = 5) = J(x+4) =5

EJERCICIO 10

Determina f o g, g° f, f o f y g © g para las siguientes funciones:
Lfx)y=3x>—-5x—2 y gx)=2x—-3

2. f=x y g =x?

3 f =4y gn=2

4 f(x)= x* =5 y gx)= Jx*+5

S5 =x2+2x+1 y gx)= Jx—1

x—1 1
6. fx) = <+3 7 glx) = <

7. fx) =loglx —2) y g)=x—2

=1 x+1
8. flx) = a1 Y 8=
9. /() =1{(2,5),(3,6), @ 7),(5,8)} y g ={(1,2),(2,3),3,4),4, 5}

10. f(x) = {(1,1),(2,4),(3.9), 4. 16)} 'y g) ={(=2,1),(—1,2),(0,3), (1,4}
1L f() = {0, 1), (1,3), (=1, =1), (=2, =3)} y g ={3,0),(-2,-2),1, -1}

Encuentra f de manera que (f © g)(x) = F(x)

1 B 3—x F) = 1—x
-g(x)—il_x y (x)—3_x

13.gx)=x—1y Fx)= Jx—1
4. gx)=x3 y Fx)=mx>+0b
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15. gx) = Jx* =1 y Fx)=x*—1

1 1—2x
16,80 = ¥ F@=—

Determina fogoh

» o o0 000000000

17. f(x) =x2%,gx) =3x y h(x)=3x—1

18. fx) =x3g)=1—x y h) =4x?

19. f) = Jx g =2x—5 y h(x)=x—-2
20. f(x) =x%, gx) =senx y h(x)=x—2

21. flx) = i,g(X)= % y  h(x) = cosx

22. f(x) = log x, g(x) = 10* 'y h(x) =senx

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o o o 0 0 06 s s s s e e oo ooooososon

Funciones par e impar

© Se dice que una funcion f es par si: f(—x) = f(x).

© Se dice que una funcion f es impar si: f(—x) = —f(x)
EJEMPLOS .
TE_ ] @ f(x) = x* — 4 es funcion par, ya que
5 f=x) = (—xP — 4 =22 — 4 = f(0).

2 @ f(x) = 3x3 + 4x es funcion impar ya que:

f(=x) =3(—x)> + 4(—x) = —3x3 —4x = —(3x + 4x) = —f(x)

3 @@ £(x) = x3 — x2 — 5x + 2 no es par ni impar, ya que:
fE) = (P = (—x)?=5(-0)+2=—x3—x2+5x+2= -+ x2-5x—2)

S0 #fQ) y f(=0)# —f)

Observaciones:
Sif'y g son funciones pares y & y r funciones impares, entonces se cumple:

I f-gespar
IL. f - h es impar

IIL.A - res par
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EJERCICIO 11

Indica si f es par, impar o ninguna.

. L flx) =x*—x 9. f(x) = (x + 12 + x3
: 2. f(x) =x* —6x2+ 8 10. f(x) = x3 — 2x
. 3. f(x) = x3 11. f(x) = x* — 2x2
4 =—x2+2x—4 12 _ Xl
@) = = 2 W=
5. fx) = (x — 2)3 13. f(x) = 3x5 — 2x
x—1 2 1
6. f(x) = Tl 14, f(x) = Jx" +x
3 —
7. f) = J -9 15. f(0) = = x32x
8. f(x) = /9 —x*
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ 6 6 6 6 6 6 0 60060000 cocoscos
(=) P

Funcién inversa

Sea f una funcion inyectiva con dominio A y contradominio B; la funcidn g que satisface f(g(x)) = x, se llama funcion
inversa de f y se denota f~'(x) con dominio B y contradominio A.

EJEMPLOS .
_é_ 1 ®9° Determina la funcion inversa de fx) =x3—3.
= Solucién

fx)=x>-3

Al emplear la definicion
ey =x P =3=x @@ =xes = il
Y 4
fx)=x"-3
f’I(x) =3x+3

X

Observa que £~ '(x) es un reflejo de f(x) sobre la funcion identidad y = x.
Comprobacion:

SO =f(rr3)=(xT3) —3=x+3-3=x

Otra forma de obtener la funcidn inversa es resolver la ecuacidn para x dejandola en términos de y, se intercambia
x por f~1(x), y por x.
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2 ®°° Determina la funcion inversa de fx) =3x—12
Solucién

f(x):3x—12—>y:3x—12—>y+12:3x—>§ +4=x

X
Se intercambia y por x, x por £~ 1(x): f1(x) = 3 + 4

Comprobacion:

f(f’l(x))zf(§+4)=3(§+4) —2=x+12-12=1x

3 ®°° Determina la funcion inversa de f(x) = x?

Solucién

La funcion no es inyectiva, por tanto, no tiene inversa.

Propiedades
Si f es una funcion con inversa !, entonces

© El dominio de ! es el rango de f y el rango de ! es el dominio de f.
O (fof ) =x(fefHx) =x

© f~!esinvertible y su inversa es f.
© Si f es una funcion real entonces la grifica de f~! es el reflejo de f sobre la funcion y = x

EJERCICIO 12

Determina la funcién inversa (si es posible) para las siguientes funciones:

E 1. f(x) = x 9. f(x) = 2x — 5)?
E 2. fx)=2x—5 10. f(x) = J4d—x*,xe0,2]
E 3. f@x) =x2—9,x € [0, ) 11. f(x) = JYx+9
4. f(x) =x2+3x+2 12. f(x) = 2x1+ 3
5. f(x) = x3 13. f(x) = Jxi—1,x e [1,%)
x—1
6. f(x) = x° 14. f(x) = m
X
7. f(x) = x* x € [0, ) 15. f(x) = po—
8. f(x) = J3—x
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 060000000 so0css
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Funciones trascendentes

Funcion exponencial

Es una funcion de la forma f(x) = a*, con dominio Df :x € (—», %) yrango y € (0, %) (sia = 1, entonces el rango

es {1}) y basicamente existen tres tipos:

Ya Ya Ya
% X "x
f)y=aa>1 fxy=a"0<a<1 fx)y=1"
EJEMPLOS .
] , L _
o ‘h q"Obten las graficas de f(x) = 2¥ y g(x) =27
Eo/M
”
i Solucién
Se hace una tabulacion para cada gréafica y se obtiene:
—ox L 1 1
fix) =2 8 2 1 2 4 8
gx)=2>x 8 4 2 1 1 % 1
Ya Ya
». ; »
) =2* X =27 X
Una de las funciones exponenciales mas comunes es: f(x) = e*, con e =~ 2.71828
Y&
/ ?
X
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2
2 @®@° Optén las graficasdey =e N, y=e* + 2,y = 5 e, y=—ef,y=—e*

Solucién

Mediante reflexiones, desplazamientos y alargamientos de una funcidn se obtienen las siguientes graficas:

Ya
Ya Y

. 2
y=e"’ y=e+2 yzge

La funcion exponencial f(x) = a* es inyectiva (ya que es creciente), por tanto, debe tener inversa, la cual es el
logaritmo con base a. Un logaritmo se define como el exponente al que se eleva un niimero llamado base, para obtener
cierto nimero, de tal forma que aplicado a la funcion exponencial queda:

y = a* entonces log y = x,y > 0, por tanto i) = log,x
De lo anterior, se define la funcion logaritmica como:
g(x) = log,x Dominio: x € (0, %), Rango: x € (—%, ®©)

Gréfica:

Y,

,0)

v
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Pasa por el punto (1, 0), porque log, 1 = 0 ya que a® = 1, es creciente y tiene una asintota vertical en x = 0

Por ejemplo, las grificas de las funciones: f(x) = log, x y g(x) = log x son:

Ya
Jx) = logs x
¢(x) = log x
=X

Por otro lado In x = log, x, por tanto, si f(x) = e* entonces f “1(x) =Inx

Y .
foo) =e
/ o
v Flw=inx
X

EJEMPLOS .
T°:_ ] ®9° Determina la grafica de y = lo 2x —5)
2 g y g(2x .
= Solucién

Se determina el dominio; recuerda que log, N = a, entonces N > 0:
s s0mes E oe(30)
X —X 2 —>X e >

5
Se traza una asintota en x = 5 yse desplaza la grifica y = log,, x

YA

)
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2 ®°° Determina la graficade y = log(x — 3) + 2.

Solucién

Se desplaza la grafica de y = log x dos unidades hacia arriba y tres a la izquierda

Ya

Funciones trigonométricas
Para la grafica de las siguientes funciones trigonométricas se utilizaran por convencion valores en radianes para x.

YA YA

[ y=cosx T y=senx

2n X ‘@_
Dominio: x& (— 00,00) Dominio: x € (— 00,00)
Rango: yE[—],]] Rango: y € [—1,]]

YA YA

Dominio: xER|x = w’nez} Dominio: {xER| X = nn,nEZ}
2
Rango: yE(—O0,00)

Rango: y& (—00, 00)
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Las relaciones y = csc x, y = sec x

Y4 YA

L y=cscx y=secx:

:ZnIX IE—I:rtE 'JI'['ZITL‘X

|
w 4
|5

wla

D(;mini(.): {xE R| X I# nr, n S Z}

Dominio: xER|x¢inn,nEZ
Rango: yE(—OO,—]]U [],00) 2

Rango: y € (w,—1]U[1,2)

Ejemplo

Determina la graficade y = 2 sen x + 2

Solucién

La funcion f(x) = sen x se alarga 2 unidades verticalmente y se desplaza dos unidades hacia arriba, obteniendo la
siguiente grafica:

Y

=X
EJERCICIO 13
E Obtén la gréfica de cada una de las siguientes funciones:
E 1. f(x) =3~ 8. f(x) =1+ log x
2.y=37" 9. fx) =2 + In(x + 1)
3.y=3*=-3 10. f(x) =3 cosx — 2
4. fx)=e*+ 1 11. f(x) = —2senx + 1
5.fx)=1—¢" 12. f(x) = —tan x
6. fx)y=e™+2 13. f(x) = —2secx + 1
7. f(x) = In(x — 2) 14. f(x) = sen(x +§)
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « o « « s s o o oo s e oo ssenascancens
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Las funciones como modelos matemdaticos

Como se afirmé al principio del capitulo, las funciones representan modelos para resolver problemas de la vida real.

EJEMPLOS ¢

[}

o .. e . - ..
. 1 ®2°Laaltura de un recipiente cilindrico es el doble que el radio de su base, expresa el volumen del cilindro en funcidon
£
3. de su altura.
i

Solucién
El volumen de un cilindro es:
Puesto que la altura es el doble del radio de la base, entonces:

h=2 _

=2r—>r= >
h h=2r
Al sustituir r = 5 en el volumen se obtiene:
V= mrh = (ﬁJZ P
=mrh=m|; =Ty =
Por consiguiente /_N
==
2 ®o- perimetro de un rectangulo es de 26 unidades, expresa el area del rectangulo en funcidn de su largo.
Solucién
Se establecen las dimensiones del rectangulo:
x: largo, y: ancho
El perimetro es
2x+2y=26>x+y=13
y=13—x x
El 4rea del rectangulo es
A =xy
y y
Al sustituir y = 13 — x, se obtiene:
A=x(13 —x)=13x — x?

Por consiguiente, *

A(x) = 13x — x?
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Una persona tiene una pared de piedra en un costado de un terreno. Dispone de 1 600 m de material para cercar y
desea hacer un corral rectangular utilizando el muro como uno de sus lados. Expresa el area del corral en términos
del ancho de éste.

Solucion

Sean x y y las dimensiones del corral donde,

x: ancho del corral, y: largo del corral

o
O
Entonces, N \QS\::{\\
L
R e
A
A RSt
ke X

2x+y=1600—y=1600 — 2x
el area del rectangulo esta dada por:
A=xy
Al sustituir y = 1 600 — 2x, se obtiene:

A(x) = x(1 600 — 2x) = 1 600x — 2x2

m
Un globo asciende desde un punto con velocidad constante de 1.5 e a 30 m del punto del despegue se encuentra

una casa. Si t es el tiempo en segundos, expresa la distancia que existe entre la casa y el globo en funcion del tiempo.
Solucion

d . . . .
Seav = 7 , entonces d = vt, donde, d es la distancia, v la velocidad, 7 el tiempo.

Al transcurrir 7 segundos el globo sube 1.5 7 en metros; entonces se aplica el teorema de Pitdgoras para obtener:

d2= (1512 + (302 - d?>= (%z) +(30)2

9
2 — 42
d 2! + 900
9¢% 4+ 3 600
d= 4

d= %J 2 +400
Por tanto:

d@t) = %/zz + 400

1.5t

30 m
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EJERCICIO 14

e 00 0000000000000 0 000

1

2.

10.

11.

12.

. El 4rea de la base de un cilindro es de 40 77 m?. Expresa el volumen en funcion de la altura.

Fluye agua por un tanque conico de 10 m de radio y 25 m de altura. Cuando el nivel del agua est4 a una altura
de h y radio r, expresa el volumen del agua en funcién de la altura.

. Si el ancho de un rectangulo es la quinta parte de su largo, determina el perimetro en funcion de su area.
. Dada una circunferencia de radio r, precisa el area de la circunferencia en funcion de su diametro d.

. Se inscribe un cubo de arista x en una esfera de radio r. Expresa el volumen de la esfera en funcion de la arista

del cubo.

. Al graficar la recta, cuya ecuacioén es 3x — 2y + 6 = 0, y trazar una linea vertical paralela al eje Y en cual-

quier punto sobre el eje X se genera un triangulo rectangulo. Expresa el 4rea de dicho tridngulo en funcion de
la abscisa x.

. Se desea construir un tanque de gas en forma de cilindro circular recto de 2.5 m de altura y a cada extremo del

cilindro van unidas dos semiesferas de radio r. Expresa el volumen del tanque en funcion de r.

. Se inscribe un tridngulo equilatero de lado x en una circunferencia de radio r. Expresa el 4rea de la circunferencia

en funcion del lado x.

. Se inscribe un rectingulo en una elipse cuya ecuacion es 9x> + 16y — 144 = 0. Precisa el area del rectangulo

en funcion de la abscisa x.

Un cartel de base x y altura y tiene un 4rea de 540 cm? con mérgenes de 2 cm a los lados y 1.5 cm en las partes
superior e inferior. Expresa el area impresa en funcion de la base del cartel.

Desde cierto puente de la Ciudad de México un peatdn observa un automovil que viaja a 18 m/s en una avenida
perpendicular al puente peatonal. Si t es el tiempo en segundos, determina la distancia entre el peaton y el automovil
en funcion del tiempo, si la altura del puente es de 4.5 m.

Una lancha es remolcada con un cable hacia un muelle. El cable es enrollado a razon de 0.5 m/s y la lancha se
encuentra a 2 m por debajo del nivel del muelle. Si 7 es el tiempo en segundos, expresa la distancia que le falta
recorrer a la lancha hacia el muelle en funcién del tiempo.

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « e ¢ ¢ e e e ¢ o e e e e 0o 00 cecocccoccs
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LIMITES

HISTORICA
O
1=
2
0 ’
K El nbmero e
. I nimero e llega por primera vez a las
» . - - s matemdticas de forma muy discreta.
AN Sucedio en 1618 cuando, en un apén-

dice al frabajo de Napier sobre logaritmos,
aparecié una tabla dando el logaritmo na-
tural de varios nimeros.

Briggs dio una aproximacién numérica al
logaritmo base diez de e sin mencionar a
e especificamente en su frabajo.

En 1647 SaintVincent calculé el drea bajo una hipérbola rectangular,
pero no encontré la conexion con los logaritmos, en 1661 Huygens com-
prendio la relacion entre la hipérbola rectangular y el logaritmo. Examiné
explicitamente la relacion entre el drea bajo la hipérbola rectangular
yx = 1y el logaritmo.

La notacion e aparece por primera vez en una carta que le escribié Euler
a Goldbach en 1731. Euler hizo varios descubrimientos respecto a e en
los afios siguientes pero no fue sino hasta 1748 cuando Euler dio un fra-
famiento completo a las ideas alrededor de e.

Demostré que:

L SR TN e DI
e=1+ Tt Tyttt = L'ﬂ(”ﬁ)
\ ~ Euler dio una aproximacién de e con 18 decimales,
e=2.718281828459045235

Leonhard Euler
(1707-1783)
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Definicién intuitiva de limite

Si al aproximar x lo suficientemente cerca de un ntimero a (sin ser @) tanto del lado izquierdo como del derecho, f(x)
se aproxima a un nimero L, entonces el limite cuando x tiende al niimero a es L. Esto lo escribimos:

lim f(x) = L

Donde la notacion x — a se lee “x tiende a a”, para decir que: “tiende a a por la izquierda” se utiliza x — a~, para
decir que: “x tiende a a por la derecha” utilizamos x — a*, de tal forma que:
Si lim f(x) = lim f(x) = L entonces lim f(x) = L
x—a x—a* x=a
Es decir, si los limites laterales existen y tienden a un mismo niimero L entonces el limite cuando tiende al nimero
a es L. Para que el limite exista no se necesita que la funcion esté definida para el nimero a, basta que esté definida
para valores muy cercanos.

EJEMPLOS .

] =9
g— ] ®#° Determina el limite cuando x tiende a 3 de la funcion fx) = 3
(%) s

iy Solucién

La funcion no est4 definida para x = 3, sin embargo, podemos evaluar la funcidon en valores muy cercanos por la
izquierda y por la derecha. Por otro lado graficaremos la funcion utilizando la simplificacion:
x+3)(x—=3)

+
3 x+3

f) =

es decir, graficamos la recta f(x) = x + 3 con la restriccion x # 3 donde se formara un hueco.

TN ,

2.9 5.9 .1
2.99 5.99 I E— %
54 ri
2.999 5.999 aE
4 r
2.9999 5.9999 3 o
P
21 H :I
1 : :
3.0001 6.0001 T P
3.001 6.001 /5 11 2 3 4 X
3.01 6.01 4
3.1 6.1

Se observa que para valores de x muy cercanos a 3 por la izquierda (2.9, 2.99, 2.999, 2.9999), f(x) tiende a 6,
lo mismo pasa para valores cercanos por la derecha (3.0001, 3.001, 3.01, 3.1), es decir:

im f(x) =6 y lim f(x) =6

por tanto lfn} fx)=6
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2 @ec; 3x+14 si x=—-2 . .
Si f(x) = “x42 six>-2 determina Xlirzlz f(x)

Solucién
Graficamos la funcioén y evaluamos en valores muy cercanos a 2.
Y
-2.1 7.7 4
—2.01 7.97 oT
54
~2.001 7.997 i
3_-

2
—1.999 3.999 1 \
-1.99 3.99 W AN . N
T T T T T T T T T T
3-2-1] 1 2 4 X
-1.9 3.9 T

Aqui tenemos que: lim f(x) =8 y 11’13 fx)=4
x——2 X

entonces lim f(x) # lim f(x) por tanto lim f(x) no existe
x—>—2" x—-2" X2

en 6

.S
3 ®°° Determina lim
6—0

Solucién

Evaluamos con valores muy cercanos a 0 por la izquierda y por la derecha. Observe que la funcidon no esta definida
en # = 0y que los valores seran tomados como radianes.

—0.005 0.999995833
—0.004 0.99999733
—0.003 0.9999985

—0.001 0.999999833

0.001 0.999999833
0.003 0.9999985 ~ N\ \/

0.004 0.99999733

0.005 0.999995833

sen 6 sen 6
Tenemos: lim—— =1 y Ilim =1
60" @ 60" @
, sen6 , senf , senf
entonces lim —— = lim =1 por tanto lim =1
00" @ 60" -0 0
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4 @9 pyra [a funcion f(x) mostrada en la figura determina: a) h’nll fx) y b) h’ng fx)

ylk

B

AN
v
Al

| 23 456 x
Solucién
a) Calculamos los limites por la izquierda y derecha
lim f(x) = 4 y lim f(x) = 4
x—1 x—1
los limites laterales son iguales por tanto h’n} fx)=4
x—
b) lim f(x) =4 y lim f(x) =3
x—=3 x—=3"
los limites laterales son diferentes, por tanto 11’11;1 f(x) no existe
x—
yAL
5
G
1! !
7 > Tt O
Y
N T — ~
1 ! : Ul
il R ,
| 23 456 x
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EJERCICIO 15

1. lfnzl (x*=3x+1)

2 lim =73
-3 x°—90
2
—5x+
3. lim X *6

x—2 x—2

. 1—cosx
4. lim ———
x—0 X
., tanx
5. lim
=0 sen x

La gréfica de una funcién f(x) es la siguiente:

© © 6 6 6000000000000 0000000000000e0e0000e

Utilizando una tabla con valores muy cercanos al valor que tiende el limite, calcula:

y‘
_
7
6
<
J

—~ 4
4 L
2
J
o]
1

—5—4 —3-2¥/1 2 5 X
.
T

De acuerdo con ella determina:
6. Xlir}lsf(x)
7. lim f(x)
8. 1im f(x)
9. 1im £ (x)

10 lim £(x)

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ e ¢ 6 6 6 6 0 60600000 eose
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Definicién formal de limite

A continuacion se presenta la definicion formal de limite, la cual también es conocida como definicion &-0
(epsilon-delta).
El lim f(x) = L, si para todo € > 0 existe un 6 > 0, tal que:
x—a

Si0 < |x —a| < §, entonces | f(x) — L| < e

Dicho de otra forma, hm f(x) L, si para cualquier nimero Y4
positivo elegido &, por pequeno que sea, existe un nimero positivo
8 tal que, siempre que 0 < |x — a| < 8 entonces | f(x) — L| < &
Ltg|=mmmmmmmmmeememmnney
&
L
&
L—g fpr==========

=2

J a-8 X=a a+6 XV

La definicion nos dice que para hm f(x) L existe un nimero 6 > 0 lo suficientemente pequefo para un nimero
& > 0 dado, tal que todo x en el intervalo (a — 8, a + &) con excepcidn posiblemente del mismo a, tendré su imagen
f(x)enelintervalo (L — &, L + &). Observa que paraun §, < 6 para el mismo &, la imagen de un valor x en el intervalo
(a — 6,,a + §,) estard dentro del intervalo (L — &, L + €) lo cual s6lo cambia si tomamos un valor de epsilon distinto.

m

=JEMPLOS o
—é_ 1 ®@e- Demuestra que lim 2x — 1) =5
o Solucion
i
Para un & > 0, se quiere encontrar un § > 0 tal que siempre que 0 < |x — 3| < § entonces:
2x—1)—35|<e
de donde

[2x— 1) —=5|=]2x—6/=2x—=3)|=2|x — 3| =2x - 3|<e

g € €
entonces |x — 3| < 5 por lo que basta escoger 6 = 5 paraque 0<|x—al< =

2

Comprobacién
Para 0 < |x — 3| < % tenemos que

=3< 5

* 2

2k — 3| <e

2(x —3)| <e

2x — 6| <e

lox— 1) —35|<e
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X —5x—6

Limites

por tanto se escoge § = &

Solucién

Se aplica la definicion y se obtiene:

Pero |1 — x| = |x — 1|, por tanto,

(Y lfm2—2*"° _ _
2 Demuestra que m 1 7
Solucién .
Si0 < |x — (—1)] < & entonces x—5+xl—6_(_7)‘<8
de donde
|x2—5x—6+7 _ x2—5x—6+7x+7| _ |x2+2x+1|
| x+1 x+1 | | x+1 |
(x+1)?
—_— = =+ = —(— <
1 |x 1| |x (1)\ e

=

3 @ h'rr]l (2 —3x) = —1ye = 0.06, determina el valor de &.

Si0 < |x — 1] < 8, entonces |(2 — 3x) — (—1)| < &, donde |3 — 3x| < e

Bl —x<e
€
1 —x<

&
x— 1| < 3 el valor de d esta determinado por:

0.06
= S =0.02

W m

EJERCICIO 16

Demuestra los siguientes limites:

1. h’rrzl (Bx+4)=10

e e 0000000

2. lim (2x~5)=-3

3. Iim(5—x)=8

x—-3

4. lim (3)6 + 1)2 1
-0\ 4

2 _
5 qfm X TOxt4

x—1 x—1

-3

6. h’rrll 2x—1)=0
X

7. 11’1112(1 —3x)=17

2 _
8. lim ~— 22

-7 x—=17

=14

9. 11’1}; (2a—3x)=8a

10. Iim l—3x =—1—1
x-2| 2 2
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Obtén el valor de 8 o € en los siguientes ejercicios:

. 11. Si 11’r£11(3x —2)=-5 y & = 0.03, encuentra el valor de 6
: 12. Si 11’m2(5x +1)=—1 y & = 0.4, determina el valor de 6
: x—>*§
. 13. Si h’n(l) 2x+7)=17 y & =0.05, obtén el valor de 6
14. Si h’mI (B+2x)=2 y & =0.8, jcudl es el valor de 67
xﬁ—i
15. Si 11’rr21 (Bx—7)=—1 y & = 0.06, determina el valor de &
16. Si im (2 —7x)=—-5 y & = 0.0014, obtén el valor de &
x—l
17. Si 11’ml(5x +2)=3 y &= 0.05, encuentra el valor de &
xﬂg
18. Si h’n}(2x +1) =% y 0 = 0.001, ;cudl es el valor de €?
o=
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 0 60000000 cococsos
Teoremas

Si f(x) y g(x) son funciones, ¢ una constante y n nimero real, entonces:

1. limc=c¢

x—a

2. limx=a

x—a

3. lime - f(x) = ¢ limf(x)

4. 1im [f(0) * g0)] = lim f(x) * 1im g(v)

S m [fG0) - g(0] = 1im f(x) - 1im g(x)

x—a

Siglr)  limg(x)

Iim f(x)
ll'mM = con 1Ifm g(x) #0

7. lim [f(x)]" = [lfmf(x)]n
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Limites

Limites por evaluacion

El limite se obtiene al aplicar los teoremas anteriores y evaluar el valor al cual tiende la variable en la funcion propuesta,
como se muestra en los siguientes ejemplos.

EJEMPLOS .
]

—g_ 1 ®#° Utiliza los teoremas anteriores y comprueba que el 131121 (x*+3x—4)=6
[ .2

i Solucion

Se aplican los respectivos teoremas, se eval@a el valor de x = 2, y se demuestra que:

2
hrrzl (X’ +3x—4) = lrl'rrzlx2 +11’11213x*11’11214 = (h’mx) + 311'rr21x*11’11214 =272 +32)—4=6

X2

2 @0 f(x) =

X . 3
3 rox” determina el valor de hrr]l fx)

X
2

Solucién

Se aplican los teoremas y se sustituye el valor de x para obtener el valor buscado:

3—2x xo— xo— xo— x> x

lim(3-2x) 1m3-lim2x lim3-2limx 3_,f 1
‘ -7 2 3-1 _ 2 1

1im — 2 — 2 2 — 2 2 — — — =
ol 3420 1m(3+2x)  lim3+1m2x  lim3+21imx 3+2(1) 341 4 2
xﬁa X‘)E X%E ,(*)E xa; 2

Estos teoremas nos permiten hacer una sustitucion de la variable independiente por el valor al que tiende el limite.

3 @i f(x) =

5 , encuentra el valor de lim f(x)
X *4 X2

Solucién

Se sustituye el valor de la variable independiente y se obtiene el limite:

4 4

4
i = sy ~ 2¢—4 4-4 0

El limite no existe, ya que la division entre cero no esta definida.
Jo—x*
4 @2 Opien el lim——
=3 2x+1

Solucién

Se sustituye x = 3 y se realizan las operaciones:

h,m\/9—x2 =\/9—(3)2 =1/9—9 _0 —o

=3 2x+1  2)+1 641 7
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EJERCICIO 17

Determina el valor de los siguientes limites:

. . n 4z+3
. 1. 111_r>121 (7 —2x) 12. L S
. . y Jxt+3+4
. i — — m-—--—-
. 2. lim (42 —2x—6) 13, M-
: +
: 3. 1im (6 — 3x) 14, 1im 2t
: x4 1275
. - o =9
4. tlirg 8+t 15 55 3 +1

24y +3
5. lim727 +142 -7 16, lim Y T2

y—l _)7_1
6. lim (x* —8)(4x—8) 17. lm e+ L
x—4 X‘)E 2
2
2
7. ll’m(6—3x)(§x*1) 18. lim 87
x—=3 5 xﬁ)g \/E
+1)? —x*
8 lim|x+1)[x=1 1o i GHD —x
X—>—— 9 3 X—)O x+1
2 2
o m(2+L1),2-2 oo, 1im X
o 2 r =h x4+ h

10. lim+/4y* —2y 21 lim 20X

o2 H% sen” x
11 HmGB—y)y* —9
y—>—5
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ o 6 6 6 0 600000000000

Limites indeterminados

0
Son aquellos cuyo resultado es de la forma 0

Ejemplos
Se sustituye el valor de la variable independiente en cada caso y se realizan las respectivas operaciones, para obtener:

¥-9  (3-9 9-9 0

1. I = = =
52r—6 23)-6 6-6 0

x—1 \/m _ Jo 0

2. lim—Y—— =
S vl (P —2)+1  1-2+41 0

2 4 3(0)* +5(0)* 0
3. hfmm - % = —
N2y — 3y 207 -30) 0

i J2+5-3  J@P+5-3 J9-3 0
. m = = =
-2 2-2

0

=3

x—2 X
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Limites

Se observa que los resultados son de la forma 0’ por consiguiente es necesario eliminar la indeterminacion.

Una indeterminacion se elimina al factorizar o racionalizar (de ser posible) la funcidn, para después simplificarla

y obtener el limite.
Casos de factorizacion:

a) Factor comiin

b) Diferencia de cuadrados

¢) Trinomio cuadrado perfecto
d) Trinomio de la forma

¢) Suma o diferencia de cubos

f) Factorizacion de Ja —Ub

ax" +bx"" = x"'(ax +b)

a’—b* = (a+b)a—b)

a® +2ab+b* = (a*b)

X4 (@+bx+ab = (x+a)x+b)

a*b* = (axb)d®> Fab+b?)

Ya =22

ad+a’h +bh

%+%: a+b

g) Factorizacion de Ya+3p A
a?—a’b? +b"

Ya b= a?

h) Factorizacion de JJa — /b >
) Factorizacion e\/g f a%+a%b%+a%b%+a%b}5+b45

a—b
n ol =
\/_ \/Ei n—1 n=2 1 n-3 2 1 n-2 n—1

a" +a"b +arb +..+ab" +b"

i) Factorizacion de Ya—4b

EJEMPLOS .
o 2 4

= 1 @ Obenel lim—>

£ =0 2x° +6x" —Tx

[}

8.

Solucién

Al sustituir x con 0 en la funcion, el limite se indetermina:

3 4 5x* 3(0)* +5(0)* _0

m =
=0 2x* +6x* —7x° 2(0)* +6(0)* —7(0)° 0

)3

Para eliminar la indeterminacion se factorizan el numerador y el denominador con la aplicacion del factor comin:

3x% + 5x*
2x7 +6x* —7x°

_ X3+ 5x%)
T2 +6x2 =715

Al simplificar la expresion se obtiene:
3+5x7
2+6x" —7x°

Luego el limite es:

. 3x? +5x* B 3+ 5x7
5 = Im FEE
=0 2x" +6x" —T7x =0 2 +6x" —Tx

345(0) _3
2+6(0)7 —7(0)° 2

Por tanto,

. 3x2 451" 3
e 3 = 5
=0 2x” +6x" —Tx 2
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2 e

2

Determina el Iim
=2 x+2
Solucién
Se sustituye el valor de x = —2 en la expresion:
o 4—x° 4 —(—2) 4—-4 0
lim = = = —
=2 x+2 —2+2 —2+2 0

Se factoriza el numerador con la aplicacion de la diferencia de cuadrados:
4—x" = 2+x)2—x)
Se simplifica y sustituye para obtener,

— 2 —
jim 25 = g CEPCTO 0y =2 (-2 =4
-2 x+2 x—=2 x+2 x—=2

Por consiguiente:

2 _
Calcula el valor del lim %
=1yt —4y+3

Solucién

Al sustituir y = 1 se verifica que existe la indeterminacion:

YT -2+l 1=241 0
iyt —4y+3 (1) —40)+3  1-4+3 0

Al factorizar el numerador (trinomio cuadrado perfecto) y el denominador (trinomio de la forma x? + (a + b)x + ab),

se obtiene:
2 _2y+ —1)? -1 1—-1 0
il =2 g 07T gyl T2
=yt —4y+3 »i(y=3)»-—D yly—3 1-3 -2
Finalmente, el resultado es:
2
—2y+
Iim w -0
=l ym—4y+3
3
Determina el lim 2)678
=2 2x" —3x—2
Solucién
Al sustituir x = 2 se observa que existe la indeterminacion:
-8 ___@-8 _ 88 _0
=2 2x" —3x—2 22 —3(2)—-2 8—6—-2 0
Se factoriza la diferencia de cubos y el trinomio de la forma ax? + bx + c.
X —8=(x—2)x"+2x+4), 2x* —=3x—2=(x—2)2x+1)
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Limites

Se simplifica, se sustituye y se obtiene el valor del limite:

X —8 (=) +2x+4) . P H2x+4 QP +2)+4 12
lim—; = Iim = lim =" = —
=22x" =3x—2 =2 (x—2)2x+1) =2 2x+1 2(2)+1 5
Por tanto:
3 x*—8 12
lim = —

2 _
Calcula el valor del Iim u
=2 33— x+7

Solucién

Se sustituye x = 2 en la funcion:

X —4 (2?4 4-4 _ 0
Iim——— = = = —
23— [x+7  3-2+7 3-3 0

Se racionaliza el denominador de la funcion, multiplicando por 3+ ./x + 7 , que es el conjugado de la expresidon
3—Jx+7:

P-4 3+ fat7  P=H(3+x+7) (x2—4)(3+ X +T) (=434 x+T)
3—Jxt7 3+ xt7 @ —(xr7)  o-@rD 2—x

Se factoriza x2 — 4:

(x2—4)(3+ x+7)7(x—2)(x+2)(3+ x+7)7—(2—x)(x+2)(3+ x+7)

2—x 2—x 2—x
Se simplifica la expresion,

—(2—x)(x+2)(3+ x+7)
2—x

= ~(x+2)(3+x+7)
Se calcula el valor del limite:
. =4 _ _ _
lﬂﬁ = 1im[ - +2)(3+x F7)|=—@+2(3+2+7) = —(4)(3+3) =24

Por consiguiente, el resultado es:
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6 ®°° Determina lim

x—2

-2

2

Solucién

Por tanto lim
x—2

x—2

3 _ 3
1 U i (%/——32)
x—2 X — x~>2x72
—lim—L_- x=2
=2 x —2 x%+x1'§/2%+2%
=I1im !

34

2, 1 1/ 2/
N T T

1
- 22”5/ + 2% . 2}"3 + 2%’3

1
IEEETS

EJERCICIO 18

3x +2x7
=0 S5x +6x

e o 0000000000

2 3

, ax” +bx

4. lim ———
=0 cx” +dx

Determina el valor de los siguientes limites:

S5x" = 3x" 4+ 4572

. lim

x—0

2x" — 6x"?
-1

lim =

>l 7 —1

9x* —4
X%% 3x—2

68

+
8. lim 2"
y=—h o -y
2 _
9. Iim X —2*
x—2 4—x
2_ .2
10. 1im & —Y
woa g — W
2_ —
11 qfm 222714
-7 z—17
P+ 6x+
12, 1fm X FOX+9
=3 xt +Tx+12
13, lfm L
1 —4h+3
2 _
14, lim —% 2

=5 x> +2x—15



CAPITULO D

Limites

: Po6v+ Ji+3 -2
° 15. lim ~ 26V 8 33, h'mxi
: v=d o 2yt — 8y =l = 3x—2
. Po8x 1 2+9 -5
: 16, lim 58X 15 34, lim Y~ >
. =3 x" —Tx+12 =4+ [y +5—3
. 2 _ _ 24 2
: 17. 1fm H_+ 4073 35, lim V2 T4
: h—% 2h—l w—>0b_ ’WZ +b2
: I8 lim— 2 36, 1im L =4P
: =2 35 —11x+6 > y—p
: ’ = 4—2v+v? =2
. 19. 1fm ¥ FOw—4 37. 1im e
. wot 3wT+ Tw +4 v=0 v
. - + S Tx+
: 2. lim 2 =208 38, lfm > 1% +0
. =6 3y —17y—6 =2 X7+ x"—4x—4
2 _ 3_ 2
21 1 20 30, lfm 2o 2 *1
=5 xT—x—20 ool x"+4x+3
2 SRNID S 2 _ +
22 lim 29x 1 40, lim * 2;: 112x 12x +36
ey 06X +5x 41 2 X =22 —x+2
+ 32 +
23. lim y3 ! 41. Hm%
=rly +1 o1 +6x7+5x—12
3 _ 3 _ 2 —
24, lim S 1 42 lim > 6{ +12y—-8
nos 1= 2h =2yt — 4y +16y — 16
- PBrx+5 -2
25. lim 215 8 43 lim Y22 2
xa% O9x~—4 x>l x—1
2 3.3
26. lim w 44. h’mg
wo-2  wd+8 w—a x*—q
- Yox*+4 -2
27. 11'm64f71 45. h'mxi
xa% 4x’ —x x%% 3x—2
+3 _2 44,3 + . 2+
28, 1m Y2 = 46. lim VX T2 V=Y
x>l x—1 y=2 y*2
+ Yx+h =4
29. 1im 252 47, gim R =Y
vy +3 -1 =0 [x+h —x
, \/; L oJx+T7 —34x+19
30. lim ———+ 48. 1im
w—0 ’W+3 _\/3 x—2 .X_2
Jaxi+3-2 Jx+6 -2
31. h’rr]1x27 49, h’rrzlxi
w3 x—1 =2 3y —1—1
- 2x+3 —1
32, 1im 25 50. 1fm VX271
x5 \/7_\/5 x——1 x> +1
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢« ¢ ¢ ¢ e 6 e 6 6 6 e 00000 oscocsccs
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EJEMPLOS
a1
o
£
Q.
(NN

Limites cuando x tiende al infinito

Sea una funcion f definida en el intervalo (a, ). Si se tiene que:

lim f(x)=L
frares
entonces significa que los valores de f(x) se aproximan a L tanto como se quiera para una x lo suficientemente gran-
de, sabemos que % no es un niimero, sin embargo, se acostumbra decir “el limite de f(x), cuando x tiende al infinito,
esL”.
Cuando en una funcién x — <, se busca la base de mayor exponente y ésta divide a cada uno de los términos de
la funcion, después, para obtener el valor del limite, se aplica el siguiente Iimite:

. C
lim— =0, con ¢ constante

x>0y

o 2x2—=3x+4
Encuentrael Iim ———
= 6x° +2x—1
Solucién
La base del término con mayor exponente es x 2, por consiguiente, todos los términos del numerador y del denominador

se dividen entre esta base:

2x° 3xJr 4
) [t R
h,mZx —3x+4 2 PP
== 6x7 +2x —1 == 6x7  2x 1
2 T2 2
X X x
Se simplifica y aplica el teorema para obtener el limite,
3.4 . .3 .. 4
2-—+—  Ilm2-lim—+lim—  5_g49 2 1
lm —5— = > T 6 "6 3
e+ -1 Jme+lm = —lm— °F070
X X x—% x—>e X x> x

. . 2x"—3x+4 1
Por consiguiente, lim ——— = —
== 6x° +2x—1 3

\/9x2*5

Determina el lim
2x +3

X%
Solucién
La base del término con mayor exponente es x, por tanto, se dividen los términos entre esta base y se simplifica la
expresion para obtener el valor del limite.

2 2
oy \J9x* =5 9x i 5 \/9_% \/lfr29—1fnliz
lfm = I X = lfm+—* = lim X o= 37 X
x> Dy 4 o 2Xx+3 x— 142 X— 2+§ 11’m2+11'm§
X X X x—® xo® X
_J9-0 Jo 3
240 2 2
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Limites

. +2
3 ®9° Determina el resultado de 1im 3)3C 2
X% x

Solucién
Se dividen todos los términos entre x3, se simplifica y se obtiene el valor del limite.
3x , 2 3.2 3 2
=+= S += lim = + lim —
3x+2 3 3 2 3 e tew 13 0+0 0
lim == = lim £ = lim =X = =X L= =2=0
T2 e 2 T S imlHlim S PO
3 3
X X X x—=® xo0 X
Finalmente:
™ 3x+2 — 0
et 42

Si observamos la gréafica de la funcion exponencial f(x) = e, tenemos que cuando x — —, f(x) tiende a cero.

T w=e

entonces lim f(x)= lim ¢* =0
x——oo X——oo
esto cumple también cuando tenemos la funcion g(x) = a* para a > 0, es decir
Iim a* =0 paraa>0

x—>—oo
Por otro lado, si tenemos f(x) = ¢ %, tenemos que cuando x — %, f(x) se aproxima a cero.

-~

@) = e

1'\
; x

I
—
—
S}

entonces lime " =0
X—oo

También se cumple lima™* =0 paraa >0
X—oo

71



2 CAPITULO

CALCULO DIFERENCIAL

EJERCICIO 19

Obtén los siguientes limites:

4 =’ =4
1, 1im 228 10. 1im " h

. = 4x +3 e h

. 23y 1x+

: 2 Im 2L T ES 1. lfm 12*6

: o=yt =5y +2 o= 4 —6x

. 2 _

: 3. lim 2 FIW =2 12, lim ——2—

. woe S 4+ 4w + 1 N By |

. o+ —2)(3x +1
4 lim 2120 *3 13, lim 8¥Z206x+D

= 300 + 207 + h o (2x+ T)(x — 2)

2 _ X _—x
5. lim 185 3142 4. lim 22
=\ 27 +5 e 25 427

3(,.3 2+ 2 _
6. 1i Jx—=2x"+3 15 x°—5x+3

. lim O lim 22
x> 2x+1 eyt —2x7 —1
E}Jr%*?ay4 "y gt
7. lim ——— 16. lfm &nt T T AT
gy BER e b x"+..tax+tb,
y
2 -1 +3 -2 n+ m
8. lfim=" % 17 1 & s m
x4 = ox —dx"

0. 1im Y *! 18, 1im YL
s T

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ o 6 06 6 0 6 0 600600000 co0coscooscos

Asintotas horizontales
Sea la funcidon y = f(x), si la curva tiene una asintota horizontal en y = ¢, entonces la ecuacion de la asintota es:

y=limf(x) o y= lim f(x)

EJEMPLOS .
2 : . 3x+1
6. | ®°°Encuentra la ecuacion de la asintota horizontal de fx) =
£ 2x+3
o .s
o Solucioén
Al aplicar y =1im f(x) , se obtiene:
3x+1 1
y=lim 2L e x fmt =3
o2 Qx4+ 3 xoe 2X+ 3 <H°°2+§ 2
X X
. . . 3
Por tanto, la curva tiene una asintota horizontal en y = 50 2y —3=0
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2 ®°° Determina la ecuacion de la asintota horizontal de y=— 1
X
Solucion
Se aplica y = lim f(x), entonces la asintota horizontal tiene por ecuacion:
X%
X 1
= ¥ 0
y=lim— = lim —% ; = lim xl = =
X% x> X%
X~ + X + L 1+— 1
X X X
El resultado y = 0 indica que la asintota horizontal es el eje X.
p ” . . x*+1
3 ®@° Obtén la ecuacion de la asintota horizontal de fx) = 3
X—
Solucién
Se aplica la definicion y = 1im f(x) y se obtiene:
X%
2
x +1 1
xZ P 1 + 2
y = lim = lim —* = lim L
xoe x — 3 e X — 3 xawi_i
x x X
El limite no existe ya que la division entre cero no esta definida.
El resultado indica que la curva no tiene asintotas horizontales.

1
0

Limites

EJERCICIO 20

Encuentra las ecuaciones de las asintotas horizontales de las siguientes funciones:

» o 0600000000

_ 2x+3 6 _ax+tb
YT 4x—s YT a—d
= 0=
X -
3. flx) = 5 . xy+2x—1=0
x+3
4.y:f 9. fx)=2x+5
2x% +3x* + 3x + 1 ax" +ax"' +.. +a,
5. f(x) = 10. f(x) =

=1

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o o ¢ 6 0 0 0000000
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Asintotas oblicuas

Se le denomina asintota oblicua a aquella recta cuyo dngulo de inclinacion 0 es diferente de 0° 'y 90°.

Caso |

Sea una funcidn racional de la forma f(x) =

o)
P(x)
de P(x) y P(x) no es factor de Q(x), entonces f(x) tiene una asintota oblicua en la recta y = ax + b siendo

donde el grado de Q(x) es un grado mayor que el grado

R(x
fx)=ax+ b+ Rx) si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

P(x)
lim [ f(x) = (ax +b)|=0 o 1lim [f(x)—(ax +b)]=0
EJEMPLOS .
2 . . 3 ) . X +2
g— ] ®#° Determina las ecuaciones de las asintotas y traza la grafica de la funcion f(x) = 1
Q.
Solucién
La funci6n no tiene asintotas horizontales, pero si posee una asintota vertical en x = —1
El grado del numerador es un grado mayor que el grado del denominador y éste no es factor del numerador,
entonces:

_ 3
fx)=x 1+7x+1

Para obtener la asintota oblicua se aplica cualquiera de las dos condiciones:

Im [f(x) = (ax + b)) = lim [f(x) = (x = D]

Pero f(x) —(x — 1) = Tl por tanto:
3 3
. 3 _ . X _ . X
Iim = lim = lim
xote| x4+ 1 ot X+ 1 x—+% f + l
X X X
T1+0
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X +1
X2+ 1

Obtén las ecuaciones de las asintotas y traza la grafica de la funcion f(x) =

Solucién

La funcion carece de asintotas verticales y horizontales, para obtener las asintotas oblicuas la funcion se representa
de la siguiente forma:

f) =x+ 2 +1

Para comprobar que y = x es la ecuacion de la asintota oblicua, se aplica la definicion:

x>+l x4+ 1 x>+ x2 +1

lim [ £(x) = (@x + b)] = lim [ £(x) = x] = lim [X“ - x] = lim (Q)

Se obtiene el limite:

1 X 1 1
— 2 2 2T 0—0
lim | ——— | =1im | £—2 [=1m [ XX | =T =0
ot x7 + 1 P ] I 1 x>+ 1 1+0
N 1+ el
Por tanto, la funcion tiene una asintota oblicuaeny = x
YA
X
. . . . o(x)
Analicemos otro método; sea una funcion racional de la forma f(x) = m donde el grado de Q(x) es un grado
X

mayor que el de P(x) y P(x) no es factor de Q(x), entonces f(x) tiene una asintota oblicua en la recta y = ax + b,
cuyos valores de a y b estan dados por:

a= ll’m@ y b= limm[f(x)*ax]

X X
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Ejemplo
¥ +x—3

Obtén las ecuaciones de las asintotas y traza la grafica de f(x) = .

Solucién
La funcion tiene una asintota vertical en x = 0 y no tiene asintota horizontal, para obtener la ecuacion de la asintota

oblicua se aplican los limites anteriores:

=% x x> X x—® X x> X xz

(xz +x — 3]
2+ _
a=limI® —m ) h'm(x’z‘S) = h’m(l N i) =1

2 _ 2 — 33— 42
b= h’m[f(x) — x] = l’m[m — x} = 1fm|:M:| = ll’m(l — E) =1

X x—o® X x—o® X

Se sustituyen a y b en la ecuacion y = ax + b, por tanto, la asintotaes: y = x + 1
Grafica

Y A

Caso ll

Sea una funcion f(x) =

o(x)
P(x)
una asintota oblicua no lineal.

donde el grado de Q(x) es mayor que uno y mayor al grado de P (x), la funcion tiene

Ejemplo o
Determina las ecuaciones de las asintotas de la funcion f(x) = 2
Solucién

Esta funcidn tiene una asintota vertical en x = 0
Se realiza el cociente y el resultado es:

Entonces:
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Limites
Por consiguiente, la funcion tiene una asintota cuya ecuacion es y = x2
EJERCICIO 21
. De las siguientes funciones determina las ecuaciones de las asintotas y traza sus gréficas:
. 2 2 3 2
. xT+x+1 X +2 x> —3x" +1
. 1 = 4. = 7 x) =
f(x) T2 f(x) 2 f(x)
2 4
- X X 1
2. f0)= 3 5 f(x)=x;+1 8. fx)= T
(x*—3x%) 3
4> —4x+5 x° X +1
3. fx)y=———7— 6. X) = 9. x) =
fx) T —1 Jf(x) 1 Jf(x) 21
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « e ¢ ¢ ¢ e e ¢ e e e e 0000 e cocccocccs

Limites laterales

Limite por la derecha

Sea f(x) una funcion definida en el intervalo abierto (x, b), el limite de f(x) cuando x se aproxima a x, por la derecha
es Ly se representa:

lim f(x) =L
x—-x,"
Lo anterior denota que f(x) se aproxima a L cuando x tiende a aproximarse con valores mayores que x,

Limite por la izquierda

Sea una funcion definida en el intervalo abierto (a, x,), el limite de f(x) cuando x se aproxima a x,, por la izquierda

0’

es Ly se representa:
lim f(x) =L

Lo anterior denota que f(x) se aproxima a L cuando x tiende a aproximarse con valores menores que x,

Teorema

El limite cuando x — x, de una funcion f(x), existe y es igual a L, si y solo si los limites laterales son iguales a L,
es decir

limf(x) =L < lim f(x) = lim f(x) =L

X=X,

77



2 CAPITULO

CALCULO DIFERENCIAL

L]

EJEMPLOS
o 2x—3 si x<2

_n- .. . L . —
aE, 1 Determina el lxlgzlf(x) st f(x) {5 — 2 s x=2
iy

Solucién

Se calculan los limites laterales:
xll'glif(x) = Xll’g; 2x—3)=22)—3=1
}ilgf(x): Jirg(S—xz)ZS—(Zz:S—4:l
to )= i ) = 1

Por consiguiente el E(IE; fx)=1

YA

f)=2x-3 F@)=5-x

— 42 1
2 ®°-Calculael lim () si () = { 2\'; lx : iig

Solucién

Se obtienen los limites laterales:
{i = i — 52 = — 2 =
fi 00 = i O =9 (07 =3
Iim f(x) = lIimQ2x+1)=20)+1 =1
x—0" x—0"

Dado que, Iim f(x) # lim f(x), entonces el h’ng f(x) no existe.
x—0" =0 x>

La existencia de un Iimite lateral no implica la existencia del otro (ejemplo anterior). Cuando f(x) esta definida
de un solo lado, entonces el lim f(x) es igual al limite lateral de dicho lado.
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3 @ (Cudl es el l}’irzlf(x) sifx) = J4—x77?

Solucién
Esta funcion esta definida en el intervalo —2 = x = 2, por tanto, los valores de x tienden Gnicamente a 2 por la iz-

quierda, entonces el valor del limite es:

iy =t =l i = =07 0

ll’irzlf(x) =0

YA
1=
-2 2 X
EJERCICIO 22
. Para las siguientes funciones, determina el valor de los limites indicados:
: Lsi ES si x<3 y o i I
: S = 1005 o ae 3 a) lim f(x), b) lim f(0), ¢) lim f(x)
: x+1 si x<-2 a) lim g(x),b) Iim g(x), ¢) lim g(x),
: 2. Sigx)=x" =5 si 2=x<I
. -6 si x=1 d) lim g(x), e) lim g(x), ) lim g(x)
Jx+3 st x=1 3 ; ,
) a) lim h(x), b) lim h(x), c) 11rr11 h(x),
3.Sih(x) = {——1 si I<x=3 . ! -
;2 1 d) lim h(x), e) lim h(x), f) lim h(x)
Si 3<x X3 X3 X
2x . P P .
si —1<x=2 a) lim f(x),b) lim f(x),c) lim f(x),
4. Si f(x) =<x—1 x——1" x—=27 x—2*
X2 si 2<x<4 d) lfn; f(x),e) ]fr? F(x)
2 p—
i R a) lim f(x), b) lim f(x), ¢) lim f(x),
x—2 x—27 x—=2" X2
5. Si f(x) = 2x si 2<x<4 d) lim f(x), e) 11’rr1 Fx), H lim f(x)
\/m si x=4 x—4 x—4 x—4
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6. Si f(x) = |3

o000 0000000000000

8. Si g(v) = {°¢

10. Si f(x) = \/ﬁ

sen 6
7. Sih(0) =

4 3 sen X
9. Siw(x) =

—3x—10
si x=-2
x+2
2x si x>-—2
si 0<z
2

—cos 26 si 021
2

lim, /()

lim A (0)

0T
2

' st x=0 1im g (x)
3+7log(x +1) si x>0 Pl
si x<a
3cosx+5 . )
si x=m Iim w(x)
X
1—10g sen
senx+cosx si x=0
Iim f(x
si x>0 1—>0f()
i6n de soluci corr dientee e o ¢ 6 6 6 6 60060000 ceocoscocssccccsscsss

Q Verifica tus resultados en la

Limites de funciones frigonométricas

P

A continuacidn se muestra la tabla de valores de las funciones trigonométricas de los dngulos notables, asi como los

angulos de 0, T R

3

T, — y2m

Angulos en radianes

Seno

Coseno

Tangente

Cotangente

Secante

Cosecante

No existe

No existe

v W2 B elm sl -

=

NN N|$‘

w|lg ™

1 0 =1 0

0 =1l 0 1
No existe 0 No existe 0

0 No existe 0 No existe
No existe =1 No existe 1

1 No existe =1 No existe
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EJEMPLOS .
o

o | @9 Encuentra el valor del 1fm sen 2x

g x—»%

firy Solucién

T
Se sustituye el valor de x = 7 en la funcion:

o a
lirrzlsen2x= senZ(Z) = senz =1
4

Por consiguiente, el valor del limite es 1.
, . sen2x—3cos2x
2 oo (Cudl es el valor del lim——————7?
X0 1+ x
Solucién
Al sustituir x = 0, se obtiene:

sen 2x — 3 cos 2x sen 2(0) — 3 cos 2(0) _ sen0 —3cos 0 _ 0—3(1):_

lim = 3
x50 1+x 1+0 1 1
Por tanto, h’mw = -3
10 1+x
tanffcos 2x
3 @ Opén lim—2————
Hg sen x + 1
Solucién
™
X 2 ™ T
i tan< —cos 2| — £
1,mtamz cos 2x _ > (2):tan4 cos77':]_(_1):g:1
Hg sen x +1 sen%-ﬁ-l 1+1 1+1 2

Por consiguiente, el valor del limite es 1.

EJERCICIO 23

Calcula los siguientes limites:

cos 3x 4 cos x
1. Iim 6. lim |[————
-0\ x+3 -0\ sen x + cos x

e e e e 00000 e e

. . tan h
2. lim (sen 6 + cos 0) 7. im———
0T mTsen” h—1
6 3
. o ., senx +cosx
3. lim| 2 sen—cos « 8. lim ——
asm 2 H{Tﬂ sen x — cos x
Ctan®w—1 o osectw
4. lim——— 9. lim———
w=0tan” w + 1 wom ] —sen” w
. T T . sen 3 —cos
5. lim sen(xf—)cos(er—) 10. hmu
. 4 4 -7 tan B— V3
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ 6 6 6 6 6 6 0 6000000 cocoscsos
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Limites frigonométricos indeterminados

Para evitar la indeterminacion en un limite de funciones trigonométricas, se transforma la funcion utilizando identi-
dades trigonométricas, en ocasiones con esto es suficiente, también se puede simplificar hasta obtener una expresion
de la siguiente forma:

senx l—cosx cosx—1
o)
)
X X X

y utilizar los siguientes teoremas:
. senv , 1l—cosv ., cosv—1
Iim =1; lim = lim =0
v—0 v v—0 v v—0 v

A continuacion se da una lista de las identidades que se pueden utilizar.

Identidades trigonométricas fundamentales Funciones del angulo doble

sen «

tan a = sen 2a = 2 sen a COS
cos a
cos a

cota = —— cos 2a = cos? a — sen a
sen a

sen a = cos2a = 2sen?a — 1

senacsca =1

cos2a=1—2cos?a

csca =
sen a
1 2 tan o
cos a = tan 2a = G —
sec a 1 — tan‘ «

cosaseca =1

1
SECA= s a Funciones de suma o diferencia de angulos

sen(a = B) = sen a cos B * sen B cos a

tan a =
tana cota =1

cota = cos(a = B) = cos a cos B + sen a sen B

2 2 Transformaciones de sumas o restas de funciones
sen‘a =1 — cos® a

trigonométricas a producto

sen? o + cos? a = 1

cos?a=1-—sena sen a + sen B = 2 sen (%E) cos (a_gé)
1+ tan’a = sec? a sena —sen B =2 cos (%E) sen (—Ea ; )
1+ cot? @ = csc? a cos @ + cos B = 2 cos (%E) cos (—Ea ; )

cosa — cos B = —2sen (%E) sen (a_;ﬁ)
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Ejemplos

EMPLOS .
1 ®#° Determina el 1fm _1-tanb
Hg sen 6 — cos 6
Solucién
T
Se sustituye 6 = n , resultando:
1 —tan =
. 1—tan@ an- 1—- 0
Iim = = -2
H%senﬂ—cosﬂ ﬁ_ 0

S

T a
sen— — CoS—
4

4 2

Para eliminar la indeterminacion, se aplican las identidades trigonométricas con el fin de obtener una expresion equi-
valente que no se indetermine:

_send cos 0 —sen 0
I—tanf cosf cos 6 _ cos @ —sen 0 1
senf —cosf  senf—cos@  —cos@+sen —cos 0(cos 0 —sen ) T cosf

Se calcula el valor del limite:

lim 1—tand = liml| — ! _ ! :i:_l:_ﬁ

M%sen(?—cos(? gﬁ% cos 0 cosz \/5 \/5

4 2

Por consiguiente, ll’mﬂ = -2

gﬂ% sen @ — cos 6

— 2
2 ®°-Calcula el Iim S W 08 W

w—0 SGHZW
Solucién
Al evaluar el limite:

11,mcosw—cos2w _ cosO—cos2(0) _ 1—-1 _ 0
w0 sen’w sen’(0) 0y 0

Se indetermina la funcién, por consiguiente, se transforma mediante identidades trigonométricas, como se ilustra:

. COSW —Cos 2w . cosw — (cos® w — sen’w) _cosw — cos’w + sen’w
Iim 3 = lim 3 = lim 3
w—0 sen w w—0 sen w w—0 sen w

w0 sen’w sen’w | w0 1—cos’w

| cosw (1 —cosw)+ sen’w . |cosw(@—cosw) sen’w |, |cosw(1—cosw)
= lim > = lim + Iim +1
sen’w

. cos w (1 —cos w) . cosw
= lim +1| = lim| ———+1
w=0[ (14 cos w)(1 — cos w) #=0] 1+ cosw

Se aplica el limite:

B cos W cos 0 1 1 3
= lim +1| = +l=—-+1=—+1= =
w=0[ 14 cos w 1+ cosO 1+1 2 2

Finalmente, el valor del limite es %
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3 @9 Obgen el Iim 25 3*
x—0 X
Soluciéon

sen v

2 sen 3x
Para que h’ng adopte la forma h’n(}
X V!

2
lim sen 3x.§ _ 1,m6sen 3x _ 6.h,msen 3x —6(1) =6
x>0 X 3 x50 3x x—0 X
Por tanto, h’mM =6
x—0 X

—cosb
4 ®°° Cyal es el valor del h’ngw ?
y—! y
Solucién

Se sustituye y = 0 en la funcion:

. cos ay — cos by cos a(0) — cos b(0) 1-1 0
Iim 5 = > = - =
y—=0 y (0) 0 O

Se transforma la diferencia de cosenos en producto,

+ - + -
cos ay —cos by =—2 sen(ay 5 by)sen(ay > by) = —2sen @ zb)y sen (@a—b)y

2
Entonces:
+ J—
cos ay — cos by —2sen fa by sen by
lim _ = lim z_ 2
y—0 y y—0 y
+ —
sen ((l b)y sen (a b)y
= —2.lim 2 . 2
y—=0 y y
+ —
enl@toy - (@a=b)y
=—2.lim 2 lim 2
y—0 y y—0 y
+ + - -
sen (@ 2b)y (a : b) sen @ 2b)y (a . b)
e 7y R (7
2 2
(at+b)y (a — b)y
_2atb) T, @by M,
-0 (a+b)y 2 o0 (a—Db)y
2 2
—2(a+b) .. (a—b)
= - 1
5 M 5 ®
_ —2@’ —b’) b’ —-d
4 T2

cosay —cosby _ b —a’
y? 2

Por tanto, lim
y—=0
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1+ (x—1)cos x

5 @@ Determina el valor de 1fm
x—=0 4x

Solucién

Se evalta la funcidn parax = 0

11,ml+(x—l)cosx _1+0O0—-Deos@®) 1+ _1-1_0
x—=0 4x 4(0) 4(0) 0 0
Se transforma la expresion de la siguiente forma
l-i-(x—l)cosx= 1+ xcosx—cosx _ l—cosx+xcosx
4x 4x 4x
:l|:1 —cosx xcosx:l
4 X X
1{1—
= —[ﬂ +cos x:|
4 X
entonces
1+(x—1 1{1—
h’mw = Iim— ﬂ+cosx
X0 4x =0 4 X
= l[limﬂ + lim cos x:|
4| x>0 X x—=0
1
1
= —(1
4( )
_1
T4
Por tanto
1+(x—
lim (x —1)cos x :l
x—0 4x 4
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EJERCICIO 24

. Determina el valor de los siguientes limites:
. 2 2 2 2
. . w . x(a”—b
N 1. im——— 11. hm(i)
. w=0 cos w — 1 -0 cos ax — cos bx
: sen 30 sen x)"
: 2. Iim 12. h’mg
. -0 tan 46 x>0 (sen 2x)"
: cosx—1 T
: 3. lim——— 13. h’m(——e)tana
. =0 sen’x eﬁ% 2
2 sen « — tan 2« 1 1
4, lim——M 14. lim —
a=0 o w=0\ tanw  senw
1—secv x°
5. lim——— 15. Iim——
v=0 y7sec v =0 2 tan x —sen 2x
2
sen” 0 cosx—1
6. lim— 16. lim————
gﬁg tan” 6 0 3x” ¢s¢c” x
Y(cosx —1)* sen® 3x
7. h’m¥ 17. lim———
x—0 tan x x—0 X
cos 2w sec 2w —1
8. lim — 18. lim——
W% cos w —sen w w=0 W sec 2w
tan x COS mx — COS nx
9. Iim 19. im—————
=0 \/l—senx—\/l-i-senx =0 2x
tan(3 + a) —tan(3— & cos 4x — cos® 2x
10. lim ( ) ( ) 20. lim———
a-0sen(3 —a) — sen(3 + «) =0 X

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o o o ¢ ¢ o 0 00000000 cceooson
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c

Rese

CONTINUIDAD

n el siglo XX la matemdtica se apoya-
ba en la geometria y el dlgebra para
buscar sustento a sus afirmaciones.

En el célculo infinitesimal se siguieron las
lineas que le eran posibles con el sustento
conceptual, como la existencia de funcio-
nes confinuas.

Es cuando Weierstrass publicaen 1872, gro-
cias a su discipulo Paul Du Bois Reymond,
su teorema sobre la existencia de funciones continuas que en algunos pun-
fos no fenfan derivada; las consecuencias de esfe teorema fueron de gran
inferés, en su época se decia que una funcién era continua si su gréfica se
podia trazar sin despegar el lapiz del papel, ain en nuestra época esto
da una idea informal de la continvidad de una funcién.

Pero el resultado de Weierstrass mosiré que se podia hablar de la con-
finvidad en un lenguaije totalmente analitico, sin necesidad de recurrir a
imagenes geométricas. Esfe lenguaje proporciond la advertencia sobre lo
peligroso que resultaba confiar demasiado en las conclusiones extraidas

de un dibujo.

Karl Weierstrass
(1815-1897)
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Continuidad puntual

Una funcion f(x) es continua en el punto x, € R si cumple con las siguientes condiciones:
1. f(x,) esta definida.

2. erg f(x) existe.

3. lm f(x) = f(x,).

EJEMPLOS .
TZ,_ 1 ®9° verifica si f(x) = x2 — 1 es continua en x, =2
i.% Solucién

Se deben verificar las tres condiciones:

1. f(2) = (2)> — 1 = 3, por tanto f(x) est4 definida para x, =2
2. Se calcula el valor de cada limite lateral:

lfI‘;;f(x) = hrg; @=-1D=22-1=3
ll’rgf(x) = 11r§1+ @=-1D=22-1=3

Entonces, 11rr21 f(x) siexiste y 11’1121 fx)=3

3. Como h’n21 f(x) =3y f(2) = 3, entonces h’n; f(x) = f(2), por consiguiente, f(x) es continuaen x, = 2

YA

S (x0)

ol 4
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Continuidad

2x — 3 si x <1

2 ®°° Determina si la funcion fx) = { si x=1°6 continua en x, = 1

—-Xx
Solucién
Se verifican las condiciones:
YA
L f(1) =—(D)
f(1) = —1, la funcidn esta definidaen x, = 1

2. Se determinan los limites laterales:

lfm f(x) = lfm 2x —3) =2(1) = 3 = —1
x—1 x—1

h’rgf(x) = 11’19 (—x)=—-(1)= -1

Por tanto, lfIIll fx)=-1
3. Probar que el h'nllf(x) = f(1) Jo)=2x-3
lim f(x) = f(1) = —1
Finalmente, es continua en x,=1
X si x=1
3 ®¢° Determina si la funcion f(x)=42x —3 si 1<x =3 escontinuaenx=1yx=3
3 si 3<x

Solucién

Se verifican las condiciones para los puntos x = 1 y x = 3:
1. f(1) = (1)?> = 1, la funcidn esta definida en x, =1
2. 1in]r1f(x) = }LI‘{] 2x—3)=2(1) -3 =—1;
i /9 = lig = (17 = 1
Debido a que el lirpf(x) # lirpf(x), entonces leir]lf(x) no existe.
Por tanto, f(x) no es continua en x, =1 YA
Se verifica la continuidad en x, = 3 fio =
1. f(3) = 2(3) — 3 = 3, la funcion esté definidaen x, = 3
2. lim f(x) = lim 3 = 3; lim f(0) = lim (2x —3)=2(3) =3 =3 J) =3

Se concluye que,

lim () = lim f(x)

VA

Entonces, lxllr; fx) =3 ‘/f(x) =2x-3

3. h’n}f(x) = 3y f(x) = 3 entonces, h’n31f(x) = f(3)

Por consiguiente, f(x) es continua en x, = 3
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. T
senx si x<—

° ; m

4 ®0° Eg continua glx) = o enx, = 5
cos x si x>5

Solucién

Si se verifican los pasos se obtiene:

T T
1. g (5) no esta definida, por tanto, la funcion no es continua en x, = 5

Discontinuidad evitable o removible

Sea f(x) una funcion racional no continua en x = x,,, si mediante una simplificacion algebraica, f(x) se vuelve continua
en x = x , entonces recibe el nombre de discontinuidad evitable o removible.

EAEMPLOS i

o 2

- - + 1
S | ®@° verifica si es continua la funcion fx) = 6 ZTxt2 enx = —
g 2x — 1 2
iy Solucién

1
1. Se evalta la funcién en x = E

1Y (1 1.7 37
f(l) B 6(5) 7(2)” _ 6(4) 272 552 o

2 2(i)—1 1-1 1-1 0
2

La funcion se indetermina o no est4 definida para el valor de x = 5 lo cual implica que es discontinua en este punto;

sin embargo, se elimina la indeterminacion mediante una simplificacion algebraica.

6’ —T7x+2  (Bx—2)2x—1) 3 — 2t L
=TT T T AT,
Esta simplificacion indica que la grafica es una linea recta con discontinuidad evitable o removible en x = 5
Y
6x2—7x +2
) = ——=
f 2x—1
!
r=—
|2 >
X
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xXX—=2x-3

2 ®9° Determina si la funcion f) ==
x°—5x+6

es continua en x = 3 y traza su gréfica.

1. Se evalta la funcién en x = 3,

3 — 3-23-3 9-6-3 0
3= 32 -53)+6 9-15+6 0

La funcién no esta definida en x = 3, sin embargo, mediante una simplificacion se puede eliminar la discontinuidad,

x> —2x-3 (=34 x+l
X=5x+6  (x—=3)(x—2) x—2

J&x) = ,Six#3

La gréfica de esta funcion es una hipérbola con discontinuidad evitable o removible en x = 3

Y&

3 ®¢° Determina el valor de k para que la funcién sea continua:

3x—k, x<lI
foo = {ka—S, x=1

Solucién

Se obtienen los limites laterales:
Imf(x) = lim Bx — k) =3(1) — k=3 —k
x—1 x—1
Iim f(x) = lim 2kx —3) =2k(1) =3 =2k —3
x—1" x—1"
Para que el limite exista:

lim f(x) = lim /(x)

entonces:
3—k=2k-3
—k—2k=-3-3
—3k=—6
=6
!
k=2
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por tanto, para que la funcidn sea continua k = 2, es decir la funcion se debe escribir:

_3x—2, x<1
4x—3, x=1

Comprobacion

Probemos que la funcidn es continua en x = 1

) f(Hh=41)—-3=4-3=1

ii) Erpf(x): )l_irp(Sx—Z):3(1)—2:3—2:l
E)n]}f(x)= Erg(4x—3)=4(1)—3=4—3:l
lip f09) = lin 09 = 1
por tanto 1}1311 f(x) existe y lxlg} fx)=1

i) f(1) = 1im f(x) = 1

Por tanto f(x) es continua en x = 1.

4 ®¢° Deermina los valores de a y b para que la funcion sea continua

ax—3 x=-2
f)=43x*—-1 —2<x<3
bx +1 x=3

Solucién

Se obtienen los limites laterales en x = —2
xlﬁfl}}f(x) = XLﬁE— (ax —3)=a(=2)—3=—2a—3
Xlﬂl’rﬁr;}f(x) = rLf{r;‘ @-1D=(-2>—-1=4—-1=3
Para que el limite exista se debe cumplir:

lim f() = lim /()

Entonces:
—2a—3=3
—2a=3+3
—2a=06
a= —72
a= -3
Por tantoa = —3

Se obtienen los limites laterales en x = 3

h’rgf(x) = h’n31+ (bx+1)=b3)+1=3b+1

X—

lim f(x) = lim (2~ =3P - 1=9-1=8

X—

lim f() = lim /()

X—
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entonces
3b+1=8
3b=8—1
3b=17
77
b=73

Por lo tanto b = 3

Continuidad

EJERCICIO 25

© o060 0000000000000 00000

Verifica si las funciones propuestas son continuas en los puntos indicados:

I. fx) =2x2—x,enx =0

2. f(x) = Jx*—4 ,enx =2

3 _ 3x—1 3
W == )

4
4.f(x):ﬁ,enx:3

-4
5.f(x):ﬁ,enx:2

1
6. fx) = Senx,enx:%'

-1 si x<2
7100 = {Zx—l s xz2 MX=2

3 si x=1
880 = 12y g x>1onx=1

3x—2 si x<0

%MD = 2k +3 si x=0-n* =0
x si x<-—2

10. f(x) = x> —2 si —2=x<2,enx=—-2yx=2
3x—4 si x=2

— si x<l1

X
11. g(x) = {—3x+5 si 1=x<2,enx=1yx=2

2x  siox=2

T .
sen(x-i—;) Sl X=1

. 3 3
12. h(x) = qcos x 517T<x5577,enx=77yx=*77

2
( n) ) 3
tan| x+—| st x>—m
2 2
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|+
13. f(x) = {x* =2

si x<-3

. x*—5x+6

. 14. g(x)=ﬁ,enx=3

: e

. 15. h(x) = x3_1,enx=1

: X +8

. 16. g(x) = x2_4,enx=72

. x—

: 17.f(x)=m,enx=8
8 6’ —x—1 B

WO = T T

Determina el valor de k para que las siguientes funciones sean continuas:

2x+k

si x<2

19. ft0 = {3kx—1 i x=2

K —x

si
20. S0 = {2k +30 si

x=0
x>0

+ i <
21, o) = {Jx k si x<3

kx —1

Obtén el valor de las constantes para que las siguientes funciones sean continuas:

x=—4
—4<x<l1
x=1

ax+3
22. f(x) = Jx* —4
bx+4

ax+b
23. f(x) = {3xb—2
2a—x

ax+?2
24. f(x) = qa+bx
ax —2b

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ ¢ ¢ 6 6 6 6 06 6 006000000

si
si
si

si
si
si

si
si
si

si x=3

x<0
0=x<3
x=3

x=1
1<x<4
x=4

1
2

si 3=x<3,enx=—-3yx=3
log(x+7) si x=3
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Continuidad

Continuidad de una funcién en un intervalo

Continuidad por la derecha
Una funcion f(x) es continua a la derecha de x, si y solo si para x € R se cumplen las siguientes condiciones:

L. f(x,) existe

2. lim f(x) existe

X=X

3. lim () = f(x)

Continuidad por la izquierda
Una funcion f(x) es continua a la izquierda de x, siy solo si parax € R:

L. f(x,) existe
2. lim f(x) existe

x-x,

3. lim f(x) = f(x,)

Continuidad de una funcién en un intervalo abierto

Se dice que f(x) es continua en el intervalo abierto (a, b) siy solo si es continua en todos los puntos del intervalo.

EJEMPLOS .
_é_ 1 ®*° Demuestra que f(x) = /9 —x es continua en el intervalo (—3, 3)
i.% Solucién

La funcion f(x) = /9 —x* esta definida en todos los puntos del intervalo (—3, 3), como se ilustra en la grafica, por
consiguiente, f(x) es continua en dicho intervalo.

YA
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1
2 ®o Lfx) = Pl continua en el intervalo (—2, 3)?

Solucién

f(x) no esta definida en x = 0; entonces no es continua en este punto, por tanto, no es continua en el intervalo (—2, 3)

YA

-2

Continuidad en un intervalo cerrado

Una funcion f(x) es continua en el intervalo cerrado [a, b] si es continua en el intervalo abierto (a, b) y ademas

lim /() = f@) y lim f(x) = fb)

EJEMPLOS .

[e]

TE:_ 1 ®*° Demuestra que f(x) = x> — 2x es continua en el intervalo cerrado [—1, 2]
Q. .o

T Demostracion

La funcién f(x) es polinomial, lo cual implica que est4 definida en el intervalo abierto (—1, 2), por tanto, es continua
en el intervalo, ahora se prueba la continuidad en los extremos del intervalo.

Parax = —1

a) (=)= (=1 =-2-1)=3 . "4 .

b) lim f(x) = lim (x* = 2v) =3 j

¢ lim fx) = f(=1) 3

Parax =2 \

a) f2) =27 -22)=0 -1 2 X
b) lim f(0) = lim (> = 20 =0

o) lim f(x) = f2)

f(x) es continua en el intervalo abierto (—1, 2) y es continua a la derecha de —1 y a la izquierda de 2, entonces f(x)

es continua en el intervalo cerrado [—1, 2]
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Continuidad
2 .
@0 . . _ix si x<0 . . B 9
2 (La funcion f(x) {Zx 1 si x=( ©scontinuaen el intervalo [—2, 3]
Solucién
Del intervalo (—2, 3) la funcidn f(x) no es continua en x = 0, ya que: Ya
lim f(x) =0, lim f(x) = —1
x—0 x—=0"
Iim f(x) # lim f(x)
x>0 x=0"
Por tanto, h'nol f(x) no existe.
Si f(x) no es continua en el intervalo abierto
-2,3 - X
(=2,3) 2 Y 3 X
Entonces, no es continua en el intervalo cerrado
[—2,3]
1—x*si x=0
( LT i6 = i i — ?
3 (La funcion f(x) {1 fx si x>0 continua en el intervalo [—3, 3]7
Solucién
Se prueba la continuidad de la funcion en x = 0 Y
1. fO)=1—-(0)2=1
2. lfrg}f(x) =1+0)=1; lfrglf(x) =1—-(0)2=1
3. f(0) = lxl_Igf(x) =1 -3 3 X

La funci6n es continua en el intervalo (—3, 3)
Ahora se prueba la continuidad en los extremos:

Parax = —3
1. (-3)=1—-(-3)?=1—-9=-8
2. ll’rg}f(x):l—(3)2:1—9:—8

3. f(=3) = lim f(x)

Parax =3

I. fB)=1+3=1+3=4

2. lﬁ}}f(x)=1+3=1+3=4
3. /@)= lim f(x)

La funcion es continua en (—3, 3) y ademaés es continua a la derecha de —3 y a la izquierda de 3, por tanto, es continua
en el intervalo [—3, 3]
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Continuidad en un intervalo semiabierto
Para intervalos semiabiertos (a, b] y [a, b) se tiene que:

1. Una funcidon f(x) es continua en el intervalo semiabierto (a, b] si es continua en el intervalo abierto (a, b),
y lim f(x) = f(b)
x—b
2. Una funcidn f(x) es continua en el intervalo semiabierto [a, b) si es continua en el intervalo abierto (a, b),

y lim f(5) = f(a)

EJEMPLOS .

e

£ Demuestra que f(x) = 3 continua en el intervalo semiabierto (3, 6]
)

LU Demostracion

El dominio de la funcion se define Df = {x € R|x+# 3}, por tanto f(x) es continua en el intervalo abierto (3, 6)
Se verifica la continuidad por la izquierda en 6

2

2
a)f(6)=m=§

b) i = I 2 _2
) limf) = lim| T3] = 3
o) lim f(x) = /(6)
Entonces, f(x) es continua en el intervalo semiabierto (3, 6]

YA
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2 lim (-0 = —(-2) =2
3. f(=2) = lim (=)

Por tanto, la funcion f(x) es continua en el intervalo [—2, 4)

Continuidad
2 oo 5 _ 3 si x<2 ) ) o )
(La funcion f(x) = 1§ 2=x<3 S continua en el intervalo semiabierto (—1, 3]?
Solucién
Se verifica la continuidad en x = 2
1. fQ)=©2)P2-1=3
2. lim f(x) = 3; lim f(x) = 3,
x—2 x—2
Por tanto, h'ng fx)=3
3. f2) = h’nzlf(x), la funcidn es continua en (—1, 3)
Se prueba la continuidad por la izquierda en x = 3
1. f(3) no esta definida, por tanto, la funcion no es continua en el intervalo (—1, 3]
YA
-1 2 3 X
3 ee . - ., e si —2=x=0
Verifica la continuidad de la funcidn f(x) = X 4dx si O<x<4 ©N [—2,4)
Solucién
Se verifica la continuidad en x = 0 Y 4
1. f0O)=—-0)=0
2. h’rg; (—x) =0, h’rgk (—x2+4x) =0
3. Por tanto, h'ng fx) = £(0)
La funcio6n es continua en el intervalo (—2, 4)
Se prueba la continuidad por la derecha para x = —2
L f(=2)= —(-2) =2 2 i x
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EJERCICIO 26

Verifica si son continuas las siguientes funciones en los intervalos indicados:

P A N B

1. f(x)=3x+2en]|0,3) 6. f(x) = \Jx+3 en[—3,1]
2x 2x—x* si x<l
2. flx)= )627_4 en(—1,3) 7. f(x) = {4x—3 s x=1 en[—2,4]
! si x>0
3. flx) = Jx'+4 en[-3,3] 8. f(x) = yx en[—3,4]
2x+1 si x<0
A 7l_3 11 9 A si x<2 0.3
. f(x)_x en 3’3 f(x)_ 2x+1 si x=2 en(a )
x sio x<1
5. fx) =x2—x%en[—2,0] 10. f(x) = y—2x+3 si I1=x=3en(—2,95)
-3 si x>3
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 0o 060000000000 css

Teorema del valor intermedio

Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo [a, b], y k un nimero comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe un
¢ € [a, b] tal que f(c) = k.

Y4

fib)

fley =k
fla)

m

EMPLOS °

[72]

]
. ] ®@e-s; f(x) = 3x — 2 es una funcidn definida en el intervalo [—2, 3], obtén el valor de ¢ que cumpla con el teorema del
g valor intermedio cuando k = 1
[y

Solucién

Al aplicar el teorema se obtiene:
fle)=k—>3c—2=1->3c=3->c=1

Por consiguiente, ¢ = 1 cuando k = 1
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2 ®¢° Dyda la funcion g(x) = x? — 3x — 2, definida en el intervalo [1, 4], determina el valor de k que cumpla con el teorema

del valor intermedio cuando ¢ = 3

Solucién

Se aplica el teorema:
floo=k—c?—3c—-2=k

Pero, ¢ = 3y al sustituir se obtiene el valor de k

B3)Y-33)—-2=k—>k=-2
entonces, k = —2

Y A

\ 4

EJERCICIO 27

e o 000000000000

Aplica el teorema del valor intermedio y encuentra el valor de c en los siguientes ejercicios:
l. f(x) =3x — 5;[—2,4]conk =1
2. f(x) = \Jx* +4:[-3,3]conk =2
3x—2
x+1

3. flx) = ;[0,5]conk =2

=2 si x<l1
4. flx) = {—2x+1 si le;[—2,4]conk—0

5. f(x) = {‘S_X X5 0 8l conk = 0

¥ =25 si x>5’

Aplica el teorema del valor intermedio y determina el valor de k en los siguientes ejercicios:

6. f(x) = 3x3 — 2x2, [—2,0], c=—1
7. f) = \Jx*+9 ;[6,0], c=—4
X

S.f(x)—m,[l,S], c=2
T

9. f(x) = cos x; [0, 277], c= 7

10. f(x) = log(3 + x); [1, 12], c=17

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 06 6 6 6 6 6 0 6000000 cocoscos
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CAPTUIO 4

LA DERIVADA

’
HISTORICA

O

1=

o

n

Q

oz
- n un periodo de menos de dos afios,
. . = cuando Newton tenia menos de 25
\ afos, comenzoé con avances revolu-

cionarios en matemdtica, éptica, fisica y
astronomia.

Mientras Newton estaba en casa (debido
a una peste que cerr¢ la Universidad de
Cambridge| establecié las bases del calcu-
lo diferencial e integral. El método de las fluxiones, como él lo llamé, estaba
basado en su crucial visién de que la infegracién de una funcion era el
procedimiento inverso de su derivacién.

Al considerar a la derivacion como la operacion bésica, Newton produjo
sencillos métodos analiticos que unificaban muchas técnicas diferentes de-
sarrolladas previamente para resolver problemas, en apariencia no relacio-
nados, como calcular dreas, tangentes, longitud de curvas y los méximos
y minimos de funciones. El De Methodis Serierum et Fluxionum de Newton
fue escrito en 1671, pero Newton no pudo publicarlo y no aparecié impre-
so hasta que John Colson produjo una fraduccién al inglés en 1736.

Sir Isaac Newton
(1643-1727)
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Definicién
Sea f(x) una funcion, se define a su derivada f’(x), como:

Fr = i T A=/

Para toda x, siempre que el limite exista y se representa por:
Doy DY
Yo £, oo 0 Dy

Interpretacién geométrica

El valor de la derivada en cualquier punto de la curva es igual a la pendiente de la recta tangente en ese punto.

Donde:
Ax: incremento en x

Ay: incremento en y

y=f
L

0 (x+ Ax, filx+Ax))y

f(x+Ax)

J )

—
—

En la gréfica se observa que la pendiente de la recta L es:

A S A - f(x)
T Ax Ax

Si Ax tiende a cero, la recta L coincide con Lt, entonces la pendiente de L[ sera el limite de m »

limm, = lim 2 = jim JETAD =S
Ax—0 A0 Ax Ax—0 Ax

Por definicion, la derivada es:

Ay _ o G A - )
dx Ax—0 Ax
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La derivada

Regla de los cuatro pasos
Sea una funcidon y = f(x), entonces:
1. y+Ay=f(x+Ax)

2. Ay=f(x+Ax)— f(x)

Ay _ fa+ M)~ f(x)
Ax Ax
oD AV feHAD -~ f)

= lim —
dx A0 Ax A0 Ax

3. (razon de cambio)

(derivada de la funcion)

EJEMPLOS .
o

1 ®%° Encuentra la derivada de la funcion fx)=5x—-6

Solucién

Ejempl

Se aplica la regla de los cuatro pasos y se obtiene:
I. y+Ay = 5(x+Ax)—6
2. Ay = 5x+5Ax—6)-(5x—6)

3 Ay _ (5x+5Ar—6)=(5x—6) _ Sx+5Ax—6-5x+6 _ S5Ax _
T Ax Ax Ax Ax

— = Iim & = lim5 =5 (derivada de la funcion)
Ax- Ax Ax—0

Este resultado se obtiene también cuando se utiliza la definicion, como sigue:

. [5(x+Ax)—6]—(5x—6) . 5x+5Ax—6—-5x+6 . 5Ax .
Iim = lim = lim — = Ilim (§)=5
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

Por tanto, la derivada de la funcion f(x) = 5x — 6es: f'(x) =5

2 @ Aplica la definicion y determina la derivada de y = 7x? — 5x + 9

Solucién
dy _ im [7(x + Ax)* —5(x + Ax) + 9] — (7x* —5x +9)
dx Ax—0 Ax
dy — lim 7(x* + 2x(Ax) + (Ax)) — 5x = 5Ax +9 —7x* +5x—9
dx Ax—0 Ax
&y _ e T A+ TA® —Sx—5Ax +9 - Tx" +5x 9
dx Ax—0 Ax
2 —
A g MAXTTAY 7AYo (4 4 7AY—5) = 14x — 5
dx Ax—0 Ax Ax—0
Por consiguiente, la derivada es:
dy _ 14 5
PR
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-1
3 ®°° Encuentra la derivada de la funcion Jx) = xx+ 5 aplica la definicion.

Solucién

2(x+Ax)—1_2x—1
dy B x+Ax+5 x+5
— = Iim
dx Ax—0 Ax

2x+2Ax—1 2x—1
dy B x+Ax+5 x+5
— = Iim
dx Ax—0 Ax

(x+52x+2Ax—1D)—R2x—1D(x+Ax +5)

D im (x+ Ax + 5)x +3) al simplificar,
dx Ax—0 Ax
dy ) 11Ax . 11 .
— = Iim = lim se resuelve el limite
dx A0 Ax(x + Ax +5)(x +5) A0 (x + Ax + 5)(x +5)
dy ., . 11
dx ALY (x+5)

4 e (Cual es la derivada de la funciony = Jx +2 ?

Solucién

b lim \/x+Ax+2—\/x+2 se racionaliza la expresion

dx Ax—0 Ax

dy ) \/x+Ax+2—\/x+2 \/x+Ax+2+\/x+2

— = lim .

dx A0 Ax \/x+Ax+2+\/x+2

dy ) (\/x+Ax+2)2—(\/x+2)2 ) X+Ax+2—x—2
— = lim = lim

dv o0 Ax(JxFAxF 2+ k2] a0 Ax({fxFAx 2+ fx +2)
a _ lim Ax = lim !

dx AHOAX(\/x+Ax+2+\/x+2) 20 [y +Ax+2 + fx+2

De tal manera que, al resolver el limite se obtiene:

dy 1

A e s
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La derivada

EJERCICIO 28
. Deriva las siguientes funciones, utiliza la definicién.
: 3
: l.y=3x+2 11.f(x)=7
: 2.y=2 b. 12 = E
: .y =2a X .f(x)—xz_i_1
. 3. y=2x2 13. f(x) = Jx—2
4. flx) = 3x* — 5x 14. f(x) = Jx* —4
S5.y=ax?+bx+c 15.y= 32x+1
6 3 16 2
. =X . = =
y y N
7. y=x3—x? 17.y=x3/;
8 y— 4x* —16 18, v = 2
YT T2 SR
9. y= 2x 19, y = x—1
YT YT x+3
10 y=(x— D2 +x+1) 20. y = x
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 060600000 cso0css

Formulas para determinar la derivada de una funcion algebraica

La forma directa de obtener la derivada de una funcion algebraica es la aplicacion de las siguientes formulas:

d d 1 dv
I —=c=0 7. —y=———
dx(/ dx nnvnfl dx
d 1 dv
2. ——x=1 8. —v=—r=—
dx dx 2\ dx
3 —cv=cﬂ 9. i(uv)—uﬂ-i-v@
dx dx dx dx dx
vdu udv
du+v-— e dx
g dltv=w) du dv_dw 10. d_(l)=x—2dx
dx dx dx dx dx\ v v
5. 40D _ o 11. i(g):_%ﬂ
dx dx\ v v: dx
6. iv”=nv””ﬂ 12. i(ﬁ):lﬂ
dx dx dx\ ¢ c dx
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®

EJEMPLOS

1 @2, Cuil es 1a derivada de la funcion y = x3 + 2x% — 4x + 52

Solucién

Al aplicar las formulas respectivas se obtiene:

Ejemplo

dy d 3 2 d 3 d 2 d d

o= D2 —4x+5) = — () +—2x) — —(dx) +—(5

i (x"+2x" —4x+5) dx(x) !(X) dx(x) !()
d d d d

= S )2 () A=)+ —(5

o () dx(x) dx(x) dx()

=3x2+212x) —4(1) =3x2+ 4x — 4

2 ®°° Deriva la funcion y= It

Solucién

m

m 1
Aplicamos el hecho de que Ya”" = a” y posteriormente a " = p

@_i(sz)_i o252 52 _
dx dx\/x— arl” 37 37 F 3

1
3 @9 Calcula la derivada de la funcion s = —
It

Solucién

ds _d( 1 ) d{ = 1 -1 1 -3 1 1
dt di\3t) a 5 5 Stg 536

d.
pero V1* = §fr° -1+ =17, por tanto jj =5

4
4 ®¢° Opén 1a derivada de la funcion y= —
X

Solucién

dy d(4\_d , _ d , _ - . 4
f:f(sza@x = 4 (x o= 4(-1x) = —4x? = —=

. . . 7
5 ®¢° Determina la derivada de la funcion y=2 Ix — T
X

Solucién

I

[N}

|

=
=
N—

|
~

|

N | —
k\
0=

L
N—

Il
W
R\
Wl

+
SRS
k\
oW
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CAPITULO 4

La derivada

6 @ (Cuél es la derivada de la funcion y = (3x* —x)” ?

Solucién
Se aplica la férmula av’) =m"! % y se obtiene:
X
dy 2 6. d 2 2 6 d3x®  dx 2 6
—=T70Cx"—x)"—@Bx"—x) = 73x" —x)"+ —— | = 703x" — 6x—1
I Bx" —x) dx(x x) (Bx" —x) i dr Bx"—x)*(6x—1)

= 42x—7)(3x* —x)°

7 ®@°Encuentra la derivada de la funcion s = I8 +4r—1¢°

Solucién
L 1 L 1 _2
§=%(8+4t*l3)3 = §(8+4t*t3)3 1-%(8+4t*l3) = 5(8+4t*t3) 3.(4-31%)
_ 43¢
-z
3(8 + 4t —1%)3
4-3

3B +4ar—r)

8 ®¢° Deriva la funcion y= -

Solucién

R B SRR TL]
= s3] )
ot (22

_ 15(1-2v5)
2\/; (\/;—x)4
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Q ®e Calcula la derivada de la funcion y= xyx+1

Solucién

Se aplica la formula i(uv) = u@ + v@
dx dx dx

dy d ) dx
a—a(x\/m) = Xaﬁ"‘ x + 1;

1 X
=X ——= |t Jx+l = —F/—+x+1
(2 x+1J 2yx+1

x+2(x+1)_x+2x+2 3x+2

2fx+1 2fxt 1 2 fxtl
dy  3x+2
Por consiguiente, 2o
dx  2x+1
=5
10 @2 Obién la derivada de la funcion f(x) = T3
Solucién
du dv
d(u VLT B MCT
Se aplica la formula d—(f) =X 04X y e obtiene:
X\ VvV v
. 1= 3x2)(2x) — (x* — 5)(—6x) _ 2x— 6x° +6x° —30x . 28x
F= 1-3¢) BT (1-3¢)°
EJERCICIO 29
. Deriva las siguientes funciones:
: l.y=-10 12. f(x) = 4x3
. 2.y=5 13 5() = Lt
: 5
. 9
. 3. f(x) = a? 4.y = x2
4
4. s(t) = b2 15. f(x) = x3
3
5.y=6x 16. y = 6x2
3 2
6.y= n 17. f(x) = x°
1
7. f(x) = ax 18. f(x) = 4x*
8. s(t) = b2t 19. f(x) = Jx
9. f(x) = 5x2 20. s(¢) = ¢
10. y = ax~/b 21. f(x) = 53x
5
11 () = x5 2. fx) = x7
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© o 0606000000000 000000000000000e0o0

x4

2. /0=
t3

24.5() = —
5

25. ) = =
2

2. f() = =%
27. f(x) = %
28. (1) = g
4
2. f0) = 7=
30. s(1) >
.8 = -
it

4
31. f(x) = -

32. f(x) = Tx’ —3x"+3x—12

33. fx) =x*—5x3+82—x—6

34. f(x) = 5x* +4x+4mn—2

35. f(x) = 3ax* — 4ax’ — 5bx% + Tex

X 3 4x 1
O S0 =TS T s
R VAR
.s(t) = n 0 3
x2 X C
38. f(x) = ———— T+ —
fx) = a b
39, 5(t) = 4>~ 2
-S(f)—tz 5
5 7 3 1
40.f(X)=T_7_?_;+g
3
b 2,63
SO=357727775
Ix 3
2. f) = 5=
fx) 5 %/;
xt =3t —6x" —3x+2
43. f(x) = .

111

3
44. f(x) = 2x? -i-Ex2 ——x?

45

La derivada

35 14
3

f) = 8Jx +93x +43

46. f(x) = ax" +bx""

=TS
48. fx) = a¥x +bx
4f 5
49. y = 3szr\/x—
3
50, fx) = ===t —
L f) = e
7 5
Sl'f(x):F+F
52.f(x):% RRP
X X
3x* +5x+8
53.f(x):T
3
54. =\/x*‘(\/§——)
g Jx
55.y= (Bx—4)
56. y = (2—4x)’
57.y = (3x° —2x*)*

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

3 1y
y= (4x2 —2x2)

y= 53r
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CALCULO DIFERENCIAL

65. f(x) = (x> +5x—3)° 83. f(t) = é\/az -
a
2 _
66. y = 3f(2x - 3) 84. f(r) = ——= 34
2 _
6r—3
67. y= (\J4x+3 85. f(t) = o
6. foo = (Les2) 86. f(2) = %
fo) = (5)« ) S = S_6:
69 _(2_1); 87 _ax+b
Ly = P 'f(x)_ax—b
2 3
70. f(z) = \J2" — 4 88. f(x) = —x—g

1-2¢
= 3y + =
71. y= Jx"+3x 89. f(1) T2

72,y = (4 —Li)ox+s 0. gon - [22]
.yf(x Ex)(x ) L fw) = w2
73 y= (5x—3) dx -2 91. () = 62~ 6°)
Ly = (5x )(x ;) O = =5,
5 s2=2
74. y= xX*Bx+1) 92 f(5) = T,
75. f(x) = x2x+1 93. f(x) = 57)62
’ ’ 2./b% + x*
_x : _ (9t—6y
76. y = 3(2x+1) 94. f(1) @73y
) 4xb
T7.y= x"{x—1 95. f(x) = 20— 6x
78. f(x) = Bx* =5 @2x*+ 1)° 96. f(x) = 2x44 —x*
79. f() = (8> +1)*(8° — 2)? 97.y= 42 -
X —a
J4 =3t X
80. s =

3 B

2 3Y
81. s(t) = r*(?——z) 99. y = (2x+3) /x> + 3x
Xq/x+1

x+1

100. y =

112



CAPITULO 4

La derivada

: o1, y= =2 104, y = -
: IRNCEE T e
. 102 x+1 105 xyJ2x+1
=3 _ INTT
-y -1 -y 4—5x
X+l 2x° +1
103. y = 106. y = 2x 3
SN g 2x* —1
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient@ e « o ¢ ¢ ¢ ¢ e ¢ e e 6o 0 00 e o osocococcone

Regla de la cadena

Seay = g(u), u = f(x), entonces la derivada de y = (g ° f)(x) = g(f(x)), se define:

d_d o hm=L =B du
= - e H = —g(fl) = =

EJEMPLOS .
9 dy
o | @ Encuentra = siy=u?—%u=x2+1
£ dx
0
"" Solucién
Por definicidon ﬂ =ﬂ@ , entonces ﬂ= 2uy d—u= 2Xx , por tanto:
dx du dx du dx
dy dy du
=" =QuQ2x)=4ux =4x*+ Dx=4x(x?+ 1
I du dr Qu)(2x) ( ) ( )
2 ®°°Open a4 (youov),siy=uu= vol v=x’—1
dx ’ ’ v+1~
Solucién

Cuando hay més de dos funciones, la derivada es:

&y _dy du dv
dx du dv dx
Luego:
dy du 2 v x

- =3 =
du “S v+1)> Y dx Xt =1

Por consiguiente, el resultado es:

;x(youovp[suz][ 2 ][Jx } ax O

v+1)? x* =1 =(v+1)2\/x2—1 (\/x2+1+1)4\/x2*1
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3 @@ Deriva la funcion y=3/x* —2x> + 8 , utilizando la regla de la cadena.

Solucién

Al tomar u = x> —2x* + 8 , entonces y = Ju, luego:

dy 1 du

a3
Al utilizar la regla de la cadena, se obtiene como resultado:
ﬂ=ﬂ‘d7u= 1 [3x2_4x]=3x2—4x= 3x? —4x
dx du dx |33 3w 3 —2x +8)

=3x" —4x

EJERCICIO 30

Determina ay , para las siguientes funciones:

: Lo 1 . x -1

. .y=u u,ufx Y= 2 +1

. u—1 u+l v+2 3
2.y= » 1,u—\/x 8.y—u_1,u—v_2,v x =1

V
3.y:\/2u3—3u,u:x2—l 9.y:1/u—1,u:ﬁ,v:\/;

2 1 v—1

3
= —— = x + Ly = —— = |— = (x2 + 3)?
4.y pE uz,u x+1 10. y ,—u,u v+1,v (x 3)
u x+1
y= —S5——,u= 3 _ 2 _ 11. v = 2+1, = v =
5.y ST x 6x 8x y=u u=v,v 1

6. y=J2x—17 +Q2x—1y
°Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 o 6 6 6 0 6000000 csoocss

Derivadas de funciones trascendentes

Se clasifican en funciones trigonométricas directas e inversas, logaritmicas y exponenciales, por ejemplo:

y = sen 3Jx y = tan(e* — In x)
y= Iny2x—1 y =352
y = et®r y = arc sen(x — 2)

© Trigonométricas

d dv d , dv
—senv=cos v — —cot v=—csc” v—

dx dx dx dx

d dv d dv
—COS v=—senv— —sec v=sec v tan v —
dx dx dx dx

d , dv d dv
—tan v=sec” v— — CSC V=—CSC Vv cot v —
dx dx dx dx
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La derivada

© Inversas trigonométricas

farcsenv:¥~ﬂ ia_r(; cot v=— 1 @

dx J1 — v dx dx 1+v? dx
iarc CoS v=— ! @ ia_rc sec V:¥ ﬂ
dx l—vz dx dx v lvz_l dx
iEII‘C tan v = @ ial‘c cse VZf# ﬂ
X 1+ dx dx v v —1 dx

© Logaritmicas

d 1 dv d log, e dv
—Iny=—-— —log,v=—"""——

dx v dx dx dx

© Exponenciales

d , , dv v v v V-1 v
—e' =e —a"'=a"Ina-— —u' =v-u" —+Inu-u"—
dx dx /x dx dx

Derivadas de funciones trigonométricas

EJEMPLOS .

o

. 1 ®#° Determina la derivada de las siguientes funciones:

£

'L% y = sen 5x2, y = tan 6x, y = csc 4x7

Solucién

. , d dv d , dv d dv
Se aplican las formulas —sen v =cos v— , —tan v=sec” v— , —csC v=—csc v cot v — a cada una de
) dx dx  dx dx  dx

las funciones:

@ isen 5x% = cossz(inz) = cos 5x2(10x) = 10x cos 5x2
dx dx dx

d d d

L = @ tan6x = sec? 6)c(f6x)sec2 6x(6) = 6sec’ 6x

dx dx dx

dy

== icsc 4x* =—cscdx’cotdx’ (i4x3) =—csc4x’cotdx’(12x?)=—12x* csc4x> cot 4x°
dx dx dx

Deriva la funcién y = 4 cos(x? — 1)

Solucién

. d d
Se aplica la formula —cos v=—sen v & ,conv = x2—1
dx dx

2 2
D24 geoser -1y = 4999 Dl ne - @D o g en? — 1) 20
dx dx dx dx
d
por tanto, ;ﬁ = —8x-sen(x?> — 1)
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° . . sen x — cos X
3 @@ Encuentra la derivada de la funcion y= " _
sen x + cos x

Solucién

Primero se aplica la formula del cociente de funciones:

Jdu_ dv
i(ﬂ): dx dx
dx\ v v

ﬂ (sen x + cos x)

d(senx —cos x) (sen x — cos x) d(sen x + cos x)

dx dx
dx (sen x + cos x)*

Se derivan las funciones con las formulas para la funcion seno y coseno:

dsenx dcos x
- — (sen x — cos x)
dx dx
dx (sen x + cos x)*

(senx+cosx)[ dsenx , dcos x]
dx dx

dy (sen x + cos x)(cos x +sen x) — (sen x — cos x)(cos x —sen x)  (sen x + cos x)* + (cos x — sen x)*

dx (sen x + cos x)* (sen x + cos x)*
dy  sen’ x+2senxcosx+cos’ x +cos’ x —2senxcos x +sen’ x _ 2(sen’x + cos’ x)
dx (sen x + cos x)° (sen x + cos x)

Se aplica la identidad trigonométrica sen” x + cos” x = 1 y se obtiene como resultado:

dy 2

dx ~ (senx +cos x)

4 @0 Determina la derivada de la funcion r = tan3(x/5 — 0)

Solucién
dv
dx

2 d tan(«/@—@)
’ de

Se expresa tan’ (\/5 - 0) = [tan(\/g - 9)]3 y se aplica la formula %v" =m"!

o dun'(o-0) a0 =0)] )

do do do

. d d o
Se deriva la tangente con la formula Etan v=sec’ v d—v y se simplifican los resultados:
X

d(\o —0)
6

dr
do

3 tan’ (\/5—0)~SCC2(\/0_— 0)~

. z 2 2 2 - \/_
(3 0) e (-0 511 = 2w (=) s (- 5 7

= (255w )
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5 @< Deriva la funcion s = cos 2t - sen 4¢

Solucién

dt dt

Se aplica la férmula para derivar un producto di(uv) =u—+v—
by

ds _ d(cos2t sen 4t) ¢

La derivada

dv du
dx
082 - d sen 4t 4 sen 4 - dcos?2t
di dt

Se deriva el seno y coseno con sus respectivas formulas y se obtiene el resultado:

4 2
45— os2r | cosar T | 1 gen ar.| —sen 20920 | = cosas [4cos4t]+sen 4¢ [—2sen 2¢]
dt dt dt
ds
a = 4 cos 2t cos 4t — 2 sen 2t sen 4t
1
6 o (Cudl es la derivada de la funcion y = m ?
Solucién
du dv
. , d(u) Vax “ax
Se aplica la formula —| — [= 5
dx\'v v
d1)  di/senx
Ay _d 1 Ve T
dx  dx \Jsenx (~/senx)2
Se realizan las respectivas derivadas:
@_0 d senx _ 1 dsenx _ 1 (cos x) = coS X
dx Y dx 2\senx  dx 2\/sen X 2./sen x
Se sustituyen y se obtiene como resultado:
Jsenx (0)—1] =525 —cosx
dy 2ysenx ) o fsenx COS X
dx sen x ©osenx  Qgen x\/sen X

EJERCICIO 31

oo 00 0 0

1. y = sen 8x
2. f(x) = cos 3x?
3. f(x) = tan x?

4. s(t) = sec 6t

Deriva las siguientes funciones trigonométricas:

117

5. f(x) = cot 4x?
6. f(x) = csc 9x
7. f(x) = cos ax

8. s(t) = tan bt?
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CALCULO DIFERENCIAL

9. f(x) = 6 sec x?

0. fir) = ~ csc =

10. f(x) = 2 csc 1
11. f(x) = acos 3x
12. f(x) = cot(3x — 5)

13. f(x) = 2 sen %

14. f(x) = cos(Sx —%)
15. s(t) = tan(at + m)

16. f(x) = sen x + cos x
17. s(t) = sen~/t
18. f(x) = cotJx
19. f(x) = sen -
x

20. s(t) = costi3

21. f(x) = secL

Jx

22. f(x) = tan 3x — 3x
23. f(x) = ax + cot ax

24. f(x) = sen(x — 1)?

25. s(t) = cos(3t? + 2)

26. f(x) =4 cotJx—1

27.f(x)=tan(x+1]
x—1

28. f(x) = sec(ax+b)
ax—>b

29. f(x) = sen® 5x

30. f(x) = cos? bx

118

31 f(x) = tan* 3x

32, f(x) = \fsendx
33.f() = \fsec5x>
34. (1) = f3tanx®

35. f(x) = x sen x

36. f(x) = x2 cos x2

37 _sen3x

JSx) = .
cos 5¢t*

38.1(1) =

t

39.y = sen(ax?)

40

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47

48

49

50

51

52.

.y =acos (3x)
y= tan/x
1 2
= —sec 3x
"%
_1 .2
YTy
ol
y = x"+3x—sen| —
X
y = —3cot (1—x?)
_ Esen x+1
Y 3 x—1
.y = sen?(2 bx)
.y = tan*(2x — 1)3
.y = 4fsec2x
.y = 33tanx*




CAPITULO 4

53.y = x+Jesc2x

sy cos(mx)
T sen (nx)
sy — L
77 T4senx

56.y = xcosx — senx

: T tan x —1
Y7 \tan x+1

58.y = x2sen 2x — 4x cos 2x — sen 2x

e o 0060000000000 00e0e0 00

59.y = cos(2x — 1) - tan(1 — 2x)

60.y = x? sec(m — x)

61 v = 3xsenx3
A U

La derivada

x (1+senx)(1—senx)

64.y =
cos x

65.y = 2 sen x cos x

CcSC x-tan x
66.y= —————
COS X

1+cos x
67.y = s

68.y = cos’(3x + 1) — sen’(3x + 1)

\J1—sen’x

69.y = e
1+ tan x)>
70,y:¥
sec x

1
71y = gsen3x—senx+1

2

72.y =2cosx + 2xsenx — X< cos x

x+1 3 1 1
62.y = cos 73.y= —x——sen 4x +—sen 8x
x—1 8 8 64
1+ tan® x
63.y= ———
xsecx
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ ¢ 6 06 6 0 6 0 600600000 c0coscoscos

Derivadas de funciones inversas frigonoméricas

EJEMPLOS .
_g_ 1 @e Deriva la funcion y = arc sen x>
.ai Solucién
i
d d
Se aplica la formula — (arcsenv) = i
dx dx
2
@ i(arcsenxz) = ! A ! (2x) = 2
dx  dx N N 1—x*
o . . 2x
Por consiguiente, la derivada de la funciones y’ = T
-Xx
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2 o0 (Cudl es la derivada de la funcion y = arc tan (\/; - 1) ?

Solucién
dv

d
Se aplica la formula —(arc tan v) ==
dx vo+1 dx

dy _ 1

d
—arc tan

d (Vx 1)

(Vx-1) =

dx dx

3 ®¢° Obién la derivada de la funcion » = 62 arc sec 0

Solucién

2

dr
do

= 92i arc sec 6 + arc sec
dé

(\/5—1)2+1'

dx (\/;_1)24_1.%
dy _ 1
N [(\/;—1)2—1-1]
Q _ 1
dx

2x [x—2vx +2]

6> _ 1 40 + arc sec 0(26)
0/0> —1d0
0 + 260 arc sec

02 —1

4 ®°° Determina la derivada de la funcion y = are sen x
X
Solucion
1 dx
xf(arcsenx)—(arcsenx)@ X — o —arcsen x
@ — dx dx _ X
dx xz X2
*_ —arcsenx

b _ J1-+ _ X _arcsenx 1 _ arcsen x
o o B xz\/l_xz S x\/l—x2 x

EJERCICIO 32

.
.
.
.

Determina la derivada de las siguientes funciones:
1. y = arc sen 5x

2. f(x) = arc cos 4x?

3. f(x) = arc tan 3x

4.y = arc cot x3

120

5. f(x) = arc sec x>
6. f(x) = arc csc 3x?

7. f(x) = arc cos %

8. f(x) = arc sen i



CAPITULO 4

La derivada

. 9. f(x) = arc tan X 27. f(r) = arc sen(r — 2)
. a
: 1 2x+1
: 10. f(x) = 2 arc sec Jx 28. y = Zarc tan ( o J
. -2
: 11. y = arc sen(3 — x2) 29. y = 4 arc sen (XT)_ Jax —x*
: 2 +6) \J4x—x°
. 12. y = arccosq/1 — x 30. y = 6arccsc( 2]_(x ) 5 L
. X—
: -1 1
: 13. y = x? arc tan x 3l.y= x2 \/2x—x2+5 arc sen (x — 1)
: '
. 14. y = xarcsen x + /1 —x* 32. s(f) = 39—t +2 arc sen ~
. \/16*)62 x\/16*x2 3x 2
. 15. y = 8arccot - > 33. 6y = 25 arc sen?+ 3x4/25—9x
X
+
16. y = xarccsc(x'l)-i-arctan[ il 2] 34. w= 2J0+2 +/2 arc tan /0 2 2
1—x
T+1 2 1
17.y = al arc tan x — 35. y = —arc tan(f tani)
2 2 3 3 2
18. ¢ = arccscq/0” —1 36. y = —%-ﬁ-%arc tan(Ztang)
1
19.y = %./1 —4x* +Zarc sen 2x 37. y = arc sen (cos %)
3 2+
20. y = %arc senx—i—(x 9 2]\/1—x2 38. y = x arc cot(tan x)
2
21. f(r) = Jb* —r* +b-arcsen — 39, y = Are sec %)
b Jax*—1
22. y=x — arctan x 40. y = arc sec (ZSec %)
23. y = arc tan (2x) + arc sen i 41. y = 4 arc sen 2x—4
1+ x2 3x+2
24. y = arcsen v/x 42. s =t*arc cos(l — 1) + 2t
1
25. y = x arc cos (f) 43. y = arc cos(a + x)
X
26. y = arc sen(4ax — 4x?)
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 6 06 0 00000000 o0 oo
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Derivadas de funciones logaritmicas y exponenciales

A continuacion se enlistan las propiedades de los logaritmos, las cuales, al aplicarlas, simplifican la funcion al momento
de obtener su derivada.

1. log, AB = log, A+log, B 4. log, YA = lloga A
n
A n n
2. logaE = log, A—log, B 5. log", A = (log, A)
3. log, A" = n-log, A

Las propiedades anteriores también se aplican a los logaritmos naturales.

EJEMPLOS .
o
ot 1 ®¢° Encuentra la derivada de la funcion y = Inx?
£
() .2
i Solucion
Al aplicar la formula S = 29 ¢ obtiene:
aplicar la formula — — = 7 -, se obtiene:
In x* 1 dx’ 1 2
dy _ dlInx :72dx =—(@2x =2
dx dx X~ dx X X
L. . ., dy 2
Por consiguiente, la derivada de la funcion es I = —
x X

2 @9 Cuygl es la derivada de y = In?(x2 — x)?

Solucién

Se expresa la funcion como: In>(x?> — x) = [In(x? — x)]? y se aplica div” =m"! (iv)
X by

dy d N ) N dln (x* —x) N 1 dix*—x)

— = —[In(x" —x =2In(x"—x)——= = 2In(x" —x)- _

dx dx [in€ ) ( ) dx ( ) X —x dx

dy 2

— =21Inx —x -(2x—1

dx ( ) ¥ —x ( )

dy ) 2x—1

— =21In -

dx & =) X —x

—_— . 2— —
dy _ 2Q2x—=1-In(x"—x) _ 4;( 2~ln o —x)
—Xx

dx X —x X
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3 e

6 @

Obtén la derivada de y = x? In(mx)?

Solucién
Se utiliza la férmula del producto duv _ u v + v@
dx dx dx
dy d 2 , d 2 ,d
— = —(x°1 = x —1 +1 —
o I (x" In(mx)”) X I n(mx) n(mx) dxx
& = x’- ! 3 a4 (mx)* + In(mx)* - (2x)
dx (mx)” dx
& = x’. ! 5 2(mx)m +2x In(mx)* = 2x + 2x In(mx)?
dx (mx)

Utilizando log, A" = n log, A, se obtiene:
@
dx

Determina la derivada de la funciéon y = In(sen x)

Solucién

Se deriva la funcion y mediante identidades trigonométricas se obtiene:

@ _ iln(senx) = L'i(senx) = ‘cosx =
dx dx senx dx sen x
+
Derivay = ln(lsenx)
1—senx

Solucién

Al aplicar las propiedades de los logaritmos se obtiene: y = In(1 + sen x) — In(1 — sen x)

Se deriva la funcion:

1

y' %ln(1+sen x)—%ln(l—senx) = (H—slenx)d(ic (1+senx)—(

, 1 1 cos X cos x
y'=|———](osx)—| —— | (—cosx) = +
1+ sen x 1—senx I+senx 1—senx

= 2x + 2x(2 In(mx)) = 2x + 4x In(mx) = 2x[1 + 2 In(mx)]

1—senx

, _ cosx (I+senx)+cosx(l—senx)  cosx+cosxsenx~+cosx—cosxsenx
J (1+sen x)(1 —sen x) (1+sen x)(1—sen x)
, 2 cos x 2 cos x 2 1
y == — = . =2 =2secx
1—sen’x cos” x cos x cos X

(Cuél es la derivada de la funcion y = e~ 1?

Solucién
dy

La derivada

(1 —sen x)

Se aplica la formula iev = e"ﬂ y se obtiene: — = ¢ -i(Zx —1) =¥ 1.2=2%"!
dx d. d dx

X X

2x—1

d
peroy = e por tanto ay = D1 = 2y
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7 ®@° Determina la derivada de la funcion y = 3e™"

Solucién 1

. = —cos X .
La funcion se puede expresar como y = 3(e“**)> = 3e¢? |, se deriva:

lCOS.\T lCOS/\' ] lCOS/\' 1 lCOS/\’
L 4 3e? = 3¢2 i —cos x | = 3e? ,(7 (fsenx)) = _3 sen x - e?
dx\ 2 2 2

dx dx
y_ 3 sen x -\ e
dx 2

8 ®¢:Obtén laderivadade y = x°-e¥

Solucién
dv du
u +v—

Se utiliza la féormula del producto dw _, dv
dx dx dx

b i(x3~e&) = x3ie&+e&ix3 = x3-e&i\/;+e‘&-(3x2)
dx dx dx dx dx
@:x3~eﬁ~—1 +3x% el :%xzx/;~e&+3x2~eﬁ

dx 2/x
dy _ 1
dx

Q @, Cuiles la derivadade y = 57 + 5~ 79

Solucién

Se aplica la formula ia” =a"- lnaﬂ
dx dx

dy _ i(5x2+5x—7) _ 5x2+5x—7.ln5‘i(xz+5x_7)
dx  dx dx

= 577 In5.2x +5)
(2x+5)-57 . 1n5

10 ®¢- Encuentra la derivada de la funcion y = (sen x)¢"

Solucién
Se aplica la formula iu" =y Ay Inu-u’ A
dx dx dx

% = e*(senx)e"l%(senx)+ln(senx)-(senx)“r%(e")

@ X " —1 et x

I e*(senx)’ (senx) (cosx)+ In(senx)- (senx) (e*)
by

& = ¢*(senx)’ (M) +In(senx) - (senx)* (¢*) = e*(sen x)¢* cot x + e*(sen x)e* In(sen x)

dx sen x

dy X "

— = ¢" (senx)‘ [cot x + In (sen x)]

dx
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EJERCICIO 33

© o006 0000000000000 0 0000 e e

Obtén la derivada de las siguientes funciones:

l.y=1Inx3
2. f(x) = In 4x?
3. f(x) = In(3x% — 5x + 2)

4. f(x) =In[x

5. f(x) = log x°

6. f(x) = log 5x

7. f(x) = logy x
8. f(x) = log, Ix
9. f(x) = In*x

10. f(x) = In3 5x

1. y=xInx

12. y = xInx?
13.y= Inx

X
14 f(x)= B x
15.y:ln\/m

16. f(x) = Inx*{/3x* — 1
17. f(x) = Inax\Jax* — b

18, y=In| X2
2x+1

cx—b
cx+b

19.y=1In

20. y =Insenx
21. y = Incos 5x

22. y = In(x2 — 4)

23. y= In\/3x+4

24, y=In 2x—3
2x+3

125

25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

44,
45,
46.
47,

La derivada

y=In3x’+8
y= ()

y = In[(6x + 4)(3x% + 2)]

- 1o 1—2x
M

y = log (5bx* — 3Jx)
y =x — In(e* cos x)

y = In(sen? x)
y=xInx

y = In(sec? 2x - cos’ 2x)
y= 4Inx

y = In(sec x + tan x)

y = In\/l1 —sen2x

y = In(x sen x)

y =x*Inx?

y= ln(tam\/;)3

y:10g\/;
y:2x2+5x
foy ="

. y:3lnx
y:5xsenx
y:x,zlnx
y=x-5
y:eﬁ
y = 3 —2x+ 1
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49, y = P!
50. y = eXtanx

bl = -
5l.y= —|e? —e ?
|

er _ e*Zx

52.y= 5——=

y er +e—2x
53. f(x) = e*

54. f(x) = &>

55. f(x) = 3!
56. f(x) = eg
57. f(5) = e

58. f(x) = e

59. f(x) = e*
60. f(x) = eV
61. f(0) = e’ 0

62. f(x) = e

63. y = ersens
64. f(x) = 5%
65. f(x) = 7%
66. f(x) = 5
67.y=x*
68. y = xos*
69. y = ix

70.

71.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « « «
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arc tan x

y=e

y= ln(\/xeT)

.y:xe““‘2
J— ex
r= x+1
_ xe*
Y Inx?
_ In x+1
YT Almx-1

_ esenx +1
y= e —1

y = In(In sen? ax)

y= e
y = x2esnx
y= In sen”x
X
y= ln(3a"x2 \/m)

y=Jx*+9+ 31n(x+1/x2 +9)

y= %sec 2xtan 2x + %ln(sec 2x + tan 2x)

y = xarc tan x — Iny/1 + x°

y= %\1x2—4 —21n(x+\/x2—4)

y= xarcsecx—ln(x-i—,lxz—l)
1 2x—3

y= —In
12 2x+3

y = xarccot x +Iny/1 + x°

y = xarccsc§+21n(x+,/x2—4)




CAPITULO 4

La derivada

Derivadas de funciones implicitas
Una funcidn implicita es una relacion que se expresa en términos de x y y, por ejemplo:
3x3—y+ 5x=x% senx = cos(x — y); er Ty =x; In(x+y)= Jx—y

En una funcion implicita se derivan término a término los elementos de la igualdad respecto a la variable que se
indica y al final se despeja la derivada.

EJ,IEMPLOS .

o]

g— 1 @2, Cuil es 1a derivada % de la funci6n implicita 3x> — 6xy + y? = 2x — y?
8. )

LU Solucién

Se derivan ambos miembros de la igualdad:

d d
E(?)xz —6xy+y2)=E(2x—y)

d3x’ _déxy | dy' _d2x dy

dx dx dx dx  dx

A dy

dx dx dx dx dx

dx _dy

dy dx dy dy
32x)— 6 x—+y— [+2y—=2(1) ——
(22x) (xdx y ) b @

dx dx
6x—6xﬂ—6y+2y@= _d
dx dx dx
L. . dy .
Se agrupan los términos que contienen Y despeja:
—6xﬂ+2yﬂ+ﬂ=2+6y—6x
dx dx dx

Q(—6x+2y+1)=2+6y—6x
dx

dy:2—6x+6y

dx 1—6x+2y

Por lo regular, el resultado de la derivada de una funcidon implicita se expresa en términos tanto de x como de y.

. ., d
Es comin que en algunos casos la expresion l se represente como y "
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2 ®¢° Determina la derivada vy’ delafuncion Jx+y =x—y

Solucién

Al derivar ambos miembros de la igualdad se obtiene:

d dx | dy
S(xty) S
L hiy=Lu-y o e & d i dv D
dx dx 2Jx+y dx dx 2Jx+y dx
Se despeja y’ de la igualdad 1ty 1 —y’, y el resultado es:
pejay g zm YLy :
IL+y =2yx+y — 2y Jx+y — y +2 Jxty = 2{x+y—1
y’(1+2 x+y) =2Jx+y—1
L 2Jxty—1
y o 1+2x+y
3 @9 Obtén la derivada y’ de la funcion y = e* +V
Solucién
Se derivan ambos miembros de la igualdad:
dy d .. oy d o
— = —e" — = —(x+ - =1y
o dx y dx( y) y d+y9
Se despeja y’ de la igualdad:
y':ex+)'+yrex+y - yr_y!ex+y:e.x+)' — y'(l_ex+y):ex+y
Donde:
x+y
A— € ) /_ y
y =& oy 1—y

4 ®°° Encyentra la derivada y' de la funcidn implicita sen(x + y) = x
Solucion
d dx , ,
d—sen(x+y)=d— — cos(x +y)(1 +y")=1 — cos(x +y) + y'cos(x +y) =1
x X

y'cos(x +y) =1 — cos(x + y)

Donde, la derivada

' 1—cos(x+y) _ 1 _cos(x+y)

y =sec(x +y) — 1

cos(x+y) cos(x+y) cos(x+y)
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La derivada
5 @9 Opién 1a derivada dy de la funcioén implicitax — Iny = In x
X
Solucién
i(x—lny)=i(lnx) — d_dlny _dinx — l—l~y'=l
dx dx dx dx dx y X

Se despeja la derivada de la igualdad:

6 ®9° Determina la derivada respecto a x de la funcion cos(x + y) = sen(x — y)

Solucién

%cos(x +y) = % sen(x —y)

—sen(x + y)%(x +y) = cos(x — y)%(x -y

—sen(x +y) - (1 +y') = cos(x —y) - (1 = y")
—sen(x + y) — y'sen(x + y) = cos(x — y) — y'cos(x — y)
Se despeja la derivada:
y'cos(x —y) — y’sen(x + y) = cos(x — y) + sen(x + y)
y'[cos(x — y) — sen(x + y)] = cos(x — y) + sen(x + y)

cos(x —y) +sen(x +y)

ry cos(x —y)—sen(x +y)

/ ®°°Encuentra la derivada de la siguiente funcion implicita Jx + \/§ =2a

Solucién
d d 1 1 N
—Wx+y)="—(Qa > =t —y'=0 - r= N
i W Y NN g 2Jx
y' = —\ﬁ
X
EJERCICIO 34
. Deriva las siguientes funciones implicitas respecto a x:
: .x>2+y2=4 5. 3x2 + 2xy — 6y% =
2. 2xy =1 6. x+ 12+ —12=5
x+
3.y2—-8=0 R
x—y
x2 yZ
4. x24+ 22 +5x—2y—1=0 8. —z—b—ZZI
a
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17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.
25.
26.
27.

28.

29.

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 6 6 6 6 06 6006000000

11.

12.

13.

14.

15.

16.

=2

10.

¥y =20y’ =Xy +5x0°y —y
3x° —2x'y+5Sxy=y—3x
yyxty=x

xty=xy

:2x—3y
2x + 3y

x/——\/§=2x
y=ln\/ﬁ

x2y2 — eln(xy)

X

In(sen(e”)) = x
e
e+l

y
=1
X +1

In

x+ty=Inkx—y)

e’ +e

LS |
xz-I—y2

3x2+2y =1

X
y = arc tan —

y
ylnx—xIny—2=0
y* =In(Inx)’

In(1 + ¢Y) = e*

Inx™ —x=0
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

xe’ —y=0
e —xy=2
sen(e’™)—e™ =x

eXcosy = 3y

sen(x + a) — cos(y — b) = ab

Yy —COosx =seny

sen?(4x) + cos’(4y) = 8
ecost — SNy =geny
sen(xy) —2x =3
senx—cosy—3=0

e =cos x

I+senx
1+seny

xarctany—y=0
y=In[sen(x + y)]
22=x—-3=0

e +xy—2y=0

X =y"=0

2 +sen(x +y)=y+cos(x +y)

y
tan xy

—x=2

yarccotx —x—2=0

yarc cos(e’) =cos y
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La derivada

Derivadas de orden superior

Las derivadas de orden superior se obtienen al derivar una funcion y = f(x), tantas veces como lo indique el orden

requerido.
d
La derivada de una funcion se llama primera derivada y se denota con y' = ;i
'y
La derivada de la derivada se llama segunda derivada y se denota con y” = e
El proceso de hallar derivadas, una tras otra, se llama derivadas sucesivas.
. . .z n d” n
La enésima derivada de una funcion se denota con y™ = E%’) =f"(x)
EJEMPLOS .
9 4> y
g— ] ®9°Encuentra la segunda derivada —= de la funcion y = cos’ x
.9
u Solucién
Se obtiene la primera derivada de la funcion:
d dcos’
9 X = —3cos?xsenx
dx dx
Finalmente, se deriva el resultado anterior para obtener la segunda derivada:
d’y 2 3 2
—5 = —(—3cos"x senx) = —3cos’ x + 6 sen” x cos x
dx dx

. .
2 ®°° Determina d—{ de la funciény = In x
o

Solucién
Se obtiene la primera derivada:
dy _

dx dx

dinx) _ 1

=

Se encuentran la segunda y tercera derivadas:
dzy_d(l)__l d3y_d(_1)_2
2 T T T T2 - el B
dx dx\ x X dx dx\ x X

d
Finalmente, el resultado es: e = —

d* .
3 ®°° Encuentra d—f de la funcion f(x) = x3 + 2x2 — x
X

Solucién

Se deriva sucesivamente la funcion, hasta llegar a la cuarta derivada:
) =x3+2x2—x fl(x)=3x2+4x— 1 f'x) =6x+ 4
[ =6
[0 =0
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2

4 oo (Cudl es el resultado de % dex?—3xy+y=1?
x

Solucién

Se obtiene la primera derivada implicita: di (x> =3xy+y) = %(1)
X

— 2x—3(x@+y)+@=0
dx d
2x—3xﬂ 3 +Q =0
dx dx
ﬂ(1—3x) =3y — 2x
dx
Q _ 3y —2x
dx 1—3x

(1-3x) (3% —2) —(3y —2x)(=3)

asegunda derivadaes: — 5 = - 7| < — o (1= 3x)
1-3x|3 3y—2x =2 =By —2x)(—3)
dzy 1—3x
d (1-3x)°
d’y 33y —2x)—2(1-3x)— 3y — 2x)(-3)
dx* 1-3x)*
d’y  9y—6x—2+6x+9y—6x
d (1—3x)’
d72y _ 18y—6x—-2
>  (1-3x)
2
5 ®¢: Deermina % dex?—xy+y>2=2
X
Solucién
Se obtiene la primera derivada:
d  , ) d dy ) dy
— X" —xy+ = —2 2x— | x—+y|+2y—= =0
SLE Tty =0 - x (xdxy Y -
% @ _ Doy — =y dy _ Yo
2x — x y+2ydx—0 — dx(2y X)=y—2x — dx_zy—x
dy dy
) _ ) Q2y—x) (——2)—(y—2x) (2——1)
Se obtiene la segunda derivada: d—f S d—); = dx dx
dx dx\ 2y —x dx (2y—x)2
—3y —3x
2y — —(y—2
ﬁ 2y x)(z _xj 6} x)(zy_x]
dx? 2y — x)?
2 2y 42
al simplificar se obtiene: d—{ = —6()67)0)3)])
dx 2y—x)
2
perox?> — xy +y* = LZ:_ 6(2)%_ 12 .
dx Q2y—x) 2y —xy
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EJERCICIO 35

Realiza lo que se te indica:
4

. d .
1. Determina d_?‘} Lsif(xr) =x% —2x3 —4x? —5x+ 2
X

3

2. Obtén d—);,siy:4x2—6x+2
dx

3. Det . dzy . 4x—1
. eermmaﬁ,my— 5c+3

. dly . axtb
4. Determina E,my— b

3
5. Obtén % ,siy = (ax + b)*
X

© o 0060000000000 000000000e0e0 00

4
. 6. Determina d_?‘} ,Sly =senx + cosx
X

. . d .
: 7. Determina EZ ,siy = In(sen x)

dy .3
8. Obtén E’“y_ (x—1)2

2
9. Encuentra —)2) ,8iy = tan e*
dx

) dy .
10. (Cual es la it L 3xy +2y=0?
x

2

11. Obtén %,Siy: Jo—»
X

2
12. Determina %,six2 +y2=16
x

4
13. Obtén %,Siy:xlnx
X

d’ .
14. Calcula la E); ,sisenx +cosy =0

3

15. Siy = x? sen x, obtén E);

B e SO
U AT W e

17. Encuentray”dexy + y—1=0

3
18. Si y = In(cos x), determina %

19. Si = ! bté d2y
- Sif) = T+senx’® eny
20. Determina y"y y” de x2 + xy + y2 =2

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 6 ¢ 6 6 6 6 0 60060000 cocoscos
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Derivadas de ecuaciones polares

Sea p = f(0) una funcidn en coordenadas polares. La pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P(r, 6) es:

dy

_dy  p'senf+pcos®  gg
" T p'cosf—psenf  dx

EJEMPLOS

. d .
1 @2 Determina d—y , para la ecuacion polar p = 4 cos 36
by

L

Ejemplos

Solucién

Por el teorema:

[M]sen 6 +[4 cos 30]cos 6
dy do

do

—12 sen 360 sen 0 + 4 cos 36 cos 0 _ 3sen 36 sen 6 — cos 36 cos 0

dx [d(4 cos 36)

]cos 0 —[4 cos 30]sen 0
do

Solucién

Al utilizar el teorema:

[die(l + sen 0):|sen 6+ (1+sen 6)cos 6

—12 sen 360 cos 0 —

T
2 ®°°Encuentrala pendiente de la recta tangente alacurvap =1 +senfenf = —

4cos30sen®  3sen 36 cos 6+ cos 360 sen O

4

cos 6 sen 6 + cos 6 + cos 0 sen 6

dy
dx [%(1 + sen 9)]cos 60 — (1 +sen 6)sen O

T
Se evaltap’en § = 7

sen2

E) + cos(z
4 4

cos’ @ —sen’d —sen

2 cos O sen O + cos 6

cos’ @ —sen’d —sen 6

sen 26 + cos 0

cos 20 —sen 0

=
+

= —2-1

~——
o
|

m= (
T T
cos2| — |—sen| —
4 4

-
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La derivada

EJERCICIO 36

Determina la derivada de las siguientes ecuaciones polares:

§ l.p=2sen + 3cosf 6~p:ﬁ

2.p=4csch 7. p=e4

3. p=asen50 8. p= 45302%

: 4. p= Jsen20 9.p=3—2cos
5.p=1+cos@ 10.p=4\/§

En las siguientes ecuaciones polares, encuentra la pendiente en el punto indicado:

T
11. p=2cos 0,6 = §

T
12. p=senf —cos 0,0 = 3

_ _ a
13. p=tanf,0 = n

j— 2 j—
14. p= a—sen()’e_ﬂ-

T
15. p = 2y/cos% ,6 = )

gVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 0 6 0 6000000 cocoscos

Derivada de ecuaciones paramétricas

La curva y = f(x) se define por las ecuaciones paramétricas x = h(t) y y = g(¢); entonces, la pendiente de la recta
tangente en un punto P(x, y) es:

d dy
a0 g &
mjdx_i —g,condtio
h(t)
dt dt
EJEMPLOS ¢
8 d
_g_ 1 @2 Calcula d—y para la funcion cuyas ecuaciones paramétricas son x = t> + 3t,y = Py
x
.08 ..
L Solucion
Se determinan las derivadas respecto a z:
ﬂ:2t+3;ﬂ:— ! 3
dt dt (t+1D
Por el teorema:
dy _ 1
dy _dar D !
dx  dx 2t+3 2t +3)(r +1)°
dt
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2 ®°° Determina la pendiente de la recta tangente en el punto (x, y) a la curva, si sus ecuaciones paramétricas son x = ¢t — 2,

1
Y=y t?> + 1 en el intervalo —3 = ¢t = 3, para el punto correspondiente a t = 2

Solucién

Para aplicar el teorema se obtienen las derivadas:

dy _ d
dt dt

Al sustituir los resultados, se obtiene:

dy
dx

dy

dy
dr
dx

(2l) ==

dt

dy dx
S Y dr

&

r
4 _ !

1 4

Se evalta la derivada en r = 2, para obtener el valor de la pendiente:

_d

i di

(t—2) =1

2 1
m= < = -
4
EJERCICIO 37
s Deriva las siguientes funciones paramétricas:
. 1.%:ﬁ teR
. =1’ —4’
. 3 -5
: 2.9 142, 1=r=3
3. VI teR

*<><
H

x=bsecO
y=atan@’

x=25sen 6 —cos 6
y=senf—4cosf’

~ 5
r—/‘—\ —r r—/‘—\ r—/‘—\ —Ar— r—/‘—\
||
NN\.—A
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CAPITULO 4

La derivada
: 8 =cos— , T g™
. y=sen 26 2
. x=5¢
. 9. 4 , -3<t<3
; =R
. x=3+2tan6
. =0=
: 10. {y=4+cs00 s 0=6=2m
. En las siguientes ecuaciones paramétricas obtén el valor de la pendiente en el punto indicado:
=1+sent T
11. 0=t=2m, t= =
=1—cost 3
{x mi* +b m=t=n, t=2mn
=nt+a
b(2—3t b
13. {x =30 30 <1< 2b, 1= —
y=at’ 2a
14, {x=3t—cost 0=i=am R
y=sent
2 cot’ 6 T
15,4775 0=6=2m o=
y=4cotf 4
— 2
16.{’“ St —3<1<3, r=1
y=t—t
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient@ e o« o ¢ ¢ ¢ ¢ e 6 ¢ e e o 0 00 e e cococscccne
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CAPITULO  §

APLICACIONES DE LA DERIVADA

HISTORICA

- 'Hopital escribié el primer libro de
— )
. . = cdleulo en 1696, en el cual eran ob-
- vias las influencias de sus profesores
ohann Beroulli, Jacob Bemoulli y Leibniz.
T J ) Yy

I'Hépital sirvié como oficial de caballeria,
pero fuvo que refirarse a causa de ser corto
de vista. Desde ese tiempo dirigi6 su aten-
cion hacia las matemdaticas. LHépital apren-
dié cdleulo de su maestro Johann Bernoulli en 1691.

I'Hépital era un excelente matemdtico, en 1692 su fama estd basada en su
libro Analyse des infiniment petits pour 'intelligence des lignes courbes.

En este libro publict la regla que ahora se conoce como regla de 'Hépital,
para encontrar el limite de una funcién racional cuyo numerador y denomi-
nador fienden a cero.

Guillaume Francois Antoine marqués de L'Hopital
(1661-1704)

—




5 CAPITULO

CALCULO DIFERENCIAL

Rectas tangente y normal a una curva

Analicemos primero algunas definiciones:

Tangente

Recta que toca a una curva en un punto.

Normal

Recta perpendicular a la recta tangente en el punto de tangencia.
T: recta tangente
N: recta normal

AP, : longitud de la tangente
P,B : longitud de la normal
AQ: longitud de la subtangente

OB : longitud de la subnormal

Pi(x1, y1)

o| 74 0 BN X

PO — d
© Longitud de la subtangente. En el triangulo AQP, la tan § = % ,pero PO =y ytan0 =m = Ey , al despe-

— — P, Lo
jar AQ se obtiene, AQ = 0 , por consiguiente:
tan 6
A0 = 2L
AQ dy
dx

0B — d
© Longitud de la subnormal. En el triangulo BOP, la tan § = S:P ,pero QP =y ytanf =m = 2 , por tanto,
X
1
al despejar OB se obtiene, QB = QTD1 - tan 6, por consiguiente:

_ dy
OB =y =2
Y dx

© Longitud de la tangente. Es la distancia que existe entre el punto de tangencia y la interseccion de la recta tangente con

el eje X.
En el tridngulo AQP, por el teorema de Pitagoras:

(AR)* = (AQ)* + (QR)
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CAPITUIO 5§

Aplicaciones de la derivada

Pero, AQ = 3;—; y QTD] = y,, por consiguiente:

dx
2
2
ap2 _ | N 2 _ (Y1)2 5 _ (yl)z (d)’)
AP =|=L| + = L 4 = =L 1+ =
1 @ ()’1) (ﬂ)z (yl) (ﬂ)z dx
dx dx dx
2
s AD . “p - N dy
Al despejar AP, se obtiene, AP, = d—y 1+ a , por tanto,
dx

AD — y ”?
AP = ;1, 1+y
© Longitud de la normal. Es la distancia que existe entre el punto de tangencia y la interseccion de la recta normal con

el eje X.
En el tridngulo BOP, por el teorema de Pitagoras:

(BR)* = (BQ)* +(QR)’

— d
Pero BQ:yl-ay y OF =y,

@y - (» ~dy)2 FOR = G2 1+(dy)2
: ' dx ! : dx

2
Al despejar BiP] , se obtiene, BiPl =yl + (Z—y) , por consiguiente:
by

BiP] =y 1+y"

Fcuacion de la recta tangente

iy . d .
La ecuacion de la recta tangente a una curva en el punto P,(x;, y,) con pendiente m = d—y esta dada por:
X
dy

dx (r=x)

y—-n=

Ecuacién de la recta normal

La ecuacion de la recta normal a una curva en el punto P,(x,, y,) con pendiente m = — esta determinada por:

dy
dx

1
YTNnE T )

dx
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EJEMPLOS .

[e]

_g_ ] @ (Cudl es la pendiente de la recta tangente a la curva x> + xy + y = x — 4 en el punto (1, —2)?
I .

i Solucién

Se derivan ambos miembros de la ecuacion:

4 xy+ -
d tayty) _da—4) 2x+(xix+y)+éx=l B AN, I
dx dx dx dx dx dx
Se despeja &
dx
dy_1-2x—y , por definicion m, = 172x=y
dx 1+x 1+x

Al sustituir las coordenadas del punto de tangencia en la pendiente, se obtiene:

1+1 2

1-2)—(-2) 1
m= 27 (2

1
2 ®¢° Determina la pendiente de la recta tangente a la curva 6 = sen (% - 0) , en el punto (%, E)

Solucién

Al derivar la ecuacion de la curva:

(3
4o _ 005(1_9)27 = cos(%—ﬂ)(—l) = —cos(%—@)

do 2

se obtiene que: m, = —cos(% - 0)

Se sustituye el punto en la pendiente:

(77 77) (77) 3
m=-—cos| ——— |=—cos| — |=——
2 3 6 2

3 ®°°Encuentra la longitud de la subtangente, la subnormal, la tangente y la normal a la curva f(x) = —x2 + 6x — 4 enel
punto P(1, 1).

Solucion

Se deriva la funcion y se evalQia en el punto para encontrar la pendiente de la recta tangente en ese punto.
fx)=-2x+6

Six = 1, entonces,

f(h=-201)+6=-2+6=4
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Aplicaciones de la derivada

Por tanto,
subtangente: DA 1 subnormal: y @ =(1)4) =14
dy 4 Uax
dx
tangente: 2 1+(ﬂ)2 = l\/ﬁ normal: 1+(Q)2 =17
8eme gy dx 4 ormat n dx
dx

1
4 ®°° Determina la ecuacion de las rectas tangente y normal a la curvaxy + y — 1= 0 en el punto (3, Z)

Solucién
. iy R T
Al derivar la funcion se obtiene y i1 Por definicion m, P
1
Se evalta en el punto 3,l ,my = -4 - —i
4 3+1 16
Ecuacion de la tangente:
. 1 1 . dy
Se obtiene con P 3,1 y mp=—1g-se sustituyeeny — y, = I (x—=x)
1 1
y——=—""—x—-3) —> 1l6y—4=-—x+3 —> x+16y—7=0
4 16
Ecuacion de la normal:
Se obti P3l ——i—16 tit - ——L(— )
e obtiene con "2 ymy = & = 16, se sustituyeeny — y, = dlx X,
dx dx

1
yo g TI60=3) o Ay 1 =64 - 192 5 64 —dy—191=0

Las ecuaciones de las rectas tangente y normal son: x + 16y — 7 =0y 64x — 4y — 191 =0

EJERCICIO 38

Calcula la longitud de la subtangente, la subnormal, la tangente y la normal de las curvas dadas en el punto indicado.
. fx) = —x+2enx=3
2. f(x) = —x2+3x—2enx=—2
3. y=x2—5x+ 6enel punto (—1, 12)
4. f(x) = x> — 2x2 + 3enel punto (2, 7)

e e 0000000

5.y= x+i en el punto (2, 3)
x—

6. f(x) = J—x enel punto (=9, 3)
7. f(x) = Jx+3 enel punto (1, 2)

S.y:lenx:2
X
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9. f(x) = X —4xenx=3
10. x*y —y—2=0 enel punto (2, %)
Determina la ecuacion de las rectas tangente y normal a la curva en el punto indicado:
11. y=x*+5 enel punto (—2,9)
12. y=x"—x+1 enel punto (0,1)

13. y=4x>—4x+1 enel punto (%,O)

© o600 0000000000000 0000e0 00

14. y=x’—x* enel punto (2,4)

15. y=x"+3x"+2x> —5x—9 enel punto (—1,—4)
16. f(x) = /9 —x* enel punto (\/3,2)

17. f(x) = ;‘J_r

1
1 en el punto (3,2)

18. f(x) = en el punto (0,2)

x+1

19. y=senx en el punto (%,1)
20. y=cos x en el punto (Z l)
-y p 37

21. y=tanx+2 enel punto (%, 3)

22. x> —y*—12=0 enel punto (4,2)

23. xy=1 enel punto (1,1)

24. x’+2xy—4=0 enel punto de abscisa x = 1
25. x’y* —4y+1=0 enel punto de abscisax = 2
26. \/m =x+1 enel punto de abscisa x = 3

27. f(x) = In x en el punto de abscisax = e

1
28. xy+x—2=0 enel punto de abscisa x=§

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 0 6000000 cocoscsos
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Aplicaciones de la derivada

Angulo entre dos curvas

Sea P(x,, y,) el punto de interseccion entre las curvas f(x) y g(x), entonces el angulo 6 entre las curvas se obtiene
con:

S 8x,)

1+ f(x,)- g'(x,)

tan 0 =

Donde f'(x,) es la pendiente de larecta L, y g'(x,) es la pendiente de la recta L |

YA

N\

EJEMPLOS .

o

2. 1 ®#° Determina el angulo agudo formado por las curvas f(x) = 4 — x?y g(x) = x2 en el punto de interseccion, cuya
g abscisa es x = /2

iy

Solucién

Se obtienen las derivadas de las funciones:
f) =4 - x2 gx) = x
') =—2x g'(x) =2x
Se evalia la abscisa x = /2 en las pendientes (derivadas)

f(N2)=-22 g'(N2)=22

Se aplica la féormula, entonces;

tan 0 =

F(V2)-¢(V2) 2222 42 _ 42
1+f’(ﬁ)g'(ﬁ) 1+(—2J§)(2ﬁ) 1-8 7

Al despejar 6
42 J

6 = arc tan(
7

Por tanto:

0 = 38°56" 32"
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2 ®¢- Cual es la medida de los angulos formados por las curvas x? + y2 = 4, x2 — y2 + 6x + 8 = O en los puntos (—1, \/5) ,

(-1.-v3)2

Solucion
Paso I:
Se obtienen las pendientes de las curvas al derivar las ecuaciones y evaluar los puntos dados:
x+3
y

Delacurvax?+y2 =4,y = -X ydelacurvax? —y2+6x+8=0,y' =
y
En el punto (—1, \/3) , las pendientes son: L y 2z respectivamente.
NERENC]

. 1 2 .
En el punto (—1, -3 ) , las pendientes son: — ﬁ y — ﬁ respectivamente.

Paso 1I:
Se obtiene el dngulo al sustituir el valor de las pendientes en la formula.

Para el punto (—l, \/3) :
2 1

1

V3 _ 3 _ 3 _ 3
3
3

-

tan 0 = = =

YN

—_
w

N
w

Por consiguiente: 6 = 19° 6’

Para el punto (—1, —\/5)

TR

Finalmente: 6 = 160° 54’

3 ®°° Bhcuentra la medida del 4ngulo agudo formado por las curvas x> + y2 — 8 =0 y y2 — 2x = 0
Solucién
Se obtienen las intersecciones de las curvas mediante un sistema de ecuaciones:
x2+y2—-8=0;y%2 =2 — x2+2x—8=0
x+4Hx—2)=0
x=—4,x=2

Luego, si x = 2 entonces y = *2 que resultan en los puntos (2, 2) y (2, —2)
Se obtienen las derivadas de cada una de las ecuaciones:

x24+y2—8=0 y2—2x=0
2x +2yy' =0 2yy' =2=0
’ 'x ’ 1
y'=-= y' ==

y y
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Aplicaciones de la derivada

Se realiza la evaluacion en los puntos (2,2) y (2, —2)
Parael punto (2,2) — y,'= —% =-Ly, = %
Luego:
tan§ = -2 =2 _ — 2 _3 dondef = arc tan(3) = 71° 33’
1 1 1
1+-(-1) 1-—
2 2 2
2 ’
Parael punto (2, =2) — vy, = ——2 =Ly =
Luego,
1
1_(_5) 43
tan § = S = % = % = 3; donde 6 = arc tan(3) = 71° 33’
1+l = 1-- =
()( 2) 2 2
YA
2,2
2 2
Xty 8=f 6=71°33
X
4 =71°33
(2,-2) y-2x=0
EJERCICIO 39

e 0000000000

Determina la medida del 4ngulo agudo y obtuso que forman las curvas dadas en el punto indicado:

l. y=x>+1; y=,x+1 enel punto (0,1)

2. y:gx2 ; y=+/25—x" enel punto (3,4)
. y=4y13—x"; y=4,/18 = (x +5)* enel punto (-2, 3)

4. ¥* —y*=2=0; y* —x=0 enel punto (2,\/5)

W

W

3
. 3x*+5y=0; 2x+5y+1=0 enel punto (1,—g)

x—1

o

1
xy=1; y= en el punto (2,5)

N

x*+y*—=5=0; y> —4x=0 enel punto de abscisa 1

. Determina la medida del 4ngulo obtuso que forma x* +3y* —13=0 y y* —4x=0

e
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Calcula la medida del angulo agudo que forman las curvas dadas:

9. 3x* +4y* —12=0; 4y* —9x=0

©c e 00 e e

10. xy—x—2=0; xy—1=0
1. x=42y; y=2(x+2)
12. y=x>+x; y=—x"+5x

13. y'=x+1; y’ +2x—4=0

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ o o o 0 0 0 0000 ocooos

Curvatura

Radio de curvatura

En geometria plana la longitud de un segmento circular estd dada por la formula: s =r-0 — r=

s

En la figura se observa que s cambia cuando 6 cambia.
En una curva cualquiera, al tomar un segmento muy pequefio formado por dos puntos de la curva y al relacionar
la formula anterior se tiene que:

AG=AO
AO AG'
As
As
De la formula anterior se define Ar como:
Ar = &
AO

Luego, si la longitud As es cada vez mas pequena, es decir, tiende a cero, el radio de curvatura se define como
el siguiente limite:

As ds ds
r=lm—=— - r=—
A-0A0  do do




CAPITUIO 5§

Aplicaciones de la derivada

En la figura se tienen dos puntos, Py Q, de la curva, muy proximos entre si, en cada punto se traza una recta
tangente y su normal. Al punto de interseccion entre las normales se le llama centro de curvatura y a la distancia del
centro a cualquiera de los puntos Py Q se le llama radio de curvatura.

., 1 _do .
La expresion — = I recibe el nombre de curvatura.
r s

Para determinar la formula que permita calcular el radio de curvatura se tiene la siguiente figura.

Ya

fix)

y+dy--

En la funcion f(x) se tienen los puntos Py Q infinitamente muy proximos, de manera que la longitud del segmento
circular ds sea igual a la longitud del segmento PQ; entonces, de la representacion geométrica de la derivada se tiene
que:

Q=tan0 - 0=arctan@
dx dx

Del triangulo POR y el teorema de Pitagoras se obtiene:

ds = \J(dx)* +(dy)’ = \/[1 + Ejy; ](dx)z = Jl +(%) dx
X

Luego,

ds=r-df — r=ﬂ
do

2 2
1+(dl) 1+(ﬂ)
dx dx
2 = 2
d arc tand—y Q-dx d’y
dx dx* dx*

2
1+ (@)
dx
Finalmente, la formula para determinar el radio de curvatura es:

[l i (%) ] [+ T

r=———— 0 r=
&y |
dx*

La longitud del radio de curvatura es una cantidad positiva.
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Circulo de curvatura

Es una curva dada en un punto de tangencia a la circunferencia, que tiene de centro el centro de curvatura y de radio
el radio de curvatura y que pasa por un punto de tangencia, también se le conoce como circunferencia osculatriz o
circulo osculador.

Jx)

Centro de curvatura

Para determinar la formula que permita calcular el centro de curvatura se tiene la siguiente figura.

Y

Donde:
C(a, B): centro de curvatura

Q(x, y): punto de la curva

r: radio de curvatura

Se obtiene la ecuacidn de la recta normal de la recta tangente en el punto Q.
1
B—y=——=(a—x)
y
Se obtiene la ecuacion de la circunferencia de centro el punto C(«, 8), radio r y que pasa por el punto Q (x, y).

(x=aP+ (- pr=r>

Al resolver el sistema de ecuaciones, se obtienen las coordenadas del centro de curvatura.

2
| dx dx
2

, B=y+
PR R e
dx* dx?
r]+ "2 1+ "2
a=x— 7y[ ”(y)] ,ﬁ—y-i-((i}))
y y
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EJEMPLOS .
]

. 1 ®#° Determina el radio de curvatura y la curvatura de la curva x> + y = 25 en el punto (3, 4)
5

i Solucién

Se obtienen la primera y la segunda derivadas de la funcidon dada.

dy _ «x d’y X+

dx y dx? y?

El punto se evalia en cada derivada.

& __x__3.

dx y 4’
@__x2+y2__32+42__§
dx* y? 4° 64

Los valores que se obtienen se sustituyen en la formula de radio de curvatura.

3y T
Ji+orT [l+(_4) ] =
r= — r= - =5 5 =5

[y 25

_2

64 64
Por tanto, el radio de curvatura es:
r=>5

Luego, el valor de la curvatura se obtiene con la expresion:

a0 _1

ds r
Finalmente, el valor de la curvatura es:

aa_1

ds 5
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2 ®¢° Determina el radio y el centro de curvatura de curva y> = —8x, en el punto (—2, 4)

Solucién

Se obtienen la primera y la segunda derivadas de la curva y se evalda el punto.

@:j:_i:_l
dx y 4
&y 16 _ 16 1
dx* y? 4) 4

Los valores obtenidos se sustituyen en la formula del radio de curvatura.

e s

1 A
4 4

r=8x/§

Luego, el punto (—2, 4) y los valores de las derivadas, se sustituyen en las formulas que determinan las coordenadas
del centro de curvatura.

r=8\/§

Por tanto, el radio de curvatura es:

”

a=x—{y’[]+(y’)2:|] — a=-2-— 7_][14_5_])2] — a=-2-8=-10
y

4

"2 _1\2
B:y+(l+<;>] SN (S N
y

4

Por tanto, las coordenadas del centro de curvatura son el punto (—10, —4)

Radio de curvatura en coordenadas paramétricas
Dadas las ecuaciones de una curva en coordenadas paramétricas.
x = f(1),y = g()

Entonces, al derivar y sustituir en la formula del radio de curvatura en coordenadas rectangulares, se obtiene:

T a
di d . [ ) +(y)]

de d’y _dy d’x
dt dt* dt df*

|x/_y//_y/_xu
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EJEMPLOS .

]

CEI- 3 ®°° Determina el radio de curvatura de la elipse x = 2 cos ¢,y = 3 sen t en el punto correspondiente a r = %
.2

i

Solucién

Se obtienen la primera y la segunda derivadas de cada ecuacion y se evaltia r = g en cada una de ellas.
T
x=2cost — x'=—2sent — x'=-2 sen(5)=2(1)=2
T
x"=-2cost —» x"=-2 cos(z) =2(0)=0
T
y=3sent — y' =3cost — y’=3cos(z)=3(0)=0

y'=—-3sent — y"=-3 sen(g) =-31)=-3

Los valores obtenidos se sustituyen en la férmula del radio de curvatura:

oy | [or+or] g

== > = = =
|x" ey =y x| (2)(=3) = (0)(0)| |-6|

w | &~

8

6
- . . . T

Por consiguiente, el radio de curvatura de la elipse en el punto correspondiente a t = 5 es:

r=

4
3

Radio de curvatura en coordenadas polares

Dada la curva con ecuacion de la forma:
p=r)
Se tiene que:
x=pcosh, y=psent
Si se sustituye p = f(0) en estas Gltimas ecuaciones, se obtiene:
x=f(@)cosO, y= f(6)sen 0

Entonces, al derivar y sustituir en la formula del radio de curvatura en coordenadas rectangulares, se obtiene:

(5] 7]

2 2 r= 2 "2 1"
pz+2(dp) Y d’p o> +2(p") — pp

‘
Il

do s
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EJEMPLOS .

o . . .
4 ®%° Determina el radio de curvatura de la curva p = cos 26, en el punto correspondiente a = 7

Ejempl

Solucién

Se determinan la primera y la segunda derivadas de la funcion dada y se evaltia 6 =%

p=cos20 — p=cos2(m) — p=1
p'=—2sen20 — p'=—-2sen2(m) — p'=0

"

p'=—4cos2m — p'=—4cos2(m) —> p'=—4

Los valores se sustituyen en la formula y se simplifican las operaciones.

R N O

T 200 — 4] T+0+4] 55

Por tanto, el valor del radio de curvatura es:

| —

EJERCICIO 40

Determina el radio de curvatura y la curvatura de las curvas en el punto dado:

. l.x2—y2=-3 (1,2)
. 2.0y +y+4=0 3, -1
: 3.x2+4y=0 2, -1
. 4. y=x3 (L, 1)
: s {xicost -
. y=sent
=1+t
6. {x . r=2
y=t
T
7. p=cosb 0=—
P 2
6 T
8. p=sen— 0=—
Py 3

Determina el centro de curvatura de las curvas en el punto dado:

9. x2—4y=0 2,1)
10. x2 + 4y2 —8=0 (=2,1)
T

11. y =senx —, 1

' (2 )
12.y—e*=0 O, 1)
13. y=x+1 3,2)

cVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 0 60060000 cocoscsos
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Maximos y minimos de una funcién

Definicién

1. Se dice que una funcidn f(x) tiene un méximo local M en x = x , si f(x,) = f(x) para toda x en un intervalo (a, b)
tal que x , pertenezca a dicho intervalo.

2. Se dice que una funcion f(x) tiene un minimo local m en x = x , si f(x,) = f(x) para toda x en un intervalo (a, b)
tal que x , pertenezca a dicho intervalo.

Y Y4
Jx,) fx,)
N(E9)
Jx)
7 (\1 -;Co N . ;(
Sx) < fix,) Jx,) < flx)

Si f(x) tiene un maximo o minimo local en x , entonces la pendiente de la recta tangente (derivada) en dicho punto
es igual a cero.

YA

Jx)

Donde:
M = punto maximo

m = punto minimo

Criterio de la primera derivada para encontrar puntos méximos y minimos

a) Sif'(x)>0,paratodax € (a,x,)y f'(x) <0, paratodax e (x,, b) (es decir, la derivada cambia de valores positivos
a negativos), entonces en f(x, ) existe un valor maximo local.

b) Sif'(x) <Oparatodax e (a,x,)y f'(x) >0, paratodax € (x,,
a positivos), entonces en f(x ) existe un valor minimo local.

¢) Siparatodax € (a, b) y f'(x) tiene el mismo signo, entonces f(x) no tiene valor maximo ni minimo local.

b) (es decir, la derivada cambia de valores negativos
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EJEMPLOS .
[e]
—g_ 1 ®9° Determina los puntos maximos y minimos para la funcion f(x) = 3x> — 12x + 15, utiliza el criterio de la primera
3. derivada.
m *
Solucion
Paso 1

Se obtiene la derivada de la funcion:
f'(x) =6x— 12

Paso 11
La derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacion:

f'(x) = 6x —12; 6x—12=0 donde x=2

Este resultado recibe el nombre de valor o punto critico.

Paso 111
Se da un valor menor y uno mayor proximo al valor critico y se evalian en la derivada.
Para x = 2 se toman los valores 1 y 3

F=6(1)—12=-6<0 y F3)=63)—-12=6>0

El cambio de signo es de negativo a positivo, entonces la funcion tiene un valor minimo en x = 2.

Paso IV
El valor critico se eval@a en la funcion:

f2) =322 —122) + 15
f2)=3

Por consiguiente, el punto minimo es (2, 3)

2 ®°° Obén los puntos maximos y minimos para la funcion f(x) = 2x° — 3x> —12x +15

Solucién

Paso I
Se obtiene la derivada de la funcion:

f(x) = 6x> —6x—12

Paso 11
La derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacion:

fl(x)=6x"—6x—12 — 6x°—6x—12 =0
¥—x—2 =0
(x=2)(x+1) =0

Los valores criticos son:

=2, x,=—1

2
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Paso 111
Se dan valores menores y mayores proximos a los valores criticos y se evalGian en la derivada.
Para x = —1, se toman los valores x = —% yx= —%
3 -3) (-3 21 1 -1y (-1 15
fl—=1=6—| -6l—|-12=—>0y f'|l—=|=6—| —6[—|-12 =—— <0
2 2 2 2 2 2 2 2
La derivada cambia de signo positivo a negativo, entonces la funcion tiene un valor maximo en x = —1
3 5
Para x = 2 se toman los valores x = > yx= 5

A3 of3Y (3 = 15 A5Y Z of5Y _(5)y, - 20
f(g)—G(z) 6(2) 12 =-2 <o yf(zj 6(2) 6(2) 12 =2 >0

La derivada cambia de signo negativo a positivo, entonces la funcion tiene un valor minimo en x = 2

Paso IV
Los valores criticos se evaltian en la funcion:

Parax = —1, f(—1) = 2(=1)’=3(—=1)’—=12(-1)+15 =22
Parax =2, f(2) = 2(2)’ =32 —12(2)+15 = =5

Por tanto, el punto maximo es (—1, 22) y el punto minimo es (2, —5)

Intervalos donde crece o decrece una funcién

Definicién

1. Una funcion es creciente en el intervalo (a, b), si f’(x) > 0 para toda x € (a, b)
2. Una funcidn es decreciente en el intervalo (a, b), si f'(x) < 0 para toda x € (a, b)

3

Yt Y

>

a X frp<oNt oy

Observacion 1. Existen funciones siempre crecientes, pero su derivada se anula para algin valor de x.

Ejemplo
La funcidn f(x) = 1 + (x — 2)? es siempre creciente, pero su derivada es cero para x = 2
@) =3x-27% - f2=32-27=30=0

Observacion 2. Existen funciones siempre decrecientes, pero su derivada se anula para algin valor de x.

157



5 CAPITULO

CALCULO DIFERENCIAL

EJEMPLOS .
_é_ 1 @2 La funcion f(x) = 1 — (x — 2) es siempre decreciente, pero su derivada es cero para x = 2
.:T’. fl)==-3x-2?% — f2)=-32-272=-30)=0

3

1 1
2 ®e° [ndica los intervalos donde la funcion fo)= gx - Exz — 6x es creciente y decreciente.

Solucioén
a) Intervalo donde f(x) es creciente.

Paso |
Se obtiene la derivada de la funcion: f/'(x) = x> —x — 6

Paso 11
Por definicion f'(x) > 0
x2—x—6>0

Al resolver la desigualdad se obtienen los intervalos:

(=%, =2) U (3. 9)

Donde la funcidn es creciente.

b) Intervalo donde f(x) es decreciente.
Paso I
Se obtiene la derivada de la funcion:
f@=x2—x—-6
Paso 11
Por definicion f'(x) <0
xX2—x—-6<0

Al resolver la desigualdad se obtiene el intervalo:

(=2,3)
Donde la funcion es decreciente.
Gréfica:
Y4
(x)<0
x=3 _
X
fx)>0

fx)<0
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EJERCICIO 41

Encuentra los maximos, los minimos y los intervalos para los que la funcion es creciente o decreciente.

. 3 2
: . f()=x'—6x+5 9, f(x):%—%—6x+4
: x* 3
: 2. f(x)=—-3x+5x—4 10. f(x):?——x3+2x2+1
: 3. f(x)=x"—3x 11. y= 3
’ Y x2—2x
+
4. f(x)=x"—6x 12, fy=213
x—3
5. f(x)=4x> +3x* —6x 13, fx)=—2%_
’ ’ X +4
x—1
6. f(x)=4x>—x*—4x+3 14. y= 3
4—x
X2
7. f(x)=—2x"+3x>+12x—5 15. f(x)=
x+3
x3
8. f(x):?—xz —3x+1
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o o ¢ ¢ o o 0 0 0 0000 ocooos

Criterio de la segunda derivada para encontrar punfos méximos y minimos

a) Daday = f(x) con f'(x,) = 0, si f"(x,) > 0, entonces el punto (x_, f(x,)) representa un punto minimo.
b) Daday = f(x)con f'(x,) = 0, si f"(x,) <0, entonces el punto (x,, f(x,)) representa un punto maximo.

Ejemplo
Determina con el criterio de la segunda derivada los puntos maximos y minimos de la funcidon
f)=x3—3x2—24x — 10
Solucién
Paso I
Se obtiene la derivada de la funcion:
f(x) =3x>—6x — 24

Paso II
Se iguala la derivada a cero y se resuelve la ecuacion:
3x2—6x—24=0
x2—2x—8=0
x—dHx+2)=0
Los valores criticos son:

x=4 'y x=-2
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Paso 111
Se obtiene la segunda derivada y se evalia con los valores criticos:
f'(x)=6x—6
Parax = =2
f'(=2)=6(-2)—6=—-18<0
Por tanto, la funcion tiene un valor maximo en x = —2
Parax =4

4 =64)—6=18>0

Por tanto, la funcion tiene un valor minimo en x = 4

Paso IV
Los valores criticos se evaltan en la funcion:
Parax = —2
f(=2) = (=2)* = 3(=2)> = 24(=2) —10 = 18
Parax =4

fd) = (4)* —3(4)* —24(4) —10 = —90
Entonces, la funcion tiene un punto maximo en (—2, 18) y un punto minimo en (4, —90)

Concavidad y punto de inflexién de una funcién

La funcion f(x) es concava hacia arriba cuando las rectas tangentes a dicha funcidn estan por debajo de la curva.
La funcion f(x) es concava hacia abajo cuando las rectas tangentes a dicha funcidn estan por arriba de la curva.

YA Concava hacia
fx)=0 ~—— arriba de (xy, ®)
(%)

Sx)>

f(xo) """""""" 3

F@) <0 IP(x) > 0
L =0
Concava hacia 0 N ;(

abajo de (—, x;)

Donde (x,, f(x,)) es €l punto de inflexion.
Prueba de concavidad:

1. Una funcidn es concava hacia arriba en un intervalo (a, ) si para todo x € (a, b), f"(x) >0
2. Una funcidn es concava hacia abajo en un intervalo (a, b) si para todo x € (a, b), f"(x) <0
3. Una funci6n tiene un punto de inflexion en (x, f(x,)) si f"(x,) = 0

Ejemplo

Determina las coordenadas del punto de inflexion y los intervalos de concavidad para la funcion:

fx) = —=2x° +9x + 60x
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Solucién

Punto de inflexion

Paso 1
Se obtiene la segunda derivada:

)= —6x*+18x+60 — f'(x)= —12x+18

Paso II
La segunda derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacion:

—12x+18 =0 — x=§

Paso 111
Se evalta la funcidn con x = 5 :

3 2
A3) = o3 1ol 3) reof3) = 27
2 2 2 2 2
L . . 3 207
Por consiguiente, las coordenadas del punto de inflexion son >

2

Intervalos de concavidad

Intervalo donde la funcion es concava hacia arriba.
Por definicion f”(x) > 0, entonces:

—12x+18 >0

Al resolver la desigualdad se obtiene que x < 5 por tanto, el intervalo donde la funcidn es concava hacia arriba

=3)
esi | —oo, —
2

Intervalo donde la funcion es concava hacia abajo.
Por definicion f"(x) <0

—12x+18 <0

Al resolver la desigualdad se obtiene que x > > entonces, el intervalo donde la funcidn es concava hacia abajo

5]
es: | =,
2
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EJERCICIO 42

Dadas las siguientes funciones, determina:

a) Puntos maximos y minimos.
b) Intervalos donde la funcion crece y decrece.
¢) Intervalos de concavidad.

oo 0000000000

d) Puntos de inflexion.
e) Grafica.

1 f(x) = x> —6x+10 7. f(0) = 2x° —3x —12x+6
2. f(x) = —x* +4x+6 8. f(x) = (x> — 1)

3. f00) = =32 —9x+1 9. f(x) = Jx* +36

4. f(x) = 207 — 32" —36x+24 10. f(x) = x3x + 2)

5. f() = x* — 4x° 11. f(x) = sen(2x) en [0, 7]

6. f(x) = x° -i-i2
X

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « e ¢ ¢ ¢ e e ¢ e e e e 0000 cecocococccs

Optimizacion
Los métodos para obtener puntos maximos y minimos de una funcion son una herramienta que se emplea para solu-
cionar problemas practicos donde se va a optimizar una variable.

Hay una gran variedad de problemas, por lo que resulta dificil dar reglas especificas para resolverlos. No obstante
se dan algunas sugerencias:

© Leer cuidadosamente el problema y pensar en los hechos que se presentan y las variables desconocidas.
© Hacer un diagrama o dibujo geométrico que incluya los datos.
© Relacionar los datos con las variables desconocidas, hallando la funcidén a maximizar o minimizar.
© Encontrar los valores criticos y determinar cual corresponde a un maximo o a un minimo.
EJEMPLOS °
] ..
o 1 ®9° Encuentra dos ntimeros positivos cuya suma sea 20 y el producto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro,
GE, sea un valor maximo.
[y

Solucién

Sean x y y los nimeros buscados, entonces:
La suma de los nimeros es 20: x + y = 20
El producto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro, es miximo: P = x2y>
Se despeja y de la primera igualdad y se sustituye en el producto:

x+y=20 — y=20—x

Por tanto: P = x2%y? = x%(20 — x)*> sera la funcidon a maximizar.

Se obtiene la derivada: P'(x) = x(20 — x)? (40 — 5x)

La derivada se iguala con cero: P'(x) = 0, x(20 — x)*(40 — 5x) =0

Al resolver esta Gltima ecuacidn se obtienen los valores criticos: x = 0, x = 20, x = 8
Se obtiene la segunda derivada: P"(x) = —20x> + 720x2 — 7 200x + 16 000
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Se analizan los valores criticos:

Para x = 0, P"(0) = 16 000 > 0, entonces en x = 0 existe un valor minimo
Para x = 20, P"(20) = 0, entonces en x = 20 no existe valor maximo ni minimo
Para x = 8, P"(8) = —5 760 < 0, entonces en x = 8 existe un valor maximo

Por tanto, uno de los valores es x = 8 y al sustituir en y = 20 — x, se obtiene y = 12, entonces los nimeros que
se buscan son:

x=8,y=12

De las cuatro esquinas de una lamina cuadrada de lado m, se suprimen cuadrados iguales de lado x. Se doblan los
bordes de la 1amina recortada para formar una caja sin tapa. Determina la longitud de x, para que el volumen de la
caja sea maximo.

Solucién

El volumen de la caja en términos de la variable x estd dado por la funcion:
V(x) = (m — 2x)(m — 2x)(x) V(x) = (m — 2x)%(x)

V(x) = (0)(m — 2x)*

V(x) = (x)(m? — 4mx + 4x?)

V(x) = m% — 4mx? + 4x3 funcién a maximizar.
Se encuentra la derivada respecto a la variable x de la funcion:

V'(x) = m? — 8mx + 12x2
Se iguala a cero la derivada:
V'x)=0; m?—8mx+ 12x2=0

Al resolver se obtienen los valores criticos:
_om _m
x= > y X = <
Se obtiene la segunda derivada y se evaltian los valores de x:

V(%) = —8m+ 24(%) = —8m + 12m = 4m > 0 minimo

V”(%) = —8m+ 24(%) = —8m + 4m = —4m < 0 maximo

Por consiguiente, el valor de x para que la caja tenga un volumen méximo es:
m
x= =

6

163



5 CAPITULO

CALCULO DIFERENCIAL

3 @@ Determina el angulo que deben formar los lados iguales de un triangulo isdsceles para que su 4rea sea maxima.

Solucién

Se construye una figura con los datos:

1
Sea x la base y y la altura, entonces su area es A = Exy

Se toma la mitad del triangulo:

<
3

A
X
2

Se aplican identidades trigonométricas en el triangulo para el angulo 0

sen O =

3 oI

X donde, x=2msen0 cos = R donde, y=mcos 0
2m m

Al sustituir los valores de x y y se obtiene:

A(B):%(2msen0)(mcost9) - A(B):%mz[Zsenecose]

1 ) . .
Pero 2 sen 0 cos 0 = sen 26, entonces A = Emz sen 20, ésta es la funcidn a maximizar.

Se obtiene la derivada y se iguala a cero:

A (@) =m*cos20 — A0 =0 — m’cos20=0

m#0; entonces cos 26 = % =0, despejando el dngulo:
m
cos260=0 260 =cos ' (0)

0= lcos_l 0)
2

OZL(E)
2\ 2

p=T
4
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Se obtiene la segunda derivada y se evaltaen 6 = %

A"(6) = —2m? sen 20 — A" % =—2m? sen 2(%)

El 4rea es maxima para 6 = % y el dngulo que deben formar los lados iguales es de 90°

Calcula el volumen maximo del cilindro circular recto que se puede inscribir en un cono de H cm de alturay R cm de
radio en su base, de manera que los ejes del cilindro y el cono coincidan.

Solucién

Observa la figura.

De acuerdo con ella se hace un corte transversal y se obtiene el tridngulo que se muestra; por construccion se tienen

triangulos semejantes que cumplen con la siguiente proporcion:

El volumen del cilindro es:
V =mrh
Despejando £ de la proporcion y sustituyéndola en la formula del volumen se obtiene:

HR—H H H Hr’
R TN V=77'r2h=77'r2(H—;}’)=77Hr2—u

h
R R

La cual es la funcion a maximizar.
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Se deriva la funcidn:

2
V() = 2y — 2T

La derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacion para r:

B 3mwHr? _

V'(r)=0,  2mHr 0

Si R #0, entonces 2mHRr — 3wHr2 =0 — wHr2R —3r) =0 — r(2R — 3r) =0
Valores criticos:

r=0,r=gR
3

Se analizan los valores criticos en la segunda derivada:

H
Vi) = 2mt =7

r

Para r=0; V"(0) = 27H — 7TT(O) = 27rH > 0, entonces, el volumen es minimo.

Para r = %R R V”(%R) = 2wH — &TTH(%R) = —27H < 0, entonces, el volumen es maximo.
Entonces, las dimensiones del cilindro de volumen méaximo inscrito en el cono son:

r:gR y h:H—Er:H—E(gR):l
3 R R\3 3

5 @ Determina las dimensiones del cono circular recto de rea maxima, que puede inscribirse en una esfera de radio
R=>5u

Solucién

Figura

El 4rea del cono de radio r, altura & y generatriz s, esta dada por:
A =1rs

De la figura se toma el tridangulo rectangulo

h=5+y s

166



CAPITUIO 5§

Aplicaciones de la derivada

Mediante el teorema de Pitagoras se obtiene:

s2=0G5+y?+r? s=4J5+y) +r?

De la figura se toma el tridngulo rectangulo,

Por el teorema de Pitagoras:

52=r+y? — rP=25-—y
Este resultado se sustituye en: s = /(5 +y)* + 7’

5=+ +25-y)

yasuvezenA = mrs

A=mr J5+y)Y +25—y°

Maximizar A equivale a maximizar A2, y el problema se reduce a términos simples, es decir:
A* =1 [(5 +y) +25- yz] ,pero r* = 25—y’ entonces:

A =25+’ +25-y" ] - A =7Q5-y)[25+10y+)y* +25-y]
A? =225 — y*)(50 +10y)
A2 =72 (25— y)(10)5 + y)

A? =1072(125 + 25y — 5y° — y?)

Si A® = f(y), entonces, f(y)=107>(125+ 25y —5y*> —y’) es la funciéon a maximizar.

Paso 1
Se obtiene la derivada de la funcion:

o) = 107225 — 10y — 3y?)

Paso II
La derivada se iguala a cero y se determinan los valores criticos:

=0 — 1072Q25—-10y—3y>) =0 — y= -5, y=§
Paso 111
Se evaltan los valores criticos en la segunda derivada para determinar los maximos o minimos de la funcion:
F') = 107%(—10 — 6y)
Paray = —5
f'(—=5) = 107%(—10 — 6(—5)) = 2007> > 0, minimo.
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Paray = %,

f(%) = 1072 (—10 —6(2)) = —20072 < 0, maximo.

5 . . , :
Entonces, paray = 3 el area del cono es maxima, sustituyendo en las formulas: r> = 25 — y2y h = 5 + y, se obtie-

nen las dimensiones del radio y la altura del cono inscrito en la esfera:

}'2:25—y2 h=5+y
2

r= 25—(§) h=5+é

3 3

o |25 _ [200 _10V2 L2
9 9 3 3

Finalmente, el radio y la altura miden respectivamente:

10 20
:—ﬁu h=—u
73 3

EJERCICIO 43

e 0o 0000000000000 00 00

Resuelve los siguientes problemas:

1.
2.
3.

11.

12.

13.

14.

Encuentra dos niimeros cuya suma sea 40 y su producto sea maximo.

Encuentra dos nimeros cuya diferencia sea 50 y su producto minimo.

Con una lamina cuadrada de aluminio de 12 pulgadas por lado, se quiere construir una caja sin tapa, cortando
cuadrados iguales en las esquinas y doblando los bordes. ; Cuanto deben medir por lado los cuadrados recortados
para obtener un volumen maximo?, ;Cuanto mide dicho volumen?

. Calcula el volumen maximo de un cilindro circular recto que se puede inscribir en un cono de 72 cm de altura y

24 cm de radio en su base, de manera que los ejes del cilindro y el cono coincidan?

. En la construccion de un recipiente cilindrico de hojalata se emplean 100 pulg?, esta cantidad incluye las tapas.

(Cuél es el mayor volumen que podria tener la lata?

. (Cudles son las dimensiones que debe tener un cono de volumen méaximo cuya area lateral es de 10 7u>?
. Un cartel tiene una superficie de 150 cm? con margenes de 3 cm en las partes superior e inferior y 2 cm a los lados.

Calcula el area maxima impresa en el cartel.

. Considera un triangulo rectangulo con sus catetos sobre los ejes de coordenadas y la hipotenusa pasa por el punto

(4, 3). Determina el area minima que puede encerrar tal tridngulo.

. (Qué nimero positivo minimiza la suma entre €l y su reciproco?
10.

Determina las dimensiones del tridngulo isésceles de superficie maxima que podria inscribirse en un circulo de
radio 7.

. Cuales son los dos puntos sobre la curva y = x3 cuyas abscisas difieren en dos unidades, de tal forma que la recta
que los une tiene una pendiente minima?

(Cudl es el area maxima posible de un rectangulo, cuya base coincide con el eje X y sus vértices superiores estan
enlacurvay =4 — x2?

Encuentra las dimensiones del rectangulo de drea méaxima que se puede inscribir en un semicirculo de radio igual
a 2 unidades.

La resistencia de una viga rectangular varfa segin sus dimensiones. Si la resistencia es proporcional al cuadrado
del ancho de la viga por la altura, ;cudles son las dimensiones de la viga mas resistente que podra cortarse de un
tronco cilindrico con radio de 3 pies?
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15. ;Cuél es la distancia minima que existe entre el punto (5, 1) y la parabola y = —x2?

16. La suma de dos niimeros es 16. Encuentra los niimeros si la suma de sus cubos es un valor minimo.

17. (Cuales son las dimensiones del rectangulo de mayor perimetro que se puede inscribir en un semicirculo con radio
de 5 unidades?

18. Se inscribe un rectangulo en un tridangulo isosceles, cuyos lados tienen longitudes 5, 5 y 6. Uno de los lados del rec-
tangulo esta sobre la base del triangulo (lado desigual), ;cuél es el area mayor que puede abarcar el rectangulo?

19. Se desea inscribir un cono dentro de otro. El cono exterior tiene una altura de 6 cm y un radio de 4 cm. El cono
interior se inscribe de modo que su ctispide reposa sobre la base del cono exterior. La base del cono interior es
paralela a la base del cono exterior. Los ejes de los conos son colineales. ;Cuél debera ser la altura del cono interior,
a fin de que contenga el mayor volumen posible?

20. Calcula las dimensiones de un triangulo is6sceles con un perimetro de 6 unidades que tenga drea maxima.

21. Determina dos nimeros reales positivos, cuya suma sea 40 y su producto sea maximo.

22. Encuentra las dimensiones del cono recto circular de maximo volumen que puede ser inscrito en una esfera de
radio 6 unidades.

23. Obtén las coordenadas del punto de la recta 3x + y — 5 = 0 més cercano al origen.

) © © 0 6 6 0 0 0000000000000 000000000ee0 00

24. ;Cual es el area del rectangulo mayor que se puede inscribir en un tridngulo rectangulo de lados 5, 12 'y 13 cm?
2 2
25. Calcula el area del rectangulo mayor que se puede inscribir en la elipse, cuya ecuacion es — + y—z =1
a b

26. Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3, 4) y forma con el primer cuadrante un triangulo de 4rea
minima.

27. (Cuales son las dimensiones del cilindro circular recto de maxima area lateral que puede inscribirse en una esfera
de radio de ocho pulgadas?

28. Para la hipérbola equilétera x> — y? = a?

, considera el punto (0, k) sobre su eje conjugado y determina el punto
més cercano a éste.

29. Determina dos nimeros positivos cuyo producto es 16 y tienen suma minima.

30. En la construccidn de una casa se van a emplear ventanas en forma de rectangulos curvados por semicirculos.
Si el perfmetro total de cada ventana es P, ;cudles son las dimensiones més convenientes para que las ventanas
proporcionen maxima iluminacion?

31. Una persona tiene una pared de piedra en el costado de un terreno. Dispone de 1 600 m de material para cercar
y desea hacer un corral rectangular utilizando el muro como uno de sus lados, ;qué dimensiones debe tener el
corral para tener la mayor area posible?

32. Un alambre de 100 cm de largo se va a partir en dos trozos, una de las partes se va a doblar para formar una cir-
cunferencia, y la otra un tridngulo equilatero. ;Como se debe cortar el alambre para que la suma de las areas del
circulo y del triangulo sea maxima?

33. Se desea construir un cono con una generatriz de 10 cm. ;Cuél es el mayor volumen posible para dicho cono?

34. Encuentra las dimensiones del rectangulo inscrito en un circulo con radio de 25 cm que proporcione el area
maxima.

35. Para construir un recipiente cilindrico de hojalata se emplearan 150 pulg?, esta cantidad incluye las tapas. ;Cuales
son las dimensiones del cilindro para que contenga el volumen maximo?

36. Un anuncio de 20 metros de altura esta colocado sobre una base que se encuentra 5 metros sobre el nivel de los
ojos de una persona, ;qué tan alejada debe estar la persona para que su dngulo de vision sea maximo?

37. Unssilo consta de un cilindro con una parte superior semiesférica. Determina la longitud del radio del silo con un
volumen V, que tiene la menor area de superficie, incluye la tapa inferior.

38. ¢Cuales son los puntos sobre la curvay = x? — 4, que estan mas cerca del punto (=2, 1)?

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 06 6 6 6 060600000 cso0css
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Movimiento rectilineo uniforme

Si un punto se mueve sobre una recta una distancia s, en un tiempo ¢ con velocidad uniforme v, entonces:
s .
v= —,deaquis=v-t
t

Sean (s, 1,) y (s,, ,) dos pares de valores de sy 7, tal que:
s, =Vt y s, =Vt
Entonces:
s, = s, =v(t, —t)
Donde:
S, T8

v = ———— = velocidad uniforme
L=

El concepto de velocidad media es mas general que el de velocidad uniforme para cualquier tipo de movimiento
rectilineo.
La distancia dirigida s, de un punto P, desde un origen en un tiempo ¢, esta dada por:

s =s(t)

Entonces, a la funcion s = {(t, s) | s = s(¢)} se le denomina “funcion de posicion” del punto Py la velocidad media
de P durante el intervalo [z, 7,] se define como:

s~ _ s(5,)—s(@)
L= L=

Sit, —t, = h,entonces t, = ¢, + hcon h # 0, luego s(t,) = s(¢, + h) y la velocidad media de P durante el inter-
valo [t,, t,] = [t,,t, + h] es:

s(t, +h)—s(t)
h

Se obtiene el limite:

Iim
h—0

s(t, +h)—s(t)
h
Este limite se llama velocidad instantdnea, rapidez o simplemente velocidad de P en el tiempo ¢. Un fisico inter-
pretaria esto como el valor Iimite de las velocidades medias, medidas sobre las porciones de tiempo cada vez menores
alrededor de 7.
Al generalizar:
Si la funcion de posicion de un punto P es:

s=A{@s)]s =50}

La velocidad de P en el tiempo ¢ sera:

vy = 5'(r) = B0
dt
La cual se denomina funcion velocidad del punto P.
ds(t ds(t
Puesto que s = s(¢),v =v() yv(?) = % , entonces v = %
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Aceleraciéon media
v(t, +h)—v(t)

v ={(v)|v=v(@))}larazon P

[t 1, + h]

, se llama velocidad media de P, durante el intervalo [z, 7,] =

+ —
Si existe 1im w
h—>0 h

, entonces se le denomina aceleracion de P en el tiempo ¢, y se denota mediante

a(t,), entonces:

dv(t)) ) ,
a(tl) = dt =V (tl) =S (tl)
Por tanto:
dv d’s
ag= 2L =22
dt dr’
Ejemplo

Una particula se mueve conforme a la expresion s(t) = 2t> — 3t + 3, donde s se expresa en metros y  en segundos.
Determina:

a) Su posicion inicial.

b) Su velocidad al inicio de su movimiento.

¢) Lavelocidad que alcanza al transcurrir 3 segundos.
d) La velocidad final a los 5 segundos.

e) Su aceleracion.

Solucién

a) Su posicidn inicial se determina cuando # = 0, entonces,
$(0) =2(0)> —3(0) +3=3m
b) La velocidad al inicio de su movimiento se obtiene mediante la primera derivada evaluadaenr = 0

s(t)=2t2—3t+3 — v(t)=4t—3

v(©0)=40)—3=-3 2
s
¢) La velocidad cuando ¢ = 3 segundos
m
v(t)y=4t—3 — v(3)=43)—-3=9 —
s
d) La velocidad cuando ¢t = 5 segundos
m
v(t) =4r—3 - v(i5) =4(5)—-3=17 —
K
e) Su aceleracion se obtiene mediante la segunda derivada:

sO=22-3+3 > sO=4-3 o> a=s50) =42

N
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e o 0000000000000

Resuelve los siguientes problemas:

1. La posicién de una particula se expresa mediante la funcién s(t) = 22 — 5> + 10t, con s en metros y ¢ en segundos.

. 3
(Cudl es su rapidez para t = 1, 5 0 segundos?

. La distancia recorrida por un automévil sobre una carretera en el instante ¢ esta dada por s(t) = 9t* — 12013 +

43212, ;en qué intervalos su velocidad media es positiva?

. La trayectoria de una particula en movimiento rectilineo esta dada por la funcion:

s(t) =13 — 92 + 24t +2
Encuentra:

a) syacuandov =0
b) syvcuandoa =0
¢) Cuando s aumenta
d) Cuando v aumenta

. Un proyectil es lanzado con una trayectoria que obedece a la funcion s(¢) = —3t> + 54¢. a) Calcula en qué tiempo

hace contacto con su objetivo que se encuentra sobre la superficie terrestre y la velocidad que lleva en ese instante.
b) En qué instante logra su altura maxima y cual es el valor de esta.

. Un proyectil es lanzado en direccion a una torre de 36 m de altura. El proyectil sigue la trayectoria de acuerdo

con la funcién s = —¢2 + 12, después de siete segundos. Indica la velocidad y la altura en la que hace contacto
el proyectil con la torre.

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « e ¢ ¢ ¢ ¢ e ¢ e e e e e 0o 00 c0cocecoccs

EJEMPLOS
o

Ejempl

Razén de cambio
. . . ., . , . . dx .
Si una cantidad x esta en funcion del tiempo ¢, la razon de cambio de x con respecto a ¢ estd dada por T Si dos
t

o0 mas cantidades se relacionan con una ecuacion, la razéon de cambio de cada cantidad se obtiene derivando la
ecuacion.

Pasos para resolver problemas de razon de cambio:

© Se traza un dibujo que contemple todas las variables y constantes que intervengan en el problema.
© Se elabora un modelo matematico que relacione las variables.
© Se deriva el modelo matemético respecto al tiempo, se despeja la incognita a conocer y se sustituyen los datos

dados.

(El signo indica que el volumen del cubo est4 decreciendo.)

 J

3

. . . h cm , , .
1 @ Un cubo de hielo de 10 cm? de volumen, comienza a derretirse a razon de 6—— , ;cudl es la razon de cambio de la
S

superficie del cubo en ese instante?

Solucion
Se construye un cubo de arista x cuyo volumen es V = 10 cm?® y la razén con la que se
derrite es

av cm’

27 - g

dt S
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CAPITUIO 5

Aplicaciones de la derivada

2 4%

Se deriva el volumen V = x3 respecto al tiempo: v _ 3x &

—6=13x" dx se despeja ax
dt dt

_6 _dx
3x7 dt
p - . dx 2
La razén con que disminuye la arista es: m = —-=
X

El 4rea total del cubo es A = 6x? y la razon con que cambia el area es:

dx 2
Pero — = ——, entonces:
dt X

a _ 12x@ = le(—l) -
dt dt X

Si el volumen es de 10 cm® = x3, entonces x = /10 , por tanto:

dA 24 cm’
dt J10 s
2
El 4rea disminuye a razon de 24 cm
N

3

2 . 2 o . m . .
2 ®0° S esta vaciando arena sobre un monton de forma conica a razén de 30—, la altura del cono es siempre igual al
min

radio de su base. ;Con qué rapidez aumenta su altura cuando el montdn tiene tres metros de altura?

Solucién

3
El volumen del cono es V = % ar2h, pero r = h, entonces V = % mh3y dd—‘t/ =302

Al derivar el volumen respecto del tiempo:

av = whzﬁ donde dh = lzd—v
dt dt dt wh® dt
3
Alsustituir & = 300y = 3m
dt min
1 1
an _ ~(30) = 30 _ 10
dt m(3) 97 37
.. h 10 m
Por consiguiente, la altura aumenta a razon de — ——
371 min
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L .. . ) km . . . ..
3 @@ Un automdvil se dirige al norte de una ciudad a razon de 60T, al mismo tiempo un camion se dirige al este de
. . km . . . . . ) L
la ciudad a razon de SOT . (Cudl es la razdn con la que varfa la distancia entre los vehiculos cuando el automovil

y el camidn se encuentran a 30 y 40 km, respectivamente, de su punto de partida?

Solucién

Se realiza el dibujo con las caracteristicas establecidas:

§ e
Donde,

x = 40 km, y = 30 km; % — goXm. & _ gokm

h  dt h

. . d
Se debe encontrar con qué rapidez se separan los vehiculos (d—z)
t

La figura representa un tridngulo rectangulo, por tanto, se aplica el teorema de Pitagoras para obtener la relacion:
22=x2+y2

Se deriva la expresion respecto al tiempo:

dy

+2 y; (simplificando)

)
|
Il

2 2 2
. _d  dy dz _ 5 dx
dt dt dt dt d

1
dz _ x dx  y &y
z dt z dt

Luego, en el momento en que x = 40 km; y = 30 km

2= P +y* = J(30) +(40) = J900+1600 = /2500 = 50 km
Entonces,

@ _ 40 km(80k7m)+ 30km(60k£)
dt 50 km h 50 km h

dz _ (40)(80)+(30)(60) _ 3200+1800 _ 5000 _ IOOk—m
d 50 50 50 h
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Una persona sostiene un extremo de una cuerda de 150 cm de largo y en el otro extremo cuelga un bloque. La cuerda
pasa por una polea que esta a 40 cm de altura directamente sobre la mano de la persona, si ésta se aleja de la polea a

razon de 10 <2 . (Con qué rapidez se eleva el bloque cuando estd a 6 cm de la polea?
s

Solucién

40 cm

5

. d
La persona se aleja de la polea a 102 entonces, d—x =10
S t

N

En la figura, por el teorema de Pitagoras, se tiene:
y2=x2+ @402 - y2=x2+1600
Luego, la medida de la cuerda est4 dada por:
y+z=150 donde, y=150 — z
Este resultado se sustituye en y> = x2 + 1 600
y2=x24+1600 — (150 —2)*> =x2+ 1600

Se deriva respecto al tiempo:

d d dz dx
— (150 —z)’ =— (x> +1600) — 2(z—150 (—) = 2x—
dt( 2) & (x ) (z ) 7 X
dz 2x dx

dt  2(z—150) dt

dz X ﬂ
dt z—150 dt

Cuando z = 6 cm
x2+ 1600 = (150 — 2)> — x4+ 1600 = (150 — 6)?
x% + 1600 = (144)>
x2=20736 — 1600

x2=19136;x = /19136

Por tanto, la razon con la que se eleva el bloque es de:

di @ dv 19136 0 1/1913 V19136 (0 SEN299 | 54299 em
dt (z-150)dr 6150 72 9 s
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5 @9 Uy hombre de 1.70 m de altura se aleja de un poste de alumbrado a razén de 3 m/s, la lampara del poste estd a 10 m
de altura. Determina la razon de cambio a la cual se mueve el extremo de la sombra del hombre.

Solucién

10 m
&1.70111

) d . . d
De acuerdo con la figura e y la incdgnita es &

Por tridngulos semejantes:

10 m
1.70 m
—X—z |
: . |
Se obtiene:
10 X
— = 10(x — z) = 1.70.
170 x-z2 x=2) N
10x — 10z = 1.70x
10x — 1.70x = 10z
8.30x = 10z
Se deriva la expresion, resultando:
8.309 = 10% — dx = 10 &
dt dt dt 8.30 dt
Luego, % = 3E,entonces,
dt S
1
de 10 o0 30 Lom
dt 8.30 8.30 S

Finalmente, la razon con que se mueve el extremo de la sombra es de 3.61 m/s.
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6 ®°° 14 distancia que existe entre las bases de un campo de béisbol es de 28 m. Si la pelota se batea por la linea en direc-
cion a la tercera base con una velocidad de 32— . ;Con qué rapidez cambia la distancia entre la pelota y la primera
S

base cuando se encuentra a la mitad del camino hacia la tercera base?

Solucién

3a. ba s’e’ ~ ‘Ta. base

QD 2

x:l4/k %m

22 =x2+ (28

En la figura se observa que:

En la cual, al derivar se obtiene:

dz dx dz 2x dx dz x dx
27— =2x— - —=—— -5 — = ——
dt dt dt 2z dt dt z dt

Luego, cuando x se encuentra a la mitad del recorrido, la distancia de z es:

2=(14)2+ (282 =196 + 784 — z= /980 =14 J/5m

Al sustituir z = 14\/§,x= 14y @ = 32E en é = iﬁ,se obtiene:
dt dt z dt
dz  xdx 14 1 V5
— ==—— =|—F=132) = [—=1(32) = —(32
dt  zdt (14J§)( ) (JE)( )= 5062

32
Por consiguiente, la pelota se aleja de la primera base a razon de ?\/g =
s
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7 ®°°Unaviso rectangular que mide 30 m de ancho da vueltas sobre un eje vertical que pasa por el centro del rectangulo a
raz6on de 10 rpm. Una persona que observa a distancia el aviso lo ve como un rectangulo de ancho variable. ;Con qué
rapidez cambia el ancho aparente del aviso cuando éste tiene 12 m de ancho, segiin lo ve el observador, y su ancho

30 m
Observador ® 5 g &
) 4

--------------------- aviso

esta aumentando?

Solucién

Sea y el ancho aparente del aviso, también se sabe que gira a 10 rpm, que es lo mismo que 207 rad/min, entonces se
tiene que encontrar la relacion que existe entre y y 6.

De la figura:
Aviso
30 m
y
L [
Se obtiene:
senf = > — y =30sen 0

30
Derivando la expresion anterior:

G 30 cos 0ﬁ

dt dt

Luego, cuando y = 12 m, entonces:

Sen@:l :2 :2
30 30 5

Como el ancho del aviso esta aumentando, 6 € |:0, g] , por tanto:
0 =sen! (%) =235°
5

D _ 30 cos 092 = 30 cos(23.5°)(20) = 30(0.9170)(20m) = 550,27 "
dt dt min
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8 ®¢° Una escalera de 8 m de longitud esti apoyada sobre un piso horizontal y contra una pared. Si el extremo inferior de
. , 3m P . . .
la escalera se aleja del muro a razdn de 55 (Con qué rapidez desciende el extremo superior en el instante en que
s

su altura sobre el suelo es de 3 m?

Solucién

Sea y la altura generada por la escalera sobre la pared, x la distancia generada por el extremo inferior y la pared,
entonces,

Por el teorema de Pitagoras:
(8)2 = x2 + y? — 64 = x2 + y?
Se deriva la expresion:

2 2
dod _de dy o dv o dy
dt dt dt dt dt

. dy
Se despeja —
pe) dt

dy _ _2xdv_ _xdv

dt 2y dt y dt
Cuando y = 3, el valor de x esta determinado por:
(8)> = x2 + (3)? 64 =1x24+9
64 — 9 = x?
x= 455
Por tanto,

dy _ —xdx dy _ ﬂ(ém)
d y di d 3 (2

dy _ V55 m
dt 2 s

El signo menos indica que la altura sobre la pared esta decreciendo.
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EJERCICIO 45

© o 0000000000000 000 0000 e e

1.

10.

11.

12.

13.

. Un globo de forma esférica, se infla a razon de 0.16

Si la altura de un determinado arbol es de 10 \/E r; cm, donde r es el radio de la parte transversal del tronco

P . . . 1 cm L. . .
del arbol. Si el radio aumenta a razdn de S a0 (con qué rapidez cambia la altura cuando su radio es de 5 cm?
aho

. Un naufrago es remolcado hacia un barco con un cable. La proa de donde se jala el cable se encuentra a 7 m del

nivel del mar y el cable es jalado a razdn de 121 . (Con qué rapidez se estd moviendo el naufrago hacia el
min

barco cuando se encuentra a 20 m de la base del barco?

L. . m . . m
. Un automévil que viaja a 80 — cruza un puente sobre un rio, 20 segundos antes de que un bote que viaja a 40—
S S

pase por debajo del puente. Vistos desde arriba, el rio y el puente forman un angulo recto. ;Con qué rapidez se
estan separando el automovil y el bote 20 segundos después de que el bote pasa por debajo del puente?
3

. (Cual es el volumen del globo cuando su radio esta

min

h m
aumentando a razon de 0.20—— ?
min

. Una escalera de 13 m de largo estd apoyada sobre una pared. Encuentra la rapidez con que baja el extremo superior

. . . . m
de la escalera, cuando su extremo inferior dista 5 m del muro y se separa a razon de 5—
S

. . . . ., cm
. Al caer una piedra a un estanque de aguas tranquilas forma una onda circular, cuyo radio aumenta a razon de 1— .

P P . s
(Con qué rapidez aumenta el area encerrada por la onda cuando el radio es de 5 cm?

. Un tanque cilindrico de 7 m de radio y 10 m de altura se llena de agua. Se hace un agujero en el fondo del tanque, en

3

ese momento el agua sale a razon de 3 . (A qué rapidez estd cambiando la altura del liquido en el tanque?

. Un satélite se mueve en una Orbita eliptica alrededor de un planeta. La ecuacion de su orbita plana es de

9x2 + 16y% = 144. Si la rapidez del satélite en una direccion x es de ISk—m , cuando la coordenada x es

36
de —=km . ;Cual es la rapidez en la direccion y en ese instante?
NE A P Y

. Los automoviles A y B salen del mismo punto. El automo6vil A viaja hacia el este a razon de SOTm y el auto-

movil B viaja hacia el norte a 60Tm . A qué razdn esta cambiando la distancia entre los dos a las 14:00 horas,

si:
a) Ay Bsalen alas 12:00 a.m.
b) Asale alas 12 del dfay B sale a la 13:00 horas.

3

2 . o Py . ] m . L1
Se esta vaciando un depdsito conico de 1.5 m de radio y 5 m de altura, a razéon de 0.16—— . ;Como esta bajando
min

el nivel cuando la profundidad del agua es de 2 m?

En un crucero un camidn sale a las 10:00 horas y viaja hacia el oeste a 60 km/h. Un automovil sale a las 13:00

horas del mismo lugar y viaja hacia el norte a 80 km/h. ;A qué razon se estan separando a las 15:00 horas?

Un globo asciende sobre un punto a razon de 62 ; un observador esta situado a 300 m del punto de despegue
s

del globo. Cuando el globo estid a 400 m de altura, ;con qué rapidez estd cambiando la distancia entre el globo

y el observador?

.3
. L. , ies” . . . P
Se inyecta gas a un globo esférico a razon de 7L . Si la presion se mantiene constante. ;Con qué rapidez cam-
min

bia el radio cuando éste es de 1 pie?
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2
5 - - . , cm
14. El area de un tridngulo equilatero disminuye a razon de 6

min
sus lados en el momento en que el area del tridngulo es de 100 cm?.

. Calcula la rapidez de cambio de la longitud de

15. Un punto se mueve sobre la parédbola semictibica y? = x* de tal manera que su ordenada aumenta siete unidades

o e 00000000

por segundo. Cuando y = 1, ;con qué rapidez cambia su abscisa?

16. Una persona esta de pie en un muelle y jala una lancha por medio de una cuerda. Sus manos estan a 2 m por en-
. . . , cm . .
cima del amarre de la lancha. Si la persona jala la cuerda a razén de 70— . ;Con qué rapidez se aproxima la
s

lancha al muelle cuando se encuentra a 5 m de é1?

. . m iz
17. Un hombre de 1.80 m de estatura camina en linea recta a 1.5— alejandose de un faro que se encuentra a 8 me-
s
tros de altura sobre el suelo. {Con qué rapidez se mueve el extremo de su sombra?, ;Cuél es la rapidez con la

que cambia la longitud de su sombra?

cVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 6 6 6 6 0 6 0 600600000 cocoscos

Aplicaciones a la economia

Sea x el nimero total de unidades producidas por una empresa y m el precio de venta por unidad, el ingreso se obtiene
con la funcion:

1(x)= mx

Si el precio de venta depende linealmente del nimero de unidades producidas, m = ax + b, la funcidn de ingreso
se expresa como:

IX)=mx — Ix)=(ax +bx — I(x)=ax*+bx
Sea C(x) el costo de producir x unidades, la utilidad de la empresa se expresa:
Ux)= I(x)-C(x)
Y el costo medio por unidad est4 dado por la expresion:

0=

Otra forma de expresar la funcion de costo puede ser:
C = costos variables + costos fijos

Por ejemplo, si se tiene la funcion C(x) = 4x2 + 6x + 850, los costos fijos son el término independiente de la
funcion, es decir, 850, al ser x el nimero de unidades, entonces x = 0 por consiguiente, el costo fijo de produccion
es C(0) = 850.

Ejemplo
Las funciones de ingreso y costo son I(x)=—2x" +340x y C(x)=3x>+ 600. Determina la utilidad maxima y
el costo minimo en pesos.

Solucién
Lautilidad U(x)=1I1(x)—C(x), x=0
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U(x)=(—2x* + 340x) — (3x* + 600)
U(x)=—2x" +340x — 3x* — 600
U(x)=—5x" + 340x — 600
Se obtiene la derivada de la funcién de la utilidad:
U'(x) = —10x + 340

Se obtiene el valor critico haciendo U’ (x) = 0

—10x + 340 = 0
—10x = —340
—34

w= 20y

-10
Se evalta x = 34 en la segunda derivada para verificar si existe un valor maximo.
U'(x) = —10
U'(34)=—-10<0

Entonces para x = 34 existe un valor maximo.
Por consiguiente, se necesita producir 34 unidades para obtener una utilidad maxima, la cual es de:

U(34)=—5(34)" + 340(34) — 600 = 5180

Por tanto, la utilidad méaxima es de $5 180.00
Por otro lado el costo medio esta dado por:

C(x
o(x) =W
x
3x* + 600
ox)=——
00
O(x)=3x+ 600
X
Se obtiene la derivada de la funcion de costo medio
, 600
Q'(x) = 3——;
X
Se obtiene el valor critico haciendo Q'(x) = 0
00
X
3x> =600 =0

x = *£4200
x= +102
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Se verifica que sea el valor minimo, esto se obtiene evaluando el valor critico en la segunda derivada

0" = 22
X
., _ 1200 1200 3
Q(loﬁ)(loﬁf (200)(10v2)  5V2 -0

Entonces, para x = 1042 =~ 14, hay un valor minimo.
Para determinar el costo medio minimo de forma aproximada se sustituye el valor critico en la funcidon de costo
medio:

a1 800
O(x)=3(14) + 14

O(x) =42+ 42.86
O(x)=84.86

Por tanto, el costo minimo aproximado es de $84.86

Costo marginal

Si C(x) es la funcidn de costo total que tiene una empresa por producir x unidades de algin articulo y la empresa
incrementa el nimero de unidades de x;, a x, (x, < x,), €l costo se incrementa C(x;) — C(x,), la razon de cambio del
costo es:

AC _ C(x) = C(x,) _ C(x, +Ax) — C(x,)
Ax X, — X, Ax

C(x, + Ax) — C(x,)
Ax

de costo marginal C'(x) y representa el incremento del costo al incrementar la produccion.

En economia, la expresion lim es la derivada de la funcion de costo total y recibe el nombre
Ax—0

Para Ax = 1y x,, suficientemente grande (tan grande que Ax sea pequefio respecto a x) se tiene que:
C'(xy) = C(xy + 1) = C(xy)

Luego, el costo de producir x, + 1 unidades es aproximadamente el mismo de producir x, unidades.
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EJEMPLOS
£ ye
£
8.
L

Una empresa estima que el costo (en pesos) por producir x articulos es de:
C(x)=0.02x" + 3x + 12000
Determina el costo marginal en un nivel de produccidon de 600 articulos y el costo real de producir el 601ésimo
articulo.
Solucion
Se obtiene la funcion del costo marginal:
C'(x)= 004x+3
El costo marginal aproximado para 600 articulos es:
C'(600) = 0.04(600)+3 =27
Por tanto, el costo marginal aproximado por articulo es de $27.00
El costo real de produccion del 601ésimo articulo es:
C(601) — C(600) = [0.02(601)> + 3(601) + 12 000] - [0.02(600)* + 3(600) + 12 000]
C(601) — C(600) = 21 027.02 — 21 000
C(601) — C(600) = 27.02
Se observa que 27 = 27.02, es decir C'(600) = C (600 + 1) — C(600), lo cual se habia indicado antes.

. . - , Cx) . ) P
El costo por unidad esta dado por la funcion de costo promedio Q(x) = L)) . Si se toma una funcidn caracteris-
X

tica de costo promedio ésta podria ser:

C(x)

v

Dicha funcidn tiene un punto critico, si se localiza este punto se tendra el costo minimo.
Al derivar Q(x) se obtiene:

xC'(x)—C(x
0= D= Cw
X
Se iguala con cero Q'(x), para obtener el valor C'(x)
xC'(x) — C(x)
—_— = 0
X

xC'(x)—C(x)=0
xC'(x)=C(x)

=

Pero Q(x)=

¢ , entonces, C'(x)=Q0(x)
X
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Es decir, cuando el costo promedio es minimo se tiene que es igual al costo marginal. Lo anterior conlleva al
hecho de que si el costo marginal es menor que el costo promedio, entonces se debe producir méas para disminuir el

costo promedio y viceversa, si el costo marginal es mayor que el costo promedio se tendra que producir menos para
que el costo promedio baje.

El costo (en pesos) estimado para producir x articulos esta dado por la funcion:
C(x) = 0.002x2 + 2x + 3 000

Determina el costo promedio y el costo marginal de producir 1 200 articulos y calcula el nivel de produccion para
el cual el costo promedio es el mas bajo y cul es dicho costo.

Solucién
L . C(x)
El costo promedio esta dado por la formula Q(x) = , entonces:
002x% +2x +
Q(x):C(x):OOOZx 2x + 3000 S 0)=0.002x+2 + 3000
X X X
Se evalta x = 1 200

3000
1200) =0.002(1200) + 2 + ——
o( ) ( ) 1200

Por tanto, el costo promedio de producir 1 200 articulos es de $6.90
Para obtener el costo marginal se determina C'(x) y se evaltia x = 1 200

C'(x) = 0.004x + 2
C’(1200) = 0.004(1 200) + 2 = 6.8

Por tanto, el costo marginal de producir 1 200 articulos es de $6.80
El costo promedio se minimiza cuando es igual al costo marginal.

3000 3000
C'(x)=0(x) — 0.004x+2=0002x+2+—— — 0.004x=0.002x +——
X X
—  0.002x = 3000 0.002x* = 300
X

, 3000

w2 =200

0.002

x:1/m ~ 1225
0.002

Para mostrar que x = 1 225, se obtiene un minimo, se determina Q"(x) y se evalfa:

0 =0002x+2+2% . 51 = 0,002 — 29
X

xZ
" 6 000
0"(x) = —
X
"(1225) = 3000 >0
0"( )= (1225)°
Por tanto, para x = 1 225 hay un minimo.
El costo promedio se obtiene evaluando x = 1 225 en Q(x).
0(x)=0.002x +2 + 3000 0(1225)=0.002(1225)+2 + % =6.89
X

Finalmente, el costo promedio minimo por articulo es de $6.89 = $7.00
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De la misma forma existen funciones marginales para el ingreso y la utilidad, en los dos casos es la derivada de

cada funcion.

Ingreso marginal = 7'(x)
Utilidad marginal = U’(x)

Ejemplo

Una empresa estima su ingreso y costo (en pesos) con las funciones 7(x) = —2x2 + 340x y C(x) = 3x? + 6 000,
respectivamente. Determina el ingreso obtenido al producir la vigésima primera unidad y aproxima dicho valor con
el ingreso marginal.

Solucioén

Se evaltian x = 20 y x = 21 en la funcidn de ingresos:

1(20) = —2(20)% + 340(20) = 6 000
1(21) = =2(21)* + 340(21) = 6 258
El valor de la vigésima primera unidad es:
I(21) — I1(20) = 6 258 — 6 000 = 258
Si se obtiene con el concepto ingreso marginal, se deriva /(x) y se evaltia x = 20
I'(x) = —4x + 340
1'(20) = —4(20) + 340 = 260

En el comparativo se observa que el ingreso marginal da un valor muy aproximado a 258 que es el ingreso real

de la vigésima unidad.

EJERCICIO 46

e o 0000000000000

1. Dadas las funciones de ingreso y costo, /(x) y C(x) respectivamente, determina el ingreso maximo, la utilidad

méxima y el costo medio minimo:
a) 1(x) = —x? +300x y C(x) = x>+ 40x + 80
b) I(x) = x(400 — 4x) y C(x) = x>+ 20x + 12

Resuelve los siguientes problemas:
2. El costo estimado para producir x articulos esta dado por la funcion:

C(x) = 0.004x2 + 5x + 6 000

Determina el costo promedio y el costo marginal de producir 2 000 articulos y calcula el nivel de produccion para
el cual el costo promedio es el mas bajo y cuél es dicho costo.

. Una empresa estima su ingreso y costo con las funciones 7(x) = —4x* + 400x y C(x) = 2x? + 300 respectivamen-

te. Determina el ingreso obtenido al producir la trigésima primera unidad y aproxima dicho valor con el ingreso
marginal.

. Una empresa de telas estima que el costo para producir x metros de tela es C(x) = 0.001x3 — 0.2x2 + 24x + 2 400

y que al vender x metros cobraria p (x) = 58 — 0.00042x por metro. Determina el nivel de produccidn para obtener
una utilidad maxima.
Ingreso sugerido: I(x) = p(x) - x

. Un estadio de futbol tiene una capacidad para 60 000 espectadores. El promedio de asistencia fue de 32 000

espectadores, teniendo los boletos un costo de $60.00 por persona, la gerencia decide bajar el precio por boleto a
$40.00, teniendo un promedio de 48 000 espectadores. Determina la funcion lineal de demanda p(x) y calcula el
precio por boleto para minimizar el ingreso.

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 06 6 6 6 6 6 0 60000000 c0coscos

186



CAPITUIO 5

Aplicaciones de la derivada

Regla de L'Hépital

Sean f 'y g dos funciones derivables con g'(x)# 0 cerca de a (incluso en a)
Si

Ifm f(x)=1im g(x)=0

lim f(x)=% y lim g(x)=*o

x—a

oo

. Jx) . . . ©
y para lim L) , tenemos una forma indeterminada del tipo —, .

x—a g(x

Entonces

S0
x—=a g(_x) x—a g’(x)

A esto le llamamos regla de L’Hopital, la cual nos dice que el limite de un cociente de dos funciones es igual al
Iimite del cociente de las derivadas de dichas funciones.
Esta regla es valida para los limites laterales (x — a* o x— a™) y los limites al infinito (x — % 0 x — —©)

© Indeterminacion

olo

Ejemplo

2
X —

Obtén Iim
-3 x—3

Solucién

Al evaluar se obtiene la indeterminacion 0 y utilizando la regla se obtiene:

4 (x—9)
2 _ 2 s LIPS
h’mx 973 9:9 hmx 9:]1'm dx zlfmzl :@:6
=3 x—3 3—-3 0 =3 x—3 w3 d 3 ]
—(x=3)
dx

© Indeterminacion —
o0

Ejemplo

X
9
x—1

(Cuél es el valor de 1im
X% @

Solucién

oo
Al evaluar se obtiene — , se aplica la regla y se obtiene:
0]

=0

. 3x . 3
im — =lim — =—
x>0 oF x—ow ot o0

© Indeterminacion 0 - «
Si lim f(x)=0 y lim g(x)=c , para lim f(x)- g(x) tenemos una indeterminacion del tipo 0 - %. Entonces podemos

utilizar la regla de L Hopital transformando el producto de la siguiente forma

f(X)'g(x)=@ 0 f(x).g(x):g(IX)
g(x) I
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Ejemplo

Determina lfm x*Inx

x—0

Solucién
Al evaluar se obtiene
lim x*Inx=1lim x* - lim Inx =0+ (—)
x—0" x—0" x—=0"
Para resolver el limite, se escribe
Inx
Xlnx= T

2

=

de tal forma que:

Entonces:
1
Inx o x° x°
lim x*Inx=lim | == = lim | =X~ [= lim () = Iim ( =0
x—07" x—0" 1 x0T x=07" 2x x—0 2
2 T3
X X
Ejemplo

Obtén la solucion de h'm(l) tan x

=0\ x

Solucién

Al aplicar la regla:

(1 . tanx , sec’x sec’0 1
lim| — |tanx =lim =1lim = =-=]
=0\ x -0 x x—=0 1 1 1

© Indeterminacion: © — o«
Cuando se obtienen diferencias indeterminadas del tipo ®© — o para lim (f(x) — g(x)), siendo Iim f(x) = oy

lim g(x) = <o, se utiliza la regla de L’Hopital transformando (si es posible) la diferencia a un cociente.

x—=a

Ejemplo

Calcula el resultado del lfr%(ctg x— l)
Pand x

Solucién

/ ( 1)
lim| ctgx —— |=0 —
x—=0 X

Se aplica la regla y se calcula el limite:

. [ —xsenx+cosx—cosx B —Xxsen x —0sen 0 0
Ifm =lim = =—
x50 xcosx +sen x =0\ xcosx +sen x OcosO+sen0 O
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0 - -
Se observa que el resultado es 0 por consiguiente, se utiliza de nuevo la regla:

. [ —xcosx —senx
Iim| ——
0| 2cosx — xsen x

Al evaluar nuevamente se obtiene:

Iim
=0

—XCOSX —Sen x —0cosO—sen0 O . 1
= =—=0, entonces, hng ctgx——|=0

2cosx—xsenx) 2cosO—0sen0 2 X

© Indeterminaciones del tipo 0°, ©°y 1%

Para lim [£(0)]* se pueden obtener las siguientes formas indeterminadas:

© Si 1)1&1 f(x)=0y 113,} g(x)=0 entonces se obtiene una indeterminacion del tipo 0°
S Si 1)1&1 fx)=cxy 1)1&1 g(x)=0 entonces se obtiene una indeterminacion del tipo «°
© Si lgr; fx)=1y lgr{} g(x) =00 se obtiene una indeterminacion del tipo 1”

Para estos casos se puede aplicar el logaritmo natural en y = [ f(x)]¢®) y aplicar la propiedad In " = n In b, es decir:

Sea y = [f(x)]™ entonces:
Iny =1In[f(]"
Iny=g(x)In f(x)
De tal forma que esta transformacion nos lleva a un producto indeterminado g(x) In f(x) el cual es del tipo 0 -

Por otro lado también se puede utilizar la transformacion: [ f(x)]*" = e#®"/®

Ejemplo
Obtén el resultado de Iim (cotx)*
x—0"

Solucién

Al resolver directamente

lim (cotx)* =0°
x=0"

se obtiene la indeterminacion 0° sea y = (cot x)*, aplicando el logaritmo natural en ambos lados se obtiene
In y = In(cot x)*
Aplicamos la propiedad In b = nIn b y se tiene:
Iny=xIncot x

Calculamos el limite para In y y se transforma el producto

Incot x

lim Iny = lim xIncotx = lim
x=0" x=0" x—0"

1
x
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Se aplica la regla de L "Hopital

. Incotx . .
lim =1 = lim
x—=0" 1 x—=0" _ x—=0" _ 1
X x* x2
sen x 1 1
. \cos x sen’x ) sen x cos x
= lim —>2~ > =/ — |fm —
x—-0" l x>0t 1
X2 x?
3 x* 0
=Ilim ——=—

0" senxcosx O

. . o0 iy | . .
Se obtiene la indeterminacion 0’ entonces se utiliza la identidad Esen 2x =sen x cos x y se aplica L’Hopital

. x? . X2 2
lim = Iim = Iim
=0 senxcosx o0t Lo o ao0"sen 2x
2
) 4x 4(0) 0 0
= Iim = = =—=0
0" 2cos2x  2cos2(0) 2cosO0 2

por tanto 1im Iny =0
x—0"

Inb —

Pero queremos el limite de y, entonces partiendo de la propiedad e b se escribe y = e

Entonces

Iim (cotx)* = lfm y=lim "™ =¢° =1
x—0" x—=0" x=0"

Por tanto lim (cotx)* =1
x=0"

Ejemplo

(Cudl es el resultado de 1im (1 — cosx)™™* ?
x—=0"

Solucién

Sea y =(1—cosx)™"", aplicando logaritmo natural en ambos lados se obtiene:

tanx

Iny=1In(l — cosx)

Iny = (tanx) In(1 — cos x)

1
Iny= In(1 — cos x)
cotx
1 —
Iny= n(l — cos x)
cotx
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Aplicando el limite y luego la regla de L’Hopital

——— |(sen x)
. . In(1—cosx) . 1—cosx
Iim Iny = Iim = lim £ =
x—0" x—0" cotx x—-0" —cseT x
sen x
_ l—cosx .. sen’xsenx
= I =Iim — =
=0T x>0 1—cosx
sen® x
3 (1— cos®x) sen x
= Ilim|——F——|=
x—=0" 1—cosx

— lim [_(1 —cos x) (1 +cos x) sen x] _

10" 1—cosx

= 11’1(1}1[— (1+ cos x)sen x] = —(1+ cos(0))sen(0)
= —(1+D0)=—(2)0)=0

Por tanto lim Iny =0 pero se quiere el limite de y, entonces seay = e, entonces
x—0

Iim (1 — cosx)™ = lfm y = lim e™ =¢° =1
: : :
x—0 x—0 x—0

por tanto 1fm (1 — cosx)™* =1
x—0"

Ejemplo

1
Determina lim (1 —2x)*
0"

Solucién

Al sustituir directamente se obtiene:
1

Ifm (1—2x)* =17
x—07
L
sea y=(1—2x)*, al aplicar logaritmo natural

1

Iny=In(1-2x)*

Iny="Lin (- 2x)
X

Iny= In (1—2x)
x
Se obtiene el limite de In y y se aplica L’Hopital:
2
) . In(0—2x) . 1-2x . 2 2 2
lim Iny = lim = Iim =1Iim|— = — R
x=0" =0 X x=0" =0 1—2x 1— 2(0) 1

Por tanto limIny=-2

x=0"
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Para calcular el limite de y hacemos y = e, entonces

. 1
limy=lime™ =’ =—
x=0 x>0 e
Por tanto
1
lm (1 —2x)* =—
x—0" e
EJERCICIO 47
. Obtén los siguientes limites:
. 3 _ +
: 1. h’mxzi 11, 1m0y
. =5 x° —25 = 2x —Inx
: 2. 1mE—& 12, lm& —Sen2x 1
. =0 x =0 In(1+2x)
: 3. 1im PG =Y 13. h’m(l —senf)
. =2 x—2 x—=0 2
4 1im ¥ =2 14, tim| L - !
=0 3x 0| 3x sen 3x
. . . 1Y
5. lim(tanx) 15. Iim| 1+ —
x—0 X0 X
6. lim M(C083) 16. h’m(tan x%_x)
x>0 2x =0 X
1 ar
7. ll’rr(}(secx)" 17. l’m(x—g)tanx
- x—>?
1 3x+2
8. lim (xcse3x) 18. lim| = || =
10 =0\ x x+2
9. lim(cosx + sen x)* 19. 11’rr11 In xl
x%? =l x
+1)—In(x +
10, lim RGX+D 7 InCx+2) 20. lim (sec x — tan x)
X X*}T
°Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 o 6 6 6 06 6000000 csoo oo
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Teorema de Rolle
Definicion
Sea f(x) una funcion que satisface las siguientes condiciones:

1. Es continua en el intervalo [a, b].
2. Es derivable en el intervalo (a, b).
3. fla=fb)=0

4. Entonces existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) =0

EJEMPLOS .
o
o 1 ®@° verifica el teorema de Rolle para la funcion f(x)=x"> —x —6 en el intervalo [—2, 3] y determina el valor de ¢ en
GE, dicho intervalo.
.m_ .,
Solucién

1. f(x) es una funcidn polinomial, por tanto, es continua en todos los niimeros reales, en particular en el intervalo
[—2,3]

2. La derivada de f(x) es f'(x) = 2x — 1; f'(x) es definida en los nimeros reales, en particular esta definida en el
intervalo (—2, 3) y es continua.

3. f(=2)=(-2)—=(-2)—6=4+2—-6=0; f3)=0B’—-3)—-6=9-3-6=0
4. Por tanto, f(x) satisface el teorema de Rolle.

Para obtener el valor de ¢ se emplea:

fe)=0 — 2¢c—1=0
Se resuelve la Gltima ecuacidn y se obtiene:

y 5€(=2,3)

N | —
N | —
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2 @@ Verifica si la funcion f(x)=x>—5x> +2x +8 satisface el teorema de Rolle en los intervalos [—1, 2], [2, 5] y en-
cuentra los respectivos valores de ¢ en estos intervalos.

Solucién

1. f(x) es una funcion polinomial, por tanto, es continua en toda la recta real y en consecuencia es continua en los
intervalos propuestos.

2. La derivada de f(x) es f'(x) = 3x2 — 10x + 2; esta funcion es continua en los intervalos (—1, 2) y (2, 5) por
ser una funcion polinomial.

3. Para el intervalo [—1, 2]
=13 =51 +2(-1)+8=—-1—-5-2+8=0
Q=27 -52P%+22)+8=8-20+4+8=0

f(=1 = f(2)
El teorema de Rolle se cumple para este intervalo.
Para el intervalo [2, 5]

f@=0
f(5) = (57— 5(5* +2(5) +8=125—125 + 10 +8 = 18
J@)# f5)

En este intervalo no se satisface el teorema de Rolle.
4. Se buscan los valores posibles de ¢ en el intervalo [—1, 2]:

f©)=0 — 3¢2—10c+2=0

Se resuelve la ecuacidn cuadratica para obtener los valores de c,

_ —(-10) = (=10)* —4(3)(2)

203)
_10=,/100—24
6
_ 10476
6
_ 10£8.717
6
¢ =3.119
c=0213

EJERCICIO 48

.

Verifica el teorema de Rolle en los intervalos indicados y halla los posibles valores de ¢ para las siguientes funciones:

1. fix)= x*—4; [-2, 2]
) 3

2. f(x) = 2x° —3x; [O’E]

3. fx)= x*—5x+6; [2,3]
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4. f(x) = 2x* —3x—2;

5. f(x) = x> —9x;

6. f(x) = x*+5x* —4x—20;
7. f(x) = x> —13x+12;

8. f(x) = Jx* =25 ;

=4

9. fx) = PR

10. f(x) = cos x;

4—x*

11 g(x) = {SSx;

1

1 1
12. h(x) = x2 —2x*;

Teorema del valor medio
Dada una funcidn f(x) tal que:
1. f(x) es continua en el intervalo [a, b]

2. f(x) es diferenciable en el intervalo (a, b)

3. Entonces existe un namero ¢ € (a, b) tal que f'(c) =

Y 4

fib)
J()
fla)

Aplicaciones de la derivada

SRINEE
[=3.0] y [0.2]

(-2, 2]

[—4.1] y [L3]

[-5,0], [-5,5] y [0,5]

[=2,0], [-2,2] y [0,2]

[~m.7]y [g 3777]

x<l1 8
St x>1" [_2’5]

[0,16]

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ 6 6 6 6 0 6 0 6000000 cococos

f) - fla)
b—a
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EJEMPLOS .
[e]
_g_ 1 @2 verifica que la funcion f(x) = x> — 4 satisfaga el teorema del valor medio en el intervalo [—1, 3] y encuentra el
3. valor de c.
m (e
Solucién

1. f(x) es continua en [—1, 3], ya que est4 definida en todos los puntos de este intervalo.
2. Como f(x) es una funcion polinomial, entonces es continua y diferenciable en el intervalo (—1, 3), f'(x) = 2x
3. Para buscar a ¢ se sustituye en la formula:

o= [0 I@
b_
N O (a))
FO="5-"5
9 = 5—;—3)
c= 8 =1
8

Por tanto, el valor de c es igual a 1.

2 ®°- verifica si la funcion f(x)=x" + x> — 2x satisface el teorema del valor medio en el intervalo [0, 2] y calcula el
valor de c.

Solucién

1. f(x) es una funcion polinomial, entonces f(x) es continua en todos los puntos del intervalo [0, 2]
2. Al ser f(x) continua en el intervalo [0, 2] entonces es derivable en el intervalo (0, 2) y f'(x) = 3x? + 2x — 2,
aplicando el teorema del valor medio se obtiene el valor de c.
flo=IRIO ey -
2-0 2
3 +2c-2 =4

8—0

32 +2c—6 =0

Al resolver la ecuacion para c:

‘- 23) N c=—1.78

_ 222 —43)(=6) _ —2+476 _ {c=1.12
6

El valor de ¢ que pertenece al intervalo (0, 2) es ¢ = 1.12
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Aplicaciones de la derivada

3 @@ verifica si la funcion f(x) = x> + 5x + 4, satisface el teorema del valor medio en el intervalo [1, 3] y determina el
valor de c.

Solucién

1. La funcién es continua en el intervalo [1, 3], ya que esta definida en todos los puntos del intervalo.
2. La funci6n es polinomial y continua en el intervalo [1, 3] entonces, es diferenciable en ese intervalo f’(x) = 2x + 5

3. Para encontrar c se aplica la formula: f'(c) = M
—a
3)—fa -
et s LTS, L 28-10
3-1 3—-1
2c+5=9

2c=4

c=

EJERCICIO 49

Verifica el teorema del valor medio para las siguientes funciones en los intervalos indicados y determina el valor
adecuado de c.

e e 000000 00

L fix) = x*—3x+2; [0, 3] 6. f(x) = x* +5x; [—2,1]
2. f(x) = 4+x7; [—1,2] 7. f(x) = sen% R [—, 7]
300 = = 1,31 8. () = ——— 0,71
4 o= 2L (2,11 9. f() = e [0, 1]
x—2
5. f(x) = Jx+1; [0, 8] 10. f(x) = In(2x + 1); [0, 4]
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 0o 606000000 so0css

Diferenciales

Se define la diferencial de una funcién f en un punto x, como el producto de su derivada por la diferencial de la variable
independiente y se denota por las expresiones df(x) o dy, es decir:

df(x) = f'(x)dx o dy = %dx;para toda dx # 0
x
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5 CAPITULO

CALCULO DIFERENCIAL

EJEMPLOS
] o

Ejemplo

2 @0

3 e

[

Obtén la diferencial de la funcion y = x> — 5x + 6

Solucién

Se obtiene la derivada y se multiplica por dx:
dy = 4 Sx+6)-d
= (x x +6) - dx
dy = (2x — 5)dx

Por tanto, la diferencial es: dy = (2x — 5)dx

Determina la diferencial de la funcion y = /x> —5

Solucién

Se deriva la funcion:

[2 1, 2 _ _1
D_NED sy D L 5y -

dc dx 2 B

Por consiguiente,

dy= X x
xX=5
Obtén la diferencial de la funcidn f(#) = 2 sen 6 cos 6
Solucién
Se deriva la funcion:
df (o
[f(0) _ d2senfcosf _ 2|:Sengdcosﬂ +cos9dsen0]
do do do

= 2[sen 6(—sen 0) + cos O(cos 6)]

= 2[cos’ 6 — sen’0]

Pero cos’6 —sen” @ = cos 26, entonces:

df o) _
do

2 cos 260

Entonces

df(6) =2 cos 260 db
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CAPITUIO 5

4 ®9: Obén la diferencial de la funcion y = arc sen(l — x?)

Solucién

Se deriva la funcion:

Aplicaciones de la derivada

1
dy_ 4 arc sen(l — x2) = ——— 4 (1 —=x?
dx dx N—@a—x*? dx
1 (—29
JI— (=2 +x")
—2x
J2xP —x*
—2x
xy2 —x°
2
2—x°
. 2
Por consiguiente, dy = — dx
2—x’
EJERCICIO 50
. Determina la diferencial de las siguientes funciones:
N 2
. l.y=ax 1. gx) = — ]
: 2 2+ bx + 12 2
: .y =ax X+ ¢ y= \/—
x+3
: 2
. ax”+b
. 3. f(x) =x3—2x2+5 13.y= b

4. 5= \/1?—3/;
5. h(t) = (5 — 3t)°

6.y=@x2—-2)"3

1

7.y= (2+§)3
x

8. y= xyx*+2

9. f(x) = (x — 13(x + 3)*

25 —1
2s+3

10. h(s) =

199

14. f(x) = x — cos 2x
15. f(t) = tan’ 2¢

16. y = (1 — sec x)?

1—senx

17. 80 = 1+senx
18. 5(1) = “C?S’

19, f(x) = secx —1

' secx +1

20. y = log(x2 + 5)



5 CAPITULO

CALCULO DIFERENCIAL

e o 0000000

21,y = Inyx* =3

26. f(x) = x%Inx

-1
2. y=1n |~ 27. f(x) = arc cos 2x
+2
3 2
23. y = e& 28. y = arctan—
X
24, y=2"" 29. y = arc sec/x
et
25. h(t) = —— = 30. y = arc csc(3x?)
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 6 ¢ 6 6 6 6060000000 c0cocsos

Aplicaciones de la diferencial

Sea y = f(x) una funcion, si se da a x un incremento Ax, la variable y recibe un incremento Ay, que se considera un
valor muy proximo a dy, entonces el valor aproximado de f(x + Ax) es:

Jaet Ay =y+Ay=y+ f(Dde=y+dy
A esta expresion se le llama aproximacion lineal y sirve para aproximar valores de funciones.

Aproximacion lineal

EJEMPLOS .
2 1 ®#° Determina el valor aproximado de +/25.020

Solucién

Ejempl

Se asocia a la operacion la siguiente funcion:
y=+x
Se busca un valor x proximo a 25.020, cuya raiz cuadrada sea exacta, en este caso x = 25,y = /25 = 5; las
veinte milésimas restantes se toman como la diferencial de la variable x.
1
dx =0.020 = —
50

Se obtiene su diferencial:

dy =

b ()
YT 25 \50) T 500
dy = —

Los valores se evaltian en la formula:

fx+ Ax)y =y +dy

V25020 = /25 + 0.02 =5+ L0560,
500 ~ 500

Por consiguiente, v25.020 = 5.002
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CAPITUIO 5

Aplicaciones de la derivada

2 ®¢° Determina el valor aproximado de /70

Solucién
Se asocia a la operacion la siguiente funcion:
v= "

Se busca un valor x proximo a 70, cuya raiz cibica sea exacta, en este caso x = 64, y las seis unidades restantes
son tomadas como la diferencial de la variable x, es decir, dx = 6
Se obtiene la diferencial:

1
dy = dx
3(4x)
1 1
dyv= — (6)=—
y 7 (0) 3

3(64)
Los valores se evaltian en la formula:
fx+ Ax)y =y +dy

%/%=3(64+6)z4+§=§

33
Por tanto, 364 =~ < =4.125

3 @ Obién el valor aproximado de cos 40°

Solucién

La funci6n asociada a la operacion es:

y = cos x
. 3
Se busca un valor x proximo a 40°, en este caso x = 30° = % ,y = cos 30° = % y los 10° = % restantes
es el valor de la diferencial de x.
de =~
18
Se obtiene su diferencial:
dy = —senxdx

_ oM L.m
dy = (=sen 309)(2)= (= )(3g)

ar
d _ —
LY

Los valores se evaltian en la formula:
fix+ Ax)y =y +dy
\/5 T _ 18\/§ —Tr
36

cos 40° = cos(30° + 10°) = — — —
2 36

=0.778758941

18V3 -7

Finalmente, cos 40° =~
36
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5 CAPITULO

CALCULO DIFERENCIAL

Aproximacién del aumento o disminucion de funciones

Ejemplo

Al enfriar una placa cuadrada metélica de 8 cm de longitud, su lado disminuye un 0.03%. ;Cuéanto disminuira por-
centualmente su 4rea?

Solucion

Se determina cuanto disminuy? el lado de la placa, para ello se obtiene el 0.03% de 8.

(8)(0.0003) = 0.0024

Si x = lado de la placa, entonces dx = —0.0024 cm, el signo menos indica que decrece el lado.
Luego:
El 4rea de la placa es:
A=x2
La disminucion en el area es:
dA = 2x dx

dA = 2(8 cm)(—0.0024 cm) = —0.0384 cm?
Por @ltimo, se determina qué porcentaje representa 0.0384 del area total de la placa, es decir:
A =x2=(8cm)? = 64 cm?

(0.0384 cm>)(100%)
64 cm’

Porcentaje de la disminucion de su area = = 0.06%

Por lo tanto, el area disminuye 0.06%
Estimacion de errores de magnitudes

Ejemplo
Se calculd la longitud del lado de un cuadrado y éste mide 2.5 cm, con un error de 0.02 cm. Determina el maximo
error que se comete al medir el 4rea del cuadrado.

Solucién

El area se determina con la formula A = x2, se obtiene la diferencial dA = 2x dx, al sustituir se obtiene
dA = 2(2.5 cm)(0.02 cm) = 0.1 cm?; dA representa el maximo error cometido en la medicion del area.

© Error relativo y error porcentual.
. dv dv
error relativo = — ; error porcentual = 100 —
v v

Ejemplo
Se calculd el radio de una esfera y éste mide 4.5 cm con un error maximo de 0.035 cm. Calcula el error relativo y
porcentual que se obtiene al medir el volumen.

Solucién
Del problema se obtiene:

r=4.5cm — dr = 0.035 cm

4
La formula del volumen es v = Ewr3 y su diferencial es dv = 4mrr2dr
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Aplicaciones de la derivada

Entonces, el error maximo cometido al medir el volumen es:

dv = 4mridr = 4a(4.5 cm)*(0.035 cm)

dv = 2.8357 cm?

Luego, el volumen de la esfera con radio 4.5 cm es:
4
v = 5”(4'5 cm)® = 12157 cm’®

Por tanto, el error relativo es:

dv _ 28357 cm’ R dv _ 0.023
v 121.57 cm® v '
Y el error porcentual:
dv dv

100— = 100(0.023) — 100— = 2.3%
v v

EJERCICIO 51

Calcula el valor mas aproximado de las siguientes operaciones:

. 1. V86 6. 130 +2tan63°
. 3
. 2. Y35 7. (123.5)
: 3. 20 8. sen 53° — cos 44°
. 4. sen 38° 9. sen* 29°
. 5. 6 + cos50° 10. cot 75°
. 11. Una placa circular de radio 3.8 cm, se introduce en un horno, aumentando su radio en 0.012 cm. ;Cudl es el
aumento en la superficie de la placa?
12. La longitud de las aristas de un cubo es de 5.9 cm cada una, se midieron con un error maximo de 0.032 cm.
Determina el maximo error que se cometi6 al medir su superficie y volumen.
13. Se calcul6 el didametro de la base de un cilindro circular y éste midid 7.2 cm, con un error maximo de 0.05 cm.
Calcula el error maximo que se cometi6 al medir el volumen si la altura es constante e igual a 10 cm.
14. Se midi6 un lado de un cuadrado y se cometi6 un error maximo de 0.012 cm. Calcula la longitud de uno de
sus lados si el error méximo que se cometi6 al medir su 4rea es de 0.192 cm?.
15. Calcula el error relativo y porcentual que se comete al medir el volumen y la superficie de una esfera, si su ra-
dio mide 12 cm y el error maximo que se cometid al medirlo es de 0.015 cm.
16. El error relativo que se comete al medir el drea de un cuadrado es de 0.18, si el error que se comete al medir la
longitud de uno de sus lados es de 0.01 cm. Encuentra la longitud de cada uno de los lados del cuadrado.
17. El error relativo al medir el volumen de una esfera es de 0.02. Calcula el error maximo cometido al medir su
diametro, si éste mide 3 cm.
18. Calcula el error relativo y porcentual que se comete al medir el area lateral de un cilindro de base circular, si al
medir el didmetro de la base se obtiene 4.5 cm con un error maximo de 0.004 cm y la altura es de 5.6 cm.
cVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 6 6 6 6 6 6 0 6000000 cocoscsos
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HISTORICA
o
o
(7]
()
(-4
_— acié en Breselenz, una aldea cer-
s\ Ve - cana a Dannenberg en el reino
- de Hannover, actualmente parte
- — de Alemania.

-

Fue un matemdtico que realizd contribucio-
nes muy importantes en andlisis y geometria

diferencial, algunas de ellas allanaron el
camino para el desarrollo més avanzado
de la relatividad general. Su nombre estd conectado con la funcién zeta,
la integral de Riemann, el lema de Riemann, las variedades de Riemann,
las superficies de Riemann y la geometria de Riemann.

los escritos de Riemann de 1854 llegaron a ser un clésico en las matemati-
cas y esfos resuliados se incorporaron a la teoria de la relafividad y gravita-
cién de Einstein. La catedra de Gauss en Gottingen fue ocupada por Dirichlet
en el afio 1855 y después de su muerte por Riemann. En esos tiempos sufrio
de tuberculosis y estuvo sus Gliimos afios en ltalia en un intenfo por mejorar
su salud.

George Friedrich Bernhard Riemann
(1826-1866)




6 CAPTUO

CALCULO INTEGRAL

Definicion
La suma
a, +a2+a3+...+an

se representa con el simbolo sigma ¥, de la siguiente forma:

Zai:a1+a2+a3+...+a
i=1

Ejemplo

3
Determina Ziz
i=1

Solucién

Se sustituye i por los valores de 1 a 5, se eleva cada uno de ellos al cuadrado y se suman los resultados:

iiz =1+ @+ B+ @2+ (5P=1+4+9+16+25=55

S
De manera que, Y i’ =55

i=1

Propiedades

1. ik:(n—a-i-l)k 3. icf(i) = cif(i)

2 Y[f0+0) = 350+ s0) 4. Y f@r-fa=n] = fo0- £(0)
EJEMPLOS .
—é_ 1 ®¢°Encuentra 28
i Solucién

Al aplicar la propiedad correspondiente a una constante, se obtiene:

,
Y8 =(7-3+18=40

i=3

4
2 ®¢° precisa el valor de 2{(:’2 + 3i)
i=1

Solucién

Se aplican las propiedades de las sumas y se determina que:

4
i(i2+3z’) = ii“—i&' = ii2+32i
i=1 i=1 i=1 i= i=

Se desarrollan, ] ]

4
iiz =12+ 22+ GP+@2=30;3)i =3(1 +2+3+4)=3(10) =30

i=1

Finalmente tenemos que:

4
> +3i) =30+ 30 =60

i=1
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CAPITULO

3 @ Calcula el valor de 2

4 @0

5
(Zn3 — 2n + 7)
n=0 3

Al aplicar las propiedades de las sumas, se determina:

i(zn —n+7) PRUES RSN

n=0 n=0

Solucién

Se desarrollan las sumas,

Sumas

225‘/,3 = 2[00 + (1)3 + (2)* + (3)® + (4)® + (5)%] = 450;

n=0

i7 =75 -0+ 1)=7(6) =42
n=0

Por tanto, se precisa que:

5

n=0

8
Determina el valor de Y (3ai” +12bi — 3c)

Solucién

Al aplicar las propiedades de las sumas se encuentra que:
i=6
Se desarrollan las sumas,

3a28‘i2 = Ba)l(6)> + (7)* + (8)’] = (3a)(149) = 447a;
i=6

12bi i = (12b)(6 + 7 + 8) = (12b)(21) = 252b; i3c
i=6

i=6

Finalmente el resultado es:

28 2
52 = —SO0H1+2434445) =

i(3ai2 +12bi —3¢) = i3ai2+ inb i— i3c =
i=6 i=6 i=6

2
——(5) = —10;
3( )

2(2;1 - n+7)=450— 10 + 42 = 482

3(128:1‘2 + IZbi i— 28:36
i=6 i=6 i=6

=@Bc)8—6+1)=(3c)3) =09c

8
Y (3ai® +12bi —3¢) = 447a + 252b — 9c
i=6
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EJERCICIO 1

Realiza las siguientes sumas:

4 10 i—i2
LYt 7.

e e e e 000000 00

i=1 n=2

8 2 S n(n+1)
4, 10.

,,z“g(n—lJ ,,2‘1 n+2

5. ) 3i-2) 11. i(}f—n)

4 9
6. > (n*—4) 12. Y (i —=G—1y)
n=2 i=1
°Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 o 6 6 6 06000000 csoocss

Suma de Riemann (recténgulos inscritos y circunscritos)

Sea f(x) una funcion definida en el intervalo [a, b] el drea A bajo la gréafica de f(x) en el intervalo dado, se obtiene
realizando estimaciones con rectangulos inscritos o circunscritos como se ilustra.

Rectangulos inscritos Rectangulos circunscritos
sumas inferiores sumas superiores
Y4 Y4
y=f) y=f(x)
/ T ] / g
Area Area
ol a /& b X ol a /X X1 b X
X1 Xi Xi—1 X
. x(b—a . . x(b—a .
A= limY | —— | fla + (i — DA A= lim fla + iAx)
TN AT
Donde Ax= b=a
n
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Sumas bésicas
1 Y k=kn
i=1

Lo nm+l) nt+n
2 3=t

Sumas

= 2 2
3 2 n+l)(2n+l):2n3+3n2+n
= 6 6
4 3 2
4 2 n(n+1) _n +2n" +n
= 4
5 Z n+1)(2ﬂ+1)(3n2+3n_1) 6n5+15n4+10n3_n
T A 30 - 30
EJEMPLOS °
]
—g_ 1 ®9°Encuentra el area limitada por la curva f(x) = x> + 2 y el eje x en el intervalo [1, 4]. Utiliza sumas superiores.
[ .o
i Solucion
Grafica

Se sustituye en la formula A = lim Z(

n—eo

)/(a + iAx)
n

Donde
Ar = b—a_4-1_3
n n n
a-l—iAx=l-i-i(g)—l-i-2
n n
. 3i 3iY
fla+iAx)=fl1+—|=|1+—| +2
n n
L L 2
X LU L
n n
Por consiguiente,
527 18 9
A=1m —+ +3 = lim =

n—oe| 4
i=1 i=1

= Ifm 27! 2181_"_2 J

n—®

L 2T, 18, 9O
= lim ’13;12+nz;z+n;1]

3 2
==\ pn 6 n 2 n

3 2 2
- lim 27 2n° +3n +n+18_n +n+9.n]

= llm(27 +45+29) = 27u?

n—e 2n n’

Finalmente, el area es A = 27u?
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2 ®o Aplica sumas inferiores para encontrar el area limitada por la curva f(x) = x> — 1y el eje x en el intervalo [1, 4]

Solucién

Se aplica la formula

’I—)Wi=l n
Donde:
Ax = b—a74—1:§
n n n
a+(i—1)Ax=1+(i—1)§=l_§+1
n n n
. 2
fla+ G- 1)Ax)=f(ﬂ—3+1):(ﬁ—§+1) .
n n n n

Al sustituir en la formula se obtiene:

-(3) 9 6 18 9 6 (27 18 54 27 18
A= lim 1S+ ——-=[|i+=—-=| = lim i R — i+ 2L
,Hx;(n)(nzl (n "2 1T n] ( 3! (nz 3] 3 2)

C[w27, w(18 54). (27 18
= Iim 2’1312-‘:-2(’!2—#}4— [ns_z):|
i=1

"= i=1 n

(27, (18 54\&. (27 18)&
=lm|l—)) i +|——PDit| === [D1
n3 (’12 n3 )i n3 2 ):E: }

n—o : :
i=1 i=1

27 20 +302 40 (18 54\ nP+n 27 18
=lim——————+| S-S | —— |t =——=
n—e| p 6 n n 2 n n

Il
S

= lim 9+£+%+9+2_£_2+§_§]
n—-e| 2n  2n n n n n n

lim 18—ﬁ iz] = 18u?
n—| 2n  2n

Por tanto, A = 18u?
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Sumas

3 ®¢° Determina el 4rea limitada por larecta f(x) = —x + 1y el eje X, mediante sumas superiores en el intervalo [—2, 3]

Solucién

Al analizar la gréfica, se consideran 2 intervalos [—2, 1] y [1, 3].

f@=—-x+1 y4

S 1

-2

Calculo del area de [—2, 1]
Se aplica la formula:

A=lim Z(b;“) f(a+iAx)
-\ n

n—yoo 4
i

Donde Ax = 3
n . .
f(a+iAx)=—(—2+ﬁ)+l=—z+3
n

n
Al sustituir en la formula, se obtiene:
(3 3i 9 ,
A=lim) || —+3|==u
-] )3

Se realiza el calculo del area de [1, 3],
Se aplica la formula:

A =h’mi(b —4 )f(a +iAx)
n—w = n

\S]

Donde Ax = =

N

fla + iAx) = —(1+2i)+1 -2

n

Se sustituye en la formula y se tiene como resultado:

n(2Y 2
A= 1mY |2 -2 | = —2u2
- 3]

El signo negativo indica que el area se encuentra por debajo del eje x, pero para efectos del calculo del area total, se
considera su valor absoluto.
Por tanto, el area buscada es:
A=A +A,= Dot =By
2 2
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EJERCICIO 2

Emplea sumas superiores para encontrar el area limitada por la curva, el eje X, las rectas dadas o el intervalo indicado.
L.fx)y=4x+5x=2,x=5
2. fx)=—2x+6;x=1,x=4

3. f(x) =4 —x%[-2,2]

o 000000000000 00

4. f(x) =x3 —dx; [—1, 1]
5. f(x) =2x2—4x+3;x=0,x=2

Calcula el area limitada por la curva f(x) y el eje X en el intervalo indicado utilizando sumas inferiores o superiores.
6.4t = 33 10,5]
[
7. f(x) =3 — gx ; [—3,3]

8. f(x) = (x — 2)3 + 1;[1, 3]
9. f(x) = x3 — 4x2 + 4x; [0, 3]
10. f(x) = 5x% [1, 3]

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient@ e « o ¢ ¢ ¢ ¢ e 6 0 e e 0 000 ce0cocococcscne
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CAPTUIO 7

INTEGRALES INMEDIATAS

ﬂISTORICA
c -
)
(7]
Q
oz
— atemdtico ruso conocido por sus
. W - S frabajos en teoria de aproxima-
- cion de funciones, geometria
diferencial, polinomios ortogonales vy pro-
- — . P 9 y P

babilidad.

El nombre “Chevichev” es una translitera-
cion del alfabeto cirilico, por lo que a ve-
ces se encuentra con grafias diferentes, por
ejemplo: Chevyshev, Tchebyshef y ofras si-
milares.

Su aportacién en matemdticas es nofable, debido a sus mltiples aplica-
ciones fanfo en feoria de la aproximacion de funciones por polinomios,
como en andlisis numérico (inversiéon de matrices, la evaluacion numérica
de integrales, la infegracién numérica de ecuaciones diferenciales, o la
mds precisa aproximacion a una funcién).

Pafnuti Lvovich Chevichev murié el 26 de noviembre de 1894 en San
Petersburgo.

Pafnuti Lvovich Chevichev
(1821-1894)

—
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Definicién

Si F(x) es una funcion con derivada f’(x) entonces, F(x) se llama integral indefinida o antiderivada de f'(x).
La antiderivada de una funcion no es Ginica.

Ejemplo

o3 +4,x3 -1

Son todas antiderivadas de f’(x) = 3x2, puesto que todas las antiderivadas de f'(x) quedan incluidas en F(x) = x3 + C,
en donde C se llama constante de integracion.
Para denotar la integral indefinida de f”(x) se utiliza:

[ £ ax
Entonces,
Jszdx =x3+C
Formulas
1 [(du+dv —dw)=[du+ [dv—[aw 10. [cosvdv=senv+C
2. Jadv:a.[dv 11. Jseczvdv:tanv-i-c
3. Jdx=x+cC 12. fese’vdv=—cotv+C
n+1
4 Jx”dx= +C,n #—1 13. J.secvtanvdv:secv-i-C
n+1
vn+]
5. Jv”dv= +C,n #—1 14. Jcscvcotvdv:—cscv+C
n+1
dv
6. j— =lv|+C 15. jtanvdv:—ln|cosv|+C:ln|secv|+C
v
7. Ja”dv= 4 tc 16. J.cotvdv=ln|senv|+C
Ina
8. Je” dv=e"+C 17. J.secvdv:ln|secv+tan v+ C
9. Jsenvdv:—cosv-i-C 18. Jcscvdv:1n|cscv—cotv|+C
EJEMPLOS .
[e]
<. | ®°° Deermina el resultado de _[x“dx
£
o, .2
i Solucién
441 5
[rax="—+c=T-+C
4+1 5



CAPITULO 7

Infegrales inmediatas

2 ®°°Encuentra J3ab2x4dx

Solucién
4+1 2.5
[ 3ab* dx=3ab* [ x* dx=3ab® X po3abx
4+1 5

+C

3 @ (Cudl es el resultado de j (5x3 4+ 2x2 — 6x + 3)dx?

Solucién

f(5x3 +2x% — 6x + 3)dx sfx‘dx + zjx%ix— 6jxdx + 3jdx

341 241 141
—6X
3+1 2+1 1+1

|
W

+3x+C

2

= ix“-O——)f—Exz-|-3x-i-C
4 3 2

= éx4-4—2)63—_°,Jc2-i-3x-4-C
4 3

4 ®e: e j%

Solucién
e 1

dx _rdv _ 4 x? x 3
IT:J*‘:JX 2dx = +C=2+C=2x2+C=2Jx+C
~ T

1 1
2 ——+1 -
* 2 2
5 ®eCuil es el resultado de J— 3 [fx ?
e
Solucién
3d d —I —3x7? 3
[ ==3[S =[x tx=—3" —+Cc=—"—+C=-Z+C
X —3+1 -2 2x

Infegrales por cambio de variable

Algunas integrales no se pueden resolver de forma inmediata, entonces se tratara de ser posible transformar la integral
a una de las siguientes expresiones

n+1
v

n+1

fv”dv: +C J‘%:ln|v|+c

En las integrales que se resuelven por cambio de variable, se sigue el siguiente procedimiento:

1. Se identifica la variable.
2. Se obtiene la diferencial de esta variable y se efect@ia el despeje de la misma.
3. Se realiza la sustitucidon correspondiente.
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EJEMPLOS .
_é_ 1 ®¢°Realizala siguiente integral:
3
() 2y2
o [2@2+ 2"y xdx

Solucién

Se elige, de la siguiente forma, la nueva variable que se va a integrar:
v=2+ x? - dv = 2x dx

Se realizan las sustituciones y se resuelve la integral para obtener el resultado.

3 5 5
3 3 3 2t 2 22+ x2)?
I2(2+x2)2xdx=J(2+x2)2(2x)dx=Jv2dv=; +c:%+c= Crx) ¢
E 2 >
2 2
Por consiguiente,
5
3 + 2\ 2
j2(2+x2)2xdx=72(2 SX) +C
2 ®¢° Determina el resultado de _[ m + nx dx
Solucién
dv
v =m + nx,dv = ndx donde dx = 7
Al realizar las sustituciones se genera la integral:
3 3 3
g Le 2 12 292 2(m + nx)?
'[ m+nxdx=I(m+nx)2dx=fjiv2dv=f-v—+c=L+C=M+C
n n 3 3n 3n
2
3
2(m + nx)?
Finalmente, J m+ nx dx=w +C
n

3 ®°° Encuentra el resultado de Jx(2 +x*)dx

Solucién
@

v =2+ x3, dv = 3x2dx donde dx = e
X

J.x(2+x3)2dx:jx.‘,23d?‘}2:j‘v2%

En este ejemplo el cambio de variable no se puede efectuar debido a que la nueva integral tiene dos variables.
Entonces, se realiza el producto indicado y se resuelve la integral.

8
Jx@+x)dx = [(4+4x" +x)xdx= [(4x+4x* +x")dx = 2x2+%x5+%+c

Por consiguiente,

8
Jx(2 + x*)Ydx =247 -‘:—%x5 +%+C
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4 ®%:precisala siguiente integral indefinida:

5 e

Solucién

v =2+ 3x,dv = 3dx donde

dx
IZ+3x

Por tanto,

Resuelve la siguiente integral:

Solucién

Infegrales inmediatas

dx
J2+3x

i

3
I 1 1 1

= *-@=7J.ﬂ=fln|v|+C = —In2+3x|+C
3 v 37y 3 3

v=c+ae?, dv=ae’dd donde,

J' &'de
c+ae’

Por consiguiente,

Encuentra la primitiva de

Solucién
v=1—-cos5x, dv=>5sen5xdx
Se realiza la sustitucion:

j sen 5x
1—cos5x

Por tanto,

:ﬁ

A _Lidy

1
| & _Lipas+c
2+3x 3

_[ e'de
¢+ ae’

o e?do
a

=lln|v|+C = lln|c-i-aee|-i-C
v a’v a a

0
1
J edﬂg =—In|c+ae’|+C
c+ae a

_[ sen Sx
1—cos5x

donde ? = sen 5x dx

_ l.dvzlj-ﬂ_l

5 v 5

J

=—Inp|+C = l1n|1 —cos 5x|+C
v 5 5

sen Sx d =lln|l —cos 5x|+C

l—cos5x 5

219



7 CAPITULO

CALCULO INTEGRAL

EJERCICIO 3
. Efectta las siguientes integrales:
. 3 2 6
. 1. [x°dx 2. [|[=-=-2)
: J.x J.(XS x2 X) o
: 2. [5xtax 21. [Vat ar
3. [bxdx 22. [er dt
4. jﬁx2dx 23. j(8x5—5x4—4x3—6x2—2x—3)dx
5. Jadx 24, J(ax3—bx2—cx+d)dx
3dx x2 3x
6. [22 25. [| —=—=%=—5Vb |dx
4 .[ b \/g J
4 _ 3 _
7. [ Y | 7x)dx
3 X
32
8. [/xdx 27. — = |dx
j %)
4 5
9. [54/x dx 28, [| = — = | ax
| f(f f)
dx 54
0. [& 29. j(y—sy—zy*—ﬁ)dy
T
7 5 1
de yz_y3_y4
11. 3. [|Z—2L—2L |a
2 e
12. jﬂ 31, Vst =3+ 2)de
X
dx ;
13. [£L 32. (Y7t ar
e ]
14. j% 33, [Bx+4)dx
15. [Vx" dx 34. [(ax* =by xdx
adx 2,3 42
16. j3x2 35. [P0 —4ydr
5dx 4
175 36. [(a—by)dy
18, [bx dx 37. [ —6)dr
5, ,
19. j(% 4J}de 38. jx(x+4) dx
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© o 0060000000000 00000000000e0 0 e

39. [x?(e+1)dx
40. JJm +ny dy

41. j Sx—3dx

tdt
RN

43. | dx

Por 1
44, [(Vx—4) ax

X dx
45. 17(3)8 —

5dx
46. JW
8x dx
j(2x2 +5)*
Jx-b)
48. j(\/;)

dt
49 Jat +b

47.

dx

50. j3;2df4

dx
St Jx-i-3

J4de

52. >
2x°—6

(2x—3)dx
(x> =3x+6)

54. j(x2 —2)JxP —6x+3dx

n—1
55 [ dy
(ayn + b)m

53.

56. je3'* 1— ™) dx

(4 — In|x + 3))*dx
37 -[ x+3

221

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.
65.

66.

67.

68.
69.
70.

1|

72.

7

73.

74.

75.

Jcos 4x(1—sen 4x)’dx

Jcsczx 3+ cot x dx

Jsec 2x tan 2x

J1—sec 2x

Ji

COS ax

— sen ax

Jeﬁ\'ji; -1 dx
X

Jcot x(2 + In|sen x|) dx

sen 2x dx

J‘(1 —cos’ x)’

Jsensz cos bx dx

Jcot mx csc? mx dx

Jcosz 4xsendx dx

cos Sx

J‘Jsen S5x+4

4x+2
J‘)c-i-2 dx

(3% +2) dx

x—1

dy

yln’y

dx

'[Zx In 3x

J’x"\/ax”l +b dx
1
e

J.csc2 3x cos 3x dx

76. j(

2

3

Infegrales inmediatas

4

(x+1)°

TE:

x+1

J
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N 3 4 dw
N 77. —— |dx 8l. | ——F—
: J(x+2 x+5) '[senzwdl—cotw
. 3 5 3 sen y cos Y 4
. 78. + dx 82.
J.[Zx—l 3x—4] J.‘/1—2seny
sen x
79. dx 83. 1+cosa da
[ j
80. Jsen3x sen2x dx 84. j sen'x
COS X
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient@ e ¢« o ¢ ¢ ¢ ¢ e ¢ e e 6 o 0 6600 0eoocococcscscos

Integrales de funciones exponenciales

Las siguientes formulas se emplean para integrar funciones exponenciales

J.a"dv:%-b-c y Ie"dv:e” +C

EJEMPLOS .
TOJ_ 1 ®#“Encuentrala integral indefinida de Ie“dx

£

[T}

i Solucion
Se escoge la variable de acuerdo con la formula que se va a emplear, en este caso,
. . dv
v = 2x, sudiferencial dv = 2dx donde, dx = 7

Se realiza el cambio de variable y el resultado es,
Je“dx:je"@* ! I Vdv*fe +C = i 4 C
2 2 2 2

Finalmente,

Je“dx = le“ +C
2

2 ®¢° Determina el resultado de J.e'5 dx
Solucién

v =

g, dv=%dx donde, 3dv = dx

Por consiguiente, al realizar la sustitucion se obtiene:

fegdx:3fevdv:3ev+c _ 3 4C
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Infegrales inmediatas

3 @@ Obtén la funcion primitiva de J.a’”dx
Solucién
dv
v=nx,dv=ndx donde, — =dx
n
Se realiza la sustitucion,
nx 1 v ] av anx
Ja def_[adv=f~ +C= +C
n n Ina nlna
Por tanto,
ja""dx =4 4 C
nlna
4 @0 Epcyentra el resultado de J.%
e
Solucién
v = —2x,dv = —2dx donde, d—; = dx
I dzx = J.efz)‘dx = —lje"dv = —le“ +C= —lef“ +C= 12
e 2 2 2 2e°"
EJERCICIO 4
. Realiza las siguientes integrales:
1. fetdx 10. [27e%dx
: 2. 8 dx 1. [Yedx
: 3. J.e‘”'“’dx 12. J.\/e“dx
4 Iemdx 13 _[ dx
. \/§ . 54):
1
eSX e,\:z
5. jew dx 14, jx3 dx
X 4
6. J.em‘U sen 4x dx 15. J.I:3 e":I dx
7. [2x%edx 16. [x*G—e")dx
8. [b*dx 17. [@x—3)e" " dx
9. [3dx 8. | dt
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1

19. jeﬁ sen 2.x dx 28. J(103X—2x)dx
20. j’;d’ 2. | e;—ainx
21, 47 edx 30. | 64;;5 de

22. J.(ez-i-e;)dx 31 l;fdex

2
Cos” X

23. [(e —2)dx 32. chc >
24. [x-5"dx 3. Ty

. X . —F—aX

N
25. j(e“ — e ™) dx 34, ji—xz
26. je‘“"‘” sec” 3x dx 35. '[(32’ +3*) dx
27. [5%dx
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 06 6 6 6 6 6 0 6000000 cococos

Integrales de funciones frigonométricas

Las funciones trigonométricas se integran con las siguientes formulas y en algunos casos auxilidndose de un cambio
de variable.

1. Jsenvdv=—cosv+C
2. Jcosvdv=senv+C

3. Jseczvdv=tanv+C

4, Jcsczvdv:—cotv-i-C
5. Jsecvtanvdv=secv+C

6. Jcsc veotvdv=—csc v+C

7. Jtanvdv=—ln|cosv|+C=ln|secv|+C
8. Jcotvdv=1n|senv|+C
9. J.secvdv=ln|secv+tanv|+C

10. Jcsc vdv=1n|cscv—cotv|+C

224



CApPTULO 7
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EJEMPLOS .
_é_ 1 @2 Obién el resultado de Icos my dy
i Solucion

Se hace un cambio de variable y se obtiene su diferencial:
d
v=my, dv=mdy, donde, — =dy
m

Se sustituye y se resuelve la integral:

d 1 1 1
Jcos my dy = Icos v;v: chosv dv:Zsen v+C :;sen my+C

2 @0 Cuil es el resultado de Jsec Tx dx ?

Solucién

v ="7x, dv="Tdx donde, % = dx

1 1 1
Jsec 7xdx=7J.secvdv=;ln|secv+tanv|+C =7ln|sec7x+tan7x|+C

3 ®¢° Obién el resultado de Jx cot x*dx

Solucién
_ 2 _ dv _
v =x* dv=2xdx donde, 7 = xdx
Se realiza el cambio de variable y se resuelve la integral:

Jx cot x*dx = Icot v@ = ljcot vdv= lln|sen v+ C :lln|sen X’|+C
2 2 2 2
tan/x
Jx

4 ®e° Epcyentra el resultado de J. dx

Solucién
La férmula que se va a utilizar es Jtan vdv =1n|secv|+ C , de manera que:
dx dx

v:\/;, dv = —= donde, —
Jx

2dv
24/x

Se realiza la sustitucion y se resuelve la integral:

jtan\/;

dx=2jtanvdv=21n|sec v[+C=2In|sec Vx| +C
Jx
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. 2 tan x
5 ®e¢ Determina jﬁ
—tan’ x

Solucién

Antes de resolver esta integral se recomienda emplear identidades trigonométricas.

senx 2senx
2
2tanx _ cosx  — COS X _ 2sen x-cos” x _ 2 sen x cos x
2 2 2 - -
1—tan’x | _sen’x  cos’x—sen’x cos x(cos’ x —sen’x)  cos’x —sen’x
cos® x cos® x
_sen2x
cos 2x
= tan 2x
- . . . 2 tan x
Al sustituir la identidad encontrada, se tiene 172 dx = Jtan 2x dx , donde:
—tan” x

dv
v =2x, dv=_2dx dx=7

Se realiza la sustitucion y se resuelve la integral.

JLnfdx: Itan 2x dx=lj‘tanvdv=—lln|00S vl +C=—lln|cos 24|+ C
1—tan” x 2 2 2

EJERCICIO 5

Determina las siguientes integrales:

e o000 e e0 e e

1. Jsen Sxdx 10. Jx sen 4x°dx
2. Jcos 6x dx 11. Jx cos—dx
3. Jseni dx 12. Jcosx
4 sen’x
4. J.tan bx dx 13. J.sec ax tan ax dx
5. Jsecz X dx 14. I3x sec? 4x2dx
a
6. | dx 15. [esc?(3x = dx
" Jsen’ax '
dx
7. 16. | cot(ax — b)dx
Jcosz bx J ( )
sen x
8. | ——dx 17. |sec ax dx
J.cosz X J.
9. J‘CSCL cot L dr 18. Jx csc 4x’dx
4 4
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19. jcot x4Jcse x dx

e o 0000000000000 00

20. j(cot b6 + tan bO)* d

21. j(csc 3x — cot 3x)*dx

: 22. J(tan 5x —sec 5x)*dx
sen’x
23 [ dx
1—cosx

24. '[x cos(2 — x*) dx

2
25. jcos X
sen x

26. j 1+ sen 2x dx
+
27 | [Lcosx
1—cosx
- -2
28. sen| — —
] [ (3 x)]

29. | dw

cos® w —cos 2w

Infegrales inmediatas

3

(=]

1+ sen’x
[ ey,
1+ cos2x

31. I(cotzx +cot’x) dx

3. J‘ COS X

JSCHX

dw
3, | ———
J‘senzw(l — 4 cot w)

34, j(lse”de
1+senx
35. J’L
sen(X)cos(z)
2 2

2 tan a da
36. | ——mMMM8
'[secza —2tan’«

37.

~

_[ sen 26

\/sen 0 +1

38. je“sen(ez*) dx

2
39, Jsen(lnx )dx
X

40. jLS“‘E dx

3x

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢« ¢ ¢ 6 ¢ 6 6 6 6 6000000000 cssos

Integrales con expresiones de la forma

Formulas

1
1. J.L=farc tanKJrC

vV+d a

a

v—a

2 | v 1y

Vi —a 2a |v+a

1 +

3 J- dv2 —lna v
at—v 2a |la—v

2

+C

d
4. Jiv =arc senK +C
2

a —v

a

6.

~

*®

227

. J%=ln(\/+1/vziaz)+c
vita

J.L—larc secX +C
v\/vz —-a* a a

. jJaz —Vdv= %,/az —y? +§arc sen£+C

J.Jvziaz dv=% vi+ta® i%ln(v-hlvziaz)-i-c
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EJEMPLOS .
_g_ ] ®9° Determina el resultado de IL

£ x*+36

.o .s

ia Solucién

Se utiliza la formula:

dv 1 v

J‘ﬁ =—arctan—+ C
vit+a a a

se deducen las siguientes equivalencias y se sustituyen en la formula.

vZ=x2, v=xydv=dx; a>=236,a=6

Por consiguiente,

dx 1 X
f 3 =—arctan—+C
x +36 6 6

2 ®°° Obyén el resultado de fd27x
16x"—9
Solucién
Para resolver la integral se utiliza la formula:
[N Vo
vi—a 2a |v+ta

se determina la variable y se encuentra su diferencial,

v2=16x% v=4dx, dv=4dx y % =dx; a>=9,a=3

Finalmente, se realiza la sustitucion y se resuelve la integral.

dx 1 dv 1 1 4x—3 1 |4x-3
J 3 =—|5—F=——=In +C=—1In +

16x>—9 47v —a” 4 2(3) |4x+3 24 |4x+3

3 ®¢° Obtén el resultado de f% dx
nx —p
Solucién
2,2 2 2.2 . — _ dv _
a=p* a=p v =nx% v=nx,dv=ndx donde, — =dx
n

Se sustituye y se resuelve la integral,

d. d 1 - —
[y _mp_dv _m L mopl o m g mop
n°x-—p nsv —a n 2(p) |nmx+p 2np  |(nx+p
Se concluye que,
dx —
|57 = =n=Lc
nx —p 2np  |(nx+p

228
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Infegrales inmediatas

4 ®@° precisa el resultado de IL
\J9 —25x7
Solucién

Para resolver la integral se utiliza la formula,

dv v
fﬁ=arcsenf+c
a —v a

se deduce a, v y la diferencial dv

d
a2=9,a=3;v2=25x2 v =>5xdv=>5dx donde, ?V = dx

1 1 1
J dx =7J & =farcsenX+C=farcsen5—x+C
\/9 —25x* 5 \/az —? a 5 3

Por tanto,

dx 1 5
J.i = —arc sen?x +C

{9 —25x 5

dx

Jox* +5

5 @9 Opién el resultado de J

Solucién
a2=5,a=\/§;\/2=9x2, v =3x,dv =3dx donde, d—; = dx
dv
dx 3 1 dv 1 3
= == :fln‘3x+«/9x +5‘+C
J\/9x2+5 J.\/vz-i-a2 ?"[\/v2+a2 3
EJERCICIO 6

Realiza las siguientes integrales:

dx dx
. : JX“r81 6. J9x2—144

e e e o e

dy dx

> be“rlf ! J1/25—9x2
dy dx

3. jy2—16 8. jﬁ
dx dx

* J25_4x2 > J)c\/4x2—9

dx dx
5. jm 10. jm
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1. j% 23, szdfxw
12 jv,d; 2. J%Zyz
13 Jﬁ 25. [ I6—c" dx
1 Jm 26. [1-2x% dx
: 15. J\/——x 27. jgd’”mz
5
o o 25, a7
7 J\/’\/ij 29. j@dx
18. j\/siy_4y2 30. Jthdj”

20. jL 2. | d

J3tr+5 csc(2t) - (5 — cos® 21)

dy sen x dx
21. 33, |———
-[ -[1+cos2x

22. jL 34. j‘/zz In2(31) + 4 dr + j In(3)\2 In>(3t) + 4 dt

demuestra que:
’1“72(3’)\/# In*(30) + 4 +21In(rn(30) + P 1n*Gn) + 4) + €

°Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 o 6 6 6 060000000000

=

Integrales en las que se completa un frinomio cuadrado perfecto

En aquellas integrales con un denominador de la forma ax? + bx + ¢, se utiliza el método de completar un trinomio
cuadrado perfecto para llegar a las formas:

2 2 2 2 2
viEia ,\a —v,v*a,a —v

Segiin sea el caso.
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Infegrales inmediatas

EJEMPLOS .
]

o. ] @9° Encuentra el resultado de J'ZL

3 X" +4x+3

(5}

o Solucién

Se completa el TCP, entonces, el denominador se expresa como:

X Hdx+3=(P +4x+4)—4+3=(x+2)"—1
Donde,

vV2i=@x+22v=x+2,dv=dx;a’=1,a=1

Por consiguiente,

dx dx 1 x+2—1 1, |x+1
= Y S W A St RO SH 1 e
x“+4x+3 (x+2)—=1 2(1) |x+2+1 2 |[x+3
3dx
( 1) ; =
2 Determina el resultado de J.xz “8x 125

Solucién

La expresion

X —8x+25=(x*—8x+16)—16+25=(x—4)* +9

Donde,
vi=@x—44hv=x—4,dv=dx;a*=9,a=3
Finalmente,
I 3 3dx = I dx2 =3-larctanx74+C=arctan(x74)+C
x- —8x+25 (x—4)"+9 3 3
3 ®¢° Encuentra el resultado de la integral indefinida J.ZL
2x" —2x+1

Solucién

Se completa el TCP y el trinomio se convierte a la expresion equivalente.

2x7 —2x+1=2 xz*x+l =2 x27x+l,l+l =
2 4 4 2

|
[\o)
| e——|
VoY
=
.
\
=
+
-
N—_——
\
P
+
o | —
—_

Se utiliza la formula,

dv 1 v
vi+ta a a

se obtiene la variable, su diferencial y el valor de a, entonces,

2
v=(x-L ,v=x—l,dv=dx; c12=l,a=l
2 2 4 2
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Se realizan los cambios y se resuelve la integral.

4 @9 Opén el resultado de I

dx
2 —3x— 4x*

Solucién

La expresion

64 64

AR ERES]

Se deduce entonces la formula que se va a utilizar:

d
J.iv =arc senX +C
2 2
Ja —v a
Donde,

Por tanto,

2-3x—4x"=-4 )cz-i-éx—l =-4 xz-i-éx—i-i 2
4 2 4

1

2

2x+5
5 ®e: Encuentra el resultado de M

X +2x+5
Solucién

En este caso, la expresion se representa como:
2x+5  _ 2x+2 3

X +2x+5 X +2x+5
Se ha elegido esta separacion debido a que,

X +2x+5

si v=x>+2x+35 entonces dv— (2x + 2)dx

232

)

x—l 2x—1
_[ 3 dx _1 dxz —l~larctan 2 4 C=arc tan—2
2x° —2x+1 2 1 1 21 1 1
RSN B 2 2 2
Por tanto, el resultado de la integral es:
J#=arc tan2x —1)+C
2x" —2x+1

+C
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Por consiguiente,

(2x+5)dx ¢ (2x+2)dx dx
|5 =[5 +3]=
x"+2x+5 x"+2x+5 x"+2x+5

+
Para la integral JLM; se realiza el cambio,

v=x"+2x+5, dv=02x+2dx y L:
(2x +2)
Resultando:
+
M = In(x*+2x+5) +C
X" +2x+5
dx . - .
Ahora, con la integral Ji , se realiza el siguiente cambio:
+2x+5
+
J 5 dx :J 3 dx :J dxz :larctan—x 1-l-C
x“+2x+5 (x*+2x+1)+4 (x+1)"+4 2 2

Finalmente, al sustituir se obtiene:

J2x+5 dx J(2x+2 dx 3J dx
x“+2x+5 x“+2x+5 XX +2x+5

+C

+
= ln(x2+2x+5)+3~%arctanx !

+1+C

= In(x* +2x+5)+ %arc tan -

Por tanto,

2x+5)dx
XX +2x+5

+
= In(x> +2x+5)+§arc tan(xz 1)+C

Ve + ae dx

Obtén el resultado de '[ -
e +6¢™ +5¢"

Solucién

La integral se expresa de la siguiente manera:

| Ve +afetax | Je' (& +4edx f(e“+4e”)dx

\/63" + 6™ + 5¢° \/e—x\/eh +6e"+5 \/ezx +6e" +5

Se realiza la separacion en el numerador

J (e* +4e*)dx _ J(ez*' +3e" +e')dx _ J (e** + 3e")dx J edx
Jer +6e +5 & +6e" +5 Jer +6e" +5 Jer +6e" +5
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(e + 3e")dx

Jer +6e" +5

Ahora, para la integral J

e‘dx

e dx

, se realiza el siguiente cambio:

v=2eX+ 6+ 5, dv=2e*+ 6e¥)dx = 2(e* + 3e¥)dx

Entonces,
1
2x 2 1
jetied _pd L et
e +6e" +5 -
2
. . e'dx
Por consiguiente, para la integral J = , se completa el trinomio cuadrado perfecto y se realiza el cambio
de variable. Ve +6e”

e'dx e dx

f\/ezx +6e" +5
Donde,

Entonces,

e'dx

B f\/e2*+6e*+9—9+5

- j\/e2*+6e*+9—4 - '[\/(e*+3)2—4

w=e*+ 3, dw = e dx

e

+37 —4

Por tanto, se concluye que:

Jﬁ+4ﬁdx

& + 6> + 5¢"

_ dw
- '[\/wz—4

~In ‘w+1/w2—4‘ =In

e"+3+,/(e*+3)2—4‘
e*+3+./e2*+6e"+5‘

=In

Je +6e +5 +1n

e‘+3+«/e”+6e*+5‘ +C

EJERCICIO 7

.

Determina las siguientes integrales:

dx
I '[x2+6x
dx
J)c2+8x

e e 00000

dx
3. | ——
'[x2+5x+6
dx
4, | ——X——
J2x2+3x+1

dx
5. | —
'[x2+5x—14

_[ dx
2x* +9x+4

J dx
a’x* +8ax +15

_[ 3e*dx
e +9e" +20

J dw
13w —2w? — 15

da
10. | ———
'[5 +9a — 2a°
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e e e 00000000

dx
1. | ——
Jx2—2x+8

12 JM dx
e 426 -3

13 _[ cos x dx

(senx —3)* —3

14. j dw

J=5w +22w—8

15. j dx

Jax* —4x+3

16.

dz
=

17.

J~ dx
J2xXP +x

18. | d

x\/ln2x+7lnx+6

19. Jjwz—dgiwrs

20. [Jx*+4x—3dx
21 [J4—3xr—227 dx
2. [J3x—2 dx

23. [{3x* —4xdx

24, [xfx' —x* =20 dx
25, [= —sx+24ax

26. j }—+§+2dx
4 4

27. jL

3

X —4x? —2lx

235

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

3

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Je””,B +2e™ — ™ dx

J

]

J x
\/a)c2 + 3xvax +2x

J

J

6. |

J
J
J
J
J
e
e
==

dy
./yz +y+1
j./sxz +4x+1 dx

dw
5w —2w?

3x*+5x—4

X —=T7x+6

dy

3y +13y—10

(6x—5)

3x° +4x+1

3x—4

9 —x* dx

4—"T7x

———— ax
9x* —16

X2 +3x+5

X —4x+1

x—2 dx

+
x+5 dx

2x+21

3x* +27x—15

(3x+2)
[x2 —
3x—11
J4 —9x?
5—2x
167 +25

4 —3x

\J7 —2x7

Infegrales inmediatas
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x+6 S5x+1
. J8+14x—10x2 dx 8. J/4 2y — 2

s o 0000 00

46. jm 49. j(2x+1),/x2—3x+4dx

47. jm 50. j(3x+7),/x2+7x+6dx

aVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢« ¢ ¢ ¢ e e o o 0 0 00 0c 0000 oo oo cosso o
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INTEGRALES DE DIFERENCIALES TRIGONOMETRICAS

ﬂIST()RICA

c

Rese

afemdtico vy fisico francés nacido

en Auxerre y fallecido en Parfs,

conocido por sus trabajos sobre
la descomposicién de funciones periédicas
en series frigonométricas convergentes lla-
madas series de Fourier.

Participd en la Revolucion Francesa y, gro-
cias a la caida del poder de Robespierre,
se salvo de ser guillotinado. Se incorpord
a la Escuela Normal Superior de Parfs en donde tuvo entre sus profesores a
Joseph-Louis Lagrange y Pierre-Simon Laplace. Posteriormente ocupd una cé-
fedra en la Escuela Politécnica.

Segun él, cualquier oscilacién periedica, por complicada que sea, se pue-
de descomponer en serie de movimientos ondulatorios simples v regulares,
la suma de los cuales es la variacion periédica compleja original. Es decir
se expresa como una serie matemdtica en la cual los términos son funciones
frigonométricas. El teorema de Fourier fiene muchas aplicaciones; se puede
utilizar en el estudio del sonido y de la luz y, desde luego, en cualquier
fenémeno ondulatorio. El estudio matematico de tales fendmenos, basado
en el feorema de Fourier se llama andlisis arménico.

Jean-Baptiste-Joseph Fourier
(1768-1830)
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Integrales de la forma: [sen"vav, [cos’vav, con my nimpar

En aquellas integrales cuya funcién seno o coseno sea una potencia impar, se realiza la separacion en potencias pares
y siempre sobra una lineal, la cual funcionard como diferencial; el resto se transforma mediante las siguientes iden-
tidades trigonométricas:

sen’x =1—cos’ x cos’ x =1—sen’x

EJEMPLOS .
%_ 1 ®¢° Determina el resultado de Jsen3x dx

£

o .2

i Solucion

Se separa la potencia de la siguiente manera:

Jsen3x dx = Jsenzx sen x dx

Se sustituye sen’x =1— cos” x , de esta forma:

v = cos x,dv = —sen x dx, —dv = sen x dx
Jsen3xdx=Jsen2x sen x dx = f(l—cos2 x)sen xdx = I(l — ) (—dv) = J—dv+fv2dv
1 5
= —vyv+—v +C
3

1
= —cosx + gcossx +C

1

gcos3x —cosx+C
o 3 L

Por consiguiente, Jsen X dx = gcos x—cosx+C

3
. cos” x dx
2 ®°° precisa el resultado de J74
sen’x

Solucién

J-cos3xdx _ jcoszxcosx dx _ J‘(l — sen’x)cosx dx

4
sen‘x sen*x sen " x

Se realiza el cambio de variable, v = sen x y dv = cos x dx,

(I*VZ)dV dv dv 4 ,2 vyt 1 1
IT_ 747]7 = [vtav=[v7av = ST T e
Pero v = sen x, entonces,

1 1 1
- —+C=cscx ——csc’x+C
senx 3sen’x 3

cos’ x dx

4

Finalmente, J
sen”x

1
=cscx—§csc3x+C
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5
3 @@ Encuentra el resultado de JM
Jcosy
Solucién
,[ sen’y Jsen“y sen ydy _ r(sen’y)’sen y dy
\/cosy \/cosy \/cosy

Se sustituye sen’y =1—cos’y en la integral:

1—cos’y)* sen y dy

_[ (
se realiza el cambio de variable, v = cos y, dv = —sen y dy,

(l—vz)zdv _

\/cosy

—dv =senydy

(1—2v2 +v4)dv

e

Al factorizar —2+/v de la expresion se obtiene:

2 (1 -S4+
Finalmente,

sen’ydy _

\Jcosy

J

3 7
+2Jv5 dv—J.vE dv

—J%

4 3
—2\/;+gv2

9
—gv2 +C
9

v4)+C,per0v=cosy

—24/cos (1 —%coszy -I-%cos4 y)-i— c

EJERCICIO 8

oo 00000000000

Resuelve las siguientes integrales:

1. Jsen34x cos4x dx
2. Jcoss 3x sen 3x dx

. J.senSax dx

Jsen35x dx

- Jsen’
Jcos xdx
Jcos ax dx

. Jcos36xdx

239

sen’x dx

sen’ax dx

9. [oos’
]
]

. Jsen54xdx
. J.sensgdx
. Jcoss ydy
. Jcoss bx dx

. Jcoss % dx
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: 17. Jsen70 de 21. Jsen34x cos’ 4x dx
: 18. Jsen73x dx 22. Jcos3xsen5x dx
5
19. fcos” ydy 23, [= 2X

JJsen 2x

20. Jc0s7 4x dx

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 060600000 csoocss

Integrales de la forma: [twn"vav, [eot'vav con n par o impar

En este tipo de integrales se separan potencias pares y se sustituye por la identidad trigonométrica respectiva:

tan® x =sec’ x — 1 cot’x=csc’x—1

EJEMPLOS .
_g_ 1 ®9° Encuentra el resultado de Itan3 x dx

£

o .o

i Solucion

Se realiza la separacion de la potencia:

Jtan3x dx = Jtanx tan’ x dx
Se sustituye tan’x =sec’x —1,
jtan x(sec’ x — 1) dx = Itanx -sec’ x dx — Itan xdx
Al aplicar v = tan x, dv = sec? x dx, para la primera integral, entonces:

2
Itan3xdx = ftanx~seczxdxfj’tanxdx = J‘vdvfJ‘tanxdx=v?f(fln\cosx\)+c
= %tan2x+ln\cos x+cC

2 ®¢: Opién el resultado de j(sec 3x + tan 3x)* dx

Solucién

Se desarrolla el binomio al cuadrado y se obtiene:
J.(sec2 3x 4+ 2sec 3x tan 3x + tan® 3x) dx
se realiza el cambio tan® x =sec’ x — 1
J.(sec2 3x + 2sec 3x tan 3x + sec’® 3x — 1)dx

Se simplifican términos semejantes y resulta:

I(Z sec” 3x + 2sec 3x tan3x — 1) dx
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Se efectia el cambio, v = 3x, entonces dv = 3dx y d—; =dx

Se procede a integrar

= j%sec2 vdv+ f%secv tanv dv — Jd—;

%J‘sec2 vdv +%Isecv tan v dv —%Idv

= %tanv-i-%secv—lv-i-c;
3 3 3

pero v = 3x, entonces finalmente se obtiene:

j(sec?uc-i—tanSx)2 dx = %tan3x+§sec3x—x+€

3 ®¢° Determina el resultado de Icotsax dx

Solucién

Al separar la integral

jcotSax dx = _[cot3ax cot’ax dx
Se realiza el cambio cot’ax = cscax — 1
J‘cot‘zax(csc2 ax —dx = Ic0t3ax csc’ax dx — Icot3ax dx

De nueva cuenta se tiene una potencia impar, por lo que se vuelve a separar y a sustituir la identidad:

Jcot3ax - csc? ax dx — jcot ax cot’ax dx = fcot3ax csc?ax dx — Jcot ax(csc? ax — Ddx
= Jcot3ax -cse? ax dx — J.cot axcsc? ax dx + Jcot ax dx

v=cotax y dv = —a csc’ax dx

fljv3dv + lJvalv + lln|sen ax|+C
a a a

1 1V 1
= 77.L+7.V—+7ln|senax|+c
a 4 a 2 a
1 v 2
= Lfv—fln|senax| +C,
al 4 2

pero v = cot ax, por lo que finalmente,

5 1 cot’ax cot’ax
Jcot ax dx =—— -
a 4

—1n|sen ax|)+ C
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EJERCICIO 9

Realiza las siguientes integrales:

: 1. Jtan35xdx 7. JtanSSxdx
. 2. Jtan3 X dx 8. Jcot4 5xdx
. 2
3. fcot’dxdx 9. [tan*6x dx
3 X _ 3
4. jcot gdx 10. j(tan 3x —cot 3x) dx
5. Icot56x dx 11. I(tan22y+tan42y) dy
s 4 2
6. jcot Zdy 12. j(cot 3x + cot” 3x) dx
cVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ o ¢ 06 6 06 6 0 60000000 c0cosooscos

Integrales de la forma: [sec’vav, [esc'vav con n par

En este tipo de integrales se separa en potencias pares y se sustituye por la identidad trigonométrica respectiva.

sec’x =1+ tan’x ; csc’x =1+ cot’x

m

JEMPLOS °

(7]
] .
<. | ®%° precisa el resultado de Jsec“ xdx
£
[F)

tu Solucioén
Jsec4 xdx= Jsecz xsec” x dx
Se realiza el cambio con la identidad sec?x = 1 + tan®x
J.(l + tan’x)sec” x dx

Al efectuar
v =tanxy dv = sec’x dx

se obtiene:
V3
j(1+v2)d\1:fdv +jv2dv =y+—+C
3
Pero v = tan x, entonces,

1
Jsec“xdx:gtan}x—l—tanx-i-c
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2 ®9: Obén el resultado de j csc4§dx

Solucién
J‘csc4 Lax= Jcscz A I(l + cot? ﬁ) esc? X dx
4 47 4 4
Donde
—cotX dv=—lcsczzdx
V= CO 1 y 4 4
entonces:

=4[ +v")dv=—4[dv—4[v* dv =*4V*%v3 +C

X .o
pero v = cot Z , por consiguiente

J’csc4 Lax= —icot3 X
4 3

Integrales de la forma: Jun"v-sec'vay, [eot™v-ese"vav
con npary mparo impor
En este tipo de integrales se emplean las siguientes identidades trigonométricas:

secZx — tan?x = 1; csc®x — cot’x =1

EJEMPLOS °
0

_° 2 4 1 5 1 3
g— 1 ®%° Demuestra que Jtan xsec” xdx = gtan x+ gtan x+C
[

iy

Solucién

En la integral la secante tiene potencia par, entonces se realiza la separacion de una secante cuadrada y se sustituye
por la identidad trigonométrica correspondiente.

Jtanzx sect x dx = Jtanzx sec’ xsec’ xdx = J.tanzx(l + tan’x) sec” x dx
Al efectuar
v=tanx y dv=sec’xdx
finalmente se determina que:

= jv2(1+v2)dv = j(v2+v“)dv:1v~‘+lv5+c — L+ Landc+ ¢
3 5 5 3
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2 ®e° Encyentra el resultado de jtan3 X sec? % dx

Solucién

En la integral las potencias, tanto de la tangente como de la secante, son impares, por lo que la separacion es para
ambas funciones.

jtan3£sec3£dx = Jtanzfseczﬁtanisecidx
40 400 gy
Luego

2 X

=sect X —1
4

tan

por consiguiente,
= Jtanz Ysec? T tanTsec L dx = _[ sec? X —1 fsec? X tan L sec X dx
4 4 4 4 4 4 4 4

Abhora, al hacer

X 1 X X

v=sec— y dv=—sec—tan— dx

4 4 4

se obtiene:
= 4j(v2 —Ividv = 4jv4dv - 4jv2 =224
5 3

= isec5 X —ﬂsec3£ +C
5 4 3 4

EJERCICIO 10

Determina las siguientes integrales:

E 1. Jsec4 3x dx 8. J.csc“SATxdx
2. Jsec4 ax dx 9. Jtanz 8xsec’ 8xdx
3. Jsec4 X dx 10. Jtanz ax sec* ax dx
6
4. Jcsc“ 9x dx 11. Jtan sect = d
5. Jcsc“ bx dx 12. Jtan sect = Sx dx
6. J.csc“fdx 13. Jtan35x sec’ 5x dx
7
7. Jsec4 2x dx 14. Jtan3 bx sec® bx dx
3
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. 15. Jtan3£ sec® X dx 26. Jtansxsecx dx
: 6 6
. 16. jtan sec’ ﬂ dx 27. jtan 2xsec’ 2x dx
. 17. jcot3 bx csc’ bx dx 28. jctgsxcsc3 x dx
N 5
. 18. jcot3 4xcsc’4xdx 29. jw
. cos” 3x
: 6
dx
19. [sec® < dx 30, [ XX
Ject5 P

20. Jcsc“ (320)519 31. J[sec“ 3t — csc? (; Ddt

21. jzxzsec4x3 dx 32. jcsc“(zx—ndx
1Y d6
22. [ 14— |dx 3. [——
ctg'x sen® 0
5
23. JsecGaCOSZada 34, Jcschdx
2. | d 35. [x(1—tan* ) dx
" cost 2t '

25. Jcsc4(3x—1)dx

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ « ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 0060000000 so0css

Integrales de la forma: [sen"vav y [cos’vav, con my n par

En estas integrales cuando las potencias de las funciones sen x y cos x son pares, se utilizan las identidades trigono-
métricas del doble de un angulo:

senvcosv=lsen2v sen2v=l—lcos2v coszv=l+lC052v
2 2 2 2 2

EJEMPLOS *
_g_ 1 @2 Obtén el resultado de J'senzx dx

Eo/l

il Solucién

Se emplea la identidad correspondiente y se integra:

x sen2x

Jsean dx—J.(;—;COSZx)dx—;J.dx—;J.costdx =5 Z +C
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2 ®¢° Determina el resultado de Jsen“ 2x dx

Solucién

J.sen 2xdx = J(sen 2x)’dx = _[ fcos4x dx I fcos 4x+lcos 4x |dx
2 4
Ahora se transforma la potencia par de cos 4x, utilizando la identidad:
cos?v =~ + L cos2v
2 2
Entonces,
J. l—lcos 4x-i-l l-l-lcos 8x dx='|’ é—lcos4x+lcos 8x |dx
4 2 412 2 8 2 8
Ahora bien, al integrar cada uno de los términos queda:

Jsen42xdx:§x—sen 4x+sen 8x
8 8 64

+C

3 ®0° Encuentra el resultado de Jcosﬁ % dx

Solucién

La integral se expresa de la siguiente manera

J‘cos6 % dx = J(cosz g)‘ dx

Se sustituye cos’ x_1 + lcos2—x
3 2 2 3

3
J'cosﬁidx = J l-‘rlcosz—x dx
3 2 2 3

1 3 2x 3 L,2x 1
=I —+=cos =+ =cos’ =+ —cos’ = |dx
8 8 3 8 3
1 3 2x 3(1 1 4x 1 ;2x
= I —+—=cos— + = =+ —=cos— |+ —cos’— [dx
8 8 3 8\2 2 3 8 3
5 3 2x 3 4x 1 ,2x 2x
= I — + Zcos— + —cos— + —cos’ —cos— | dx
16 8 3 16 3 8 3 3
5 3 2x 3 4x 1 5 2% 2x
= I — + Zcos— 4+ —cos— + —| 1 —sen® == |cos = | dx
16 8 3 16 3 8 3 3
5 3 2x 3 4x 1 2x 1 ,2x 2x
= I — + Zcos— 4+ —cos— + —cos— — —sen” —cos— |dx
16 8 3 16 3 8 3 8 3 3
5 1 2x 3 4x 1 ,2x 2x
=I — +—cos— 4+ —cos— — —sen’ =—cos — | dx
16 2 3 16 3 8 3 3

= de + Icos—dx + iJ.cos4—xdx _ ! senzz—xcosﬁdx
16 3 8 3 3
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Se aplica el cambio de variable para cada una de las integrales,

zz—x dv=%dx z=ﬁx dz=ﬂdx w:senz—x, dw:%cosgdx
3 3 3 3 3 3 3
Entonces,
1 1
= ix + L3 cosvdv + i-éj.coszdz - f-EJ.wzdw
16 2 2 16 4 8 2
3
= ix + 3senv + 2senz 3w +C
16 4 64 16 3
5 3 2x 9 4x 1 32X

= —x + —sen— + —sen— — —sen"'— + C
16 4 3 64 3 16 3

EJERCICIO 11

Verifica las siguientes integrales:

. 1. Jsen23xdx 15. J.cos“fdx
: 3
. 2. Jsenzaxdx 16. J.cos“s—xdx
: 3
: 3. Jsenz % dx 17. Jsenﬁx dx
: 4. Jsenz % dx 18. Jsen64x dx
5. Jcos25x dx 19. Jsen6ax dx
6. Jcossz dx 20. Jsen6 X dx
4
7. jcoszidx 21. jsen65—xdx
7 2
8. [cos’ % dx 22. [cos"x dx
9. Jsen48x dx 23. Jcos63xdx
10. Jsen“ax dx 24. Jcosﬁbx dx
11. Jsen“fdx 25. Jcosﬁfdx
7 2
12. jsen“ 3 dx 26. jcosﬁ 2x dx
4 5
dx
13. [cos*9x dx 27. [
J J sec’ x
14 [cos'bx dx 28. [sen*3x dx
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. 2. | dy 34. [(senx+1)dx

. Y

. csct =

. 2

. dx o x o x

: 30. j 3 35. J.sen —|cos”| — |dx

. cscT x b b

5 2
31. JM 36. j sen Q — |cos Q do
1+ tan” 3x 3 3

32. JZcosz(;)dx 37. J.cossxdx

33. j(3 — cos @)’da

°Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 0 606000 s0 0000 csone

|n’regra|es de la formc J’senmxlcosnxdx, J.senmxlsen nx dx , Icosmxcosnxdx

En las siguientes integrales se utilizan las identidades trigonométricas:

cos(m +n)x _ cos(m —n)x
2(m +n) 2(m—n)

+C

J.senmxcosnxdx=f

sen(m +n)x sen(m—n)x
2(m+n) 2(m—n)

+C

jsenmxsennxdx=—

sen(m +n)x sen(m —n)x

jcosmxcosnxdx= + C, cuandom #n

2(m+n) 2(m—n)
EJEMPLOS .
_g_ 1 ®#° Encuentra el resultado de Jsen 2x cos 4x dx
5 g
[y Solucion

_cos(2+4)x  cos2—4)x vo = cos 6x  cos(—2x) n
22+4) 212—4) 12 —4

C

Jsen 2xcosdxdx=

cosbx  cos2x
- +

12 4

+C
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Infegrales de diferenciales trigonométricas

2 oo Determina el resultado de _[cos 3x cos x dx

Solucién

+ —
Icos 3xcosxdx = sen(3 + Dx + sen(3— x +C
2(3+1) 2(3-1)

sen4x sen2x
+

2(4) 2(2)
_ sen4x+sen2x+c
8 4
EJERCICIO 12
. Determina las siguientes integrales:
. 1. Jsen 2x sen 3x dx 6. Jsen(z—a) cos(g) da
. 3 2
3 1
2. Jsenxcos3xdx 7. Jcos —w [cos| —=w [dw
5 4
3. Jsen Sxsen x dx 8. J.sen(mx-f-b) sen(mx — b) dx
4. fcosTy cos3y dy 9. [sen(3x +4)sen(3x — 4) dx
5. Jcos(Sx) sen(2x) dx 10. Jsen 3w sen 2w sen w dw
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « e e ¢ ¢ e e ¢ 0o e e e e 0o 00 e cocecocccs
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ﬂISTORICA

Rese

no de los cientificos matematicos y

fisicos italianos mas importantes de

finales del siglo xvill. Inventé y madu-
16 el céleulo de variaciones y mas tarde lo
aplicd a una nueva disciplina, la mecénica
celeste, sobre todo al hallazgo de mejo-
res soluciones al problema de fres cuerpos.
También confribuyé significativamente con la
solucion numérica y algebraica de ecuacio-
nes y con la teorfa numérica. En su clésica
Mecanique analytique (Mecdnicas andliticas, 1788), transformé la mecani-
ca en una rama del andlisis matemdatico. El fratado resumié los principales
resultados sobre mecanica que se saben del siglo xvill y es notable por su
uso de la teoria de ecuaciones diferenciales. Otra preocupacion central de
lagrange fueron los fundamentos del célculo. En un libro de 1797 enfatizé
la importancia de la serie de Taylor y el concepto de funcion. Sus frabajos
sirvieron de base para los de Augustin Cauchy, Niels Henrik Abel, y Karl
Weierstrass en el siguiente siglo.

Joseph Louis Lagrange
(1736-1813)
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Sustitucion trigonométrica

Algunas integrales que involucran expresiones de la forma \/a2 —u’, \/u2 +a’ y \/uz —a’ , deben resolverse
utilizando las siguientes transformaciones:

Caso Cambio Diferencial Transformacion Triangulo
a/ |u
2 2 _ _ 2 2
a —u u=asenz du = acoszdz \Ja —u” =acosz
a-u

1,42+(l2 u
u+d’ u=atanz du = a sec*z dz Ju'+a® =asecz

<
I
Q
=
Il

u
P—a? asecz du = asecztan z dz Ju'—a’ =atanz A\/uz—az
a

EJEMPLOS °
o

TEL 1 @2 Obien el resultado de J#

9. O +7)?

Ly Solucion

Para resolver la integral se utiliza el segundo caso y se hacen los cambios propuestos, entonces
ur?=y2 > u=y, luego a’?=7 — a=A7

Cambiando los elementos, se sustituyen en la integral:

y=ATtanz  dy= 7 sec’zdz Uy +7=7secz

Fot Ty s

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridngulo, entonces

Jyz +7

: 1 1
dy & VT sec ZdSZ:J dz =7J‘cosz dz=—senz+C
Tsecz 7 7

y
47
senz = Y
v +7
Se concluye que,
L B
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3
2 ®%°Resuelve [ dx
-
Solucién

2 — 42

u X2 5 u=xa’=4 —> a=2

Para resolver la integral se aplica el tercer caso, por tanto, los cambios se sustituyen en la integral:
x=2secO dr=2secOtanfdf y +[x’—4 =2tan@

Entonces,

_[ x° dr = (2 sec 0)*(2 sec 6 tan 6)
\/xz —4 2 tan 6

d0:j8sec“ode

= 8'|‘sec2 0 sec*0do

8J.(1 + tan’ 0)sec’ 0 dO

= 8f(sec2 0 +sec’ 0 tan> 0) d6

8Isec20d9+8ftan205e020d0

=8tanf + %tan‘“& +C

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridngulo, entonces

/\m
0

2

En el tridngulo

2

—4
tan 6 =

2

Por consiguiente,
3
3 2 4 2 4
[-——ax =38 U L8[ +C
-4 2 3 2
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25 — 161>
J'ix dx
X

Solucién
vZ=16x2 —> v=4x;a>=25 — a=5

3 ®¢° Degermina el resultado de

Para resolver la integral se utiliza el primer caso, donde

4x=5senf,x = %sen@,dx: %cos@d@ y J25—16x> =5cos0

—sen’6 46

2
_ 5jcos 0d0 _ 5'[1
sen 6 sen 6

La nueva integral es:

J\l25—16x2 g = Igws@ ‘%COSGdG

X “sen 0
4

= sj(csce—sene)de

= 5(ln|csc 6 — cot 0| —(—cosh)+C

= 51n|cscO—cot0|+5¢os0+C

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridngulo,

4x

0

V251612

csc = —
X

25 —16x°

cotf =
4x

{25 —16x"

cos f =
5

Finalmente,
11/25—16x2 o spl5 s 1ed] L aster
X o om 4x 4x | . 5
_ sy T 16 \'245_16"2 +25—16x> +C
X
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EJERCICIO 13

Resuelve las siguientes integrales:

T I " JL“ﬁdx
Xy X* +36 x

oo 000000000000 00

2. (wzdfs)i 12. sz‘;ix_xz
L 1 [
: (" +3) ©-y)?
4. J\/ﬂ 14. [y 3=y
5. '[)/z\/)iy-i-—ZS 15. j%

)

3
_ 2y2
J-(36 25x7) dx 16

W3
- Ryt

]

17.

_[ o’da _[ x* d
. Jda —a’ J3—x?
J=— 8 [——

X4/25x% +16 x"—11
j\/—m 19. [ax* + 4 ax

2 —
10. jVSH_ZBZ d6 20. | dw

WJ4+41nw Inw

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « e ¢ ¢ ¢ ¢ e ¢ o e 6 e 000000 cocecoc e

Integracién por partes

Deduccion de la formula
Sean u y v funciones, la diferencial del producto es:

duv)=u-dv+v-du
Se despeja u dv
udv=duv)—vdu
Al integrar la expresion se obtiene la formula de integracidn por partes,

Iudv=u~v—jvdu
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EJEMPLOS

%_ ] @
E

2

Ll

Donde:

1. u es una funcidn facil de derivar.
2. dv es una funcion facil de integrar.

3. Jv du es mas sencilla que la integral inicial.

La integral por partes se aplica en los siguientes casos:

Algebraicas por trigonométricas.
Algebraicas por exponenciales.
Exponenciales por trigonométricas.
Logaritmicas.

Logaritmicas por algebraicas.
Funciones trigonométricas inversas.

NN AE L=

Funciones trigonométricas inversas por algebraicas.

Obtén el resultado de fx sen x dx

Solucién

Se determinan u y dv y mediante una diferencial e integral se obtienen du y v respectivamente.

Se aplica la formula:

dv = sen x dx

v = Isenxdx = —Cos x

Jx sen x dx =—Xxcos x — I—cos X dx=—xcosx+ J.cos x dx

Determina el resultado de Ixe" dx

Solucién
Se eligen u y dv de la siguiente manera:
u=x
du = dx
Se sustituyen los datos en la férmula, entonces
fxe"dx

por tanto,

= —xcosx +senx + C

dv = e* dx

<
Il

je”dx =e*
,

= xe* —fe‘dx:xex —e'+C

J.xexdx =e'(x—1D)+C
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Encuentra el resultado de Jlnx dx

Solucién
u=Inx dv = dx
du = @ v = J.dx =X
x

Al aplicar la formula se obtiene:

J.lnxdx:xlnx—'[x-@:xlnx—Idx:xlnx—x+C:(lnx— H+C
X

Obtén el resultado de [ arc tan x dx

Solucién
u = arc tan x dv = dx
dx
du=1+x2 v=de=x

Por consiguiente,

xdx
1+ x?

Jarctanxdx=xarctanx—J

La nueva integral se resuelve por cambio de variable, entonces se elige
w=1+x% dw=2xdx

Y el resultado es:

x dx
1+ x?

1 rdw
Jarctanxdx=xarctanx—_[ =xarctanx—5J.—
w

1
= x arc tan x —Eln|w|+C
Por consiguiente,

_[arctanxdx=xarctanx—lln|l+x2|+C
2
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5 @@ Determina el resultado de _[e” cosx dx

Solucién

u=-e* dv = cos x dx
du = e dx v = Jcosx dx =senx
Por tanto,
J.ex cosx dx=e'sen x — J.exsen x dx
La nueva integral se resuelve integrando por partes,
u=-e"* dv = sen x dx
du = e*dx V= —Ccosx
Resulta

je" cosx dx =e'sen x — J.e‘sen xdx=-e"sen x — (—e" cos x — J—e" cos x dx) = e'sen x — (—e" cosx + Je” oS x dx)

Entonces,
J.ex cosx dx=e'sen x +e* cosx — Jex cos x dx
Se despeja J.e" cosxdx; Je" cos x dx + fe‘ cosxdx=e'senx+e'cosx+C
2_[6“ cosxdx=e'senx+e cosx+C
Finalmente,

X

e
J.ex cosx dx = ?(sen x+cosx)+C

EJERCICIO 14

Realiza las siguientes integrales:

oo 0000000 0o e

1. [xeax 8. [xcosbxdr
2. [xe“dx 9. J.xcosgdx
3. J.xegdx 10. [ Inxdx
4. [xsenSxdx 1L [2xinx dx
5. [xsenaxax 12. [ Inxdx
6. jxsenfdx 13, [x' In5xdx
7. [xcos4xdx 14, [x"Inxdx
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. 15. 2% " dx 28. [esen 26 df
: 16. Jyz e dy 29, J “cos4x dx
. tdt
: 17 2% et dx 30. j
. ) x dx
. 18. _[x sen 3x dx 31. _[
. (ax + b)*
. 2
. 19. [ 2 sen bx dx 32. jL‘“S
‘ 2x+1)
20. [« cosZ dx 33. JM dy
2 y
21, [xese? ax dx 34. [x'e™ dx
22. [ysec* mydy 3s. jarc cosyx
23. _[arc cosax dx 36. Je“ cosx dx
24, _[arc sen bx dx 37. j(arc cosy)’dy
arc cosx
25. | arc tan ax dx 38, | ——
| =5
W2
26. |arc sec mx dx 39. | —=dw
| [=—
27. [arccot>dx 40. [ sen®(In x) dx
n
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 6 0 600600000 cocoscos

Integracién por fracciones parciales

Integrales de la forma

J Px) dx
o(x)

Donde P(x) y Q(x) son polinomios tales que el grado de P(x) es menor que el grado de Q(x)

© Caso I. El denominador tiene solo factores de ler grado que no se repiten
A cada factor de la forma:

ax+ b

Le corresponde una fraccion de la forma,

ax+b

Donde A es una constante por determinar.
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EJEMPLOS .
[e]

o | ®°°Encuentra el resultado de IM

GE’ x~+8x+15

i) Solucién

Se factoriza el denominador

Tx+29 _ Tx+29 N Tx+29 _ A n B
x> +8x+15 (x+5)(x+3) (x+5)x+3) x+5 x+3

Se resuelve la fraccion,

Tx+29 :A(x+3)+B(x+5)
(x+5)(x+3) (x+5)(x+3)

Luego, para que se cumpla la igualdad,

Tx+29=AKx+3)+Bx+15)
Se agrupan y se factorizan los términos semejantes,

Tx +29=x(A+ B) +3A+ 5B

Resultando un sistema de ecuaciones,

A+B=17
3A+5B=29

la solucion del sistema es:
A=3 y B=4

Entonces:

(7x+29) dx=J( 3 4 4 ]dx=j s dx + | 2 de=3lnfx+ 5|+ 4lnfr+ 3]+ C
x~+8x+15 x+5 x+3 x+5 x+3

(7x +29)dx

S—————=I|(x+5) (x+3)*|+C
X +8x+15 njer +5)°- (e + 37

(4x —2)dx

X —x*—2x

2 ®¢: Opién el resultado de I
Solucién

Se factoriza el denominador,

4x—2 dx—2 dx—2

x3—x2—2x_x(x2—x—2):x(x—2)(x+1)

Se hace la equivalencia como sigue:

4x—2 7A+ B n C

x(x—2)x+1D) x x—2 x+I1
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Se resuelve la fraccion,

4x—2 :A(x—2)(x+1)+Bx(x+l)+Cx(x—2)
x(x—=2)(x+1) x(x—2)(x+1)

4x—2 _ AW —x—2)+ B( +x) +C(x* —2x)
x(x—=2)(x+1) x(x=2)(x+1)

Luego, para que se cumpla la igualdad,
4x—2=A(x%2—x—2)+B(x2+x) + C(x%— 2x)
Se agrupan y se factorizan los términos semejantes,
dx —2=xA+B+C)+x(—A+B—-2C)—2A

Resultando un sistema de ecuaciones,

la solucion del sistema es:

Entonces:

4x—2)d. d d. d
J(sx )x:_]’ x"’f = _2_[ al =In|x|+Inj]x —2|—2Injx + 1]+ C
x

x—x*—2x x—=2 x+1
= In|x| 4+ In|x = 2| = In(x + 1)>+ C
Se aplican las leyes de los logaritmos para simplificar la expresion:

2
- -2
NG 22)|+C=ln|x f|+c
(x+1) (x+1)

Por consiguiente:

j (4x—2)dx  |x" =24
3 2 =In 2
x T —x"—2x (x+1)

© Caso II. Los factores del denominador son todos de ler grado y algunos se repiten
Si se tiene un factor de la forma (ax + b)", se desarrolla una suma como sigue:

A B C Z
+ + o
(ax+b)" (ax+b)"" (ax+b)? ax+b

En donde A, B, C'y Z son constantes por determinar.
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EJEMPLOS .
9 2
g' ] ®#° Determina el resultado de: Im
o (x—=1)(x+1)
g

Solucién

+s5x A B C
(x—Dx+1)* x—1 (x+1)7? x+1

3x* +5x _ A+ D*+Bx—D+Cx—D(x+1)
(x—D(x+1) (x—Dx+1)7

_ AR +2x+ D+ B —D+C( 1)
(x—Dx+1)7

Luego, para que se cumpla la igualdad:
3x2+5x=x3A+C)+xQRA+B)+A—B-C
Entonces se genera el sistema de ecuaciones:
A+C=3
2A+B=35,
A—B-C=0

su solucion es:

finalmente,

(3x* + 5x)dx :2-[ dx +_[ dx J- dx
x

i i —Infx—1|— — +Infr+1|+C
(x—Dx+1 -1 (x+1) x+1 x+1

1
= In|(x + D(x—1*|———+C
O
4 p—
2 @0 Resuelve JH d
y +2y
Solucién
Cuando el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, se efectia la division.

4 2
y -8 _ 4y- —8
EpY =Y T2 2
y +2y y t+2y

Entonces,

*—8)d 2
J(§3+2)yzy_f[y_2+4y : ]dy

Se separan las integrales,

Cfede (4" =8)dy @y —8)dy
B A s e S
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donde

y3 +2y2y

Se concluye que,

J‘(

(4y* —8)dy _

La integral J% se resuelve mediante fracciones parciales,
4y' -8 _ 4y" -8 4'-8 _A B, C
Y2y Y (y+2) YO+ Yy y+2
4y’ =8 _ Ay+2)+By(y+2)+Cy* _ y(B+CO)+y(A+2B)+24
Y(y+2) Y(y+2) Y(r+2)
De la igualdad se obtiene el sistema de ecuaciones:
B+C=4
A+2B=0,
2A=-8

A

—4,B=2yC=2

La integral se separa de la siguiente manera:

dy dy dy 4
—4|=+2|=+2|——=—+2Inly|+2In|y+2|+C
.[yz Jy Jy+2 y |y| |y |

:i+2(1n|y|+1n|y+2|)+c
y

:i+21n|y2 +2y|+C
y

' -8)dy _y

4
—2y+—+2In[y* +2y/+C
vy 2 T b+ 2

EJERCICIO 15

Obtén las siguientes integrales:

x+4
L J‘xS-i-3xz—i-2x
|

e o 00000000 e

4x* —2x+1
4x* —x

N

dx

(x* +11x —30) dx
X —=5x%+6x

hed

(12+10x 2x%) dx
X —4x

A~

(=9x—9)dx
x(x* —9)

Tx* —4
X+ x—2x

o

f

(16x* —48x +15) dx
2x° —7x* +3x

(8 +3x—x%)dx
2x+3)(x +2)*

2x* — S5x + 4dx
(x—2)

9. |
0. [F———

11.

12|

2x* —10x +14
(x=3)°

xF+x=1
x4+ 2x* +x

dy
(y—m)(y—n)
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e o0 0000000000000 e e

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 06 6 06 6 0 06000000

B
4|
is. |
i6. |

1

=

18
19, |
2. |
o ]
. |

w? — 9w+ 25

w? — 9w+ 20

dy

=30 -2)0(-1

3—5x

X’ —6x*+9x

3dw

3
w o —w

(11x —7) dx

2x7 —3x—2

wrdw

(w—6)(w* —36)

8x—3

—_—axX
12x* —7x+1

(x — xH)dx

3x* 4+ 26x% + 64x + 32

5x°—5

3 2 dx
x> —9x" +23x—15

2x° + x* —39x° —22x% +112x + 96

4x* —25x* +38x—8

dx

23 Jléx—x3

5—4x
24. J.6x7dx

m
25. j(l =

ydy
26, | ————
J(y+5)2(y—5)
7 (x+2)d)zc
x(x +6)
x> +1
1+x°
29. j(x_1)4

3
X

Rl P

x* =1
31. Jif(x —

© Caso III. El denominador contiene factores de segundo grado y ninguno de ellos se repite
A todo factor de la forma ax? + bx + ¢, le corresponde una fraccion de la forma:

En donde A y B son constantes por determinar.

Ax+ B
ax* +bx+c
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EAEMPLOS °
) 2
8. | @@ Obien el resultado de w
£ X +3x
.2
"” Solucién
La expresion
4x* +6 _ 4x* +6
X +3x x(x*+3)
entonces:

4x°+6 A Bx+C
x(x*+3) x x*+3
4x* +6 _ A(x* +3)+(Bx+ CO)x
x(x* +3) x(x* +3)
4x°+6 _ xX’(A+B)+Cx+3A
x(x*+3) x(x* +3)
De la igualdad resulta el sistema:
A+B=4
Cc=0
3A=6
donde
A=2,B=2,C=0
Entonces,
’+ +
@x +Odx_ r2dx | [Gx+O0)dy 2j 2] 28 x|+ InG 4+ 3) + €
x” +3x X X +3 x°+3
=Inx2+Inx2+3)+C
=Inx2x2+3)+C
Por consiguiente,

(4x* + 6)dx
T tay Inx2@x2+3)+C
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2
+
2 ®°° Determina el resultado de j(xif)
(x—=3)(x"+1

Solucion
Se realiza la separacion mediante fracciones parciales,
Bx+C _ AW’ +1)+(Bx+C)(x—3)

X +x A
X +1 (x — 3)*+1)

-3+ x-3

_ A(X’+1)+Bx’ —3Bx+Cx—3C
(x—3)x*+1)

_X(A+B)+x(-3B+C)+A-3C

X +x
(x=3)(x*+1)

(x=3)(x*+1)

De la igualdad resulta el sistema de ecuaciones:

donde

Al sustituir en la integral, se obtiene:

1 2
J- (x* + x)dx _6J dx (_§x+§)dx
_6 +
x=3)(x*+1) 57x-3 X+l

6 1 xde  2¢ dx
= _ — —_ + =
slnlx 3 ij2+1 ij2+1

=éln|x7 3|filn(x2 + 1)+Earc tan x + C
5 10 5
6
— 5
=InM +garctanx+C
(x> + 10

Finalmente:
6
2 4+ -3)3 |, 2
Ide = ln(xi)l +—arctanx +C

(x=3)(x* +1) @ +1)0

© Caso IV. Los factores del denominador son todos de segundo grado y algunos se repiten

Si existe un factor de segundo grado de la forma
(ax®> + bx + c)

Se desarrolla una suma de n fracciones parciales, de la forma:
Vx+W Yx+2Z

Ax+B Cx+D
(ax* +bx+c¢)""  (ax* +bx+c)"

ax*+bx+c  (ax* +bx+c)
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Métodos de infegracion

[

EJEMPLOS
=} (4x7 +2x + 8)dx

TEL ] ®#° Determina el resultado de 2
o
io

Solucién

Se realiza la separacion mediante fracciones parciales:

4x> +2x+8 A Bx+C Dx+E
==+ +
x(x*+2)Y  x X422 (x*+2)

4x* +2x+8  A(X+2) +(Bx+C)x’ +2x)+ (Dx + E)x

x(x* +2)? x(x* +2)°

4x* +2x+8 _ A(x* +4x% +4)+ (Bx* + 2Bx* + Cx* +2Cx) + (Dx* + Ex)
x(x*+2) x(x*+2)

Se agrupan términos semejantes,

4x°+2x+8 x'(A+B)+Cx'+x°(4A+2B+ D)+ x(2C + E) +4A
x(x* +2)° x(x* +2)°

De la igualdad anterior se obtiene el siguiente sistema:

A+B=0
4A+2B+D=4
2C+E=2
4A=8

Cc=0

donde
A=2B=-2,C=0,D=0y E=2

La integral se puede separar en:

(4x° +2x+8)dx _ _ dx 2x dx dx
J. 2 2 =2 7__[ 2 +2J. 2 2
x(x”+2) X x°+2 (x*+2)

dx
= 2Infx|—In|x* +2[+2] =
(x*+2)
La tltima integral se resuelve por sustitucion trigonométrica y el resultado es:

j%=ﬁarctani+++c
(x*+2) 8 V24P +2)

Este resultado se sustituye en la integral.

(4x* +2x + 8)dx

x(x* +2)? 2 4(x*+2)

IREINE S

= 1n‘x2‘ - ln‘x2 + 2‘ + Z(;arc tanT +

Entonces se concluye que:

2 2
(4x +2x+8)dx = n‘ s ‘-i—ﬁarctan \/Ex +7x +C
x(x* +2)? ‘xz +2‘ 4 2 2x2 +4
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5
2 ®@° Encuentra el resultado de J%
(x"+4)
Solucién

Como el numerador es més grande en grado que el denominador, se realiza la division,

x — 8x® +16x
(x> +4) (x* +4)

Entonces la integral se puede expresar de la siguiente manera:

xdx (8x* +16x) dx
_[ 2 2 :J‘de_ 2 2
(x*+4) (x~+4)

La integral

(8x* +16x) dx
(x> +4)y

se realiza por fracciones parciales,

8x3+16x:Ax+B+ Cx+D :(Ax+B)(x2+4)+Cx+D
(x> +4Y? xX*+4 (*+4) (x> +4)

_ A +BY’ +x(4A+C)+4B+D
(x* +4)°

De la cual se obtiene el sistema de ecuaciones:

A=8
B=0
4A+C=16
4B+D=0

dondeA=8,B=0,C=—-16yD =0

:4ln|x2 +4|+XZL

(8x3+16x)dx: J- x dx _[ x dx
( +4

(x> +4) x> +4 x> +4)
Finalmente, este resultado se sustituye en la integral

5 3 2
P DT N . s
(o +4) (o +4) 2 x4

= x—2—4ln|x2+4|—2L+C
2 x +4
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Métodos de integracion

EJERCICIO 16

Realiza las siguientes integrales:

. dm y’
S P N et
. dm 2x° +9x> +14x+8
. 2.J 3 12 J 2 2
. m+m (x™+2x)(x" +2)
: S .3 g2 4318 At
. 3 Jx 6x3 6x de 13, (5x )§ 82x 4x+4)
: X —6x (x"+1)"(x—1)
: 4 [2x7+xt 43700 280 +171x+162) Ly (G 5x—1)
: ' x(x* +9) a4 2x -1y
2
—5x+
jfdy 15, [ Sx 32 x
y' —16 (x~—6x+38)
xt—1 dx
6. | ————dx 16.
-[x3—x2+9x—9 -[(x+2)(x2+2x+4)2
4+ 3007 + Tx+
7 J4x étde 17, (4x x2 302x Tx 49)dx
16 —x (C+4)P(x+1)
S 4 Y+ +22x7 +5x+
y2 5y2 y 18, (B3x" +x EZx 25x So)dx
Oy +1 x(x” +5)
X +4 dx
9. | ———d 19. | ——
Jx“—5x2+4 " sz(x2+5)2
dx
10. jx3_8

5 + 4+ 3+ 2 _
20. Demuestra que f3x 13x 2(322 fr 3 8+x5)2 40x =75 dx equivale a:
x(x X

4(3x+10
:lln|x4(x2 + 3x+5)| e arc tan J1ex+3) N (2 x+10)
2 121 11 x  11(x"+3x+5)

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 ¢ 6 0000000000 coo o

Integracidn por sustitucién de una nueva variable

Algunas integrales que contienen exponentes fraccionarios o radicales no se pueden integrar de manera inmediata; por
lo anterior se hace una sustitucion por una nueva variable, de tal modo que la integral que resulte se pueda integrar
por alguno de los métodos estudiados.

Diferenciales que contienen potencias fraccionarias de x

Una integral que contenga potencias fraccionarias de x, se puede transformar a otra mediante la sustitucion:
x=w"

Donde 7n es el minimo com@in maltiplo de los denominadores de los exponentes fraccionarios.
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Ejemplo
dx 1 i
Demuestra que J ; - = 2x*+4x* +4In

x? —x*

1
x4 —1

+C

Solucién

Se obtiene el menor denominador comiin que en este caso es 4, por lo que la sustitucion es:
xX=w

Luego,

1 1

x2=wl, xt=w y dx=4dwidw

Por tanto, la nueva integral resulta:

dx _ 4wdw
b

Se integra,

wavi3wdw=4j[w+1+ wzviwldw=4jwdw+4jdw+4jwv2vﬂiww

2

W +a4w+4] wdw

w(w —1)

PP dw

= 2w + 4w + 4j—1 +C
-

=2w2+4w+Injw—1|+C

1
x4+ —1

1

1 1
1 o 1 1
Pero w=x*, se demuestra que J-ﬁ =2x%+4x* +4In +C

x2 —x*

Diferenciales que contienen potencias fraccionarias de a + bx
Una integral que contenga potencias fraccionarias de a + bx, se puede transformar en otra, mediante la sustitucion:
a+ bx=w"

Donde n es el minimo comtin maltiplo de los denominadores de los exponentes fraccionarios.

EJEMPLOS .
) 2 1

Q. 3 1

g ] @ Demuestra que J.(x—‘ril)2dx=(x+l)—3(x+l)3 + 3arctani/x+1 + C
o 1+(x+1)3

Solucion
Se obtiene el minimo comn mdltiplo de los denominadores de las potencias fraccionarias y se realiza el cambio,

x+1=w3

2

2
3= 2,

donde dx =3w2dw y (x+1)
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2 e

Por tanto, la nueva integral resulta,

Wl

(x+1)°

Métodos de integracion

4

T+ +1)

Se resuelve la division y se integra:
4

3j#dw =

2
w

dx 3wldw) =
% J.1 +w? ( )

3J(w2 —1 +W21+1de = 3fw

SI#dW

=w3—3w+3arctanw + C

1
x+ 1 =w3, entonces w=(x+1)> =3/x+1, por consiguiente se deduce que:

w o

(x+1)° :
_ =x+1)—-3x+13 + 3arctan3x+1 + C
1+(x+ 1)3
+1 +4-2/x+3
Demuestra que J o =2Jyx+3—In Sl s ] R C
(x+2)yx+3 +2
Solucién
La sustitucion que se realiza es:
wi=x+3
donde,
x+1=w2—-2,x+2=w?—-1y dx=2wdw
Por tanto, la nueva integral resulta:
x+1 -2
_ Qwdw) = 2 dw
J.()c+2)\/x-|— -[ 1)( ) '[
Ahora bien, al resolver la division e integrar, se obtiene:
w 1 dw w—1
2 =2|l1— dw = 2|dw—2 =2w— In +C
'[wz— f( w —1) f fwz—l w1
w2 = x + 3, entonces w = /x+3 y al sustituir se obtiene:
Jx+3-1
= 2Jx+3—In N +C
Jx+3+1
Se racionaliza,
x+4—-2x+3
=2Jyx+3—-Inf|———— C
x+2
Por consiguiente, se comprueba que:
+ +4-2/x+3
J xl = 2Jx+3—In ATETANYTS +C
(x+2)/x+3 +2
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EJERCICIO 17

Resuelve las

1
3x3dx
e
1+x?

1

J x3dx

3

14 x5

o000 0000000000000 00000e0 00

dex

(Bx+1)°

: 4. j%
3\’1+x3

siguientes integrales:

W=

dx

s _[ dx

1

J‘ xSdx

o

=

xr—x

14. Demuestra que J

15. Demuestra que J

\/;[H-x;]

T 1
\[4-i-)cg
J]L

L
3

1

(x+2)° dx
1

\/(x+2)5 +1

equivale a:

10.

11

J

dx
1 1

x2—2x*—3

J

12|

13.

5 ! 1
8(x +2)° —10(x +2)2 +15(x +2)°

[(x+2) +1:| n

: - equivale a:

x*+x3

1 5 1 1

7 1 3 L 1 1 €L
'%/;(;xlz —%xz +2x12 — %)ﬁ +3x* —4x% +6x12 — 12)-0— 121n

1

1
x2dx
1

2x3 +1

(2x + 5)dx
T x(x+5)

dx

1

(x=3)2 +(x=3)*

(t—1)dt

1t +2

— Eln
8

1

(x+2)° +y(x+2)° +1

1

2 +1 +C

cVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 6 ¢ 6 6 6 6 0 6000000 cococsos
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Métodos de infegracion

Infegracion de las diferenciales binomias

P

Son aquellas integrales que contienen expresiones de la forma x"(a +bx')? con ¢ > 0y se reducen mediante los
cambios de variable que se indican:

© Casol
Si Lﬂ =L con L € Z su cambio de variable es:
t
1
u=(a+bx")*
EJEMPLOS :
2 x* dx
‘E’- ] ®%° Demuestra que _[71 =3 4+x°+C
o (4 +x°)?
i)
Solucién

En la integral se observa que
w=2t=3,p=—-1lyqg=2
entonces,

wHl_ 2+l oz
t 3
Por tanto, el cambio de variable es:

1
u= (4+x%)? donde u?=4+x3

Se despeja la variable x y se determina la diferencial,

2

! -=
x= W -4} y dx= %u(u2—4) 3 du

Al sustituir en la integral, se obtiene:
2 1 2 b _2
j—fﬂﬁT:jx%4+xﬁdezjm2—4ym%2~§um2—4)3du
(4+x°)?

=zjdu=gu+c
3 3

Pero
L
U= (4+x°)?
por consiguiente:
x*dx 2
[ —=={a+x +c
(4 +x° )E
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2

3 2+ 3 2 _
xdx1:3(x 13 (2x 3)+C

2 ®o Comprueba que _[

(x* +1)° 20
Solucién
En esta integral
w=3t=2,p=—-1yqg=3

entonces

+ +

wHl_3+1_, 5z
t 2

El cambio de variable es,

1
u= (1+x*)3 donde u’=1+ x2

Se despeja la variable x y se determina la diferencial,

3 ! 3u®
x=wWw —-1)?* y dx= ———du

2u’ —1
Se sustituye en la integral y se obtiene:

[ = [y = [t - D)

(413

o
2Ju’ —1

37,3 353,
= | —Dudu = ——u"+C
2.[(u Ju du IOM 4u

1
Pero u = (1+ x*)?, por tanto, al sustituir y simplificar el resultado

3 s 2
o %(x2 +1)3 —%(x2 +1) +C
(* +1)°

3., 21, 1
= (X +D)=x"+D—=|+C
2(x )(s(x )2

2
2 3 2 _
3(x"+1)*Q2x" —=3) e
20

Finalmente,

2
3 2 3 2
x” dx :3(x +1)2(§2x 3)+C

T
(x> +1)°
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© CasoIl
. wtl . .
Si rr: + P L ,L e Z el cambio de variable es:
t q
1
(a +bx' J‘I
u= -
X
Ejemplo
Demuestra que:
1
+xhy*
dx : __+xH iC
XA+ xh)* o
Solucién
En esta integral
w=-2t=4p=-3yqg=4
entonces,
w+1+£ _ T2+1 3 lié:71
t q 4 4 4 4
Por consiguiente, el cambio de variable es,
1
1+ x* 1 —u’d
u= 4x donde x = y dy= 44
X Yut —1 (u4 — 1)4

Al sustituir en la integral se obtiene,

d . -3 1 R
el = g | [F5 )| S |
3 N _ H
X1+ xh)4 \/u 1 “ (u4 — 1)4
1
1+ x* ) .
Pero u = 2 , entonces de acuerdo con el resultado anterior
X
1
+x*)4
dx = _(1+x) i C
C(1+xh *
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EJERCICIO 18

Determina las siguientes integrales:

s o0 0000000000

3
L[y . J(4 +3x*)2dx
. 5 . T
2+y)?
2. [x07-5x dx 7. jil
x(x° +16)*
x° dx dx
3. _[7; 8. —
(9+x*)* x4 — x4
2 3
4. [XG+4x7) dx 9. [X(B+x)7 dx
x*dx
5. 71
(x> +1)?
OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ o o 0 0 00000 ccoocooocooos

Transformaciones de diferenciales frigonométricas

Aquellas integrales que tengan una forma racional, cuyos elementos sean funciones trigonométricas seno y coseno, se
emplean las siguientes sustituciones, mediante la transformacion:

De la identidad trigonométrica,
o « 1—cosa
tan | — |=———
2 1+ cosa

Se realiza el cambio tan(z J= t

, _l—cosa

" l+cosa
2

Se despeja cos «, cosa =

1+

Dada la funcidn trigonométrica cos «, se completa el tridngulo rectangulo de la siguiente figura:

2t 1+t
@
1-+¢*

2t 1—¢

Por tanto, sen a = 5 cosa = 3
1+1¢ 1+1¢
dt

luego, tan ad =t entonces da =2 5
2 1+7¢
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Ejemplos

EMPLOS

] @

Métodos de infegracion

Encuentra el resultado de jdia
3—2cosa
Solucién
Se emplea el cambio
dt -1
da=2 cosa =
[1 +1 ] Y 1+7
se sustituye en la integral
2 2
+ 2 + 2
[—LE L =2 2B aretan(V5 1)+ C
5t+1 5

dt =
35 1-7 J 567 +1
1+ 1+
Pero t = tan(z ) , por tanto, se deduce que,

Jﬁm |:\/—arctan(\/—tan( D] c

Obtén el resultado de J.L
Ssen 6 —1
Solucién
Se sustituye
dt 2t
do=2 0=——
[l+t2] yosemtT e
en la integral
2
2 _
J' 1+1¢ dt:2J. 2dt :_J~ d;‘ :_£1t2\/_5
2t —2 +101 — 1 (t—5)—24 1+26 -5
> 1+¢° !

0
Pero t = tan(2 ) por tanto, se concluye que,

jd(’: !2I5

Ssen6 —1 ( J+2\/——5
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Férmulas equivalentes de transformacion

Otro cambio que se emplea en las integrales en forma racional que contienen funciones trigonométricas seno y coseno

es:
dt
1+72

,tana =1t y da=

t 1
sen o = COSt¥ = —F/—
J1+72 1+

Cuyo tridngulo es,

t 1+t

2

Se recomienda utilizar estas sustituciones cuando se tienen las expresiones: sen’ «, cos® @ y sen a cos @

EV.,IEMPLOS °
]

B | ®®°Encuentra el resultado de J &

g (5—sen y)(5+seny)

[y Solucién

La integral es equivalente a

J3
25 —sen’y

Entonces,
d =i ;seny= !
T Y T e
Al sustituir en la integral, se obtiene,
dt dt
J 1+¢ = f L+e = f d = ﬁarctan —zﬁt +C
; v’ 241 425 241* +25 60 5

25 —

e 1+

Pero tan y = ¢, por tanto, se concluye que,

J dy = ﬁarc tan[z\s/g tanyJ+C

(5 —sen y)(5 +seny) )
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(tan®x +1) dx

2 ®@° Determina el resultado de J > >
3cos” x —2sen x cosx +sen“x

Solucién

Se sustituyen las equivalencias en la integral y se simplifican:
dt
£ +1
J- (tan®x +1)dx 3 J- ( )(1+12)
3cos” x — 2 sen xcos x+ sen’x | : ; | ; :
3 -2 +
J1+7 Ji+2 i+ J1+7

a++) 1+
:f 1+ :J 1442 _ & +1)dt
3 2 2 3—2t+1¢2 2 —2t+3
1+£2 1+ 1+ 1+

La integral resultante se expresa de la siguiente manera,

3
gt + 1)dt _ ,[ (12 =5 dt
t°—=2t+3 t—2t+3

Se resuelve cada una de las integrales,

t2 t—1—4
== +2+ | 5———dt
2 Jt2—2t+3

2

=L fo+ Jildt —4]2L
2 2+3 7 —2+3

2

=L yous ln|t —2r+3/—4 ji
2 t—17+2

= [ + 2t + 7ln|t —2t+3| arc tan” 1+C
; e

Pero ¢ = tan x, entonces:

%tan2 X+ 2tanx+ %ln tan® x — 2 tanx + 3| —2/2 arc tan(tanx 1 )-i— C

V2
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EJERCICIO 19

e o 000000000000

Determina las siguientes integrales:

| J‘ do
"4 45c0s0

9. |

do
cos? 0 + sen 26

2. J.L 10. JL
1+2cosf 4secH—1
= 1. | da
sen"« + 8 sen acosa 6 —3sena +4cosa
4. JL 12. JL
1—cos x +sen x 2+ 3secx
3 _
5. [———d 13, 1By
(1+sen B) 1+tang
) i B U
sen w +cosw — 1 sen 6 —cos6
+
- J de 15. J3sen0 4cosf 40
1—tg6 4 sen 6 — 3cosf
do dw
sen 6 — cos6 sen“w — 5 sen w-cosw + cos” w
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ o 6 06 6 06 6 0 6000 00c0cocoscoo
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL
HISTORICA
3
o
3
oz
i afemdtico francés, Cauchy fue pio-
A - - . Mnero en el andlisis y la teoria de
- permutacion de grupos. También

investigo la convergencia y la divergencia
de las series infinitas, ecuaciones diferen-
ciales, deferminantes, probabilidad vy fisica
matemdtica.

En 1814 publicé la memoria de la integral
definida que llegé a ser la base de la teoria
de las funciones complejas. Gracias a Cauchy el andlisis infinitesimal ad-
quiere bases sélidas.

Cauchy precisa los conceptos de funcién, de limite y de continvidad en la
forma actual, toma el concepto de limite como punto de partida del andlisis
y elimina de la idea de funcién toda referencia a una expresion formal,
algebraica o no, para fundarla sobre la nocién de correspondencia. Los
conceptos arifméticos ahora oforgan rigor a los fundamentos del andlisis,
hasta enfonces apoyados en una intuicién geométrica que queda elimina-
da, en especial cuando mas farde sufre un rudo golpe al demostrarse que
hay funciones continuas sin derivadas, es decir: curvas sin fangente.

Augustin Louis Cauchy
(1789-1857)
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Constante de integracién
Dada la integral indefinida J. f'(x)dx = F(x)+ C, representa la familia de funciones de F'(x) donde C recibe el nombre

de constante de integracion.

EJEMPLOS
2x

(T2}

o . ., .
. 1 ®#° Determina la funcion cuya derivada sea e

5
i Solucion
La derivada de la funcion que se busca es:

fr(x) — er

Se integra f’(x) para obtener f(x)
fo=[e ax

fx)= %e“ +C

SiC = —2,0, 2 se obtiene una famila de curvas para f(x),
Y f=¢"+3
f@=e"
fx)y=e"-2

Finalmente, la funcion que se busca es: f(x) = Ee“ +C

®9° Determina la ecuacion de la curva, cuya pendiente de la recta tangente en el punto (4, 5)es y’ = f2x +1

Solucién

Seintegray’ = 2x +1
3

2
y:J 2x+1dx — y:7(2x;-1) +C

Al sustituir las coordenadas del punto (4, 5) se obtiene el valor de C,

_Q2@)+1)

|

5 +C — 5=9+C - C=-4

De acuerdo con el resultado anterior, la ecuacion de la curva es:

_@x+D?
3

|
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3 e

4 oo

Aplicaciones de la integral

Encuentra la ecuacion de la curva cuya pendiente de la recta tangente en el punto (3, 1) es igual a 2xy

Solucién

La derivada es implicita, entonces,

dy
—=2
dx ®
Ahora, se agrupan las variables,
a _ 2x dx
Yy

Se integra la expresion y se obtiene:
J‘@:J‘Zxdx - Iny=x*+C
y

Al sustituir las coordenadas del punto (3, 1), se encuentra el valor de la constante de integracion,
nl1=3*4+C - 0=9+C —» C=-9
Por consiguiente, la ecuacion de la curva es:

Iny=x2-9 — y=¢ °

. .. , m . m . . .
Una motocicleta viaja a razon de 10 — y acelera a un ritmo de (3t — 5) e Determina la velocidad a la que viaja
S

la motocicleta al transcurrir 4 segundos.

Solucién

., . dv
La aceleracion se define como d— = a, entonces, dv = a dt
t

Integrando esta expresion, se obtiene la velocidad v

jdv=j(3t—5)dz N v=§t2—5t+C

Para un tiempo inicial # = 0, la velocidad de la motocicleta es 10 — , estos datos se sustituyen en la funcion para
obtener el valor de C. s

10 = %(0)2 —50)+C donde C=102
S

. 3 . .
Por consiguiente, v = §t2 — 5t +10, luego, la velocidad de la motocicleta al cabo de 4 segundos es:

= 34y —s@+10 =141
2 S
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EJERCICIO 20

© o000 0000000000000 0000 e e

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

1.

2.

. . 2a 3w .
. Precisa la ecuacion de la curva que pasa por el punto 3 y cuya derivada en este punto es

. Obtén la ecuacion de la curva que pasa por el punto (—In 4, 1) y cuya derivadaes x'=

. 5 . .
. Encuentra la ecuacion de la curva que pasa por el punto (4, 727) y cuya derivada en dicho punto es x’'=sen* 2

. La derivada de una funcion es

La pendiente de la recta tangente a una curva es x + 3. Obtén la ecuacidn de la curva si pasa por el punto (2, 4)

La derivada de una funcion esta dada como f'(x) = cos(x - 2). Encuentra f(x) si ésta contiene al punto de

coordenadas (27, 1)

. Una curva pasa por el punto (3, ¢3) y su derivada en este punto es igual a xe*. Determina la ecuacion de dicha

curva.

44* —9x?

2
X

. y . dx 19 1
. Determina la ecuacion de la curva, cuya derivada es - =3y’> — 4y cuando pasa por el punto (—89, 2)
y

_ 3y’ —12y+3
Q-y’(y+D

. . 2 .
. Precisa la ecuacion de la curva que pasa por el punto (5, 3) y cuya pendiente de la recta tangente en este punto

esy’ = xyJx*—9

Y

y+3

- X

. Encuentra la funcion cuando pasa por el punto (—3, —1).

2x2

La pendiente de la recta tangente a una curva en el punto (0, 4) es — Tk Encuentra la ecuacion de la curva.
X

La derivada de una funcion en el punto (0, Z) es x2 sen® y. Obtén la funcion.

Determina la funcion del desplazamiento de una particula que lleva una velocidad constante de 11 m/s y al trans-
currir 8 segundos se desplazd 73 m.

m
Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba y 3 segundos después su velocidad es de 30.6 e Calcula la velo-
cidad del lanzamiento.

. . m .
Una particula parte del reposo y se mueve con una aceleracion de (7 + 2) — , para un tiempo de 4 segundos su
S

. m . . . . .
velocidad es de 12 — . Determina la distancia recorrida en este tiempo.
s

En un proceso de enfriamiento, conforme transcurre el tiempo, la rapidez de pérdida de temperatura (T) es el
cuadruplo de los # minutos transcurridos. Si al principio del proceso el material tenfa una temperatura de 64° C,
determina la temperatura al transcurrir # minutos.

Desde lo alto de un edificio se deja caer un objeto y tarda 6 segundos en llegar al suelo. Calcula la altura del edificio.

Desde la parte mas alta de una torre se arroja hacia abajo un cuerpo con una velocidad de 8 m y tarda 3.2 segundos
]

en tocar al suelo. Calcula la altura de la torre y la velocidad con la que choca el cuerpo contra el suelo.

Nota: g = 9.8 Ez
s

QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 6 ¢ 6 6 0 6 0 6000000 cococos
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Integral definida
Representa el 4rea que forma la funcion f(x) con el eje X en el intervalo [a, b].

YA
y=fx

QS
SR 4

Teorema fundamental

b
[ ) dx = Fb) — F(a)

a = limite inferior
b = limite superior

Célculo de una infegral definida
a) Se integra la diferencial de la funcion.
b) Se sustituye la variable de la integral que se obtuvo, por los limites superior e inferior, y los resultados se restan
para obtener el valor de la integral definida.
Propiedades de la infegral definida
b a
1. j F(x) dx =—jb F(x)dx

2. Lh ¢f (x)dx = c[F(b) — F(a)] donde c es una constante
3.0 [z =] feodv= [ g0 ax

b c b
4. j F(x)dx = j ) f(x)dx+J.C F(x)dx conc e [a, b]

EJEMPLOS .
_° a 203

[« [ L) 2 _ 2 = =

g ] Demuestra que J.U (a” —x7)dx 3

e

Solucién
3 a
. a2 2 |2 X
Se integra, J.O (a* —x7)dx |:a X 3 ]

se sustituyen los limites
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4
2 @ Demuestra que: | dx = —
d IZ J3x—2 3
Solucién
Se integra y se sustituyen los limites,
6 dx 2 * I2 2 2 2 8 4
=|=J3x—=2| =|=J36)—-2—-—=J32)-2|=|=-D—-—=2Q)|==-—= =
s -3 - [ - [feo-de)] - 53
3 ®°- verifica que la integral definida J.fsenzxdx = TFT_Z
Solucién
Se integra la expresion .
LA z 1 N
J ‘sen"xdx = J 4l ———=cos2x Jdx = | —x——sen2x
0 2 .
Se sustituyen los limites
[lx - lsen 2x] - ) lsen p) i | I:l(O) - lsen 2(0)]
2 4 0 2\ 4 4 4 2 4
= E_lsen K. 0—lsen(0) _m_ 1 _m=2
8 4 2 4 8 4 8
Finalmente tenemos que:
JZsenzx dx = T2
0 8
e 1
4 ®°° Demyestra que: fl xInxdx= Z(e2 +1)
Solucién
Se integra por partes,
e x2 1 e xz 1 ‘
xlnxdx = —Inx — — =|[—|Inx—=
.[1 2 2 .[ ¥ dx 2 2/],
Se sustituyen los limites,
2 ¢ 2 2 2 2
L(lnx—l) = i(lne—l) — L(lnl—l) =i(1_l)+l:i l:l(EZ +1)
2 2/], 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4
Por consiguiente,
e 1
[ “xinxdr=—(+1)
1 4
5 ®e- Calcula el valor de la integral I: 22dx
Solucién
Se integra y se sustituyen los limites:
. ST [ 8] s 2 e
J' 224y = = - =% _ < _ 5
0 In2 In2 In2 In2 In2 In2
0

W |
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EJERCICIO 21

Determina el valor de las siguientes integrales:

: 1. Joz(xz—Zx)dx 1. fz&dx
: 2 5
. 2. [ (x+5)dx 12 “xe'dx
: 3. J:(\/;-i-’jx)dx 13. szcos3xsenxdx
© 2
: 2, 6 dx
. 4. [ (¢ —4x+3)dx 14. j}m
5. J:senxcosxdx 15. J‘ﬁ dx
2 0 Ja—x
6. Jw3senxdx 16. JCM
0 e X
3
3 dx U dx
(ANK = 17—
(x> +1)
5. [ 15, [7Oxz 1D
e 2y 3oxT—=3x+2
9. J; 1+ cosx dx 19. J.Ozcoszxdx
3
2 xdx s
'[*'xz ) 20. JO tan’(2x) dx
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ 6 6 6 6 0 60000000 cocoscsos

Area bajo la curva

El area limitada por la curva y = f(x) continua en [a, b], el eje X y las rectas x = a, x = b, es:
b b
Area= [ fxydx=|"ydx
El 4rea limitada por la curva x = f(y) continua en [c, d], el eje Yy lasrectasy = ¢,y = d, es:

Area = j:{ () dy = J.[dx dy
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EJEMPLOS .

o

2. 1 ®#° Obién el drea limitada porlarectay = —2x + 3 desde x = —2 hastax = 1
£

o .2

[iry Solucion

Area = [ f(x)dx

-2
= j (—2x+3)dx= [—x2 + 3x]12
-2

= [=()* + 3] = [~(=2)* +3(=2)]
= 2-(-10)=124°

2 ®¢° Encuentra el drea comprendida entre la curvay = 2x — x? y el eje X

Solucién

Se buscan los puntos de interseccion de la curva con el eje X,

Y4

0 2

2x—x2=0,x2-x)=0 donde x=0,x=2

2 372
Area = J(Zx —xH)dx = |:x2 - x:|
0 3 0

oy @ g @ _, _8_4 .
Area—|:(2) 3] [(0) 3] 4 S
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3 ®°° Determina el area limitada por el eje X, la curva f(x) = Ll ylasrectasx =2yx =4
-

Solucién

il dx:[x-#ln(x—l)]z

4
Area = J
5 X

=[4+In4—-D]—[2+1In2—1)]
=2+ In(3) = 3.098 u?
4 @9 Cacula el 4rea limitada por la curva f(x) = % , limitada por el eje Yy lasrectasy =2,y =7
X —

Solucién

Se despeja x de la funcion y se obtiene

X 3+2

y
Y

y=7]
y=2]

3

N"
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5 ®e Encuentra el drea limitada por el eje X, la funcion f(x) = cosxylasrectasx =0y x =
Solucién
Se traza la grafica de la funcidon f(x) = cos x

Y 4

A

o A
:
LS
A
53 4

Parte del area sombreada queda por debajo del eje X, asi que se multiplica por —1

ko
- T
Area, = A, — A, = '[02 cosx dx — J‘ﬂ cosx dx
2

= [sen x]og —[senx]? = [senz —sen 0] - [sen m— senz]
z 2 2

L= [-1]=1+1=2u?

EJERCICIO 22
. Determina las areas comprendidas entre las curvas y las rectas dadas.
: L.fx)=2x+1,x=1,x=4 12.y=x/;,x=1,x=4
. 2. fx) =x%,x=0,x=3 13.x=y—1Ly=1,y=5
: 3.f(x) =x3x=2,x=5 14.y=9 —x%eleje X
. 4. fx)=x,x=0,x=9 15. y = 2 y=0x=3
. x+1
5. f0) =4 —x%x=-2,x=2 16. f0))=y3>—y,y=—-1,y=
— 2 — — — 3. _2 2
6. fx)=x"—6x+9,x=3,x=6 17.y=(ax)y,x=——,x= —
a a
y—3
7. fx)= Jx+3,x=-3,x=1 18.x=yj,y=3,y=5
8. f)= Jx—2,x=2,x=11 19. f(x) = xy/x* —1,x= 1, x = J10
9. f(x) = =0,x="T 20.y= 5L i ox=4
. fx)=senx,x =0,x = Ly = x2+2,x— ,X =
10. fxr)y=x>—2x+ 1, x=—-1,x=3 2. x=lny,y=1,y=4
11 x21(5—4y—y2)elejeY 22 yZLx=Ox=l
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2y 3y—5

. 23. x= y=0,y=2 29.x= 5————,y=4,y=

. /9_yz y —2y—3

: 3x—4

: 24. y=3sen2x,x =0,x =7 30. f(x) = o 6,x=4,x=6

1
25. y=eX¥,x=0,x = E

26.y = ,x=—2,x=—1 32.y= ,Xx=4,x=9
y 2 X X Y=o X

27.x= J4—y y=-2,y=2 Boam S y— =g

L X = y .y = » Y = X = Syz,y—,y—
o e yz

28. y=x%*cosx,x=——,x=0 34, —+= =1,x=—a,x=a
2 a b

QVerificatus resultados en la seccién de soluciones correspondient@ e ¢ « ¢ e ¢ e e 6 ¢ e 6 o 0 e 0000 occoococccscone

Férmula de trapecios

Determinada la funcidén y = f(x), el area aproximada que esta limitada por la curva en el intervalo [a, b] es:
1 1
A= (Ef(xa) +f(x)+ flx,)+...+ Ef(xn))Ax donde x,=a,x, =b

n = namero de partes iguales en las que se divide el intervalo [a, b]

es la longitud de cada parte.

Jx) -1 /y=f(X)

Slx) -1
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EJEMPLOS .
) sy
g— 1 ®e- Calcula .[2 [2 de utilizando la formula de trapecios, dividiendo el intervalo [2, 5] en 6 partes iguales.
(5}
- ..
Solucién
Y X2
xX)=—
/ F)==
27757 " x

Los datos son:
X =2,n=6,x6=5

o

Con los cuales se obtiene la longitud de cada parte:

X
Se determinan las ordenadas de los puntos mediante la funciéon y = 5

X, 2 2.5 3 35 4 4.5 5

f(x,) 2 3.125 4.5 6.125 8 10.125 12.5

Se aplica la formula de trapecios para obtener el area en el intervalo [2, 5],

A= (;(2) +3.125+4.5+6.125+8+10.125 + ;(12.5))(0.5)

A =19.5625 u?
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[ 1) . . . . 2 3 _ .
2 Evalta la siguiente integral lewlx +8dx con n = 10 intervalos.

Solucién

4 f(x):\/xj+8

Los datos son:

Xy = -2, n=10, x10=2
Se obtiene el valor de Ax,
Ax = 2-(=2 _ 0.4
10

Se realiza la tabla para encontrar las ordenadas de x,, sustituyendo en:

f(x)=4x*+8

X =2 -1.6 -1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2 1.6

0 1.975 2.504 2.736 2.817 2.828 2.839 2.917 3.118 3.477

Se aplica la formula de area de trapecios,

A= (;(0) +1.975+2.504 +2.736 +2.817 + 2.828 + 2.839 + 2.917 + 3.118 + 3.477 + ;(4))0.4

Por consiguiente, el area es 10.884 u?
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ko
3 ®°° Encuentra Joz sen x’dx tomando 5 intervalos.

Solucién

De acuerdo con la integral se tienen los siguientes datos:

La longitud de cada trapecio esta determinada por,

T—o
Ax=2__=
5

E!

Se realiza la tabulacion para obtener las ordenadas de la funcion f(x) = sen x>

0 T ul 3T 2m
n 10 5 10 5
f(x) 0  -05877 —05877 05877 0.5877

n

N[

Entonces, se concluye que,

Area = (;(0)4— [-0.5877| +|-0.5877| + 0.5877 +0.5877 +;(0)I;g) = 0.7385 u?

EJERCICIO 23

Utiliza la formula de trapecios para obtener las siguientes areas:

1. foz dx conn=>5

e e 000000000

[\

‘ J:(2x—1)dx conn =38

. J:ll\/xz +x’ dx conn =4

|V}

3

5 Jx
4. jo\/m

dx conn =8

5. follnx dx conn =38
6. J‘llexs —Jxdx conn=>5
7. J‘fe”‘z’l dx conn =6

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 6 6 06 6 0 6 00000
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, . 1
Férmula de Simpson 3

Dada la funcion y = f(x), el area limitada por la funcion y el eje X en el intervalo [a, b] esta determinada por:

Area = %(f(x,,) FAf(x) T 2f () +4f () +2f(x) ...+ f(x,))

Donde:
x,=a, x,=b, Ax= b ; a y n = nGmero par de intervalos.
EJEMPLOS .
TE_ 1 ®*°Evalia jlsx/; dx conn = 4 intervalos.
o Solucién

Los datos son:

Se determina el valor de Ax,

b_ —
a_371_4;5
4

Se sustituyen los valores de x, en la funcion y = Jx para obtener las ordenadas,

X 1 1.5 2 2.5 3

f(x) 1 1.224 1.414 1.581 1.732

Por consiguiente,
0.5
Area = T(l +4(1.224)+2(1.414) + 4(1.581) +1.732)

Area = 2.796 u?

2
2 ®°° Evalna JO dx con n = 6 intervalos.

_r
1/x3 +1
Solucién
X =0, x,=2, n=6, Ax=——=—,
entonces el area es:

1
Area = %(0 +4(0.327)+2(0.585) + 4 (0.707) +2(0.726) + 4(0.702) + 0.66)

Area = 5(10.226) = 1.136 u?
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EJERCICIO 24

Utiliza el método de Simpson 3 para evaluar las siguientes integrales:

4 JS \xé-l—l

e e 0000 0 e

dx con n = 6 intervalos

1 J.ZL con n = 4 intervalos
0 \/xS +1

0 x+1
4 G . & 2 .
2. j Jx° =2 dx conn = 6 intervalos 5. jo cosx” dx conn = 4 intervalos
1
42t +1 .
3. J ~——dx conn = § intervalos
2 X
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « « ¢ ¢ ¢ ¢ e ¢ e e e e 0000 e cocecocccs

Area entre curvas planas

Rectangulos de base dx

El 4rea comprendida entre las curvas f(x) y g(x), tomando rectdngulos de base dx, estd definida como:

A= = glde

Rectangulos de base dy
El 4rea comprendida entre las curvas f(y) y g(v), tomando rectangulos de base dy, se define como:

d
A= _f Lf(y) —gldy

Yt fG)
do-ee---
Y,
S o
g0) fO) X

Es conveniente graficar las funciones para determinar la formula que se debe utilizar.
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EJEMPLOS .
9 1 @e Determina el area limitada entre las curvasy =x3+ lyx —y+1=0
o
E "
0 Solucién
i
Se buscan los puntos de interseccion de ambas curvas igualando las funciones:
¥ +l=x+1
¥ —x=0
x(x*=1)=0

x(x—Dx+1)=0
Por consiguiente,
x=0,x=1y x=-1
y=x3+1

YA
y=x+1

=4

4_1 0 ;
4

Se eligen rectangulos verticales de base dx para calcular el 4rea, por tanto,

0 1 .
Area = Jil(yl —yz)dx-i--“o(yz—yl)dx siendo y, =x3+1y y,=x+1

ji[()ﬁ +1)—(x+1)] dx+j01 [(x+1)—(° +D]dx

= J:(X3 —x) dx+j;(x—x3)dx
Pero
j:(af *x)dx=*_[(:(x3 *x)dx=_[0](x*x3)dx

entonces,

Area = j;(x*x3)dx+_[(:(x*x3)dx 2J.0[(x*x3)dx

Il
o
| ou—
0| =,
|
FN R
e

_ 2[@20)“}
2 4

. . . 1
Finalmente, el area comprendida entre las curvas es Euz
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Solucién

2 ®¢° Obién el drea limitada por las curvas y2 = 4x,4x +y— 6 =0

Se buscan las intersecciones de las curvas igualando los despejes en x,

y2+y—6=0

+3)H»r—-2)=0

2
Area = J.ig[xI —x,]dx

y=-3y=2
Y4 v =4x
dx+y-6=0
X

Se eligen rectangulos horizontales de base dy, para calcular el area, por tanto,

26—y ¥
= 2TY_Y g
P e

1o .
1173(6 y—y)dy

e, 2]

6y 2 3:|3

o @ @) (e a3
o) (s
1—12—2—§+18+2—£]

41 3 2 3

1125
4| 6
15,
24

. ; . 125 ,
Finalmente, tenemos que el area comprendida por las curvas es Zu
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3 ®°° Ehcuentra el drea limitada por las curvas x2 + y2 — 2x — 24 =0 y y2 — 8x + 16 = 0
Solucién
Los puntos de interseccion entre las curvas se obtienen al resolver el siguiente sistema:
{xZ + 3 —2x—24=0
y*—8x+16=0
Al multiplicar por —1 la segunda ecuacion y sumar con la primera, se obtiene,
xX2+6x—40=0 - x+10)x—4)=0 — x=-10;x=4
Se sustituye el valor de x = 4 en la ecuacidn de la parabola,
y2—84)+16=0
y2—16=0
y=4

Por consiguiente, los puntos de interseccion son los puntos (4, 4) y (4, —4) y el area esta determinada por:
_ 4
Area = J‘ﬂt(x2 —x,)dx

YA
V-8 +16=0

X%+ —2x—24=0

Se despeja x de ambas ecuaciones:

X +y"—2x—24=0 ¥ —8x+16=0

X =2x +1=24—y"+1 —8x=—y>—16
2

(x—1)?=25-y? x=2 ’;16

x—1=25-y’
x=425-y+1

Al final se sustituyen en la formula del area:

3 4
= [;\/25 -y +§arc sen%—;—4 —y:|
-4
3 _ _ AN
= [;\/25 —47 +§arc sen(:) - 4—4:|—[24\/25 —(—4) +275arc sen(:)— ( 21) —(—4)]

= [6+11.59 —2.66 — 4] —[-6 — 11.59 +2.66 + 4] = 21.86 u>
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EJERCICIO 25

Obtén el area limitada entre las siguientes curvas:

e e e 0000 e

Ly=x%y=x+2 8. 5x2 + 16y = 84;4x2 —y2 =12
2 x=yhat 4y =0 9. 3x> + 16y — 48 = 022 + y2 = 16
3x

3. y=4dx—x%y=x> 10. y = xy =

Y Y Y Y x+2
4. y2—4x—6y+1=0,y=2x+3 1L y?=xxy* +2x=3
5.4x2 = 17x — 15y + 30 = 0;y = Jx+4 12 Jx+yy =212+ = 16

6. x> +y2=18;x2=6y—9 13.x=9—y2;x=l—éy2

7. x> +y2=25;y2-8x+8=0

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢« ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 6 6 o 0606000000 csoocss

Volumen de sélidos de revolucién

Se generan al girar un area plana en torno a una recta conocida como eje de rotacidon o revolucion. Para calcular el
volumen se puede utilizar cualquiera de los siguientes métodos.

Método de discos

Se utiliza cuando el eje de rotacion forma parte del contorno del area plana.

Eje de rotacion, el eje X Eje de rotacion, el eje Y

Y4 _
YA fx), Eje - - f»
/

V= wj:’[ FI dx V= w]j[f O] dy
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Eje de rotacion, larecta y=k Eje de rotacion, la recta x=h

Y, Y4 Eje|x=h o)

- X
b d
V=m] [fx)— k] dx v=m["[f)~h] dy

EJEMPLOS .

_g_ 1 ®9°Encuentra el volumen que se genera al hacer girar el 4rea limitada por la pardbola y> = 4x y larectax — 2 = 0
aE: alrededor del eje X.

o

Solucién

Al hacer girar el rectangulo de altura f(x) y ancho dx alrededor del eje X, se forma un disco de volumen,
dV = my?dx

Integrando desde x = 0 hasta x = 2, se obtiene el volumen del solido,

V= 77:[ yidx = 77':[(4x)dx =[2m ] = 8’
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2 ®¢° Encuentra el volumen generado al hacer girar el 4rea limitada por la parabola y?> = 4x en torno a larectax — 2 = 0

Solucién

Para generar el solido se deben girar los rectangulos alrededor del eje x = 2, que es paralelo al eje Y, por tanto el
volumen de los discos es:

dV=m(2 — x)%dy

Integrando desde y = —2 V2 hasta y=2 V2 se obtiene el volumen del solido.

Y Eje 5
v =4x
242 Tremeenen
dy
1 1
| 1
X
242 LS
x-=2=0
2
V= 77_[ (2 x)’dy con x = yZ sustituyendo y simplificando:

s

2 j”(z ¥y de = 277] ( ;)dy

N s2V2
2 4y—y—+y— = 128\/57m3
3 80}, 15

Método de las arandelas

Se emplea cuando el eje de rotacidon no es parte del contorno del area limitada por las curvas, esto significa que se
generan s6lidos de revolucidon con un hueco en el centro, al tipo de discos con hueco en el centro que se utilizan para
hallar el volumen se denomina, arandela.

Volumen de una arandela

Sea Vel volumen de la arandela, entonces se define como la diferencia de volamenes de los cilindros de radio 7, y r,

V=V -V, = 7TV22/1 — 7'rr12h = 7T(r22 - rlz)h

Kl
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© Eje de rotacion horizontal

Y g(x) Y Y

X
El volumen generado en torno al eje X se define como:
b
v=a[ ( [f@] ~[¢w] )dx
© Eje de rotacion vertical
y g() Y Y
d ................
yip---
7N
Ch= j .
/ g fOon X X X

El volumen generado en torno al eje Y se define como:
d
v=a["([rof ~[s0)f )ay

Ejemplo
Determina el volumen que se genera al girar el 4rea limitada por la circunferencia x> + y? = 25 y larecta x — 7y +
25 = 0 en torno al eje X.

Solucién
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Se resuelve el sistema de ecuaciones para obtener los puntos de interseccion,

X¥+y’=25 x—7y+25=0

+
yma o =it

7

o5 —v =22
> (x+25Y
(i\/25—x2) :( 7 )

x2+x—12=0

G+ Hx—3)=0

Por consiguiente, las abscisas de los puntos son x = —4 y x = 3, los cuales resultan ser los limites de integracion.
El eje de rotacidn no es parte del contorno de la superficie, por lo que se emplea la formula:

v=n['([f@] - [ )ax

Donde f(x) es la circunferencia y g (x) la recta.
Al calcular el volumen se obtiene:

v [i‘/zs_xz]Z_[ngzs]Z]dx - wj34(25—x2_7M))”625de

49

3 (600 — 50x — 50x° 50
= 77‘[74 —49 ] dx

r 2 3P
_ 50 m_x_X}
-4

a
497 | 2 3
B 2 3 2 3
_ 0 (12(3)_3_3}[12(4)_(4»_(4»}]
49 |/ 2 3 2 3

- . 1
Por consiguiente, se deduce que el volumen es igual a: V = ?’ﬂ w

Método de capas

En este método el volumen de la capa se expresa en funcion de la circunferencia media, la altura y el espesor de la capa
cilindrica, engendrada al girar el rectangulo en torno al eje de rotacion.

La grafica de la derecha muestra el area comprendida por la funcion y = f(x) Yy
con f(x) > 0,eleje Xy lasrectasx = ayx = b.

Al girarla sobre el eje Y se genera el solido de revolucion, éste se divide en
n capas o casquetes cilindricos, unos dentro de otros, con la finalidad de obtener fx)

el volumen del solido.
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J)

1
T

El volumen de un casquete cilindrico se define como el volumen del cilindro exterior menos el interior, entonces:
V=V,-V = 7Tr22h — 7Tr,2h = 77'h(r22 - r12)
= 71'h(r2 + rl)(r2 — rl)
pero

1t
F=2 2

5 y Ar=r2—r

1

entonces:

V = 2mwrhAr

© Eje de rotacion el eje “y”
En el plano cartesiano se elige el i-ésimo casquete cilindrico de dimensiones r = x,, h = f(x,) y Ar = Ax, al sumar
los volimenes de los n casquetes cilindricos cuando n es muy grande se obtiene:

V= lim ¥ 2mx f()Ax = 2| xf (o
n‘)wl=l a

© Eje de rotacion el eje “x”

7. N d
V= limY 2wy, f(y)Ay = 27"y f(y)dy
i=1
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EJEMPLOS .
]

. 1 ®#° Utiliza el método de capas para hallar el volumen que se genera al girar sobre el eje Y el area limitada por la curva
g y=3x2—2xylasrectasx =0y x = 1.

[y

Soluciéon

Gréfica del 4rea a rotar y del solido de revolucion seccionado en capas

Y Y Y

y =fx)

Luego, el volumen se define:

_ ! 2 h.3 _ la3_ .4 _ 34 2 5| _ 304 2 s
V= 277-[0)6(3)( 2x7)dx = 277J(}(3x 2x")dx = 27T|:Zx gx :| = ZW[Z(I) g(l) :l

0
= 27T|:§_2:| = 27T|:ﬁ:| = Zw[l] = lﬂ'u3
4 5 20 20 10

2 ®¢° Obién el volumen que genera el area plana acotada por la pardbola x> + 4x — 4y + 8 =0y larectax + 2y — 4 =0,
al girarentornoalarectax — 1 =0

Solucién

X rdx—4y+8=0 Y Yy ELje

+2y-4=0 } [ |

-6 01l X VJr i X

Para encontrar los puntos de interseccion de la recta y la parabola se igualan las ordenadas y se resuelve la ecuacion
para x.
X +4x+8 4—x
4 2

— xZ+6x=0 x(x+6)=0

x=0,x=—6
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La altura del rectangulo esta determinada por

4—x_x2+4x+8= _6)c~l-x2
2 4 4

Yo =N =

la distancia del rectangulo al eje de rotacion es (1 — x) y su ancho dx, al aplicar la formula se obtiene el volumen,

2 4 3 0
V:Qﬂ-.[o (1-x) _bxtx dx = Z_WJ'O(X3+5XZ_6x)dx: m x_+51_3x2
= 4 43 2|4 3

Finalmente, el volumen resulta ser: V = 72 7u?

3 @@ Determina el volumen del slido de revolucion que se obtiene al girar sobre el eje X el area limitada por la curva
x> +y?=9ylarectay — 1 =0

Solucién
Y Ya
X+y'=9 3
..Ll;y_i! ]h‘
R X

El volumen se genera tanto en el lado positivo como en el lado negativo del eje X, por tanto:

V= 2J.l32ﬂy(ﬂ)dy = 4ﬂjl3y(\/ﬁ)dy

Se resuelve la integral:

Al evaluar se obtiene como resultado

_(9—39)2 +(9—31)2 :477[16\/5] _ 642

V=4
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26

Resuelve los siguientes problemas:

. Determina el volumen del solido que se obtiene al hacer girar la region limitada por la curvay = Jx de0a4
alrededor del eje X.

. 2. Calcula el volumen del solido que se obtiene al hacer girar la region limitada por la curva f(x) = Jx—2 ylas
. rectas x = 2, x = 11, alrededor del eje X.
: 3. Obtén el volumen del solido que se genera al hacer girar la region limitada por la curva f(x) = x? vy las rectas
: x =0, x = 3 alrededor del eje X.
. 4. Determina el volumen del s6lido que se obtiene al hacer girar la region limitada por la curva f(x) = Jx y
. las rectas y = 2, x = 0 alrededor del eje Y.
. 5. Determina el volumen del sélido que se genera al hacer girar la region limitada por la curva f(x) = x3, y las
. rectas x = 0, y = 8, alrededor del eje Y.
: 6. Determina el volumen del solido que se genera al hacer girar la region limitada por la curva y = x? y las rectas
: x =0,y = 16 alrededor del eje Y.
. 7. Determina el volumen que origina la superficie limitada por la parabolay + x> = 0 y larectay + 4 = 0, al girar
en torno del eje Y.
8. Obtén el volumen que se genera al rotar en torno al eje X el 4rea limitada por la curvay = 4 — x? y la recta
y=0.
9. Encuentra el volumen que se genera al hacer girar la superficie limitada por la curva y = (/x> +1 vy las rectas
x = —2yx = 2entorno al eje X.
10. Determina el volumen que se genera al hacer girar la superficie limitada por la curva x> — y2 4+ 1 = 0 y las rec-
tasy = 1.5,y = 3 en torno al eje Y.
11. Precisa el volumen que se genera al rotar en torno al eje X la superficie limitada por la semielipse 9x? + 25y% —
54x — 144 = O yeleje X.
12. Obtén el volumen generado al girar en torno al eje Y la superficie limitada por las curvas y = x>y y = NES
13. Encuentra el volumen que se origina al girar en torno al eje X, la superficie limitada por las curvas y = x2y
y=+x.
14. Determina el volumen generado por las curvas x> + y2 = 25y y> — 6x + 15 = 0, al girar en torno al eje Y.
15. Precisa el volumen que se genera al rotar en torno al eje X la superficie limitada por la curvay = 4x — x%y la
rectax —y =20
16. Calcula el volumen generado al rotar en torno al eje X, la superficie limitada por la pardbola x> — 6x — 8y +
17=0ylarectax —4y+5=0
17. Encuentra el volumen que se genera por la superficie limitada por la circunferencia x> + y? = 1, cuando gira en
tornoalarectax + 3 =0
18. Calcula el volumen que se genera al girar la superficie limitada por la pardbola y? 4+ 4x — 6y — 11 = 0, y larecta
2x+y—9=0,entornoalarectay + 1 =0
19. Obtén el volumen que se genera al rotar en torno a la recta x — 2 = 0, la superficie limitada por la curva
452 +y2 +48x + 128 =0
20. Encuentra el volumen que se genera por la superficie limitada por la primera arcada de la funcion sen x, al girar
entorno alarecta2x — 37w = 0
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ o ¢ o ¢ 06 6 6 6 0 6 0 60000000 c0coscsos
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Longitud de arco

Sea la funcidn y = f(x) continua en el intervalo [a, b], entonces la longitud de arco se define como:
b
L= [1+[fe) dx

Demostraciéon

Se eligen n puntos del arco AB y se unen los puntos adyacentes mediante cuerdas, las cuales tendran longitud As, la
linea quebrada resultante tendra longitud

= iASi
i=1

X X2 xiyy X b X

El limite al que tiende esta longitud cuando As, tiende a cero es la longitud (L) del arco AB, siendo

As; = /Ax/ +Ayl /1+ y’ Ax

ﬂ: Sx) — f(x)
Ax, X T X

y por el teorema del valor medio:
=f'(x)

para cualquier valor de x que cumpla x; _ | < x < x;, entonces:

L= hmZJH [reofax = [+l

En forma semejante, si la curva tiene por ecuacion x = h(y), entonces la longitud de la curva esta determinada por:

L= [" I+ o) dy
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EJEMPLOS .

o

2. 1 ®¢° Determina la longitud del arco de la curva y = x2, en el intervalo [2, 4]
£

o .

i Solucién

Se deriva la funcion y se obtiene
y' =2x

Al sustituir en la formula,

L= J:1/l+(2x)2 dx = J24J1+4x2d

4

= [%xdl +4x7 + iln(Zx +1+4x° ):|

2

= 2\/%—\/ﬁ+11n@ = 12170 u
4 4+J17
Y?‘ 5
y=x
-21 4 x

3
2 ®°:(Obténla longitud del arco de la curva, cuya ecuacion es x = y?, entre los puntos (0, 0) y (64, 16)

Solucién

Al derivar con respecto a Y se obtiene,

dx _3

dy 2

1
2

Ahora, se sustituye en la formula:
2
16 3 L 16 9 1 r16
= 22 = / Z -
L J.O 1+(2y)dy IO 1+4ydy 2J0 J4+9ydy
16
- [,/(4 +9y) ]

27

0

= 66.685 u
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EJERCICIO 27

oo 00000000000

Encuentra la longitud de arco en los intervalos dados de cada una de las siguientes curvas.

Ly2=x3 Il=x=4
2. x=y? 0=x=1
2 3
3-f(x)=§ (x—=1) l=x=4
: 3
4, f(x) = 4 x? 0=x=1
2 3

5. f(x) = g(xz—l)2 1=x=3
T T
6. f(x) = Incos x — =x= —
S) 5 )
T T
7. f(x) = Insen x - =x= —
S c 5

8. y=Inx? I=x=5
9.y=Inx 3 =x= 8

3
10.y="2"4+1 2=x=5
6 2x
OVerificatus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 6 ¢ 6 6 6 6 6 0000000000 cooccs

Aplicaciones a la economia

Funciéon de costos

El costo total para producir, vender y distribuir un articulo es igual a la suma de los costos fijos mas los costos
variables.

Cw),=C,+C,

Los costos variables dependen del niimero de unidades x, mientras que los costos fijos no. Estos @iltimos permanecen
constantes, algunos son el pago de la renta, el mantenimiento, y otros mas en los cuales no importa si se produce, vende
y distribuye una pieza, mil o cualquier otra cantidad y se representan, como:

Cx=0)=¢
El costo marginal es el costo para producir una unidad adicional mas cuando ya se tiene un nivel de produccion deter-
minado y se expresa como la derivada del costo total respecto al niimero de unidades:
dC(x)
dx

Costo marginal =

De forma contraria, si lo que se conoce es el costo marginal, entonces el costo total es la integral:
C=[C'(x)dx

Cuando se resuelve esta integral se obtiene una constante de integracion, la cual se puede conocer mediante las con-
diciones iniciales, la cual regularmente es equivalente a los costos fijos.
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1 @214 funcion del ingreso marginal al producir una bicicleta esti dada por la funcion

CALCULO INTEGRAL

Ejemplo
dC(x)

X

El costo marginal que emplea un fabricante de pernos esta dado por =302 — 0.04x y el costo fijo es de $12.

Obtén la funcion de costo total.

Solucién
El costo total se obtiene resolviendo la integral:
C= j (302 — 0.04x) dx
C =302x — 0.02x*> + K
Pero K, en realidad, son los costos fijos C ' entonces:
C(x =0) = 302(x) — 0.02(x)*> + K,

pero se sabe que C(x = 0) = C, » entonces:

Entonces la funcion del costo total es:

C(x) = 302x — 0.02x2 + 12

Funcion de ingresos

La demanda de un producto se define como p(x), mientras el ingreso total es el producto del precio, por el niimero
de unidades x, que se venden.

I(x) =p(x) - x

El ingreso marginal esta en funcion de la cantidad demandada y matematicamente se representa como la derivada del
ingreso total, con respecto a la cantidad x

dI(x)

Ingreso marginal =
dx

Si lo que se desea obtener es el ingreso total y se tiene el ingreso marginal, entonces se procede a efectuar una inte-
gracion:
100)=[1I'(x) dx

En este caso, cuando se integra y se encuentra la constante ésta sera siempre igual a cero, ya que si no se comercializa
ninguna pieza x, no existiran ingresos.

ae) _ 3x2 — 2x + 20, deter-
dx

mina la funcion del ingreso total y la funcion de demanda total.

Solucién

El ingreso total se obtiene resolviendo la integral:
1) = [(3x* = 2x +20)dx

Ix)=x>—x2+20x+ C
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Pero I(x = 0) = 0, por tanto, se obtiene el valor de C
I(x=0)=(0)7>—-(0)>+2000+C — 0=C
Entonces la funcidn del ingreso total es:
I(x) = x3 — x2 + 20x
Para obtener la funcion de demanda se despeja a p(x), de la relacion:

1(x)
Ix)=px)-x — P(x):T

Entonces, se obtiene:
X —x*+20x

= =x2—x+20
Pw) . X

Una compania manufacturera sabe que la funcién del ingreso marginal de un producto es 7'(x) = 20 — 0.002x,
en donde 7'(x) se cuantifica en pesos y x es el nimero de unidades.
Con base en la informacion antes mencionada, determina:

a) La funcion de ingresos totales

b) La funcion de la demanda del producto

¢) Los ingresos totales al venderse 500 unidades
d) El precio, cuando se venden 3 500 articulos

Solucién
a) La funcion de los ingresos totales se obtiene al resolver la integral:

I(x) = j(zo —0.002x) dx

I(x) = 20x — 0.001x%2 + C
La condicion I(x = 0) = 0, por tanto, se obtiene el valor de C

1(0) = 20(0) — (0.001)(0)>* +C — 0=C
Entonces la funcidn del ingreso total es:
I(x) = 20x — 0.001x2

b) Para obtener la funcion de demanda se despeja a p(x), de la relacion:

1(x)
Ix)=px)-x = px)=——
Entonces, se determina que:
_ 2
p(y = 20X70000 o 6001k
X

c) Para determinar los ingresos totales al venderse 500 articulos, se sustituye en:
I(x) = 20x — 0.001x2
1(500) = 20(500) — (0.001)(500)2
1(500) = 10 000 — 250
1(500) = $9 750
d) Si se desea obtener el precio, cuando se venden 3 500 unidades, se sustituye en:
px) =20 —0.001x
p(3500) = 20 — 0.001(3 500)
p(3500) =20 — 3.5
p(3500) = $16.5
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EJERCICIO 28

© o0 0000000000000 00 00

. Una maquina de coser industrial se deprecia en funcion del tiempo #, segin la funcion P'(t) = —

Resuelve los siguientes ejercicios:
1. El costo marginal para producir un perno metélico esté dado por C'(x) = 20 — x — x2, ademas se sabe que el costo

fijo es $4.00

Determina:

a) La funcion de costo total

b) El costo de producir 5 unidades

. La funcion del ingreso marginal de un cierto producto es I'(x) = 3x2 — 2x + 5, determina la funcion de ingreso

total.

. La funcion f(x) = 4¢%905* representa el costo marginal de produccion de un buje de cobre, en donde los costos

fijos estan dados por C = $200.00. Obtén:
a) La funcidn del costo total
b) El costo cuando se producen 500 piezas

. Elingreso marginal que tiene registrado un productor de bicicletas de montaha es: I'(x) = 8 + 3(2x — 3)?, deter-

mina la funcién del ingreso total y la demanda.

. El gerente de una empresa productora de dulces sabe que su costo marginal esta dado por la funcion

dC(x) _ __5
dx S2x+1

ademas sabe que el costo de producir 40 dulces, es $53.00.

Encuentra:
a) La funcidn del costo total
b) El costo de fabricar 220 piezas
8160

(Bt +2)*°
Determina:

a) La funcion del precio P(t), de la maquina, ¢ ahos después de su adquisicion
b) (Cual es su valor después de 5 afos?

. Una compaiia deprecia una computadora en funcidn del tiempo ¢ medido en afos, segiin la funcion

dP(r) 24000
a  @¢+3°

en donde P(?), es el precio de la maquina ¢ anos después de su adquisicion. ;Cudl es su valor después de 2 afos?

OVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « e ¢ ¢ ¢ ¢ e ¢ e e e e 0000 e cocococcs
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CAPTULO 11
ECUACIONES DIFERENCIALES
HISTORICA
3
o
&
—-— nventé un método para determinar aproxi-
A - A I madamente el tiempo de un fosil. Su feo-

ria (de la datacién o fechamiento con
radiocarbono), estd basada en que la razén
de la cantidad de carbono 14 al carbono
ordinario es constante de tal forma que la
cantidad proporcional absorbida por los
organismos vivos es igual que la de la atmés-
fera. Por lo que cuando muere un organismo
la absorcion de este elemento cesa y empieza a desinfegrarse (vida media
de un material radiactivo).

De tal forma que solo basta con comparar la cantidad de carbono 14 pre-
sente en el 6sil, con la relacién constante que existe en la atmésfera. Con
base en la vida media del carbono que es aproximadamente de 5600
afios se plantea la variacion de una cantidad inicial Cy de carbono 14 en
el fosil con respecto al tiempo, obteniendo una ecuacién diferencial de la
siguiente forma:

dC,
AN = kC, endonde C,= C,0)
la cual resolveremos en este capitulo.
Willard Libby
(1908-1980)
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CALCULO INTEGRAL

Introduccién

Casi cualquier problema del mundo real se puede resolver mediante la formulacion de un modelo matemético que,
al resolverlo con los conocimientos adquiridos (en particular de célculo), permita obtener conclusiones mateméticas,
las cuales posteriormente nos permitiran hacer una interpretacion acerca del fenémeno sobre el cual gira el problema
y entonces podremos hacer predicciones sobre el mismo. Estas predicciones siempre se deben verificar con los datos
nuevos que se derivan de la practica. Es decir, si las predicciones no coinciden con los datos nuevos, entonces hay
que ajustar el modelo.

La mayoria de estos problemas a resolver surgen en la fisica, la quimica y las ciencias sociales (crecimiento de
poblacion, decaimiento radiactivo, problemas donde interviene la velocidad y la aceleracion, antigtiedad de un fosil,
etc....). En muchas ocasiones, cuando se utiliza el calculo, es porque se presenta una ecuacion diferencial surgida del
modelo encontrado, por esta razon una de las aplicaciones més importantes del calculo son, sin duda, las ecuaciones
diferenciales.

En este capitulo solo se dara una introduccion a las ecuaciones diferenciales (definicion, clasificacion, algunos
métodos de solucion y ejemplos de aplicacion); es decir, no se pretende dar un curso completo, sdlo haremos referencia
a lo basico para que el alumno posteriormente pueda iniciar un curso formal de ecuaciones diferenciales.

Definicién

Una ecuacion diferencial es aquella que tiene una funcion desconocida y una o mas de sus derivadas.
La representacion de una ecuacion diferencial en su forma general es:

F(X, ¥, yl’ yu . ym, . yn) =0

Con x variable independiente, y = f(x) variable dependiente (en este caso la funcion desconocida), y', y",y", ..., y",
sus derivadas.

El orden de una ecuacion diferencial esta dado por la derivada de mayor orden que aparece en la ecuacion.

El grado de una ecuacion diferencial es el grado de la derivada de mayor orden que aparece en ella.

Por ejemplo:

Ecuacion Orden Grado
dy x=17 Primero Primero
dx
2xy' —y=6 Primero Primero

2

d—z +5 il =—4y Segundo Primero
dx dx
O +2(y)Y +2y=x Segundo Segundo
2y" —4(y")Y —y' =6x Tercero Primero

Si una ecuacion tiene una variable independiente se denomina ecuacion diferencial ordinaria, ya que sus deri-
vadas son ordinarias.
Por ejemplo:
yrizng y"*y’=x yrrrixyu+2y(yr)27xy:0
Si una ecuacion diferencial tiene dos o mas variables independientes, se llama ecuacidn entre derivadas parciales,
ya que las derivadas son parciales:
0z 0z

x—+ —t+a—zf t
0x yay ot v
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Ecuaciones diferenciales

La solucion de una ecuacion diferencial es una funcion y = f(x) que junto con sus derivadas sucesivas se transforma
en una identidad al ser sustituidas en ella.

Ejemplo

Comprueba que y = f(x)=x" + 3x”> + 6x + 1, es solucion de la ecuacion 3y —xy’ +3=y" + 3(2x + x7)
Solucion

Se obtienen la primera y segunda derivada de f(x)

y=f(x)=x’+3x>+6x+1 Funcién
Yy =f(x)=3x"+6x+6 Primera derivada
Y'=f"(x)=6x+6 Segunda derivada

Se sustituyen y, y', y" en la ecuacion
3y—xy'+3=y"+32x+x%)
3(x* +3x% + 6x+1) — x(3x* + 6x + 6) + 3= (6x + 6) + 3(2x + x?)
3x° +9x" +18x+3—3x" —6x" —6x+3=6x+6+6x+3x"

3+ 12x+6=3x"+12x+6

Por tanto, y = f(x)=x> 4+ 3x” + 6x + 1 es solucion de la ecuacion.

Una solucion general es una funcion de una variable que tiene un nimero de constantes arbitrarias no conocidas
igual al orden de la ecuacion y que al sustituirla en la ecuacion se transforma en una igualdad.

Una solucion particular es una funcion de una sola variable que se obtiene de la solucion general, obteniendo el
valor de sus constantes y que al sustituirla en la ecuacion la transforma en una identidad.
Ejemplo
Dada la ecuacion diferencial

Y' =3y +2y=5—-2x

Determina cual de las siguientes funciones es solucion e indica de qué tipo es:
a) y=Ce +Ce —x+1

b) y=—e"—x+1

Solucién

a) Se sustituye y=C,e* +C,e”* —x+1 en la ecuacion con sus respectivas derivadas y si se transforma en una
igualdad, entonces si es solucidn y seré del tipo general.

y=Ce' +C,e™ —x+1
y'=Ce" +2C,e™ —1
y'=Ce" +4Ce™

V' =3y +2y=(Cie* +4Ce’") = 3(Ce" +2C,e> —1)+2(Ce* +C,e™ —x+1)
=Ce" —3Cie" +2C,e" +4C,e™" —6Ce™ +2C,e* +3—2x+2
=5-2x

C,, C, son constantes no conocidas, por tanto es una solucion general.
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b) Se sustituye y=—e" —x+1 en la ecuacion con sus respectivas derivadas y si se transforma en una igualdad,
entonces si es solucion y serd particular.

y=—e"—x+1
yl:_ex_l
y'=-é

V' =3y +2y=(—e")—3(—e* = 1)+ 2(—e" —x+1)
=—¢"+3¢" —2¢" +3—-2x+2
=5—2x

La solucion tiene constantes definidas C; = —1, C, = 0, por tanto es una solucion particular.

Ecuacién diferencial de primer orden

Ahora se resolveran algunos tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden con el método de variables separables
y homogéneas.

Al resolver ecuaciones diferenciales seguramente se necesitaran ciertos métodos de integracion, por ello te suge-
rimos tomarte algunos minutos en repasar los capitulos anteriores.

Variables separables
La técnica mas simple es la aplicada en una ecuacion diferencial que se reduce a la forma:
M(x)dx + N(y)dy =0

Donde M (x) es una funcién que depende de x y N(y) es una funcion que depende de y. Con ello han sido separa-

das las variables, por lo cual la ecuacion diferencial es del tipo de variables separables. Su solucion se obtiene por
integracion directa:

jM(x)dx + f N()dy=C

Donde C es una constante arbitraria.

1 ®#°Resuelve la ecuacion ? =6x’

X
Solucién

La ecuacion se transforma a:

dy = 6x? dx
Se integran ambos miembros de la ecuacion
Idy = J.6x2dx
y=2x3+C
Por consiguiente la solucion es:
y=23+C
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2 ®¢° Resuelve la ecuacion (1 + y?)dx + xydy =0

Solucién

Se trasponen los términos:
(1 + y?dx + xydy =0

(1 + y?dx = —xydy

Se multiplica por y se simplifica:

x(1+y?)
(1 e = —— e ()
x(1+y) YT ey Y
dx ydy
x 14y
Se integra cada lado de la igualdad:
@:—j e,
X 1+y

Inx= —%ln(l +y)+C,
Se sustituye C, = In C,

lnx:—%ln(l +y)+InC,

lnx+%ln(1+y2):1n C,

Se aplica la propiedad In a™ = m In a

Inx+Inyl+y* =InC,

Se aplica la propiedad Inab =Ina + In b
InxJ1+y’ =InC,
xJl+y* =C
(557 ) =y
Se despeja y, se sustituye (C,)*> = C

X(1+yH)=C

. 1
Por tanto, la solucién general es: y=—4/C —x°
X
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d
3 @@ Resuelve la ecuacion (2 + xy?2) a% +x2—y2=0

Solucién

La ecuacion se transforma en:
dy
(:,2 ):yZ) — );2 :,x2 =0

Se factoriza cada término
dy
X1+ +xX1 -y =
YA+ 2 a1 =) =0
y2(1 + x)dy + [x*(1 — y)ldx =0

Se multiplica cada término por ——————
P P+ ma-y)

21 + x)]dy + [x2(1 — y)]dx =0

1
1+x)d-y) (1+x)d-y)

2 2

Ity =
1—yy 1+x

dx=0

Al integrar ambos miembros de la igualdad

se divide y se obtiene que

y 1
=—y—1+ —

11—y Y 1-y

SR

1+x - x+1

Regresando a la integral

j(—y—1+1_1yjdy

o o

Il
I
—
/N
=
|
—_
+
=
+ | =
—_
N———
&

I
I
—
£
+
—
&
I
—
&

L
X +x—Inlx + 1| + C,

—%yz—y—lnly— 1]
Se multiplica por 2
—y?=2y—2Inly — 1| = —x2 + 2x — 2Inlx + 1| + 2C,
x2—y2—2x—2y+2Inlx+1|—-2Infy—1|=C

Al aplicar la propiedad In @ = m In a y al factorizar x> — y? se obtiene:

E+yE—y)—20x+y+Inx+1)2—Iny - 1)>=C
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Al aplicar la propiedad ln% =Ilna—Inb

G-y -2y + e

XTy)x—y xXTYy n(yil)z_
Gt o=y -+ &
X y)x y n(y_1)2

+1)
(x+y)(x—y—2)+1n(i_1] =c

Finalmente, la solucion general es:

+1Y
<x+y)<x—y—2)+1n[;1) =c

4 ®¢°Resuelve (1 + y2)dx = xdy

Solucion
1
Se multiplica por el factor x(Tyz) , cada término de la igualdad
——— (1 + y)dx = — L d
x(t+yH 0 T w2
& _ b
x 1+ y*

Al integrar se obtiene:

5= I
X 1+y?
In|x| = arc tan(y) + C,
Se aplica la definicion de logaritmo natural, si In b = ¢, entonces e = b
x = edc tan(y) + C,
x = edc¢ tan(y) . eCI
x = edc tan(y) . C
x = Ced¢ tan(y)
Por tanto, la solucion es:
x = Ce?¢ tan(y)
Otra forma de representar la solucion es la siguiente:
Injx| = arc tan(y) + C,
Inx| — C, = arc tan(y)
Se sustituye In C = —C,

In|x| + In C = arc tan(y)
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Solucién

Finalmente, la solucion es:

5 @0 Resuelve e Y1 +yH)=1

Se resuelve el producto

La ecuacion se transforma en:

Por consiguiente, la solucion es:

Se aplica la propiedad Inab =Ina + In b

In|Cx| = arc tan(y)

Se obtiene la tangente de cada término de la igualdad

tan(In|Cx|) = tan(arc tan(y))

tan(In|Cx|) = y

tan(In|Cx|) = y

e YA +yH)=
e VteVy =1

—_

Se integra cada término de la igualdad

VeV —= =1
e e ot
dy
VL =] — ey
e ot e
e Vdy=(1—eV)dx
e’d
—EJV =dx
1—e
e’dy
J‘l—ef" B de

In[l —e™|=x+C,
ln|1 - e‘y| -C =x
In|]l — e+ In|C| = x
In|C(1 —e )| =x
C(l—e?)y=¢e"

e*=C( —e™)
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6 ®°° Determina la solucion particular de la ecuacion diferencial

3
y = 2y
para la cual
y=2
cuando
x=0
Solucién
,_ 3%
y = 2y
dy _ 3¢
de 2y
2y dy = 3x2 dx

[2ydy = [3x%ax

S

yo = X3+ C
En la solucion general se sustituyen los valores de: y = 2, x =0
y2 =x3+C
P =7 +C
Por tanto,
C=4

Este resultado se sustituye en la solucion general, se despeja y

y2 =x3+C
y= X' +4
Por tanto, la ecuacion particular es:
y= X +4

323

Ecuaciones diferenciales



11 CariTuLO

CALCULO INTEGRAL

m

7 ®°°Cerca de la superficie de la Tierra, la aceleracion debida a la gravedad de un cuerpo que cae es de 9.81 —,
S

esto es posible si se desprecia la resistencia del aire. Si se arroja un cuerpo hacia arriba desde una altura

m
inicial de 30 m, con una velocidad de 20 — , determina su velocidad y su altura tres segundos més tarde.
S

Solucién

La altura s se tomara positiva hacia arriba, entonces la velocidad v es positiva, pero la aceleracion a es negativa ya que
la atraccion de la gravedad tiende a disminuir v, por tanto la solucion esta dada por la ecuacion diferencial.

@— 9.81
a7

Con las condiciones iniciales

m
v=20? y s=30m

dv
La ecuacion i —9.81, se resuelve por el método de variables separables, es decir:
d_ 9.81
a
dv =—9281dt
[av = = [9.81ar +C
v=-981r+C

m
Enel instante t = 0, v = 20 ? , entonces

yv=—-981r+ C
20 = —9.81(0) + C
c=20
Por tanto
v=—981r+ 20
ds . . . .
Luego, v = 7R entonces se tiene una segunda ecuacion diferencial.
ds _
a
ds _ 9.817 + 20
a7

Al resolver la ecuacidn diferencial por variables separables resulta:

ds
dt

J.ds
9.81

s=*'7t2+20t+K

= —981r+ 20

jeamﬁomm+K
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Se determina el valor de K, con los valores iniciales s = 30,7 = 0

9.81
s=—712+20t+K

9.81
30 = — - (0)? + 20(0) + K

Por tanto, K = 30, entonces la solucion es:

9.81
s=—7t2+20t+30

Finalmente se obtiene el valor de la velocidad y la altura 3 s mas tarde.

v=—981t+ 20 =—-9.81(3) +20 = —2943 + 20 = —9.43?

9.81 9.81
S= -5 2+ 20t + 30=— N (3)% + 20(3) + 30=(—4.905)(9) + 20(3) + 30=—44.14 + 60 + 30=45.86 m

Se tiene un cultivo con una cantidad N, de bacterias, al pasar una hora el niimero de bacterias es de E N, Si la ra-

z6n en la que se reproducen es proporcional al nimero de bacterias, jen cuinto tiempo se cuadriplicard la cantidad
inicial de bacterias?

Solucién

dN,
. 2. [ . [ . 0 . - .
Si la razon de reproduccion, la variacion de N, respecto al tiempo (7 , es proporcional al nimero de bacterias,

dt

entonces se tiene la siguiente ecuacion:

Ny _ oy
d 0

La cual es una ecuacion de variables separables, al resolverla se obtiene:

dNy kdt

NO

InN, =kt + C,
ekt+C, =N,

0
No(t) = eht+C,

Nyt = ekteC
donde
Nyt = Cek

Cuando ¢ = 0 entonces N,(0) = Ce¥® = Ce® = C(1) = C, pero sabemos que la cantidad inicial de bacterias
es Ny, es decir C = N, por tanto N(t) = Noek’. 5
Encontremos el valor de k, para eso tenemos que Ny(1) = ) N, de donde

5
Noe'® = N,

k_S
Nye _EN
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Se divide entre N,

5
[
“ 72
Se aplica logaritmo natural en ambos lados
Inek=1In~
k=1In<
k=10.9163

Por tanto. la funcion solucion a nuestro problema es N(1) = Ne%9163
Si queremos saber en cuanto tiempo se cuadriplicar la poblacion, entonces se plantea la siguiente igualdad:

— 0.9163¢
4N, = Nye

Se divide entre N,

4 = 09163

Se aplica el logaritmo natural en ambos miembros:

In4 = In eO.9163t
In4 =0.9163¢
In4
0.9163
t=1.51

En aproximadamente 1.51 horas se cuadriplicara la poblacion inicial.

Q @ Al analizar el hueso de un fésil se encontrd que la cantidad de carbono 14 era la centésima parte de la cantidad original.
(Cuél es la edad del fosil?

Solucién

Existe un método basado en la cantidad de carbono 14 (C — 14) que existe en los fosiles. El quimico Willard Libby
inventd la teorfa de la datacion con radiocarbono, la cual se basa en que la razon de la cantidad de carbono 14 en la
atmosfera es constante, lo que trae como consecuencia que la cantidad de este isotopo en los organismos es propor-
cional al que existe en la atmosfera. Al morir un organismo deja de absorber carbono 14, es decir la cantidad absor-
bida de este elemento cesa, y al ser un elemento radiactivo se va desintegrando (recuerda que la vida media de un
elemento radiactivo es el tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de este elemento). Entonces basta con comparar
la cantidad proporcional de carbono 14 en el fosil con la cantidad constante en la atmdsfera. Para hacer esto se toma
en cuenta la vida media del carbono 14 que es aproximadamente de 5600 afios.

Ahora regresemos a nuestro problema: digamos que C;) es la cantidad inicial de carbono 14 en el fosil, entonces
la variacion de esta cantidad respecto al tiempo es proporcional a la cantidad inicial, es decir:

a<, _ kC
de 0

en donde
C, = C,0)
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La ecuacidn diferencial obtenida es parecida al modelo del ejemplo 10, al resolverlo se obtiene:
Cy(n) = Cye™

Para obtener el valor de k, consideremos que la vida media del carbono 14 es de 5600 afos, esto quiere decir
que:

)

70 = C,(5600)
% = (¢SO0
Se divide entre C,
% — 5600k
Se aplica el logaritmo natural en ambos miembros
1nl =1n eSGOOk
2
1 L. 5600k
ny =
ln%
s600 X

k= —0.00012378
Por tanto,
Co(t) — Coe —0.00012378¢

Si nos dicen que la cantidad de carbono 14 era la centésima parte de la cantidad original, entonces basta con
plantear la siguiente igualdad.

G = (C 000012378
100 0
1

— = —0.00012378r
100

In e = In ¢ 000012378
100

1 LN 0.00012378

n 100 = . t

L
100 =
—0.00012378
de donde

t= 37204

Por tanto, el f6sil tiene aproximadamente 37 200 afios.
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EJERCICIO 29

3

. dy X 2
. 1. E:y_z 11. (—4y + y9)dx + x(x — 6)dy = 0
. dy 3x*
. 2. = = —¢ 12, 4x3 — y3y' =0
. dx y(1—x*) Yy
. 3 dy 6x° 3 . 2x+l1
. Cdx 54y YT
1
4. (4 —y>dx — (4 —xHDdy =0 14. e*dx — ;dy =0
3 2
5.9+ y)dx + dxydy =0 15. ;dx-ﬁ- ;dyZO
dy _ x'y—y
2 2y’ 2 _ 2 = &£ _rr )
6. 2y —xy?)y' + 2x*—yx==0 16. ot f
T.xy —2dx+yx* =2 dy=0 17. y' = x?sen 2x
d
8. e¥(y' +3)=2 18, of = eny
dy
9. i cos? y cos 2x 19. ydx + xInxdy =0
10. y" = cos(x + y) 20. (1 + e¥)edy’ =y~ !
QVerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ 6 6 6 6 0 6 0 60060000 cocoscsos

Ecuaciones homogéneas

f(x,y) es una funcion homogénea de grado n si f(ax, ay) = a"f(x,y)
Por ejemplo: f(x, y) = 3x* — x%y? es homogénea, hagamos la evaluacion:

flax, ay) = 3(ax)* — (ax)}(ay) = 3a*x* — a*xdy = o*(3x* — x3y) = a*f(x, y)
flax, ay) = a¥f(x, y)

por tanto es homogénea de grado 4.
Una ecuacion diferencial M (x, y)dx + N(x, y)dy = 0 se llama homogénea si M (x, y) y N(x, y) son homogéneas.
Por ejemplo: ,
La ecuacion 7 arc cosidy +x ln%dx =0 es homogénea ya que para

2
M(x,y) = x—arc cosE y N(x,y) :xlnf
y y y

se tiene que:
ax o« X x* X

arc cos— = arc cos— = a—arc cos— =aM (x, y)
ay oy y y y

2
M (ax, ay) = (ax)

N(ax, ay)=axln%=axlnf =aN(x,y)
ay y
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2

. X X x B
Ambas son homogéneas de grado 1, por tanto, la ecuacion —arc cos—dy + x In—dx =0 es homogénea.

y y y
Para resolver una ecuacion homogénea se utiliza la siguiente transformacion:

y=vx dedonde dy = vdx + xdv

Ejemplo
Resuelve la ecuacion (4x — 3y)dx + (2y — 3x)dy =0
Solucién
Sustituimos y = vx de donde dy = v dx + x dv en la ecuacion:
(4x — 3(vx))dx + (2(vx) — 3x)(vdx + xdv) =0
(4x — 3vx)dx + Qvx — 3x)(vdx + xdv) =0

Se multiplica y simplifica:
4xdx — 3vxdx + 2v2xdx + 2vx*dv — 3xvdx — 3x%dv =0
(2v2x — 3vx — 3vx + 4x)dx + 2vx2 — 3x3)dv =0
2v2 — 6v + d)xdx + 2v — 3)x2dv =0
2(v2 — 3y + 2xdx + 2v — 3)x2dv =0

o 1
Se multiplica por el factor 20—+

2(v* — 3v + 2)xdx i 2v —3)x’dv _
X =3v+2) PO =3v+2)

2dx | (2v—3)dv _
X Vi=3v+2

2dx _ (2v—=3)dv

X V:—3v+2
Se integra
dx (2v —3)dv
o= ==
X v-—=3v+4

2Inx+ C, = —In|y? = 3v + 2| + C,
2lnx +Inpy?2 = 3v +2[=C, - C,

Se hace la sustitucion C; = C, — C, y se aplican las propiedades In a” = nIn a,

2
In x2pp2 —3v + 2| = C,

Se aplica la definicion de logaritmo In b = ¢ quiere decir e =

xX2(v2=3v+2)=¢G
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Se sustituye C = ¢

xXX(v2 =3y +2)=

. y - ..
De y = vx se despeja v, v = = para sustituirla en la funcion.
X

x (y2—3 +2]
X

ML S

X X

y2—=3xy+2x2=C
Se factoriza
O-20-—n=C
Por tanto, la solucion es
O-290-—»n =

Existen ecuaciones que son lineales pero no homogéneas, aunque se pueden reducir a ellas, haciendo una traslacion.
Estas ecuaciones tienen la forma:

(@ x + by + c)dx + (ax + by + ¢,)dy =0
En donde si a,b, — a,b, # 0, la ecuacion se reduce a la forma homogénea
(ax’ + by")dx' + (ayx' + by")dy' =0
Al hacer una traslacion por medio de las transformaciones:

x=x"+nh dx = dx’
y=y +k dy =dy'

(h, k) es el punto de interseccion de las rectas ax + by + ¢, = 0,a,x + b,y + ¢, =0
Sia,b, — a,b, = 0, la ecuacion se reduce a una ecuacion de variables separables

P(x, )dx + Q(x, dt = 0
Mediante la transformacion a,x + by = t de donde

dt —a,dx

dy = T
1
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[

EJEMPLOS
o

1 ®#° Resuelve la ecuacion

Ejempl

2x—y+4ddx+ Bx+2y—1dy=0
Solucién
Tenemos la ecuacion
2x—y+4d)dx+ Bx+2y—1Ddy=0
En donde (2)(2) — (3)(—1) = 4 + 3 =7 #0, por tanto resolvemos el sistema de ecuaciones:

2x—y+4=0
3x+2y—1=0

Al resolverlo se obtiene que el punto (4, k) = (—1, 2), se sustituye en las formulas de transformacion:

x=x"+h y=y' +k
x=x"—1 y=y'+2
dx = dx' dy =dy’

Posteriormente en la ecuacion dada:

QL' — 1] = [y’ + 2] + 4)dx’ + G — 1] + 2[y’ +2] — Ddy’ =0
2" =2—y" =2+ ddx" +Bx' —3+2y ' +4—1)dy' =0
Q2x" = yNdx" + Bx" +2y")dy' =0

Se obtuvo una ecuacion homogénea y se sustituye y' = vx' dy’ = vdx' + x'dv
2x" —vx")dx' + Bx' + 2vx")(vdx' + x'dv) =0
2x'dx" — vx'dx' + 3x'vdx' + 3x"2dv + 2vix'dx’ + 2vx'%dv =0
2v2x dx" + 2vx'dx’ + 2x'dx’ + 2vx'"%dv + 3x'%dv = 0
2024+ v+ Dx'dx’ + 2v + 3)x"2dv =0

Se multiplica por el factor: m

200% + v+ Dx'dy’ N v+ 3)xdv _
X2V Hv+D) X2V v+

2dx' _ (2v + 3)dv

x' vt+v+1
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Se integran ambos lados

332

Jdi*—f(zv+3)dv
vit+v+l1
dx’' Qv +1+2)dv
2j7,:—J’27
X vi+v+1
dx' (2v +Ddv 2dv
p) [ _
'[x Iv2+v+1 Iv2+v+l
dY' _ Qv+ Ddv dv
2'[7:_ v2+v+1_2-[ 1 1
(v2+v+—)+1——
4 4
dx’' __Jv Qv+Ddv J dv
V+v+l ( ])2 3
v+—| +—
2) 4
2Inx'+C, =—In(v* +v+1)—2| —arc tan +C
S PR e
2 2
2v+\/§
2 2
21nx"+1In(v* +v+1)+2| —=arc tan| —=— [[=C, - C
( ) \/5 73 2 1
2
2 2v+\/§
In x?(v* +v+1)+ 2| “=arc tan =C
o svee el 258
Al sustituir v = L,
X
VY 2(1,)+\/§
Inx?[| =] +=+1]|+2 arc tan| -~ [|=¢
((X) J V3 V3
2y +\/§x'
2y 2 ,
nx?| 2+ 41 |+2| “Zarc tan A =C
(x’z V3 V3
+x'y' +x' 4 2y’+«/§x’
In x" yi + —=arc tan =C
( X ) V3 ( J3x!
Se sustituyex’ =x + 1,y ' =y —2
et e[ QT HEEDO =D ) 4 (26 =2) VB |
(x+1)7 V3 B+
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2 ®e-Reguelve la ecuacion:

(x—2y—Ddx+ 3x—6y+2)dy=0

Solucién
En la ecuacidn se tiene que (1)(—6) — (3)(—2) = —6 + 6 = 0, entonces utilizamos la transformacion:
dt —a,dx
ax+by=t, dy= ——F—"—
b,
dt —dx dt — dx
x—2y=t, dy = =-

-2 2
Se sustituye en la ecuacion:

(x—2y— ldx+ 3Bx—2y) +2)dy=0

dt —dx
(t — Ddx + 3t + 2)(—7) =0

3 3
tdx — dx — Etdt—&- Etdx—dt-i—dx:O

d. éd-i-id dt=0
tax 2lt th t =

2tdx — 3tdt + 3tdx — 2dt = 0
Stdx — (3t + 2)dt =0
Stdx = (3t + 2)dt

1
Se multiplica por el factor "
1
" (Stdx = (3t + 2)dt)

2
Sdx = 3dt + ?dt
Se integran ambos miembros
dt
S5|dx=3)dt+2|—
Jaw=3[dr +2[%
5x=3t+2Int+C
S5x=3(x—2y) +2In(x — 2y) + C,
5x =3x — 6y + 2In(x — 2y) + C,
2x + 6y — 2In(x — 2y) = C,

1
Se multiplica por el factor )
1
x + 3y — In(x — 2y) = ECI
1
c

Se sustituye C = 5 G

x+3y—Inx—2y)=C
Por tanto, la solucion es:

x+3y—Inx —2y)=C
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11 CariTuLO

CALCULO INTEGRAL

EJERCICIO 30

1. xdy = 2x + 2y)dx

: , D 3xy +y°
: Cdx T X
: d
3.xyay =2x2 + 2y?
y_ XY
4. y' = 2

6. (x> = y%y’ =xy

7. (4x>—5xy +y2) +x%' =0
y Ty

8. (2 +yAy' =y?

9. 2x — y)dy = 2y + x)dx

y
10. y' = = +4sec—
y sec

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ « « «

334

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.

=yy'+O—-209=0

xy' = X+ +y

x+yy' +y=x
d y
d_fc: + xe*

0 =50y’ — (y = 5xH) =0
(x+y+Ddx+@2x+2y—1)dy=0
x+ty—2dx+(x—y+4ddy=0
(x+ydx+ Bx+3y—4)dy=0

2x — 5y +3)dx + (—2x — 4y + 6)dy =0



Solucién a los ejercicios
de cdlculo direrencial




CALCULO DIFERENCIAL

CaPiTULO 1 8. (—»,=5)U (-5, 5)U(5,00)={XER‘)C?£ —5,x#5}

9. (=»,®)={xeR}

EJERCICIO 1
1. Funcién 6. Relacion 11. Funcién 10. (=22, =5)U(=5,0)U (0, %) ={x e Rlx# =5, x# 0}
2. Relacion 7. Funcion 12. Relacion 11. (oo, —DHU(=1,0U O, Hud,»)={xe R‘x #—1,x#0,x#1}
3. Funcion 8. Relacion 13. Funcion 12. [~l,®)={x=—1}
4. Relacion 9. Funcion 14. Funcion
13. [6,%) ={x=6}
5. Funcion 10. Relacion 15. Relacion
4. (=»,2]={x=2}
EJERCICIO 2
15, (==, 4]={x=4}
1 5
- f(_i) T /OO =3 16. (=2, —5]U[5,%)={xe R x=—50x=5}
2. fla)=a®>—5a+6, 17. (—OO,—I]U[6,w)={xeR‘xS—10x26}
fla+b)=a?*+2ab+ b>—5a—5b+6 18. [—6,6]:{xeR‘—6SxS6}

fG+ k) =3x2 + 6hx + 3h% + 4x + 4h — 2
faxth)— fx)

19. (—o,®)={xeR}

3. p =6x+3h+4 20, ()= {xe R}
O I - 2. 6 iserle=
3 5 2 22, (2,%)={xeRx>2}

fx +h) — f)= . 23. (—%,3)={x eR‘x< 3}

Qx+2h+D2x+1)
24, (=%, =2)U(=2, @) ={xe Rl x# -2}

5. f(5) =3, f(4) =0, f(6) = 20 =2/5,
f(3) = No esta definida

3 3
6. f(x+h) = x*+2xh+h* =3 26. [1, E)={xeR‘le<5}

25. (—0,~4]U(3, @)= {xeRlx=—40x>3}

fa+h—fx) _ 2x+h 27. (=2,0)={xeRlx=-2}
h Jo+h? =3+ ¥ -3 5 5
28. (—w,f):{xeR‘x<f}
, farh) - i@ I : 2
) b (x+b+Dx+1) 29. (0,0)={xeR| x>0}
o [t =[x _ 1 30. (—L3)={xeR|-1<x<3}
h JI—G+m+1-x 31 [Le)={yeRy=1}
_ 4 _5 ED 32. [4,0)={yeR|y=—4}
9. f(1) = 3,f(O)— 2,f(x+5)— 7

33. (==,9]1={yeR|y=9}

1 3 N
10. f(*l):2,f(;) *?+2x —3x 24, (700,%]:{%13“5%}

Las demostraciones de los ejercicios 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 y 18, se
dejan al estudiante.

1 1 1
EJErRcICIO 3 36. (—oo, 5) U (5’ ): {y c R‘ y# 5}
1. (—»,%)={xeR}

35. (=0, —2)U (=2, %) ={yeR|y# -2}

37. [Lw)={yeRy=1}

2. (o, @)={xeR}
38. (—,0]={yeR|y=0}
3. (=%, =3)U (-3, ©) = {x ER|x# -3}
4. (=5 U5, %)= {xeRlx#5} 39. 10,21={yeRl0=y=2}
5. (=00, —4)U (=4, 4)U (4, ) = {xe Rlx %~ — 4, x # 4} 40. (0. 11={yeR0<y=1}
6. (=, 0)U(0,5)U(5,%)={xeR|x#0,x#5} 41, [0,DU (L) ={xeR0=<y<loy>1}
7. (=, 2)U(2, 5)U(5, 0°)={xeR‘xsé2,x¢5} 4. [O’oo):{yER‘yz()}
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SOLUCION A LOS EJERCICIOS

EJERCICIO 4 5.
YA
1.
Y 4
r 1
— X)= —x-1
L y=4 S P
| // X
6. \
YA
2.
YA |
X
2
Sfx) = 3
7.
3 YA
YA
fo=m f)=x"-4x+3

Y‘V f)=-2+12x-13

fix)=3x+5

ok 4

337



CALCULO DIFERENCIAL

f)=4-% =

14.

10. YA

Six) =

= |w

oy =—

= |~

16.
12. Y

338



18.

20.

YA
T o= /=
X
fx)= [Jx—4
X
fo=-J9—x
X

21.

22.

23.

24.

339

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

YA
fo=/x* - 36
X
YA
fo)= 16 — x*
X
YA
fx)= \)x2+x—12
X
YA

fw)= J4x? -9




CALCULO DIFERENCIAL

29.

25.

YA

_—
//.

900 —100 x>
9

fx)

26.

[+l

Sx)

Y4

30.

™

YA

217.

31.

Y 4

fix)= |x72|

h <

28.

32.

Ya

fy=|x+4|

Y4

x+4
x—3

Sflx) =

340



SOLUCION A LOS EJERCICIOS

33. 37.
YA Ya
I
I
I
I
for= [« 1 |
I
I
I
+ > } >
T ; I X
I
38.
34. Y
YA 1
1
1
foy= [x2—4x+3 fw= 222 |
x—3 1
1
1
S R
1
______________ L____X
I
I
1
39.
Y A
35.
40.
36.

Ya

S A4

341



CALCULO DIFERENCIAL

41. 4.
Y Y 4
*—O
*—O T
r e&—O T
X 1
—
*—O T
t } } t } } +—>
*—o X
EJERCICIO 5 5.
Ya
1.
YA

6.
2.
YA
T o*—>
! X ' X
7.
3 Y4
YA
1+ *——
T4 X
O
X
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SOLUCION A LOS EJERCICIOS

EJERCICIO 6 5.
YA
1.
Y A L
y=x274
\ / I y=3x’+12x+11
X L >
X
6.
YA
YA
— _ .3
y=@+3’ yooE
X
X
7.
Ya
YA
.Y=1*x2 y:x}+1

o 4

YA

y=@-1'+2

y=x276x+10 . }

v

v

343



CALCULO DIFERENCIAL

9.
YA
I 3
==x"—-2
y > -
/ '
10.
YA
y=Jx—2+2
X
11.
YA
y=Jx—-3-2
- - /:/‘
12.
YA
y=—yx+3
I 1 I I I I I I B
t —t —t+—+—+ >
\ X
13.

y=37|x+4|

EJERCICIO 7
1. Crece: (0, ®)
2. Decrece: (—, 0)
Crece: (0, ®)

3. Crece: (—o0, +x)
4. Decrece: (—, 0)
Crece: (0, )

5. Crece: (2, ®)

6. Decrece: (—%, —3)

7. Decrece: (0, )
Crece: (—,0)

8. Decrece: (—, 3)
Crece: (3, )

9. Decrece: (0, 3)
Crece: (—3,0)

10. No crece ni decrece, permanece constante

EJERCICIO 8
1. Biyectiva
. Ninguna
. Ninguna

. Biyectiva

[ S I S ]

. Inyectiva

EJERCICIO 9
1. f(x) + gx) =3
J&x) —gx) =17
fx) - gx) = —10
f@) _
8(x)

_3
2

2. ) + g(x) = 4x
f&x) — gy = —10
J) - g(x) = 4x? — 25
fx) _2x-5
gx) 2x+5

344

N=l- I =)

. Ninguna

. Biyectiva

. Inyectiva

. Suprayectiva

. Biyectiva

S8 4



@t g =24t —x -3
f) —gx) = =Tx+1)
f@) - g@) =x*—x3—15x* = 23x — 10

f) _x—5
gx) x+2
8 1
f) g = 2
6
4x—17
f) — gx) = =
6
2x* +3x—2
f(x)-g(x>=%
f(x):6x—3
glx) 2x+4

Cf@ g = Jx—3+ Jx+4
f) —gw = Jx=3-Jx+4
f) - gx) = (x* +x—12

f@_ -3 _ P rx-n2

g(x) x+4 x+4

Cf@) + g0 =x+2+/x
) —gx) =x
) - g() =x+xx

TACIN
8(x)

. f(x) + g(x) = sen’x + cos’x = 1

f(x) — g(x) = sen® x — cos?> x = —cos 2x

f(x) - g(x) = sen?x - cos? x = % sen? 2x

RACI % = tan? x
g(x) cos”x
. DfﬂDg ={-1,3,5}
f+g=4(—1,12),(3,20),(5,23)}
f—g={(=1,-8),(3,-8),(5, -9}
f-g=A{(—1,20), (3, 84), (5, 112)}

OISk |

. Df NDg={-2,—-1,0}
S +e=A(=2,0,(-11,(0,2)}
f—g=A(=2,-10), (—1, =7, 0, =}
frg={(=2,-25,(-1,-12),0, =3)}

5: {H, -, (*1’ 7%) (0’ 7%]}

16.
17.

18.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

345

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

. DfﬂDg:{fl, 1,2}

fHe=A1D.0,1),2 D}
f=g=A(-1-3.(1 1,207}

ey 1
f-g= {( L 2),(1,0),(2,4)}
Il L
e {( L 2),(2,1)}

L)t rx)=2x+5

Cf) s = —x2+4x+ 13

. g(x) - s(x) =x* 4 2x3 — 19x2 — 68x — 60
@ =x+3
r(x)
M =x—95

r(x)
g(x) —s(x) =8(x +2)

f@) - r@) =x2+5x+6
f(x):x+3
r(x) x+2
@:x+3
s(x) x-—5
B0 L0
fx)  rx)

X2 +2
f&) + g = A 12)
@z)g,x
glx) x+2

x—1
f(x)'g(x)—m

5—5x
f&) = h(x) = e
W hw = 2
& x* —3x
M+h(x)=x —3x" +4x—-2
8(x) (x+2)(x—3)
h(x) (x)_xz+x+3
o ST
h)—fO)
8(3)

x—2
S T T s
A _x2*2x+3

W =g = T



CALCULO DIFERENCIAL

h(x)_g(x)=x4*2x3+x+6

T f) x(x—Dx—3)

=3 +2x+6

32, f0) - h(x) —g(x) = T+ 20— 3)

S +h(x) _ x(x—D2x—1)
g(x) (x+2)(x—3)

33.

34, L _ x(f —3
g(x) + h(x) x° =3

35 1 :3—x
1—h(x) 2

EJErRcICIO 10
1. (fog)x) = 12x2 — 46x + 40, (g° f)(x) = 6x2 — 10x — 7,
(f o f)(x) = 27x* — 90x3 + 24x2 + 85x + 20,
(g°ogx) =4x =9
2. (fe®) =x (g2 N =x(f ) = ¥Yx.(g° ) = x*
3. (fe)) =4,(g° ) =2,(fofHx) =4,(geg)x) =2
4. (o)) =x,(goNHX) =x (f°fHx) = Jx* =10

(g°9)x) = /x* +10
5. (fe®)=x+2 (Jx—1,(g°f)x) = Jx* +2x

(fof)x) = (22 + 20 + 2% (go9)) = |/x—1-1
. I . _ x+3

6. (fex) = 14_3)6,(5' Hx) 1
(f°f)(X)=—2xH,(g°g)(X)=x

7. (feog)x) =logx —4), (g °f/)x) = log(x —2) — 2
(f o)) = log[log(x —2) = 2], (g °g)x) =x — 4
1

8. (feo)x) = N (g o)) = \—x* —x* —1

(fef)x) = *iz no esté definida
x
(8°8)@) = yx+x’ —1

9. (fe ={(1,5).(2,6),3.7), 4. 8)}
(g °f)(x) = No esta definida, (f° f)(x) = {(2, 8)}
(829 =4{(1,3).(2.4.(3.5}
10. (fe@)x) ={(=2,1),(=1,4).(0,9). (1, 16)}
(& o)™ = (L4, (foNHx) = {1, D, (2, 16)}
(g°9)) ={(=2,4)}
L (fee)) ={G,1),(=2,-3),(1, - D}
(g °Hx) = K0, —1), (1,00}, (f e Hx) = {0, 3), (=1, =D}
(g o)) =4(-2,-2)}

12. fx) =

==

13. f(x) = Jx
14, fx) =mx+ b
15. f(x) = x?

16. f(x) = Jx—2
17. fogeoh=81x?>—54x+9
18. fogoh=1— 12x% + 48x* + 64x°

19. fogoh= J2x—9
20. fogoh = sen’(x —2)
21. fogoh=sec’x

22. fogoh=senx

EJErRcICIO 11
1. Ninguna 6. Ninguna
2. Par 7. Par
3. Impar 8. Par
4. Ninguna 9. Ninguna
5. Ninguna 10. Impar
EJERCICIO 12
L flx)=x
x+5
2w ="
3.7 = Jx+9
4. No tiene inversa
5. = x
6. fl = Yx
770 = Yx

8. flx)=3—x2
9. No tiene inversa
10. ') = J4—%

1. f'ry=x>*—-9

12, f7'() = 1;;’6
13. 1) = Jx2+1
14, fl00) = 1:
15 /7w = =
x"—1

346

11.
12.
13.
14.
. Par

Par
Par
Impar
Par



EJERCICIO 13

1.
Y
f) =3
X
2.
Y
y=3"
X
3.
Y
y=3"-3
X
______ G
4.
Y
fx)=e+1

347

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

fx)=1-¢

fx)=e"+2

f@®=mx-2 |

X
Y 4
X

fx) =1+logx



CALCULO DIFERENCIAL

9.
Y 4
f@X)=2+Inx+1)
X
10.
Ya
fx)=3cosx—2
11.
Y A
f(x)=—2senx + 1
12.
YA

f(x) = —tanx

13.

Y4 f(x)=—2secx+1

1a:
-7 ko X
14.
Y A
[ T
= + =
fx) sen(x 2)

| X

EJERCICIO 14
1. V(h) = 40h

2. V(h) = % wh3

5 Py = 12454
5
d’
4. Ald) = 1
5. Vx) = ?77):3

6. A(x) = % (x + 2)?

2
7. V() = % @r + 15)

2
mX

3

9. A(x) = 3x4/16 — x*

10. A() = (x — 4)(540 —3)

8. A(x) =

x
11. d@)= %\/1&2 +1
12. d(t)= %Jrz —-16

348



CAPITULO 2 21

EJERCICIO 15
1.

2. 0.16666 = 1
6

-1

3. -1

4.

0

5.1

EJERCICIO 16
5 =0.01
6 =0.08
6 =0.025
5§=04

11.
12.
13.
14.

EJERCICIO 17
1.

2.

EJERCICIO 18
1.

2.

10.

3

24

3

5

No existe

0

ol

N | —

W

6.
7.

4
No existe

No existe
2
3

. e=0.18

e = 0.0098
e=0.25
e = 0.002

| L

ENIRV

A=

18. —

19. 15

20. —

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

0

No existe

22.

23.

24.
25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

N=NEN]

48

A=

No existe

EJERCICIO 19

10.

349

7
4
2

0

No existe

N | —

w | =

36.

37.

38.

39.
40.

41. —

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

11.

12.

13.

15.

16.

17.

18.

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

Bl= A=

6aila

W | —

o0 | —

o

g‘,\, = ﬁ"—‘ S}

Osim<n

No existe sim > n

gﬁ\&



CALCULO DIFERENCIAL

EJERCICIO 20

1
1. y= 2
2.y=0
3. No tiene asintota horizontal
4. y=1,y=-1
5.y=2
6. y= 4
c
7. y=0
8. y=-2

9. No tiene asintota horizontal
a
10. y= —
YT
EJERCICIO 21
1.

As. Vertical: x=-2
As. Oblicua: y=x-1

As. Vertical: x =3
As. Oblicua: y = —x -3

350

y=fx)

y=2x-1

H 1
X= —
. 2

~

X
As. Vertical: x = ;

As. Oblicua: y=2x -1

As. Vertical: x = -2
As. Oblicua: y=x-2

y=fx)

As. Vertical: x=-1

As. Oblicua: y =x

X
As. Vertical: x =1
x=-1

As. Oblicua: y = x



1. a) 11,b) 9, ¢) No existe
2. a)—1,b)—1,¢) —1,d)

7.
As. Vertical: x =0
As. Oblicua: y = x> - 3x
x=0
8.
YA
1.
4 ” As. Oblicua: y=x-1
'."y =x-1
9.
Yoy | y=f®
11 y=r+x
L R
: X
As. Vertical: x =1
As. Oblicua: y = x* + x
x=1
EJERCICIO 22

—6,e) —4, f) No existe

3. a)O,b)Z,c)Noexiste,d)—%,e)—%,f)—%

4. a)1,b)4,0)4,d) 4, ) 16
5. a)4,b)4,0)4,d) 8, e) 3, ) No existe

6. —7

7.1

8. 3

9. 2

10. No existe el limite

EJERCICIO 23

L 6.
3

2. 1+\/§ 7.
2

3. =2 8

4. —1 0.

5. —l 10.
2

EJERCICIO 24

1. -2 11.

2. é 12.
4

3. —l 13.
2

4. 0 14.

5. ,l 15.
2

6. 0 16.

7. 0 17.

8. 2 18.

9. —1 19.

10. —sec3(3) 20.

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

— 43

.0

1

No existe

CAPITULO 3

EJERCICIO 25
1. Es continuaenx =0
2. No es continua en x = 2
3. Noes continuaen x = — %
4. Es continuaenx = 3
5. Continuidad removible en x = 2
6. No es continua en x = 27
7. Es continuaenx = 2
8. No es continuaen x = 1
9. No es continua en x = 0

351



CALCULO DIFERENCIAL

10. No es continua en x = —2; es continuaen x = 2

11. Es continua en x = 1; no es continuaen x = 2

12. Escontinuaenx =7 y x = 577

13. No es continua en x = —3; es continuaen x = 3
14. Continuidad removible en x = 3

15. Continuidad removible en x = 1

16. Continuidad removible en x = —2

17. Continuidad removible en x = 8
1
18. No es continua en x = >

19. k=1
20. k=00 k=2

21. k=1 ok=—g

9

22.a:—2,b=—7
4

23.a=——,b=-2
24, a=4,b=2

EJERCICIO 26

1. sf
no si

si no

© ® 2

no no

si 10. si

wok v

EJERCICIO 27
1. 2 6.

N |-
W
(SRS |
“‘S |

1Lfm=—%

oy 4x
1270 =m0y
13fny:—l=—
' 2Jx—2
]4 f’(x): #
' JxP—4

15. y' = 2

EJERCICIO 29
1. y'=0
2. y'=0
3. f()=0
4. s'(t) =0
5.y =6
3
6.y ==
!
7. f'x)=a
8. s'(t) = b?
9. f'(x) =52
10. y' =a+b
11. f'(x) = 5x*

CAPITULO 4

EJERCICIO 28

1.y'=3 .y =3x2

2. y'=—-b 7.y =3x%—2x
3.y =2x 8. y =4

4 f)=6x—5 R —

' (x—1y
5.y =2ax+b 10. y' = 3x2

12. f'(x) = 12x2

4
13. s'(t)= = 13
() 5
9 I
14,y = —x2
y 2x

15fm:%ﬁ

352

33@2x +17

16.

17.

18.

20.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

[ =

[ =

s'(t) =

') =

[ =

s'(t) =

1

Tk

1
33
=2
3(x —13x—1

2

1 3

(x =12 (x+3)

W
n

=
w

—_

TS
—_ =
w

5

N
-

<
W

f(x):T

s'(t) = —
a

f'(x):—ﬁ

f'o=—=




4
31. fl(x) = — ——
f1(x) i
32, f'(x) =21x2—6x+3
33, f/(x) = 4x3 — 15x2 + 16x — 1
34. f'(x) = 10x + 4
35. f'(x) = 12ax3 — 12ax* — 10bx + 7Tc
XX 6x 4
36, fly) = -2 _ 2%
FO=5"5"7%
4 3 2
37, s = S 3 21
6 5 4 7 9
38, f(x) = _2x 1
Ja't +b* a
, 8 5
39. s(z)=—t—3+t—2
20 18 14 3
0. fW=-S+oFS+S
33 46
41, s(t) = — 4+ -2
@) 5 £ f
42. f'(x) = S S U
. 15\3/x_2 xi/;
s 2
43. f'(x) = 3x *6)6*6*?
5 2
44, f(x) = W+ —=+——
! RN
4 6
45. fl(0) = =+ +6Vx
AN A
46. f'(x) = anx" ' + b(n — 1)x" 2
2 5
47. f)y = Sx+2
f') 352
48, fix) = —2 b
n xn*l 33x2
4
49. y' = 1 +5\/;
33x 12
50 f'(X):fiJrL +3
’ 2x?4x  2xdx
51, f'(x) = 14x + 15x2
: 6 5
2 fW=-—-= —2
10 8
53, F) =53 +—r——2
S0 3 3xdx

54.

55.
56.
57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

353

o

y' = 15@x — 4)*

Y= —1202 — 4x)?

y' = (72x5 — 32x3)(3x® — 2x*)?

y = 12/x @x — D¥6x — 1)

f(x)zm

f'(x) = (6x + 15)(x% + 5x — 3)?

.
T 33
, 1
y=—7
(4x +3)*

fx) = (%x + 2)

2x° +1
yr= =X T
Y+ 3x)

= 108x2 + 55x — 4

<
|

. 9
y =40x—12- =
X

y' = 12x3 4 3x2

SOLUCION A LOS EJERCICIOS



CALCULO DIFERENCIAL

76.

71.

78.
79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

vy = %(2;; +1)° (8x+1)
o 5x° —4x
? 2\x—1
@) = 12x(3x? = 532x2 + DX(7x? = 3)

F10) = (66* — 120)(6> + 1)226° + 6 — 2)

O i
2.J4 -3¢
s'(t) = (2t + 3) (3 - %)
t t
= 0
7 (1—-2x)
—bt
)= —F—
/ a\Ja* —t*
G ——
" =4y
.63
Fo= (51 + 8)
e 21
FO= 567
vy 2ab
S'(x) (@ — by

-2
f)y= —————
(1+21)y1— 42
10w —3)
flw) = T
. 2407 — 540 +24
Fe = (3—20)
. =657 +4s—12
f(s) = ey
100%x + 5x°
fioy = =220
200° +x*)?
0 (693 — 271)(9t — 6)
27 = 3t)
N — 2ab
Fe) (a—3x)
_ 2
foy= 222
4 — x?

4_

9
I3

—45°
97. y' = X .
(x* —a*y?
Tx* +27x7
98,y = =
3% +3)°
. 8x"+24x+9
99, y'= =~
2.4x% + 3x
+2
100, y' = "=
2(x +1)*
3x—3
101. y' =
J 2Jx—=3
_h2
102y = 2
@ =13 —1)3
nxn*]
103, y' = ——————
A= x"Wx" —1
’ Y e
104, y' = ——————
m (T/x—"—l)
—20x* +19x +
105, yr = 20X F19x 48
204 —5x)7 2x +1
6 _ 83 —2
106. y' = 8x 8x
J@x® =12 @2x* —1)?
EJErRcICIO 30
dy 1—2u
L= = —
dx X
N A S
Cdx o it — 10+ w)
3 dy _ x(6u’ =3)
" dx J2u® = 3u
dy 4 9
4, 2L = - =
dx woout
s Ay _ (8 +12x —3x" )’ +1)
" dx w® =17
6 dy _ 5u +3u
Cdx o it +u
7 dy _ 3x°
Tdx Ju( 1)
dy 8x
8' -~ =
dx =1 -2 —1

354



9 dy = _ v
dx e Ju—107 =17
0 L 23
" dx (V+l)«/v2—1\/u_3
e oo w
dx Jv(x—1)7
EJERCICIO 31
1. y'" =8cos 8x
2. f'(x) = —6x sen 3x?2
3. f'(x) = 3x%sec? x?
4. §'(t) = 6 sec 6f tan 6¢
5. f'(x) = —12x% csc? 4x3
6. f'(x) = —9 csc 9x cot 9x
7. f'(x) = —asen ax
8. s'(t) = 2bt sec? bt?
9. f'(x) = 12x sec x? tan x?
1 X X
10. f'(x) = — — csc — cot —
f=mygeey oty
11. f'(x) = —3a sen 3x
12. f'(x) = =3 csc?(3x — 5)
13. f'(x) = cos >
2
14. f'(x) = =5 sen(Sx —%)
15. s'(f) = a secX(at + )
16. f'(x) = cos x — sen x
17, 8'() = —— cosvt
' 2Vt
18. f'(x) = — = cscYx
3Wx
, 11
19. f'(x) = — — cos —
X x
) 3
20. s'(r) = t—z,sent—3
sethanL
oo Ax A
20, fl) = — — X NX
2xJx
22. f'(x) = 3sec?3x — 3 = 3 tan®3x
23. f'(x) = a — acsc? ax = —a cot® ax
24. f'(x) = 2(x — 1)cos(x — 1)?
25. f'(x) = —18¢t(3t2 + 2)? sen(3t% + 2)3
26. f'(x) = — 2 csc?Jx—1

;

217.

28.

29.
30.
31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.
48.

49.

50.

51.
52.
53.

355

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

/ _ 2 2 LH
fx)= G- sec (x—l)

o) = — 2ab sec ax+b tan ax+b
(ax — b)* ax—b ax—b

f'(x) = 10 sen 5x cos 5x = 5 sen 10x

f'(x) = —3b cos? bx sen bx
f'(x) = 24x tan’ 3x2 sec? 3x?

2 cosdx

Fe= JJsen 4x
f'(x) = 5x tan 5x2 {/ sec 5x°

P = 2x sec’ x*
/9 tan’® x*

f'(x) =xcosx + senx

=2 ./sen4x cotdx

f'(x) = 2x cos x? — 2x3 sen x?

3x cos 3x —sen 3x

fl) = =

_107* sen 5¢° +2 cos 5¢°
3
t

f'x) =

vy’ = 2ax cos(ax?)

y' = —3a sen(3x)
V= sec’ x
2Jx
y’ = x sec 3x? tan 3x?
, 1 2x 2x
y' = — —csc— cot —
3 3 3

y' =2x+3+ %cos(l)
x

X

y' = —6xcsc’(1 — x?)
e SR
MY IC R (e
y' = 2b sen 4bx

y' =242x — 1)?* tan’(2x — 1)? sec?(2x — 1)}
sen 2x

o veos? 2x

. 2x sec’ x*
3/9 tan® x*
’

y' = cos 4x(cos? 4x — 6x sen 8x)

y' = xcscax(2 — ax cot ax)

y" = (1 — xcot2x) \/csc 2x



CALCULO DIFERENCIAL

., —MSen nx Sen mx — i coS X COS Mx , 2
54y = . 6. f() = — ———
sen nx xy9x* —1
—Co8 X
55y = SO P
) (1+ sen x)? 7. f'() = T
56. y' = —xsenx

. _ )= —
57y = sec” x (tanx — 1) '16 —
J(tan* x — 1)°

58. y' = (2x? — 6) cos 2x + 10x sen 2x 9. f)= e j_xz
59. y' = —2cos(2x — 1) ]

60. y' = xsec(m — x) - [2 — x tan(7 — x)] 10. f = xJx—1
61, y' = 81x*sen’x[3x% cos x + x cos x + sen x] , 2x

= 11 = - -
Bx+1)* Y J=8+6x* —x*

62. y' = %sen xtl 12. y' = !
' @-hfe -1 Vx—1 T e
2
, sec x 2
63. y' = ( ) (¥ senx — cos x) 13. y' = 2)67 + 2x arc tan x
X x +1
64. y' = —xsenx + cosx 14. y' = arc sen x
65. y' =2cos2x e
15, v/ = ———
66. y' =2 sec’xtanx Y 6 — ¥
1 X
67. y' = — —sen— 1 1+
) 2 2 16. y’:arccsc(f)Jr X
X 1—x

68. y' = —6sen(bx + 2)
17. y' = xarc tan x

xsen x+2cosx
3

X 18. ¢' = #
1—-6%).6* -2
70. y' = (senx + cos x)(tan? x — tan x + 2)

71. y' = —cos’ x 19. y' = V1_4x2
y' =

69. y' =

72. x2 sen x 20. y' = x?arc sen x
73. y’ =sen*2x 2. F = Z;:
EJERCICIO 32 2
l.yr:ﬁ 2T
2 - 8y 23,y = 3+6x7

—— 1+ 4x*)(1 + x*
Ji-tex (e
3P0 = oy oy = —
' 1+9x? 2{x—x°

1
4,y =-— 25. y' = + arc cos (f)

2 2. v = 4a — 8x

5. /(%) = ——— ) _—
xyxt =1 Y J1—(dax — 4x°)

356



27. f'(r) = ——m—
- +4r=3
1
28. y' =
YT A v 4x+5
+2
29,y = A
Jax—x*
2
30. y' = .
4x — x*
31, y' = 2x—&°
3. s'(1) = 3’2
—t
33, y' = /25 —9x°
6+5
4w ————
6 +4)/6+2
N B
5+ 4cosx
36. y' = cos x
5—3cosx
37y = —=
38. y’ = arc cot(tan x) — x
, 1 (1 4 x arc sec 2x
39. y' = 5 - =
@’ -n(x a1
10, y' = {7 —8cos x +cos’x
14 —2 cos x
41. y' = 64
(3x +2)/5x° +28x — 12
tZ
42. ' = ——— +2rarccos(l — 1)+ 2
2t =+
P N
J1—(a+x)
EJERCICIO 33
Lyr=2
X
2
2. 'y ==
x
6x—5
3. fl(x) = ————
F®O= 7 52

10.

12.

13.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

357

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

= L
= o
CFo) = 6loge

X
= o
X
fw = e
X
F) = log, e
' 3x
) = 41n’x
X
o= 3In"5x
X

.y =x(1 +1nx?

'

y =2(1 +1Inx)
. 1—Inx
y = e
, 2—1Inx*
S = 2
r—__ 4 __a
Y 2b—ax) 20ax—b)
V92
SO Gy
. 2ax’ —b
X) =
£ x(ax* —b)
L 13
YT Gr—52x -+
Lo bc
Sf1x) O
y' = cotx
y' = —5tan5x
o 2x
) XX —4
o3
YT 2Gx+ 4
,_ 12
Y 4x* =9
xZ
yo X +8
p_ Inx
Y 2x



CALCULO DIFERENCIAL

217.

28.

29.

30.
31.
32.
33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.
45.
46.
47.
48.

49.

50.

51.

52.

27x* +12x+6

’

YT Grt2)(3F +2)
, _ 2log,e
M
, (3Obx2 x—3)loge
YT T 0b0Vr —6x
y' =tanx
y' =2cotx
y'=1+Inx
y' = —2tan2x
! = 1
Y 2x4/In x
y' =secx
, _ _ l+sen2x
y =
cos 2x

, x + tan x
y =

X tan x

y' = 2x%(1 + Inx?)

. 3sec’ x| 3sec/x cse/x

YT o anx NG
, loge

Y 2x

y' =29 n2 - 2x + 5)

Pl = b Inb
2Jx
. 3" In 3
yE x
y' = (xcosx+senx)-5*n¥.In5

y' =2"%1 +1n2)
Y’ =55+ 1)
y' = 2xe = 2xy
y' = (6x — 2)e¥ "2 = (6x — 2)y
. 3yl ! . 3xy
y - 2 - 2
N BN Y

y’ = (xsec?x + tan x)y

2x 2

y =eb +e ?

-8
(62x +e*2)¢)2

53.
54.
55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

71.

78.

358

J'(@) = de
f'(x) = 10xe5*

() =3e¥7!
o= Lé
S'(x) 5e
. 1,5
J') = g\/e_
1
reo= e
4
2 L
fl)=— e
X
Jx
e
X)) = ——
f e
£'(0) = sen 20 - esen®
f(x) = —2sen2x- eCOSZ.x
)” = (sen x + cos x)e”e‘ sen x

f/(@) = (355

@ =277

/() = (2xIn 5)5°

y' =2x¥(1 + Inx)

y' = x*"I(cos x — x In x%"¥)

&

Y= (1 —1Inx
X

arc tan x

' _ .y
Y 1+x° 1+ x*
, 1+2x
Y 2x
y' = 3en® = 3x2

x

o X

YT Gty

,_ €(xinx+Inx—1)
Y 2Inx

-1
L —
x(In x —1)/In*x — 1

sen x

e Cos x

y = sen x 2sen x
(I—=e*"")Je ™ —1
, _ 2acotax
y= -
e
Inye* sen ¥
y = e (I+cotx)  y(l+cotx)

2 2



SOLUCION A LOS EJERCICIOS

79. y' = xe*"*(x cos x + 2) vty —1
13. y' = IWTTY T
80. y' = cotx 1—2xJx+y
, 3x* -8 Ay —
8l y' = ——— 14.y’=2 4x — 3y
X" =4 3x+3
x+3
82. y' = ——— P Yy
N 5.5 (1-adk)?
83. y' = sec?2x 16. y/ = y
x(2y—1)
84. y’ = arc tan x
[ y
85. y' = Jx'—4 7.y =7
86. y' = arcsec x !
tan ¢”
18. y' = .
87. y' = —— ¢
' 4x* -9
19. y' = 3ev™
88. y’ = arccotx
X 2xy
"= = 20. y' =
89. y arccsc2 y 241
, _1=x+y
EJErcicio 34 2l y'= T—y+x
X
.y =—-= o2
y 2y =)
e =1
’ Y
2.y =-2
Y X 23. y' = —x
y xInx
, 2x+5
4.y=—4_2 25,y = y
Y ¥ +y +x
3x+y
5.y = ——— Iny—
Y x—6y 26. y' = X(ix ny_yJ
x{ylnx—x
x+1
6. y' = 1
— 27. vy =
1=y Y xInx
(=) +2y ,
Ly = “(1+ e’
T 2x 28y = £0ED) oyt + )
,_ b _
gy = 2% 29, y' = yx—Iny)
a’y xlnx
, _ y X Y
9.y =—= 30.y’=7e - = ¢
X 1+xeé 1—y
2y* + 3x’y + 10xy’
10 = oy T 3ye
Y —dxy —x” —10x7y M —xy  1—x
. 4xy—9x" —5y-3 1
lly: 2 32)1,:%_1
5x—2x" —1 e eos(e™) — 1]
2 + v — X COs _
12Ay'=M 33'y/:*vsy3:l 1 — 1
2x + 3y xe ™seny x\tany xseny

359



CALCULO DIFERENCIAL

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

417.

48.

49.

50.

__cos(x+a)
sen(y — b)
senx _ senx(cscy+coty)
cosy—1 sen y

sen(4x) cos(2x) _ sen(8x)

sen(2y) cos(2y) sen(8y)

sen x "

cos y(1+¢&*")

2—ycos(xy) _ 2sec(xy)—y
x cos(xy) X

COS x

sen y

sen x

cos y

seny-e

cosx—seny—1

X Cosy
’+
2)771 arc tan y
y+1—x
cot(x +y)
1—cot(x+y)
1 1

22  In2' +In8

_ Y
e"Vcosy+x—2

y[xlny—y =i 1—Inx
x\ylnx—x ¥\1-Iny

sen(x + y) + cos(x +y)

1—sen(x +y)—cos(x +y)

tan’ (xy) + y* sec” (xy)
tan(xy) — xy sec’(xy)

X +y+1
(x* + Darc cot x

y-e

\/1 — ¢** (sen y + arc cos(e"))

EJERCICIO 35
4
LY oy
dx
3
2. % -0
3 dy 170
Codx? (5x +3)°
g Ly _dab’
dx’ (ax— by
4’y
5. ) = 24a3(ax + b)
d4
6. ;ﬁ; = senx + cos x
7. y" = —csc?x
" 72
8. "=~ .
(x—=1)
9. y" = e*sec? e*(2e* tan e* + 1) = e*sec? e*(2e*y + 1)
o0 &3 e
ax’ (2 —3x)
2
1. % -2
N ©-x)?
b Py _ PR 16
dx’ ¥’ ¥
4
dx x°
" izy __ senxsen’y +zcoszx cos y :fcscy(sener
dx sen’y
3
15. d { = —x2cosx — 6xsenx + 6cos x
dx’
o 4y 1 a2t
Cdd (DT (x+1"!
2
PR
(x+1)
3
18. % = —2sec?x tan x
19 d’y _ 2 cos® x sen x _ 2-—senx
Tyt (I+senx)® (1+senx)’ (1+ sen x)*
. -12 ., —108x
20. y" = 75y = 5
(x+2y) (x+2y)

360
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EJErcICIO 36
1 dy _ 2 sen 26 + 3 cos 26
" odx 2 cos 260 — 3sen 20
2. il =0
dx
3 dy _ 5 sen 6 cos 50 + sen 56 cos O
T odx 5 cos 0 cos 50 —sen 56 sen 0
4 Q _ cos 20 sen 6 + sen 26 cos 6
" odx cos 260 cos 6 — sen 26 sen 6
s dy _ _ cos20+cosf =—cot(ﬁ)
dx sen 26 + sen 6
6. ﬂ =cscf —coth
dx
7 dy _ asen 6 +cos 6
Codx acos  —sen
sen@tang-b-cose
dx cos 6 tan— —sen 6
9 dy _ 3cos 6 —2cos 260
Codx 2sen 26 —3sen O
10 @ _ sen 6 + 26 cos 6
T odx cos 6 —26 sen 6
11. —1
12. 2+ 3
13. 3
14. —a
15. —l
4
EJErcicio 37
dy dy
1. =2 =4t 6. =
dx dx
2 o L 7. @
dx 36¢ dx
; dy _ 2 —t g dy
Codx 2t —1 Codx
4. & = gcsc@ 9. &
dx b dx
5 dy _ 268 =3¢ 0 dy
©odx 2/i—1 Codx

cos @ +4senf
5cos 6 +sen 6

- Da-2t—1)

> +1)

csc g (4 — 8 cos? )

5t

1
— —cos f cot? 0
2

11.

12.

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

CAPITULO 5

EJERCICIO 38

1.

361

Sub-tangente = 1

Sub-normal = 1
Tangente = NG
Normal = —/2
Sub-tangente = —g
Sub-normal = —84
Tangente = —2\5
Normal = —602
Sub-tangente = —%
Sub-normal = —84
Tangente = —gﬁ
Normal = 602

7
Sub-tangente = 1

Sub-normal = 28

717
Tangente = a4

Normal = 717

3
Sub-tangente = ~3
Sub-normal = —6
Tangente = —gx/g
Normal = 35
Sub-tangente = —18

Sub-normal = —

N | =

Tangente = -3J37

Normal = ﬂ
2



CALCULO DIFERENCIAL

7. Sub-tangente = 8
Sub-normal =
Tangente = 2317

17

Normal = —
2

8. Sub-tangente = —2

Sub-normal = l
8

Tangente = M7
2

Normal = %

9. Sub-tangente = —g

Sub-normal = —6
3V5
Tangente = *T\F

Normal = —3/5

10. Sub-tangente = f%

Sub-normal= — E
27

V145
Tangente = ————
12
Normal = 145
27

1. T:4x+y—1=0
N:x—4y+38=0
12. T:x+y—1=0

N:x—y+1=0
13. T:y=0
N:2x—1=0
4. T:8x—y—12=0
N:x+8 —34=0
15. T:4x+y+8=0
N:x—4y—15=0
16. T: J5x+2y—9=0
N: 2x—\/§y=0
17. T: x+2y—=7=0
N:2x—y—4=0
18. T: 2x+y—2=0
N: x—2y+4=0

19. T:y—1=0
N: 2x—m=0
20. T: 33x + 6y —(3+37)=0
N: 12x = 643y + (3V3 —47) =0
21. T: 4x—2y+(6—m)=
N: 4x+8y—(4+m)=
22. T: 2x—y—6=0
N: x+2y—8=0
23. T: x+y—2=0
N:x—y=0
24, T: 6x+2y—9=0
N: 2x—6y+7=0
25. T:x—2=0
N:2y—1=0
26. T: Tx—y—8=0
N: x+7y—94=0
27. T: x—ey=0
N:ex+y—1—¢"=0
28. T:8x+y—7=0
N:2x — 16y +47 =0
EJERCICIO 39

1. Agudo 26° 33’, obtuso 153° 27’

2. Agudo 73°42’, obtuso 106° 18’
3. Agudo 78°41’, obtuso 101° 19’
4. Agudo 35° 15', obtuso 144° 44’
5. Agudo 28°23’, obtuso 151° 36’
6. Agudo 28°4’, obtuso 151° 55’
7. Agudo 71°33’, obtuso 104° 28’
8. 125°32'
9. 6 =63°26’
10. 0 = 18°26’
11. 6 = 6°54',57°25'
12. 6 = 33°41’
13. 0 = 54° 44’
EJERCICIO 40
| o35 do_ 35

3 ds 25

_1717 o _8V17

8 'ds 289

3. r=42, dgfi
ds

o 50 o @

3 ds 50
5. r=1,90 -4

ds
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L_I117 a6 217

2 w29
7. r= l a8 _ 2
2 ds
o i o _aii
' 4 ds 11
9. C(—2,5)
10. C (—é —é)
4 2
1. € (3, 0)
2
12. C(—2,3)
13. C (E 732)
2
EJERCICIO 41
1. Punto minimo (3, —4)
Creciente en (3, ®)
Decreciente en (—x, 3)
2. Punto méaximo (E, _é)
6 12
reen (=)
Creciente en [ —oo, =
6
Decreciente en (%, oo)
3. Punto maximo (—1, 2)
Punto minimo (1, —2)
Creciente en (—, —1) U (1, »)
Decreciente en (—1, 1)
4. Punto maximo (0, 0)
Punto minimo (4, —32)
Creciente en (—, 0) U (4, )
Decreciente en (0, 4)
5. Punto maximo (—1, 5)
Punto minimo (l, —1)
2 4
. 1
Creciente en (—oo, —1) U (5, oo)
. 1
Decreciente en | —1, E
6

. Punto maximo (—%, 1—)

4
Punto minimo (% g)

10.

11.

13.

15.

363

Creciente en (—oo, _l) U (%’ oo)
2 3

Decreciente en (—1, 2)
23

Punto maximo (2, 15)
Punto minimo (—1, —12)
Creciente en (—1, 2)

Decreciente en (—o, —1) U (2, )

8
Punto maximo (—1, E)

Punto minimo (3, —8)
Creciente en (—%, —1) U (3, =)

Decreciente en (—1, 3)

34
. Punto maximo (—2, ?)

1
Punto minimo (3, —?9)

Creciente en (—%, —2) U (3, «©)

Decreciente en (—2, 3)

Punto maximo (1, H)
12

Punto minimo (0, 1) (3, *%)

Creciente en (0, 1) U (3, ©)
Decreciente en (—, 0) U (1, 3)
Punto maximo (1, —3)
Creciente (—,0)U (0, 1)
Decreciente (1,2)U (2, ©)

No tiene maximos y minimos

Decreciente en (—, 3) U (3, ®)

1
Punto maximo (2, 5)

1
Punto minimo (—2, _5)

Creciente en (—2, 2)

Decreciente en (—%, —2) U (2, »)

Punto minimo (0, 7%)

Creciente en (0, 2) U (2, ®)
Decreciente en (=%, —2) U (=2, 0)
Punto maximo (—6, —12)

Punto minimo (0, 0)

Creciente en (—%, —6) U (0, %)
Decreciente en (—6,—3)U (=3, 0)

SOLUCION A LOS EJERCICIOS



CALCULO DIFERENCIAL

EJERCICIO 42 4.
| (-2, 68) YA
Y4 fx) = — 6x + 10
f(x)=2x" - 3x? - 36x + 24
X
(€29
x=3 )?
3,-57)
Punto minimo (3, 1)
Crece (3, ©) Punto méaximo (—2, 68)
Decrece (—, 3) Punto minimo (3, —57)
Concavidad hacia arriba (—, %) Crece (=%, =2) U (3, %)
2 Decrece (—2, 3)
’ YA 1
Concavidad hacia abajo (_OO’ E)
2,10)
1
Concavidad hacia arriba | 5> %
f)=-X +4x+6 2
o (i E)
I \ . Punto de inflexion 22
=2 X
* 5.
YA
Punto méximo (2, 10) = —
Crece (—», 2)
Decrece (2, )
Concavidad hacia abajo (—o, )
3.
Y4 o~
3 X
fo)=F -3 -9x+1 Y
(3,-27)
(-1, 6)
Punto minimo (3, —27)
3 ; Puntos de inflexion (0, 0), (2, —16)
Crece (3, ®)
Decrece (—o0, 0) U (0, 3)
Concavidad hacia abajo (0, 2)
Concavidad hacia arriba (—2, 0) U (2, ®)
(3,-26)

Punto maximo (—1, 6), Punto minimo (3, —26)
Crece (—», —1) U (3, »)

Decrece (—1, 3)

Concavidad hacia abajo (=<, 1)

Concavidad hacia arriba (1, )

Punto de inflexion (1, —10)
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Y4
f) =2+ LZ
X
-1,2)|€,2)
-1 1 1;’
Puntos minimos (—1, 2), (1, 2)
Crece (—1,0) U (1, %)
Decrece (—o, —1) U (0, 1)
Concavidad hacia arriba (—2, 0) U (0, %)
YA
(=1,13)
fx)=2x"-3"-12x+6
_1 1\ X
@,-14)

Punto méaximo (—1, 13)
Punto minimo (2, —14)
Crece (—», —1) U (2, ®)
Decrece (—1, 2)

Concavidad hacia abajo (—oo, %)

Concavidad hacia arriba (%, oo) , Punto de inflexion (%, —

Y“
fo)=@2 -1y
1
7 b X
Punto méaximo (0, 1)
Puntos minimos (—1, 0), (1, 0)

Crece (—1,0) U (1, »)
Decrece (—o, —1) U (0, 1

)

1

2

)

10.

365

Concavidad hacia abajo (

Concavidad hacia arriba (—oo, —L) U ( !

Punto de inflexidon (—L

NG

YA

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

1 L)

3743
oH
5 )
%\1x2+36

0, 6)

Punto minimo (0, 6)
Crece (0, ©)

Decrece (—, 0)

Concavidad hacia arriba (—o°, )

f)=xX(x+2)

YA
-1
1 X
L. 327
Punto minimo | ——, ——
2 16

Puntos de inflexion (0, 0), (—1, —1)

Crece (—g,oj U (0, =)

Decrece (—oo, — E)
2

Concavidad hacia abajo (—

1,0)

Concavidad hacia arriba (—o0, —1) U (0, o)



CALCULO DIFERENCIAL

11. 31
YA 23. P(EE) 31. 400 m, 800 m
! 24. A= 15u2 3, 1003w em, —20 oy
9+\37 9++f3x
0 T m\ 3 X 25. A =2abu? 3, 2000V3m
4 2 4 27
-1
26. 4x+ 3y —24=0 34. 2542 cm X 252 cm
tnimo 27— 27. Radio 42 35 r= ——in= L
Punto minimo ( 1 1) \/; \E
altura = 8+/2 pulgadas
Punto maximo (W 1)
. :
4 28. (5\/4512 +k2,§J 36. 54/5m
Punto de inflexion (z, 0) e
2 29. Nameros 4y 4 37. r= 3—
3 S5
Decrece (%,Tﬂ-) 2p p
30. ; 38. P(2,0),
3 4+7 4+7
e 035 ol
P|- N
- 2 2
Concavidad hacia arriba (E’ 77')
EJERCICIO 44
Concavidad hacia abajo 0,z m 17m m
2 1. 6—, ——,10—
s 2s S
EJERCICIO 43 2. 0<r<4yo6<t
732\/5 s 3.a) s=22sit=2,s=18sit=4
1. 20y20 12. 4= —g—u a=—6sit=2a=6si1=4
2. —25y25 13. Base = 22 by s=20,v=-3si1=3
N c¢) “s”crececuando0 <r<2 o t>4
3. 2 pulgadas por lad(; yel altura = 2 d) “v’crececuando 0 <t <2 o t>4
volumen de 128 In
4. V= 61447 cm? 14. 26 y243 ft 4. a) t=183,v=—54?
5. v = d00V6m 5 15. d=245 b) 1=9s,5=243m
9 m
16. 8y8 5.v=72?,s=35m
6. r= 10 17. 245 y /5 unidades
3 EJERCICIO 45
400 5 2
h={7 1. 2J10 em 5, - Bm
2 12 s
7. A= 54cm? 18. A =6u?
3 m cm?®
8. A=24u? 19. h=2cm 2. V449 — 6. 10m
5 min
9. Namero = 1 20. Cada lado mide 2u
10. Base = /3 r 21. 20y20 3 0m 7, -3 M
J17 s 4971 min
altura = Er
2 4[5 405 km
4. —,|—m 8 ——F——
1. (1,1),(—1,—1) 22. 442 y8 75\ = 8414 h

366



4
9. a)100 K™ 14. mﬂ
5 min
b) 820 km
J73 h
0. — &2 m 15, Mo
97 min 3 s
11. 90.58 km/h 16. —\29™
50 s
12. 482 17. 1952
s s
13, __pies 43422
477 min S
EJERCICIO 46
1. a)I=$15275.00, U = $8 370.00, Q = $47.90
b) I =$9424.00, U = $7 208.00, Q = $26.93
Q = $16.00 por articulo
2. Costo promedio minimo = $14.80 por articulo
Se deben producir 1 225 articulos para un costo minimo
3. Ingreso real: I(31) — 1(30) = $156.00
Ingreso aproximado: $160.00
4. 59 metros
1
5. =100 - —
p(x) 200"~
$50.00 por boleto
EJERCICIO 47
1. 15 8. 1 15. ¢
2 3
2.2 9. e 16. =
3. —1 10. 0 17. —1
1
4. —In2 11. 1 18. 1
3
1
5.1 12 —— 19. 1
2
9 L
6. —— 13. e? 20. 0
4
7. 1 14. 0
EJERCICIO 48
1. ¢=0 4. ¢c= 3
4
2. ¢c= 3 5. ¢c==*43
4
?xc=é 6. ¢ =0.36
2

7. c==* E 10.
3
8. ¢c=0 11.
9. ¢c=0 12.
EJERCICIO 49
1. ¢c= é 6.
2
2. ¢ 1 7.
2
3. ¢c= ﬁ 8
4. ¢=0 9
5.¢=3 10
EJErcicio 50
1. dy = adx
2. dy = (2ax + b)dx

3.

11.

12. dy

13.

14.
15.
16.

17.

367

df(x) = 3x% — 4x)dx

1 1
ds=|—F———|at
(2\/? 3 tz)
dh(t) = =36t(5 — 3123 dt

6x

dy = ——>
YTy

2
. dy=—i,3 ol dx
x\(2x+3

_ 24D
Jxi+2

df(x) = (Tx + 5)(x — 1)*(x + 3)3 dx

dx

dh(é) = m ds

—2x
dg(x) = W dx
x+8

2x + 3)

dy = —2abx dx
(ax* —b)nJa’x* —b*

df(x) = (1 + 2 sen 2x)dx

df(t) = 6 tan® 2t sec? 2t dt

dy = —2 tan x(sec x — sec? x)dx

—2cosx

K p—

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

No es continuaenx = 1

c=1

c=-1

1.7613

o
I

. ¢ =2.1750
. c=0.5413
. c= 13204



CALCULO DIFERENCIAL

18.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

—tsent —2cost

ds(t) = dt
® 21% Jcos t
df) = sec x dr = 1
' sec x +1 1+cosx

2x
dy= ———loged
YT gs e

dy = d
Y x*=3 *

3
dy= —> g
YT x4

dy = %J}eﬁ dx

dy = 2% +53x21n 2) dx

2

dh(t) = — mdl

df(x) = x(Inx? + 1) dx

dfe) = — ——2—d
1—4x*
2
dy=———d
Y X +4 *
P
Y 2x4x—1

3

R

EJERCICIO 51
=T 0y
. -~ 18 - .
2 =¥ 3506
T 7
3 =7 s
. -~ 8 - .
PR LEL
. -~ 90 - .
108 + /37
5. ~—¢ =3.151
76 + 3043 + 2
o L J6T0Brm
15
5489
7. ~——= =1372.25
4
180(3 —2) - (7 +2)
8. ~ 260 = 0.8549
9. =B 3T _ 054
o720
9*\/577
10. ~—— =0.228
93

11. dA =0.286 cm?
12. dA = 2.265 cm? dV = 3.341 cm?
13. dV = 1.8 cm?

14. Lado = 8 cm
dA
15. Error relativo = X = 0.00249,
Error porcentual = 0.249%

av
Error relativo = 7 = 0.00374,
Error porcentual = 0.374%
1
16. Lado = gcm
17. d¢ = 0.02 cm
dA
18. Error relativo = X = 0.00088,

Error porcentual = 0.088%
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Solucién a los ejercicios
de cdlculo integral




CALCULO INTEGRAL

. 6
CAPITULO 6 g A s 4 032 34 c

3
EJERCICIO 1 G e
ax X cX
1. 354 5. 14560 9. 63 M ST At C
2. —40 6. 17 10. % , 32
X X
-7 7 -0 11. 414 3a +b a
.
% 8. 3(1+23) 12. 81 26, — -2 -Tx+C
a
4
3
EJERCICIO 2 27. 5x5—% e
1. 57u? 5. %uz 9. %uz X
3
i 28. 6i/x—2—2OTx e
2. 5u? 6. —u? 10. 242u?
2 7 a7 B 3
32, ) 29 2y 15y3 8yt 2y? s
3 ?u 7. 12u 7 7 5
4. zuz 8. 2u? 22 3.% 4
2 30. z —%+—3 +C
3y
1 33 23 3
CAPITULO 7 . 3t2ﬁ_9z7ﬁ+3¢2\/2 e
EJERCICIO 3
g p WL
1. %+c 12. 4lnx+C 4
i 33, B4 o
2. 5+ C 13 ; +C 21
2 6
4 (ax” —b)
3. b% +C 14. 9% + ¢ Mo * ¢
3 5[ -4y
. V3x e s 5x;/x— e 3. T+ C
_(a—byy
5. ax+C 16. 3a¥x +C 36. s ¢
IS
R 3
6. %x+C 17. %1nx+c 3. 5 TArr 36t C
Xt 8x? 5
B N 15, b 3B T HECHC
6 5 4 3
: e X X
N 3x;/§+c 0. 15\2/)6——3x3/§+c 39.6+5+4+3+C
3 2 40 2(m + ny)\/m+ny i c
9. 4x¥x +C 0. -5 4 S —6nx+C ' 3n
X X
3
3 —2)2
0. —-1 +c T e g 2022 L ¢
2x 4 15
1. —% +C 2. 2’*3/6 +C w2 Yarts +c
X a

370



43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

é?/(9x -1 +C

B 16xx
3

2
X + 16x + C
2

1

-———— +C
18(3x* — 4)°

s
3Gx—4)
-2 ¢
3020 +5)
2(Va - b)
3

+C
1
—In(at + b) + C
a

1 2

—In]3x2 4|+ C
6

Infx + 3|+ C
Injx2 = 3|+ C

1

- +C
(x* = 3x+6)

3
2(x* — 6x + 3)?
9

+C

1
an(m — 1)(ay" +b)" ™'

ey
4z e
9
_ 4
_ (4—In}x+3) .
4

c

_ 4
_ (I—sen4x) i c
16

3
2
_ 2(3+§0t X) n

—l—sec2x +C

C

7lln|1 —senax| + C
a

4 3
et —1p +c
3

2
Q@+ lnisenxb N

C

+CVm#1

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77. In

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

371

1

S
2(1—cos” x)’

1 sen’ bx + C
3b

cot® mx

+C
2m

cos’4x
12

2ysensxtd

5

+C

4x —In(x + 2)° + C

3x*

> + 3x + Inj(x — 1’| + C

Iny

lln|1n 3x +C
2

3
2(axn+l +b)?
3a(n +1)

—1csc3x+C
3

1 3
- +——
(x+17 x+1

(x+2)°
(x+5)

3 5

In|(2x —1)2(3x — 4)?

—33cosx +C
gsen5x-‘rC

5

2Jl—cotw +C
3 ety 1 4 C
2Jl—cosa +C

4 1
—tan* x + C
7

+4Inx+1)+C

+C

SOLUCION A LOS EJERCICIOS



CALCULO INTEGRAL

EJERCICIO 4

1. le‘“‘JrC
4
2. 16¢> +C

3. le"”'Jr”-‘rC

a
PR
3
13
5. —e*¥+C
3

6. _lecos% +C
4

7. %e‘3+C
3

b
41nb

+C

2x
3 +C
2In3

27"
1+In2

1. 33" +¢C

10.

12. %\/eT e

13.

15. 2\/3 e+ C
16. x3 — 1
3

17. ex*—3x+1 4 C

N®
2:/e*

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

| ey
B
2
— 14 +C
8621
4% . 2
2+In4

6

2

5¢
In 25

+C

1
7 (e¥—e ™) —2x+C

l e(an3x +C
3

> +C
3In5

10 2
3In10 In2

n[e;— ! a;) +C
Ina

%(ez" + 5¢e X)) 4+ C

1
-— —x+C
ae
—ecos?x 4

%earcsenlx +C

edrctanxy 4

3'(3-3""+8-3" +6) N

le‘”—%e“-ﬁ- 4x+ C

241n3

C

EJERCICIO 5
1
1. —=cos5x+ C
5
1
2. —senbx +C
6
3. —4cos£ +C
4
1
4. —lnjsec bx| + C
b
5. atani +C
a
1
6. ——cotax + C
a
1
7. —tanbx + C
b
8. secx+ C
t
9. —4csc— +C
4
1 2
10. 7§cos4x +C
3
11. ésenx— +C
3 5
1 2
12. ——cscx+ C
2
1
13. —secax + C
a
3 2
14. gtan4x +C
1
15. —gcot(?ax— H+C

16. ! In|sen(ax — b)| + C
a

17. lln|sec ax + tan ax| + C
a

1
18. §1n|csc 4x% — cotdx? + C

19. =2 Jcscx +C

20. % (tan b0 — cot b)) + C

372

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

40.

2
g(CSC3X*COt3X)*x+C
2
g(tan5x+se05x)—x+C
1 2
5[sen x—2cosx] +C

1 2
——=sen(2 —x%) + C

2
Injcsc x — cot x| + cosx + C
senx —cosx + C
Injcosx — 1| + C
cot(z—x) +C

3

—cotw + C
1
E(Ztanx*x)JrC

L o3
——cot’x + C

3

2. /sen x(cos” x + 4) e
5

iln\l —4dcotw| + C

—[x cos x —2(sen x —1)] ic

Cos x

o)

In\/sec2a + C

—2In +C

. 24sen’0+1 + C
1
. —Ecos(ezx)-i-c

. - %cos(ln xH+C

gln‘secﬁ-t-tan&‘ +C



EJERCICIO 6

10.

12.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

larc tan(f) +C
9 9

izarc tan(y) +C
b b

lln
8

y—4
yt4

+C

1 5+2x
—In
20 ‘S—Zx

\/_

+C

\/—x+4

1

72

x—4
n
x+4

‘ ic

1

—arc sen2 +C

3 5
%ln‘2x+d4x2 *7‘ +C

1 2

—arc sec—x +C

3 3
—\/fln‘x-hbf —4‘ +C

4 b’
——arc tan(—x) +C
m m

1

2b*

Vv —b?

n——-— +C
v+ b2

2x

e4 J16 —e** +4 arc sen(

21.
22.
23.

24.

¢ |+c
4

%1/1—2x2 +garc seny2x + C

J5 arc sen[\/g)m} +C

larc tan(ln—x) +C
2 2

1+sen x

2

2
lalrc sen Al S C
2 3

% arc sen(x) + C

1ln +C

1—senx

2111(\/2—"+1/e“+4) +C

1
—arc sen
2

1
10a*

?ln‘\/gtJm/Stz +5‘ +C
\/_

2\5@) +C

5+ay
S—ay

+C

ln‘

\/—y 5
?m‘\@thxz +4‘ +C

1
b—zarc tanbi2 +C

L arc sen@
2 2

+C

+
(2"4 1)\/4){ taxtl-a —Iln(2x+1+\/4x taxtl—a )+ fo

(—@Z"}M+(2f Jln(7 v i)

———arc tan
14

V14 (mt]+c
7

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

41

31, @J/ 16+[2\/—J (fx+./5x—16) c
5 5 + cos 2t
g, V3 S5 Heos2)
20 | /5 —cos2t
33. —arc tan(cos x) + C
34, ’lniz(m\/ﬁ 236 + 4 +2 ln(z In(3¢) + ,/t21n2(3z)+4) +C
EJERCICIO 7
TS {2 iy 8 3"
6 |x+6 45
2. —In|——|+cC o I3 ¢
x+8 7 w—35
+ J—
3 w2 4 e 0. L2l ¢
x+3 11 |a—5
2x +1 _
4. In +C 11. farctan ﬁ(x D)
x+1
1. [x=2 .
5. —n[2 2+ ¢ 12 x4 tmle =y
9 (x+7 4 e +3
6. 71 zxHl, o 13, Y3 fsenx =343
x+4 6 sen x — 3+\/_
7. il ax+3 + C 14. ﬁarcsen( w_ll)+C
2a |ax+5 5 9
15. %ln‘Zx—1+«/4x2—4x+3‘+C
16. gln‘3z+2+«/9z2+12z‘ e
17. ?ln‘4x+l+21/4x2+2x‘ e
18. ln‘Zlnx+7+2\/ln2x+7lnx+6‘+C
19. 1n‘2w—9+2,/w2—9w+5‘+c
20. XTHJJCZ+4x—3—%ln‘x+2+«/x2+4x—3‘+C
+ +
21. %arcsen[\mmx 3)J+(4x 3)\/4—3x—2x2+c
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CALCULO INTEGRAL

22.

(3]

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

(2x4_3)«/3x—x2 +%arc sen(zx;3) +C
3x—2) /3¢ — 4
M%—%lnbx—Z-h/%cz —12x‘ e

2
(Zx IJ xt—x 7207—11n‘2x271+2\/x47x2720‘+C
+ +
* 5)424 5x—x +Earcsen(2x > + C
4 8 11

[ ]

+
(2’“ 3) r +3x+8+—ln‘2x+3+2\/x +3x+8‘+C
21n N 4\/}—21‘+c
l[(( 71]«/3+2e”‘ — +2arcsen(e< 71]:|+ C
n 2 2
ln‘2y+l+21/y2+y+l‘+c
(ﬂ)\l3x2+4x+17£ln
6 18

4W_5)+C
5

1/3(3x2+4x+1)+3x+2‘ +C

——arc sen
2

2Ja ‘2\/E+3+2\/ax+3\/a+2‘ +C
a

?1n‘x/§(6y+13)+6«/3y2 +13y—10‘ +C
+1)"
1 G+

! {+c
2 |(3x+1)

- %ln|(3 -0’3+ x|+ C

- %ln|(3x +4y@x — 4y + C

\/_ 6V3+7
e(x 2) 2
(x++3-2) :

@ln‘(@c +5+73) P (6x+ 573" + ¢

438

[IEST

5 -1

1, 4\/5 |2x+9-io1|
3o’ +9x =5+ T "o rorvior

41. 3 x274+21n‘x+\/x274‘+c
11 3 1
42. —garcsen§—§\/4—9x2 +C

43. %1n‘4x+ J16x7 +25| —%\/16;;2 +25+C

44. 3\/7 —2x* 422 arc sen(\/l7_4x] +C

\(10x+\/f 7)7 |

+C
2580 ‘(10)6— 129 — )67+J129‘
46. 5 +3x—>5 —%ln‘Zx+3+2\/xz +3x—5‘ +C

4x+5+,/8 2x2+5x—1‘
47. 13gﬁln ( )+C

24 +10x—2
3

45.

e

+
48, =5 J4—2x—x? —4arcsen@+c

‘ (4x? =2)Jx’ —3x+4 ‘
21

e

49. Zln +C
2

‘(2x—3+ C—3x+4)!

(16x% +84x—2)x> +7x+6
175 e 175
—In
16 |2x+7+2\x* +7x+6)"

50.

+C

CAPITULO 8

EJERCICIO 8

1
1. —sen*4x+ C
16
1 6
2. ——cos®3x + C
18

1 1
3. —cos’ax — —cosax + C
3a a

1 1
4, — cos’5x — —cosSx+ C
15 5

5. icos3£ —4cost+C
3%y 4

sen’x

6. senx — +C

sen3ax

1
7. —senax —
a

374



8.

1 sen’ 6x
—senbx — ——— + C
6 18

9. 3sen’ —sen’’ +C
3 3

2 1
10. —cosx + =cos’x — —cos’x + C
3 5
1 2 1
11. ——cosax +—cos’ax — —cos” ax + C
a 3a 5
1 1 1 s
12. ——cos4x +—cos’4x ——cos’4x +C
4 6 20
13. —2cos£+i0033£—zcossi+C
2 3 2 5 2
2 1
14. senyfgsen'y+gsen‘y+C
1 2 1 5
15. —senbx ——sen’bx + —sen’bx + C
b 3b 5b
X 3 X 3 sx
16. 3sen=—2sen’ =+ —=sen’ =+ C
3 35 3
] 7 3 5 3
17. ?cos 0—5003 6+ cos’@ —cosf+C
1 B 1 1 1
18. —cos'3x ——=cos’3x +—cos’3x ——cos3x+C
21 5 3 3
Lo 3
19. —;sen y+gsen y—sen’y+seny+C
1 ; 3 s 1 1
20. ——sen'4x +—sen’4x — —sen’4x + —sen4x + C
28 20 4 4
[ L
21. ——cos"4x+—cos 4x+C
24 32
l 6 l 8
22. —sen’x——sen'x +C
6 8
2 4
3. JeenZe (1— ey ““92")+c
EJERCICIO 9
1 ) 1
1. —tan 5x+fln‘0055x‘+c
10 5
2. tan*X 4 2Infcos|+ C
2 2
1, 1
3. ——cot 4x—fln‘sen4x‘+C
8 4
3 ,x X
4. ——=cot” = —3In|sen—|+ C
2 3 3

d

1 cot*6x _ cot’6x
6 4 2

1 1
6. —4| —cot*Y = —cot?Y —In
FRVEE R

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

- ln‘sen 6x‘) +C

senXD +C
4

1 1 1
7. —tan*5x— Etan2 Sx+ gln‘sec 5x+C

20

8. 7Lc0t35x + lcot S5x+x+C
15 5

9. itan36x *ltan 6x+x+C
18 6

1 1 4 4
10. gtan2 3x + gcot2 3x + Eln‘sen 3x‘ + gln‘cos 3x‘ +C=

1 1 4
—tan’ 3x + —cot’ 3x + —In[sen 6x| + C
6 6 3

11. ltan32y-&-C
6
15

12. —gcot‘3y+C

EJERCICIO 10

1 1

1. —tan3x+—tan’3x+C
3 9
1 1 5

2. —tanax +—tan’ax +C
a 3a

3. 6tani+2@n’t+C

6 6

4. —lcot 9x — icot39x +C
9 27

5. 7lc0t bx — icot‘;bx +C
b 3b

6. —7cott— Zcoﬁi +C
7 3 7

7. étanz—x-f-ltan‘wz—x-t- Cc
2 3 2 3

1 1
9. —tan’8x+—tan’8x+C
24 40

10. Ltan3ax + itansax +C
a Sa

11. ZtzmziJrztansvaC
3 7 5 7

12. ltanss—x + itan55—x +C
5 3 25 3

375



CALCULO INTEGRAL

1 1
13. —sec’5x ——sec’5x+C 34. —cot x lcot")H—écot“x-&-cotzx+1 +C
25 15 7 5
14 isec'sbxfisec3bx+c 35 ltanxzfltan‘;xz+C
"5 3b "2 6
6 sx 25 3 X
15. gsec g— sec €+C EJERCICIO 11
1 1
4 4 —x——
16. %sec‘i%—%sec37x+c 1. 2 125en6x+C
1 5 1 3 2 lx—Lsen2ax+C
17. _ECSC bx+£csc bx+C ") 4a
1 5 2
18. *icsc54x+icsc34x+c 3. gx—osen_x+C
20 12 245
2 1 1 1 3
19. 2tan>{ 1+ Ztan’> + —tan* = |+ C 4. ox gsenfx+C
2 37 2 50 2 2 2
1 1
20. _E cot ﬁ +lc0t3 E +C 5. —x+—senlOx+C
3 2) 3 2 22
1 1
21. g(tan)f +1tan3x3)+c 6. Ex+Esen2hx+C
3 3
1 7 2
22. tanx(lJr%tanszrltan“x)JrC 7. 5x+Zsen;x+C
3 5
1 . 1 1
23. tana——tan’a+C 8. Ex+asen7x+c
5
24 ltan2t+ltan32t+c 9. éx—isenl6x-~-isen32x+c
’ 8 32 256
25 —lcot(?:x—1)—lc0t3(3x—1)+C 10. éx*isen2ax+isen4wc+c
3 9 8" 4a 32a
1 5 72 3 11 é _Z‘ g +l‘ i +C
26. gsecx gsec x+secx+C . 8x 456117)6 32SCH7X
1 301 3 1
—s 12, —x——sen—x+—sen3x+C
27. 6sec 2x+C 8x 3 2x 24 X
8. —lcsc7x+2csc5x—lcsczx+c 13. g)chise:n18x+Lsen36x+C
8 36 288
20. isec73x—£s<:c§3x-i-ls<:c33x-4-C 14. §x+Lsen2bx+Lsen4bx+C
21 8 4b 32b
| 2, 3 3 2 3 4
.2 — +—tan"x +1 [+ 15. =x+—sen—x+—sen—x+C
30 tan x(gtan X 5tzm X ) C 3 1 3 0 3
3 3 10 3 20
31. ltan 3t +2 cot L -Fitan33t+gcot3 L +C 16. —x+—sen—x+—sen—x+C
3 2 9 3 2 8 20 3 160 3
1 1, 5 1 3 1,
32, ——cotx—1)——cot’2x—1)+C 17. —x——sen2x+—sen4x +—sen’2x +C
2 6 16 4 64 48
1 1
33. —cot(g)- 5+&cot2(g)+cot4(g) +C 18. ix——senfﬁx+isen16x+—sen38x+c
5 3 5 5 16 16 256 192

376



19. ix—isenZax+isen4ax+isen32ax-J-C
16 4a 64a 48a
20. ix—senix+iser1)c+isen3lx+c
16 2 16 12 2
21. i)cfis<:n5)c+isenIOerLsen35x+C
16 10 160 120
22. ix-i-lsen2)c+is¢:n4x—isen32x+c
16 4 64 43
23. ix+iser16x+isen12x—isen36x+c
16 12 64 144
24, ix + Lsen 2bx + isen 4bx — Lsen3 2bx+C
16 4b 64b 48b
25. ix-i-lsenx-i-isenbc—isen%ﬁ-c
16 2 32
26. ix+§senix-&-iseréx—isen3i)c-&-c
16 8 5 128 5 96 5
27. ierlsen 2x+isen 4x 7isen32x +C
16 4 64 48
3 1 1
28. —x——sen 6x +—sen 12x +C
8 12 96
1 1 3 1 1
29. —y——sen2y+C=—y——seny+—sen2y+C
2y 4 Y Sy 2 Y 16 Y
1
30. E(X*senxcosx)wLC
3 1 1
31. —x+—sen6x+—senl2x+C
8 12 96
32. x+senx+ C
33. Qa—6sena+lsen2a+c
2 4
34, é)cfésen2x*4cosx+lcos3x+c
2 4 3
35. i—isen(“—)+c
8 32 b
3
36. gfésen(§)+4cosz(g)Jr?:sen(g)JrC
2 4 3 3 3
37. ix-&-lsen2x-&—Lseném—isen32x+ ! sen 8x + C
128 4 128 24 1024
EJERCICIO 12
1 senx senSx
1. —[5senx—senSx]+C= — +C
10 2 10
2. —%[cos 4x—2cos2x]+C = _cos4x + COZZ)C +C
1 1
3. —sen4x ——sen6x +C
8 12

10.

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

1 1
—sen 10y + —sen 4y +C
20 " Y TR

7icos Tx + lcos 3x+C
14 6

—3003(7—“) -3 cos(g) +C
7 6 6

&sen(ﬂw) +&sen(lw) +C
17 20 7 20

xcos2b  sen2mx
2 4m

+C

xcos8 senbx
2 12

+C

icos 6w — Lcos 4w — lcos 2w+ C
24 16

CAPITULO 9

EJERCICIO 13

—_
—_

377

1

X +36—-6
e P

X

+C

(V3] +C

¥ +3

J16 — x°
8 arc sen(%)*! +C

2

_\lyz +25 ic

25y

_ 235
_JGB6-25¢%) e

180x°

(Q;Z)_(a+6)\/m+c

6 arc sen
2

J255° +16 — 4

5x

iln
4

(x* +32)Jx* 16 v
3

5-6°
———— —arc sen V50 +C
0 5

64
X

+C

+C

Jx2+16 +4In




CALCULO INTEGRAL

Cxnx2-1D+C

_ 2
2. - 77 i ) |
X
12. %(ln‘x‘—g)-FC
13. Y 2—arcsen§+C 5 .
9=y 13, %(1n\5x\—§)+c
1 3 3
4. -@-y)»-GB-y)+C o
G767y [P R S, e
n+1 n+1
- +9)y/6x — x°
15. 277arcsenx 3_0 )2x ol +C 15, e*(x? = 2x+2) + C
e3“( 2 2)
L 2 16. -Zy+=|+C
P it CoN 300 737
3
4x
17. ¢ (x3—§x2+§x—i)+c
47 87 32

3

*+
17. 28—7ar<:sen(\/§ J*(%}B*XZJrC 4

2

18. 7x—cos 3x +icos 3x + gx sen 3x + C
3 27 9

Vi1 1x* —121 x> —11
18. ——arc tan \/ +\/ — +C % 2 )
242 11 22x 19. —;cos bx+b—3cos bx+b—2x sen bx +C
2 X X X X
9. (3x* — 81)(5)62 +4)? +C 20. 2x3sen§-4-12x2 cos5—96 0055—48)5 sena-ﬁ-C

1 1
21. ——xcotax +—21n‘sen ax‘ +C
a a

2(Inw—2
20. 2arcsen|:\/—(r:v):|—\/4+4lnw—lnzw+C

1 1
22. —ytanmy ——zln‘sec my‘ +C
m m

) 23. )carccosax—lxll—azx2 +C
+C a

EJERCICIO 14

1. le“(x—l
3 3
1
-, 1 24. xarcsenbx+lelfb2x2+c
2. —e“|x——|+C
a a

1
x 25. xarctan ax — —In(l + a’x*) + C
3. 3¢3(x—3)+C 2a

4. —§c055x+2—1ssen5x+c 26. xarcsenmx—lln‘mx+\/m2x2—1‘+C
m
5. *icosax+izsenax+c 27. xarccotiJrﬁln‘anrxz‘JrC
a a n 2
X X L 5
6. —4xcosz+l6senZ+C 28. Ze (sen 20 —cos 20) + C
1
7. Lsendx +cosdx +C 29. —e* (4 sen 4x + 3cos 4x)+ C
4 16 25
—6)/5t + 3ax+b
8. Esenbx+izcosbx+c 30. 2(516¢+C 31. —%
b b 75 6a”(ax + b)
24x* +8x+1
9. 3xsen> +9cos>+C 3, X Al o 33, Iny{in(inly|) — 1]+ C
3 3 96(2x + 1)
3
10. x—(ln\x\ —1) +C 34. —§(2x2 —2x+ 1) +ipetc
3 3 8 2

378



35.

36.

37.

38.

39.

40.

24/x arc cosv/x —2/1—x +C

%ez‘costrlez‘senerC
5 5
y(arc cos y)* — 2(arc cos y)J1 —y* —2y+C

R

arc cos x
- —1In
‘ x

x
1 B
—Ew\/16 —w" +8arc sen(%) +C

1 1 1
—x——xcos2(Inx)——xsen2(lnx)+C =
2 10 5

%x cos(Inx?) + x senz(ln\x\) - éx sen(In x*) + C

EJERCICIO 15

11.

13.

X(x+2)

+C
(x+1?

3 1
2 _1\2

DT x—D?
X

C

AV A2
PGV
X

(x—2)

-~ _+C
X(x+2)

In x(x +3)
(x=3)

+C

Inx*(x—D(x+2)* +C

Inx’Q2x—1*(x-3)+C

(2x+3?2 2
(x+2°  x+2

3. 1
(x—=2) (x—2)

In(x —2)* — +C

2 1.
(x=3) (=3

In(x —3)* —

(x+1)? 1
X x+1

In +C

14.

15.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

379

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

O=30-1

iln
(y—2)

2

X
x—3

4 1
+—In
x—3 3

w”—1
3In————|+C

w

%ln‘(x —2'Qx+1)|+C

%ln[(w —6)’(w+6)]— ﬁ +C

13
[ R
3 3x—1
liln ! ]‘7 24+C
0 ‘(x+4)3(3x+2)5 o
a2
PN (il e
(x—5)

3
L PP [ e
6 160 32 128

i1n
32

25.h N9
L 229 ’;) +C
30 | (x+3)

#Hn\l—mhc
1-m

X

16 — x* +c

LI ] D S
20 |y+5| 20v+5)

1 X 2
n - +C
18 |x+6| 3(x+6)

+
lln‘lx — 1‘ _le
8 16(2x — 1)

2 2 _
X Ay — 60x 105x3+ 49
2 6(x—1)

In+/x? *9*L C

+
2% —18

1 1 7 3
—+t—+ +—|In
8x 4x 8(x—2) 16

+10Injx—1+C




CALCULO INTEGRAL

EJERCICIO 16

1.

10.

12.

13.

14.

15.

16.

18.

19.

20.

~Lic

+1
ln‘L ‘
m

m

2
m

m*+1

lln
2

+C

3
X

+ln
3 3

1 X X 1
2x + —arctan| — |+ In - > +C
3 3 Jr+9) 2(x+9)

1lnE flarc tan(X)vLC
4 |y+2| 2 2

X

+C
(x2*6)”

‘ 4

2
x—+x—4ln‘x2 +9‘—§arc tan| < |+ C
2 3 3

+
2 1|2

+ 2 arc tan(%) +C

1 2
E1n\y2+1\—ﬁ+c

1 Ja=2a+ 2)52(x ', -
IR |

6
rc tan(@) +C

1

24

V3

12

(x—2)
X +2x+4

1

2 Injx +¥arc tan[\ﬁsz +C

1+2x
2x* +1)

02 (x+1-2) 1 3x+1
——In ——| = +C
16 \x+1+v2) 4lx*+2x-1
\x—4\+ ER
x—2| 4x-2) 4(x—4)

53 [\/§(x+1)J+

+——arc tan
3

In|(x* + D(x — 1) =

In

(x+2)
n 2
x +2x+4

x—38 1 X
— —~ + _—arctan| = +ln‘ JxX2+4(x+1)°
8(x*+4) 16 (2) ( )
V5 \EXJ+ 3

lln|x4(x2 +5)|+ —arc tan —+
2 5 5 2(x*+5)

L] x+4

32

+C

2
_Bx +10) -,HO) +—3\/§arc tan V5 x +C
50x(x~+5) 250

No se incluye solucion por ser demostracion.

+C
24(x*+2x+4)

EJERCICIO 17

1. g[xé —1In
2

2 20 2
3 3

2
x3+1‘:|+C

3

xS +1)+C

8]

s

3 3

Bx+1)°* Bx+D iC
15 6

2| 2\? ) 2
4o 1+3 || 1+3 | —Z1+447 [+1|+C
5 3
1 1
5. 6[x6*arctanx")+c

RAN 11 1
6. x“\x3+4—5x6(x3—6) x3+4-1201n

w

1 1
X6 +4x3 +4

1 1 1
7. 2Jx +3x3 +6x° +6Injx6 —1|+C
6637 2x%—1
3 3 l l l CeTammni
8. Ex3+2x2*3x3*18x"+1n7] . 71+ C
(xg_x§+2}
1
[V L -3
9. 2x“[x“+4J+l4lnx2—2x“—3+131n ; +C
x*+1
7 5 1 1 5 1
10. gx"’ - ix"’ + lxz - i)c6 + —3\/—arc tany/2x8 + C
7 10 4 8 16
5
11. 4Jx — ZﬁarctanIS& +C
1 1 1
12. 2(x—=3)2—4(x—3)* +4In|(x—3)* +1|+C
Jtt2—+2
13. 2yt+2 — ani\/—+c
2 ,/t+2+\/§

14 a 15. No se incluye solucion por ser demostraciones.

EJERCICIO 18

4+ 3y°

-———=__+C
32+
2 —L(15x2+14)(775x2)§+c
©375
4| x*+36 +
91 3/90 +x°

380




SOLUCION A LOS EJERCICIOS

9
4 3008 —9)(B3+4xt) 4C — 32410 +tan?
1280( * O3+ 4 g MO, - 0 2l ¢

10 3+\/m+tang

+
5. i v ln‘dx +1+x‘+C

/4+3x4 ) 4435 (16 +3x)
S — Y 2
J4+3xt +2

Yx*+16 -2
Yx*+16 +2

9. %111\1 +2tan6|+C

6. 21In

7. lliln
2

+C

\/Etan(g)

10. % 15 arc tan —-6+C

+ arc tan

=2

i [w(5)3)

“- 4% 11. T arc tan m +C
g, _G=x)'
4x
8
9. (3+x)° [7(3+ o -85 x)+£]+c ¢ 33 Stan
11 8 12. 5——arcta.n +C
EJERCICIO 19
13. ln[cosz(gn [tan( )-ﬁ-\f 1:| [tan(g)—ﬁ—l]ﬁ-c
3+tan2
1. =In +C
3~ tany | tanz(g)+2tan(g) 1 0
14. Eln 0 +§+C
tan2(7)+1
NE) 3+ tan= 2
2. —In +C
3 \/E*tanf /]
tan(5)+3 3tan( ) 1
15. In 9 +C
3. ln tan « ic sec'(E)
8 [tana+8
o Bapmei,
4. In x2 +C anw
tang-&-l
CAPiTULO 10
2[3 tanz(é) +3 tan(ﬁ) + 2] EJERCICIO 20
5. — 2 2 +C
’ B B 1. 2y=x24+6x—38
[tan(5)+1:l
2. f(x) = sen (xf%)+2
3. y=e‘(x—1)—¢?
6 ln% +C Y
1=ty 4 x(y+3arcsen;—x—3w)+,/4a2—9x2 =0
a
tanzg+l S x=y’—292-2
7. —In|—>——|+—-+C
2 1—2tang—tanzg 2 6. xzz—iy—ln(z—y)(y+1)2—3

381



CALCULO INTEGRAL

3
**=9?2 62
7. y=—"r"l -2

3 3
8. 16x=28 —3m +6y—8seny+sen2y

=4+3x
2—x

10. y=4ez(X*’dIC|unx)
1. x>+ 3coty—3=0

12. s(t) =11t — 15

13. 602
S

14. IOgm
3

15. T =64° — 22
16. 176.4 m

17. 75776 m; 39.36 2
S

EJErRcICIO 21
5
1. _4 11. g(eﬁl
3 e
2. 20 12. 4¢3
3 8 13, -+
3 4
4. 6 14. ln(§)
5
5, L 15. =
2 3
6. 6 16. sen(2) — sen(1)
7. —In¥7 17. g
1
8. 1n2—5 18. In(432)
9. V2 g, T*2
8
10. In > 20. l(é—ln(Z))
5 202

EJERCICIO 22

1. 18u?

2. 9u?
..
4

4. 18u?

2,
3

6. 9u?

1
16 -
3

8. 18u?

10. —u

12. —u

13. 8u?
14. 36u?

15. In(16) = 2.77u?
16. —u?
8
17. —u“cona#0
a

EJERcICIO 23
1. 8.72u?

2. 10u?

3. 0.836u”

4. 2.413u?

EJERCICIO 24
1. 1.139u?

2. 14.226u?
3. 3.5226u*

382

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

(2 — In 3)u? = 0.901u?

ou?

1.388u?

(In 256 — 3)u? = 2.54u?

T = 02612
12
23 — 5 )u?
6u?

%(e —1) =0.859u>

3-T = 0.684u2
3
2mu?
m -8

= 0.467u?
In (ﬂ) = 1.77u?
25

In (?) = 1.673u?

(Be 2 — Du?

(2 +ln(%)) = 2.405u2

3(e? — e)u?

(abr)u?

1.519u?
2.6439u?
685.0499u>

3.2069u?
1.2499u?



SOLUCION A LOS EJERCICIOS

EJERCICIO 25 EJERCICIO 27
1. 7.6337 6. Ink2+1 ~ 8813
| %u2 8. 13.33u2 ! n| | !
S 2. 1.478%u 7. —In]2—+3| = 1.3169u
=~ 2 _ 2
T 9. (8w — 16)u 3. 4.66u 8. 5.2563u
4. 4.1493u 9. 1.2027u
3. %uz 10. [%—6ln(§nu2 393
5. 4u 10, —u
20
4. 9u? 11. 1.94u2
EJERCICIO 28
103 , 4. s
5. 18u 12. 3(377' 2)u 1. a C(x):4+20x7x7_x7
2 3
6. 3(3—”— 1)u2 13. 3202 b) $49.83
2
2. I(x) =x3 — x2 + 5x
7. 21.849u2 3. @) C(x) = 800(1.00501)* + 200
b) $9945.99
Esercicio 26 4 [0 =45 =182 435
1. 8mu? 11. 607u? " | p(x)=4x* —18x +35
, 85 12 3w 5. a) C)=52x+1 +8
2 10
b) $113.00
243 3 2720
3. — mud 13. — 7 =
5 0 6. a) P() o
b) $160.00
4 325 14, 38
5 5 7. $64.00
5 95—67'ru3 15. % ud
CAPiTULO 11
6. 1287u? 16 % u’ EJERCICIO 29
1. x*—4y3=C
7. 8mud 17. 6w’ 2. (1 —x32=Ce’
3. y3 -6+ 15y =C
512, ;
8 Fﬂ'u 18. 907ru” 4 x—2)y+2) _ . x+2)y—2) _c
T (22 T (x—2)(y+2)
9 %Tus 19. 12872 5. 29 +y)=C
6. (x +2)2+ (y + 22 =C — In[(y — 2)(x — 2)]®
10. % 77.113 20. 4772113 7. \[)CZ -2 + A yz -2 =C

2= 3e¥ =Ce™™

9. tany —senx - cosx = C

o

1
. — - +y=x+
10 sen(x 1 y) cotx +y)=x+C

()5 -
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12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.
20.

4t —yt=C
yi+4y=4x?+4x+ C
y=CeeY

x3y2=C

3y+ 12Iny=x3—-3x+C

X]

Jesc 2y —cot2y = Ce?

2e — 3eX =C

x= e

y— D +Ine>+1)=C

EJERCICIO 30

1.

2. y=

Cx*—2x—y=0

2Cx°
1—Cx?

L Cxt =22 —y2=0

L Cx* 4+ 3x2—y2=0

11.

12.

14.
15.
16.
17.
18.
19.

384

y=e
\ ol =
nx y—2x
V3 3 x
=——F xtan|—InCy [+
T (T
.y=xtan<lnC(y2+x2)4)
Senz
Lxt=Ce *
y2—2xy+2x2=C

y=Cx2— x*+y*

Cyi4 2y —x2=C

In|x| + e% =C

x2—y2=C
x+2y+3hlx+y—-2/+C
X242y —y?—4x+8 =C
x+3y+2In2-x—y)=C
4y —x=3)y+2x—-3?>=C
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LOGARITMOS
HISTORICA
=
Q
3
oz
l John Napier
A | t#ermino logaritmo lo acuiié el matema-
. fico escocés John Napier, a partir de los
- términos griegos légos (razén) y arithmds

(nimero) para designar a la correspondencia,
que habia descubierto, entre los términos de
una progresién aritmética y otra geométrica. Al principio los llamé “nimeros
arfificiales”, pero luego cambié de opinién.

Al logaritmo que tfiene por base el nimero e se le llama, en su honor, ne-
periano.

Pero fue el inglés Henry Briggs, un amigo de Napier, quien comenzd a
usar los logaritmos con base 10. Briggs escribié acerca de su nuevo des-
cubrimiento: “Los logaritmos son nimeros que se descubrieron para facilitar
la solucion de los problemas aritméticos y geométricos, con su empleo se
evitan fodas las complejas multiplicaciones y divisiones, y se transforman
en algo completamente simple, a fravés de la susfitucion de la multiplica-
cion por la adicién y la divisién por la substraccion. Ademds, el caleulo de
las raices también se realiza con gran facilidad”.

John Napier (1550-1617)




1 CariTUlO

ANEXO A

Definicién
Ellog, N = a, es el exponente a, al que se eleva la base b para obtener el argumento N.
log, N=a & N=b"

Con Ny b nimeros reales positivos y b diferente de 1

E';,JEMPLOS o
—g_ ] ®@e-Emplea la definicion de logaritmo para transformar las siguientes expresiones a su forma exponencial:
£
.I%’. Forma logaritmica Forma exponencial
1. log,243=5 243=3’
1 1 1 )“
2. log —=6 — ==
14 64 ( 2
1 1
3. log —=-3 27 ==
5.3 3
1" 1
log € =3 (f) =—
327 3 27

2 ®@e-Transforma las siguientes expresiones exponenciales en expresiones logaritmicas:

Forma exponencial Forma logaritmica
3
1. N=(V2) log ;N =3
1 1
2. — =53 logs——=-3
125 125
3. (V5) =25 log - 25= 4
4. x"=y log, y=p

EJERCICIO 140

Convierte a su forma exponencial los siguientes logaritmos:

. 1 1
D 1 log,8=3 4. logy—=-2 7. log, 6=~
: g, 205 36 L. 2
: 2. log, 16=4 5. log ;9=4 8. log,(x—1)=2
3. log,81=4 6. log,343=x 9. log, 625=4
Transforma a su forma logaritmica las siguientes expresiones:
13. 17°=a 16. %=NZ 19. 2" =256
A
14. 625=5" 17. (*) =— 20. (x-2)’=8
3 9
1
15. 643 =4 18. (x+3)=2 21. x"=z
7\ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ « o ¢ ¢ o o ¢ o o o &
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22.

23.

24.

. log, _,,128=7

. log, 243=5
. log,, ,,256=8

1

—=3"

81
5¥=125

441 = 3x +2)°



CAPITULO

Logaritmos

Aplicacion de la definicion de logaritmo

En los siguientes ejemplos se aplica la definicion de logaritmo para encontrar el valor de la incognita.

EJEMPLOS o
—g_ 1 ®@e-Encuentra el valor de a en la expresion: log, 216 = 3.
= .
2 Solucion
i

Se escribe el logaritmo en su forma exponencial y se despeja la incognita:
log216=3 — 2l6=d’ — Y216 =a — 6=a

Por consiguiente, el resultado es: a =6

2 ®@e-Encuentra el valor de men log ,m=3.

Solucién

Se transforma a su forma exponencial la expresion y se desarrolla el exponente:
3 2
logqm=3 — mz(\/z) :(\/E) \/5:2\/5

Por tanto, el resultado es: m = 242

. . 1
3 ®e-Determina el valor de x en la expresion: log, 79 =x.

Solucién

La expresion se transforma a la forma exponencial.

1 1

log.—=x - QA p—
£:729 729

El niimero 729 se descompone en factores primos y la ecuacion se expresa como:

1 !
3”:——)3":%—)3":3’6
729 3

De la Gltima igualdad se obtiene: x = — 6

EJERCICIO 141

Encuentra el valor de las incégnitas en las siguientes expresiones:

e e 0000 e

2 1 1
1. log 25=2 6. log,49=— 11. log,,w=~— 16. log,,—=a
’ 3 3 4
1
2. log 64=3 7. log,x=4 12. log%x=—2 17. logﬁﬁzx
3. log,81=4 8. log,m=3 13. log,, b=0.2 18. log,,0.5=y
4. log,3125=-5 9. logysy=5 14. log,x=0.333... 19. log,512=x
8
5 3
5. log, 32:5 10. log4N=5 15. logs216=x
j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ o o o &
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Propiedades
Para cualquier M, N, b >0y b # 0, se cumple que:
1. log,1=0 5. log, MN =log, M + log, N
M
2. log,b=1 6. logbﬁzlong—long
3. log,M"=nlog, M 7. log, M =InM, In = logaritmo natural y e = 2.71828]1...

1
4. log,AM =—log, M
n

Importante: las siguientes expresiones no son igualdades.

log, M

M
log, (M + N)=log, M +log, N logb(—)i
log, N

N
Demostraciones de las propiedades de los logaritmos:
1. log,1=0

Demostracion:
Sea log, 1=a, esta expresion se transforma a su forma exponencial:

log,1=a — 1=b"
Para que b = 1, se debe cumplir que a = 0, entonces, al sustituir este resultado se determina que:
log,1=a=0
2. log,b=1

Demostracion:
Sea log, b=a, se aplica la definicion de logaritmo y la expresion exponencial es la siguiente:

log,b=a — b=D"

Pero b = b', por consiguiente b' =b" y a=1
Al sustituir este resultado se obtiene: log,b=a =1

3. log,M"=nlog, M

Demostracién:
Sea x=1log, M, suforma exponencial es b* = M, al elevar esta expresion a la enésima potencia se determina que:

(b)Y =m" - b=

La forma logaritmica de esta expresion: log, M" = nx
Se sustituye x =1log, M, y se obtiene: log, M" =nlog, M

1
4. log,AM =—log, M
n

Demostracién:

Sea x =log, M, su forma exponencial es b* = M, se extrae la raiz enésima en ambos miembros de la igualdad:
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El primer miembro de esta igualdad se expresa como: b =M

Ahora esta nueva igualdad se transforma a su forma logaritmica: log, ¥ M = z
n
. . 1
Se sustituye x = log, M, y se determina que: log, ¥ M =—log, M
n

5. log, MN =log, M +log, N

Demostracién:
Sea x=log, My y=log, N, ésta es la forma exponencial de ambas expresiones:

b*=M ; b'=N

Al multiplicar estas expresiones se obtiene: (b”')(b'v ) =MN — b™ =MN
Se transforma a su forma logaritmica: log, MN =x +y
Se sustituye x = log, My y =1log, N, éste es el resultado:

log, MN =log, M +log, N
M
6. 10ng= log, M —log, N

Demostracién:
Sea x=log, M y y=log, N, ésta es su forma exponencial:
b*=M ; b’=N
Se divide la primera expresion entre la segunda:

b M M
— = - b =—
b N N

Ademis se transforma a su forma logaritmica la Gltima expresion:
M
log, W =XxX-y
Al final se sustituye x=1log, M y y=log, N y resulta que:

log, % =log, M —log, N

Aplicacién de las propiedades para el desarrollo de expresiones

El logaritmo de una expresion algebraica se representa de forma distinta mediante sus propiedades y viceversa; una
expresion que contiene varios logaritmos se transforma a otra que contenga un solo argumento.

EAEMPLOS °

To,_ 1 ®@e-Con la aplicacion de las propiedades de los logaritmos desarrolla esta expresion: log,x".
£ . s

0 Solucién

(]

La base x se encuentra afectada por el exponente 12, por tanto se aplica la propiedad 3 y se obtiene:

log, x> =12log, x
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ANEXO A

2 ®@e-Desarrolla la siguiente expresion: log, 3x4\/§.

Solucién

Se aplica la propiedad para el logaritmo de un producto (propiedad 5):

log, 3x4\/; =log, 3+log, x* +1log, \E

Se aplican las propiedades 3 y 4 y la expresion queda asi:

1
=log, 3+4log2x+510g2y

3 ®@e-Desarrolla a su forma mas simple la expresion: log, Y(x- 5)3.

Solucién

Se aplica la propiedad 4 para el radical:

log, {f(x-5)" = %logy(x— 5)°

Ahora al aplicar la propiedad 3, se determina que:

= i[3logy (x— 5)] = %103_‘1(’6_ 5)

4 ®@e:;Cuil es el desarrollo de la expresion log,

Solucion
Se aplica la propiedad para la division (propiedad 6):

3
(Hy)z =log, (x+y)’ —log, (x—y)’

(x~)

Para obtener la expresion que muestre el desarrollo final se aplica la propiedad 3:

log,

=3log, (x+y)-2log,(x-y)

2
X

5 @e-Desarrolla la siguiente expresion: ln[

Solucién

Se aplican las propiedades de los logaritmos y se simplifica al maximo, para obtener:

Enseguida se aplica la propiedad del cociente y el producto (propiedades 5y 6).
= 3[lne3" +In(x+1)- ln2x2:|

En el sustraendo se aplica nuevamente la propiedad del producto, y resulta que:

=3[Ine* +In(x+1)—(In2+Inx")
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Finalmente, se aplica la propiedad del exponente y se eliminan los signos de agrupacion:

=3[3xIne+In(x+1)-In2-2Inx] =9x+3In(x+1)-3In2-6lnx

3 4
6 ®e-Desarrolla la siguiente expresion: log 3 27);5

Solucién

Se aplica la propiedad para la raiz de un nimero (propiedad 4):
SIS
2y T3 %2y
Después se aplica la propiedad para el logaritmo de un cociente (propiedad 6):
1
= g(log 3x* ~log 2y5)
Al aplicar la propiedad para el logaritmo de una multiplicacion se obtiene:
1
= 5|:(10g 3+logx? ) - (log 2+logy’ )]
Se aplica también la propiedad 3 para exponentes:
1
= g[(log 3+4logx)—(log2+5logy)]
Se cancelan los signos de agrupacion y éste es el desarrollo de la expresion:
1
= 5[10g3+410gx—1og2—510gy]
1 4 1 5
=—log3+—logx——log2-—lo
3 2 3 g 3 g 3 gy

/ ®e-Escribe como logaritmo la siguiente expresion: log x + log y —log z.

Solucién

La suma de 2 logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del producto de los argumentos:
log x +logy —log z=logxy —log z
La diferencia de logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del cociente de los argumentos:

log xy —log z =log 2
z

Por tanto:

log x +log y —log z=log k24

1
8 e Expresa como logaritmo: 2 + 3 log,(a + 1) — 1 log (a —1).

Solucién

Se sabe que log, a = 1, entonces:

2+3log(a+1) - % log(a—-1)=2log,a+3log(a+1)— % log,(a —1)

(continiia)
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(continuacion)
Los coeficientes representan los exponentes de los argumentos:
1
=log,a +1log(a+ 1)’ —log, (a—1)*

Se aplican las propiedades de los logaritmos para la suma y diferencia:

2 3 2 3
_ 10gaa (a+11) _ 1ogaa4(a+1)
(a _ l) n a—1
Por consiguiente:
a’(a+ l)3

2+3log(a+1) - % log,(a —1) = log,

Ya-1

. . .. . 1 1
9 ®e-Escribe como logaritmo la siguiente expresion: 5 log (x+ 1)+ 5 log (x —2) —2logx —3log(x + 3).

Solucién
Al aplicar las propiedades de los logaritmos y simplificar se obtiene:

1

= log(x+1)3+log(x—1)3~logx* —log(x+ 3)3

| =

L L
= log(x+1)3+log(x—1)3- [logx2 +log(x+ 3)3]

() o) (e )-1)

=1lo =lo
& e (xr3) 2 (x+3)
) N
=1lo
gxz(x+3)3

2 1
10 e Expresa como logaritmo: x —3 + 3 In(x -2) — 3 In(x + 1).

Solucién

Se sabe que In e = 1, entonces:
2 1 2 1
x=3+—-Inx-2)-- Inx+H)=@x-3)Ine+ —Inx-2)— = (x+1)
3 3 3 3
Al aplicar las propiedades de los logaritmos, se tiene que:

2
(x=2)3e
1

(x+1)g

o\ ()
-3+ 2 I =2)- L et )= lnﬂw
3 3 x+1

w o

2y e

1
—In(x+1)3 =1
n(x+1)? = In x+1

e + In(x-2) =1In

Por consiguiente:
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EJERCICIO 142

Utiliza las propiedades de los logaritmos para desarrollar las siguientes expresiones:

3% (1-2x)°

-1 log,7* 10. logg ——— L
: ga gS 2xy(x2 _yz)
. 3

. 2. log,3 ? 11. log,+/3x°y*

. 3. log,e’x 12. logy(x+y)'2°

. 3

. 4. log5xy’ 13. log£

: Jy

. Ja'h

: 5. log, x’y’z 14. log a

3/ 2
cd

© 6 n(3e'y) 15. log, Y21

o
22 (x—y)4
2
X
7. 10g(x+y)3(x—z) 16. IOgm
7 (x+3)(y-5)
8. log, —~ 17. log, | ——5F—+—=
x (x+6)"Jy-2
2
Xy
9.1
e

Aplica las propiedades de los logaritmos para expresar los siguientes logaritmos como el logaritmo de un solo argu-

mento:
19. 2In5+2Inx 28. 1-log,(m—1)—log, (m+1)
1 1 1
20. 3logm—2logn 29. glogx+§10gy—zlogz
1 1
21. Elog7x+§log7y 30. InS+1+Iny—7Inx
22. In8+4x 31. 2—x+3In(x+y)-3In(x—y)
2 2 4
23. glogm+4logn 32. Elog(x—2)—§10g(x+2)+210g(x+1)
1 3
24. 2x+log, 3 33. 5+7log2x—510g2y
2 1 1 1 1
25. —=log, (x+1)——log, (x+2) 34. —log(x+1)+=log(x—1)——logx—1
3 4 3 2 6
26. log3+logy—logx 35. X +x+1—2logx+3log(x+1)
27. log, x—log, y—log, z 36. 2In9+4Inm+2Inp—-2In7-2Inx—6Iny
j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o «
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Ecuaciones logaritmicas

En estas ecuaciones las incognitas se encuentran afectadas por logaritmos, su solucidn se obtiene al aplicar las pro-
piedades y la definicion de logaritmo.

E.'J,EMPLOS °
TOJ_ ] ®e-Resuelve la siguiente ecuacion: log  (2x+1)=2.
£ .o
o Solucién
L
Al aplicar la definicion de logaritmo, la expresion log (2x+1)=2 se convierte en:
2x+1=5>
Abhora al resolver esta ecuacion, se obtiene:
2x+1=5> - 2x+1=25
2x=24
x=12

2 ®e:;Cuiles son los valores de x que satisfacen la ecuacion log(x+2)+log(x—1)=1?
Solucién
Se aplica la propiedad 5 para expresarla en término de un solo logaritmo:
log(x+2)+log(x—1)=1 — log(x+2)(x-1)=1 — lo‘g(x2 +x—2)=1
Se aplica la definicion de logaritmo y se resuelve factorizando la ecuacidon que resulta:
log(x* +x-2)=1 - X +x-2=10'
X +x-2-10=0
¥ +x-12=0
(x+4)(x=3)=0
x+4=0 y x-3=0
Por consiguiente, los valores que satisfacen las igualdades son: x=—4y x= 3,y el valor que satisface la ecuacion
esx=3
3 ®@e-Resuelve: log,(4x—5)=1log,(2x+1).
Solucién
Se agrupan los logaritmos en el primer miembro de la igualdad y se aplica la propiedad 6:
-5

log,(4x—5)=log,(2x+1) — log,(4x-5)-log,(2x+1)=0 — log37‘;x+1=0
x

Se aplica la definicion de logaritmo y se resuelve la ecuacion que resulta:

4x=5 30 o A5, - 4x-5=2x+1
2x+1 2x+1
2x=6
x=3

4 @®@e-Resuelve la ecuacion: log, v3x—1=1-log, Vx+1.
Solucién

Se agrupan los logaritmos en un solo miembro de la igualdad:

log,V3x—1+log,vx+1=1
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Se aplica la propiedad 5 para expresar la suma de logaritmos como el logaritmo de un producto:

log, (v3x—1)(Vx+1)=1

Se transforma la expresion a su forma exponencial y se multiplican los factores:
(Vax=1)(Vx+1)=2" - V3r'+2x-1=2

Para eliminar la raiz se elevan al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

2
(Var+2x=1) =2 > 3¢ +20-1=4

Se resuelve la ecuacion resultante:

3 +2x—1=4 - 3 +2x—-1-4=0 - 3 +2x-5=0
3% +5x—3x-5=0

x3x+35)—13x+5)=0

BGx+35)x-1)=0

x=-—=,x=1

Por consiguiente, los valores de la incognita son: -3 y 1, el valor que satisface la ecuacion logaritmica es x = 1

5 @e-Resuelve la ecuacion: In(x+5)=2+Inx.
Solucién
Los logaritmos se colocan de un solo lado de la igualdad:
In(x+5)-Inx=2
Se aplica la propiedad de division de argumentos:

X+5
X

In 2

Se transforma a su forma exponencial y se resuelve la ecuacion resultante:

+
e2=x > xe*=x+5 xe* —x=5
X
xe-1)=5
= 5
e -1

EJERCICIO 143

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:

D1 log,(x+3)=2 5. log\x* +64 =1
2. log,(4-3x)=3 6. log,81—log,(x—4)=2
3. logs(5x—9) =4 7. log, (x+9)+log, 49 =4
4. log, V15x+1=2 8. log, 25— log, (x+100)=—1
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. 9. log(x+3)" =1+log(3x—11) 18. log ;5 (x—=3)+log ;5 (x+2)=4+log ; x
10, logyx + log, (2x-3)= 3 19. log, (x+1) + log,(3x=5) = log, (5x-3)+2
TS log(x + 2) =—1+ log(3x—14)’ 20. Tog ; (Vx+1)=1+log ;;Vx—1
© 12 log, (4-x)" =log,(6+x) 21. In(x+1)=1+In(x—1)
13. log(2x+10)° —log(1-x)= 2 22. Inx+1In(x—3e)=In4+2
14. logg(x—4)+logg (x—1)=logg 5x—log, 3 23. In(x-2)=In12-In(x +2)
15. log, Y3x+1=1log, 10 +log, Ix—2 24. In(x—1)—In (x—2)=%
16. log(8x+4) +log(7x+16) = log(x—2)" +2 25. In(2x-3)-In(x+ 1) =e
17. log, (x—1)—log, (3x+1) =3—1log, (6x+2) 26. In (X’ +x) + Ine =In(x + 1)
j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ o o

Ecuaciones exponenciales

Las ecuaciones que tienen la incognita en el exponente se llaman ecuaciones exponenciales y su solucion se obtiene
al aplicar los siguientes métodos:

1. Siel argumento o resultado se puede expresar como potencia de la base, sdlo se igualan exponentes.
2. Se aplican las propiedades de los logaritmos para encontrar el valor de la incognita.

E".,IEMPLOS °

%_ 1 @®@e-Encuentra el valor de la incognita en la ecuacion: 2" = 32.
£ ..

K3 Solucién

i

Se expresa a 32 como 2°, se sustituye en la ecuacion:
2x+l:32 N 2x+1:25
En la ecuacidn resultante las bases son iguales, entonces, también los exponentes:
x+1=5

Al resolver esta ecuacion, se determina que: x =4

2 ®@e-Obtén el valor de la incognita en la ecuacion: 9°~' = 81%.

Solucién

El resultado 81" se expresa como 9, al sustituir la equivalencia:
9171:81x N 9xfl:92x
Para que la igualdad se cumpla, tanto bases como exponentes deben ser iguales, entonces:

x—1=2x

Se resuelve la ecuacion y resulta que: x = —1
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3 @e-Resuelve la siguiente ecuacion: 4* > =8',

Solucién
Ambas bases se descomponen en sus factores primos y la ecuacidn se expresa como:
4x—2:81—x N (22)x—2:(23)1—x N 22()(—2):23(1—1)
Se eliminan las bases y se igualan los exponentes, para obtener la ecuacion:
2x—=2)=3(1 —x)
Finalmente se resuelve la ecuacion y se determina el valor de la incognita:

2(x=2)=3(1 -x)

2x—4=3-3x
2x+3x=3+4
Sx=17
7
x= —
5

Otra forma de resolver una ecuacion exponencial es aplicar logaritmos, como ilustran los siguientes ejemplos:

EJ’JEMPLOS °
TO:_ 1 @®@e-Resuelve la siguiente ecuacion: 5 = 625°,
£ .o
0 Solucién
i

Se aplican logaritmos a los dos miembros de la igualdad:
log5* =log625°
Se aplica la propiedad 3 para despejar a x y se efectlian las operaciones:
xlog5=2log625

oo 2log625 2(2.7959)
log5 0.6989

Por tanto, x =8

2 ®e-;Cual es el valor de la incognita en la siguiente ecuacion: 3%~ =79

Solucién
Se aplican logaritmos en ambos miembros de la igualdad,

log3*"' =log7

Se aplica la propiedad 3, se despeja x y se obtiene como resultado:

(2x-1)log3=log7 — 2x—1= log7
log3
g !
=87 13856
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3 ee

4 ®@e-Resuelve la ecuacion:

(Cuél es el valor de x en la ecuacion 3 —5(3%) + 6 =0?
Solucion
Esta ecuacidn se expresa como una ecuacion de segundo grado, de la forma:
(3 -53")+6=0
Se factoriza y se resuelven las ecuaciones resultantes:

(3°-3)(3*-2)=0

3'-3=0 3'-2=0
3 =3 3'=2
log3* =log3 log3* =log?2
xlog3=1log3 xlog3=1log?2
leog3:O.4771:1 x:10g2:0.3010
log3 0.4771 log3 0.4771

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacion son: 1y 0.6309

e +4

—5— =3
Solucién
La ecuacion se expresa de la siguiente manera:
e +4=3e"
Se despeja el término e

e =3¢ =-4 —2e¥=-4
=2

En ambos miembros de la igualdad se aplica el logaritmo natural y se obtiene:

Ine” =1n2 2ylne =1n2 2y(1) =1n2
2y =1In2
y= 1 In2
2

y=ln\/§

=0.6309

EJERCICIO 144

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

oo 00000

1.

2.

3.

5% =625 8. 777 =343 15. 5 =625""
3*=8 9. 3 =3 16. 49" =7"
9 =9° 10. 4% =16"" 17. 257 =5""
. 64" =8 11. 5*7° =4 18. 3" =243
. (2.37) =2.83 12. 3°=0.15 19. 279 = 3¢
. (24) =576 13. (0.125)" =128 20. 3" =729
571=25 14. 2% =256 21. 27 =38
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Logaritmos
. x-1
© 22, 25%45% =750 27. G) =3 ;ﬁl 32, -t P=e =
: 2145 ®-2x+3 4e™ -5
. 23. 67 -36=0 28. 1277 =1728 33, —; 1 =3
e‘ —_
2 1 X 3
24, 477 = — 29. 5(7%1)=7(5"?) 9 £ 3 _ 6
16 -2 e'+2 e'-4
25. 7(3)' =572 = 35 30, 2427 = 2 35. & 42V =1 —e
. -1 2 e'+e’ 3
26. log, (97" +7)=log, (3" +1) 31. =———== 36. -
& )=logs ) 2-3¢" 7 e—et 2
A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ e o o o oo o o

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Los logaritmos son una herramienta excelente para la solucion de problemas propios de las ciencias, a continuacion
se ejemplifica su uso:

7 Quimica
En quimica los logaritmos se emplean para calcular la acidez de las soluciones.
pH= —log[ H*]
Donde:

pH = acidez de una solucion.
[ H*] = concentracion de iones de hidrogeno en iones-gramo equivalente por litro.

1 Determina el pH de una solucion, que tiene una concentracién de iones de hidrogeno de 10~* iones-g/It.
Solucién
La concentracion de iones de hidrogeno en la solucion es de:
[ H']=10" iones-g/It
Se sustituye este valor en la formula y se obtiene:
pH=- log[ H* ]
pH= —log[ 10’8] se aplica la propiedad 3
pH = —(-8)log] 10]=(8)(1)
pH=8
2 Encuentra la concentracion de iones de hidrogeno de una solucion, si su pH es de 7.
Solucién

Se sustituye pH = 7 en la formula y se despeja [ H*]

pH= —log[ H*]
7=—log[ H']
—7= log[ H*]

antilog(-7)=[ H"]
Por consiguiente, la concentracion de iones de hidrogeno de una solucion es:

[ H*] =107 iones-g/It
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# Sismologia
En sismologia los logaritmos se emplean para calcular la intensidad de un sismo por medio del siguiente modelo

matematico:
A
I, =log "
Donde:
I, = intensidad del sismo (escala Richter)
A = amplitud (micrometros)
t = periodo (tiempo en segundos que dura una oscilacion)
3 (Cual es la intensidad de un sismo en la escala Richter si su amplitud es de 8 000 micrometros y su periodo de 0.09
segundos?
Solucién

Se sustituye A = 8 000 micrometros y P = 0.09 segundos en la formula:
8000

0.09

log (88 888.89)
= 4095

A
1R=10g7 I, =log

Por tanto, el sismo tiene una intensidad de 4.95 grados en la escala Richter.

4 Un sismo tiene una intensidad de 5.7 grados en la escala Richter, si la amplitud del movimiento es de 9 021.37
micrometros, ;cuél es su periodo?
Solucion
Se despeja la amplitud de la formula:
A . A
I,= log? — antilogl, = "
A
t=———
antilog/,

Se sustituye en esta Gltima formula I, =5.7 y A=9 021.37 micrometros:

" 9021.37
antilog5.7
_9021.37

=———=0.0179
501187.23

Por consiguiente, el periodo de una oscilacion es de 0.0179 segundos.

7# Decaimiento radiactivo
Otra aplicacion de los logaritmos se lleva a cabo en el decaimiento radiactivo. El decaimiento radiactivo de un
material esta dado por la formula:

Donde:
C = cantidad de material radiactivo después de cierto tiempo
t = antigiedad del material
C,= cantidad presente cuando ¢ =0
n = vida media del material
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El tiempo de vida media de un material es de 25 afios, ;cuanto de dicho material queda después de haber transcurrido
15 afos?

Soluciéon

Se sustituye en la formula n =25y ¢ = 15 ahos:

15

c=c,2)" - c=¢() >
C — CO (2)—06
C=C,(0.659)=0.659C,
Por consiguiente, queda 0.659C, o 65.9% del material inicial.
(Cual es la antigtiedad de una figura de madera que tiene la cuarta parte de su contenido original de carbono 14, si
la vida media del material es de 5 900 aios?

Solucién

Con las propiedades de los logaritmos se despeja t:

_t C _t C _t
C=C,(2)» —» —=(2)» — log|—|=log(2)
CO CO
c
. . nlog(c)
log| — |=——log(2 -— 0y
Og(Co] n 0g(2) - log2

1
Se sustituye C = 76 y n=35900 en la Gltima férmula:

1
-,

4
(5900)log c

0

o _ ~(5900)l0g(0.25) _ _(-3552.15) LG e
log?2 log2 0.3010

Por tanto, la antigiedad de la pieza es de 11 801.16 ahos.

La desintegracion de cierta sustancia radiactiva se rige por el modelo matematico:

00072
P =D

Donde p, es la cantidad inicial de sustancia y ¢ es el tiempo en afos. ;Calcula el tiempo de vida media de la
sustancia?

Solucién

El tiempo de vida media es el tiempo necesario para que la mitad de la sustancia se desintegre, es decir p = 5 Do>

entonces, se despeja ¢ de la formula:

p= poemom P _ 00072t InL- = I g 00072t
Po Po
n?
In2 =-0.0072¢Ine - Po -y
Do 0.0072
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Se sustituye p = 5 D, y se realizan las operaciones:

1
~Po
In2 In2
____ Do fmePo___ In05 _
0.0072

0.0072  0.0072

Por consiguiente, el tiempo de vida media de dicha sustancia es de 96.27 ahos.
7 Poblacion

El crecimiento de poblacion esta determinado por la formula:

N=N, M
Donde:

N = ntimero de habitantes de una poblacion en determinado tiempo
N, = namero de habitantes en una poblacion inicial, cuando # =0
K = constante

t = tiempo
8

El modelo matematico que rige el crecimiento de una poblacion es:

N =3500¢""
Calcula el nimero de habitantes que habra en 20 anos.
Solucién

Se sustituye el valor de # = 20 en la formula:

N = 350060,025(20)

=3500¢"° =5770.52
Por tanto, en 20 afios habra aproximadamente 5 770 habitantes.

El siguiente modelo muestra el crecimiento de una poblacion de insectos

N =850(3)"""

Donde N es el nimero de insectos y ¢ el tiempo en dias. {En qué tiempo la poblacion serd de 10 200 insectos?
Solucién

Se despeja t de la formula:

N N it
N =850(3)""" —=(3)"™ In—— =0.094¢1n(3) 850 __
850 850 0.0941n(3)
Se sustituye N = 10 200 en la tltima férmula:
110200
. "Tgs0  _ Inl2 24849
0.0941n(3)  0.0941n(3)  0.1032

=24.07 dias

Por consiguiente, deben transcurrir 24.07 dias para que se incremente la poblacion de insectos a 10 200.
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10 En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacion inicial de 480 a 1 200 en cinco horas.
(Cuanto tardara la poblaciéon en aumentar a 8 000?
Solucion
Se determina el valor de k para la poblacion inicial, donde N, =480, N=1 200, t =5,
N=Nod' = 1200=480¢ 1200 _ gss et=25
480
Se aplica logaritmo natural para despejar :
In*)=l25 — Skin(e)=l25 — k= 1n§.5 - 09182 _ 183
Entonces, el modelo matematico se expresa como: N = Noeo"mt
Se sustituye en la formula N = 8 000 y N, = 480
8 000 = 480" *>"
Para despejar ¢ se aplican logaritmos naturales:
In 8 000
8000 _ ot n 8000 o 1800 4 1gs o p=—480 _ 537
480 480 480 0.183

Por tanto, en 15.37 horas o en 15 horas 22 minutos 12 segundos, las bacterias aumentaran de 480 a 8 000

# Ley del enfriamiento de Newton
Con esta ley se obtiene la temperatura 7 de un cuerpo en funcion del tiempo 7; donde T’ es la temperatura ambiente,
el modelo matematico que la rige es:

T=T'+Ce"
Donde:
T’ = temperatura del ambiente
T = temperatura del cuerpo después de cierto tiempo, ademéas T < T’
C'y k = constantes
11 Una barra de metal se extrae de un horno cuya temperatura es de 250°C. Si la temperatura del ambiente es de 32°C

y después de 10 minutos la temperatura de la barra es de 90°C, ;cuél es su temperatura después de 30 minutos?
Solucién

La temperatura del ambiente es 7’ = 32°C, la temperatura de la barra al momento de sacarla del horno es de
T =250°Cy t=0. Al sustituir estos valores en la ley del enfriamiento de Newton.

T=T +CeM 250 = 32+ Ce!? 250=32+C
250-32=C
218=C

Se sustituye el valor de C =218°C en la ley:

T =32+218¢"

Se sustituye = 10 minutos y 7=90°C en la ley y se despeja 10

90-32 _ o)
218

90 = 32 +218¢ 1 0.2660 = ¢'**
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En la Gltima igualdad se aplica logaritmo natural a ambos miembros para despejar a k:

1n0.2660 = Ine'** 1n0.2660 = 10k Ine —h‘oi)“o —k
0.1324=k

Al sustituir este valor se obtiene que la ley del enfriamiento para la barra es:

T =32+218¢ "

Finalmente, se sustituye # = 30 minutos en la formula anterior:

T =32+218¢"3(%) T =32+218¢7"
=32+218(0.01883)
=32+4.1049
=36.1049°C

Por consiguiente, la temperatura de la barra después de 30 minutos es de: 36.1049°C

EJERCICIO 145

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

Resuelve los siguientes problemas:

1.
2.

O 0 9 N W

10.

11.

12.
13.

Obtén el pH de una solucién, cuya concentracion es de 1.90x 107 iones de hidrogeno/It.

La concentracion de una conserva de vinagre de iones de hidrogeno es de 6 x 10™. Determina su pH.

. ¢ Cudl es la concentracion de iones de hidrogeno de una sustancia, cuyo pH es de 9?

. Un sismo se presenta con 6 000 micrometros de amplitud y un periodo de 0.3 segundos. Determina la intensidad del

movimiento sismico en la escala Richter.

. Encuentra el periodo de un sismo de 90 000 micrémetros con intensidad de 5 grados en la escala Richter.

. Un sismo tiene un periodo 0.35 segundos de duracion y alcanza 4 grados en la escala Richter. ;Cual es su amplitud?
. El tiempo de vida media de un material es de 40 afios. ;Cuanto de dicho material queda después de 30 ahos?

. La vida media del tritio es de 12.5 afos. ;Cudanto tardara en desintegrarse 30% de una muestra de este metal?

. La desintegracion de una sustancia radiactiva esti dada por el siguiente modelo:

V =V,e "
Donde V, es la cantidad inicial de material y ¢ es el tiempo. (Cudl es el tiempo de vida media de dicho material?
El modelo que rige el crecimiento poblacional de una ciudad es:
N =15 000¢"™
Donde N es el nimero de habitantes y ¢ el tiempo en afios. ;Cuantos habitantes habri dentro de 10 ahos?

En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacion inicial de 150 a 830 en 2 horas. ;Cuanto
tardaran en llegar a 3 000?

La poblacion actual de ratas en una ciudad es de 40 000; si se duplican cada 8 afios, ;cuando habra 500 000 roedores?

Del horno de una estufa se saca una rosca, cuya temperatura es de 180°C. Si la temperatura del ambiente es de 25°C,
y después de 8 minutos la temperatura de la rosca es de 100°C, ;cuél es su temperatura después de 15 minutos?
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14. Latemperatura del ambiente una tarde es de 21°C. Si se sirve agua para café con una temperatura de 95°C, y después
de 4 minutos la temperatura del agua es de 80°C, ;cudl es su temperatura después de 20 minutos?

15. Una barra de aluminio se encuentra a una temperatura de 400°C y la temperatura ambiental es de 28°C. Si después
de 30 minutos la temperatura de la barra es de 300°C, ;cuantos minutos deben transcurrir para que su temperatura
sea de 120°C?

j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢« ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ o o
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CAPTULO D

PROGRESIONES

HISTORICA
3
(1]
)
oz
Sucesién de Fibonacci
—‘h-r:-‘
l-“:‘ A eonardo de Pisa nacié en ltalia y fue
" educado en Africa del norfe. Su obra
m principal es Liber Apaci (Libro acerca del
- ,‘ dbaco), donde expone la importancia del sis-
e S

tema de numeracion indoarabiga. Escrita en
1202 solo se conserva una version de 1228, donde aparece un problema
sobre el nacimiento de conejos, que da origen a la sucesién de Fibonacci.
Por muchos afios fue objeto de numerosos estudios que permitieron descubrir
muchas de sus propiedades, ademas de que Kepler la relaciond con la
seccion aurea y el crecimiento de las plantas.

la sucesion de Fibonacci se define por:
BTN
f=f_ +f_,paranz3

Cuyos primeros términos son:
1,1,2,35 8, 13,21, 34,55, 89, ...

Leonardo de Pisa “Fibonacci”
(1170-1250)
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Sucesion infinita
Una sucesion es de la forma:

a,,a,,0, 0y ...,4, ...

donde a, es el término general y se denota por:
a,=f(n) o {a,}

Siendo n un niimero natural, asi: a, representa el primer término, a, el segundo término, a, el tercer término, a,
el vigésimo sexto término y a, el n—ésimo término de la sucesion.

EJEMPLOS °
3 1
et 1 ®@e-La sucesion con n—ésimo término a,= —,con neN, se escribe como:
E 4n
9
ia 1 1 1 1
4787 127 4n’
? ®@e-Escribe la sucesion con n—ésimo término {3"}.
Solucién
Ya que n es natural entonces toma los valores 1, 2, 3, 4,...,
a,=3' a,=3 a,=3 a,=3 a,=3"

Por consiguiente, la sucesion es:

3,3%,3,3..,3"... o 3,9,27,81,.

2n—1

3 ®@e-Encuentra los términos que conforman la sucesién con término general a, =
n

Solucién

El término general es:

Para determinar los elementos de la sucesion, se sustituyen los nimeros naturales:

2()-1 _ 2-1 1 _

Sin:l’alz = == =
1 1 1
2(2)-1 —
Sin=2,a2=7() =—4 1=§
2 2 2
2(3)-1 -
Sin_3q - 20716215
: 3 3 3
Por tanto, los términos de la sucesion son: 1, % R % peees 2n-1
n
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n+1

4 @®@e-Determina los 4 primeros términos de {(— 1)"" — 2n}.
Solucién

Se sustituyen los valores de n =1, 2, 3, 4 en el término general:

Sin=1,a,= (-1)"=2(1) = (-1)' -2 =1-2=-1
Sin=2,a,= (-1)"=2(2) = (-1’4 =—1-4=-5
Sin=3,a,= (-1)"-2(3) = (-1)' =6 =1-6=-5
Sin=4,a,= (-1)""-2(4) = (1) -8 == 1-8=-9

Se concluye que los cuatro primeros términos son:
-1,-5,-5,-9

5 @e-Determina los 5 primeros términos de la sucesion, sia, =2y a

0l
Solucién
De acuerdo con la regla general se tiene que:
a, =2
a,=3a,=3(2)=6
a,=3a,=3(6)=18
a,=3a,=3(18) =
as=3a,=3(54)=162
Por consiguiente, los 5 primeros términos de la sucesion son:

2,6,18,54,162

Progresiones

=3a,.

EJERCICIO 146

Escribe los 5 primeros términos de las siguientes sucesiones:

7. {(n-1(n-2)}

8. {(—1)“"ﬁ}

3 a =1+ 9 |- "M
C 4= +n2 ’ (n—l)!

s e e e 0o 0o

2. a,=10-(0.1)"

2n71 n+l 2n }
4. a,= 10. -1y —
" n+3 {( ) n+1
2n-1
5. 4, o 11. a,=2,a,,,=2a,+1
n_2 _ -2 _
6 {(—1) n } 12. a,= 2,a,Hl 5 a,
7\ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « « o ¢ ¢ « .
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13. q, g,anﬂ a,—1

14. _27’an+l —5

15. a,=-1,a,,,=na,

16. a,=-2,a,,,=(a,)’

17. a,=4,a,, = |=
n

18. a,=3,a,, ,=(-a)""
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Suma

Dada una sucesion infinita a,, a,, a;,..., a,,..., la suma de los primeros m términos se expresa como:
m
Ya, =a,+a,+a,+... +a,
J=1

donde 1 y m son los valores minimo y maximo de la variable de la suma j.

Evaluacion de una suma. Es el resultado de la suma de los primeros m términos de una sucesion.

EJEMPLOS :
—Q_ 1 @®@e-Determina la suma: Z]

£ .

K Solucién

(V8]

Se sustituyen los valores 1, 2, 3, 4, 5 en el término general y se realiza la suma:

S =243 44+ =14449416+25=55

Jj=

Por tanto, la suma es: 55

6
2 ®e-Encuentra el resultado de la suma: Y (j+2).
j=3
Solucion '

Se sustituyen los valores: 3, 4, 5, 6 en el término general, y se suman los resultados parciales para obtener como

resultado final:

i(j+2) = (3+2)+(4+2)+(5+2)+(6+2) =5+6+7+8=26

7
3 ®@e-Determina la suma: 23.
(e j:l
Solucién

Debido a que no existe j en la formula de sustitucion, 3 se suma 7 veces y se obtiene:

7
N 3=3+3+3+3+3+3+3=21

J=1

5
4 ®e:;Cuilesel resultadode Y (j+2)(j—3)?

Ly /:1
Solucién

Se sustituyen los enteros del 1 al 5:
i (j+2)(j=3) = (1+2)(1-3) + (2+2)(2-3) + (3+2)(3-3) + (4+2)(4-3) + (5+2)(5-3)
=1
Se realizan las operaciones de los paréntesis y, por Gltimo, se efectia la suma para obtener:
= (3)(=2) + (4)(=1) + (5)(0) + (6)(1) + (7)(2)

=—6-4+0+6+14
=10

5
Por tanto: Y (j+2)(j—3) =10

J=1
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Solucién

Se desarrolla la suma:

=

Progresiones

4
5 ®@e:Determina el valor de ¢ que cumpla con la siguiente igualdad: Z(Cj - 1)2 =214.

(c=1) +(2c=1) +(3c=1) +(4c—1)" =214

Se desarrollan los binomios y se reducen los términos semejantes, para luego resolver la ecuacion resultante:

F=2c+ 1447 —4c+1+9*—6¢c+1+ 16 —8c+1=214
30¢* —20c—210=0

Jj=1 Jj=0

=1

.

3¢ 2c¢-21=0
. 7
Por consiguiente: c =3y -3
EJERCICIO 147
: Determina las siguientes sumas:
° 8 S 6 n
. ) j+1 - - 4 s
C LY (2j-3) 3. ijz 5. 2 (WitT-4J) 7.3 (<2)" 9. Yn

20 8 9
c .
2¢=120 —=— cj—2)=105
11, ; ¢ 12, 12;3 13, jé(] ) 14,
2\ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ o o ¢ e o ¢ 0 o o o

2. i(j2—4j) 4. izf
Jj=0 J=1

6.

9

J=1

Determina el valor de ¢ que cumpla con las siguientes igualdades:

Progresion aritmética o sucesion aritmética

2 8.

i3 10. ) j

La sucesion a,, a,, a,,..., a,, €s una progresion aritmética si existe un nimero real r, tal que para todo nimero natural

m se cumple que:

a, =da +r

m m—1

Donde la diferencia comtn o razonesr=a,, —a,, _,

Ejemplos

Determina si las siguientes sucesiones son aritméticas:

a) 2,6,10,14,...,4n-2

by -3,-5,-7,-9,...,-2n-1

2
o 2.4.711,., 02
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Solucién

a) De la sucesion: 2, 6, 10, 14,..., 4n — 2, determina la diferencia coman:
= -a = [4m)-2]-[40n-1)-2] = [am-2]-[om—4 -2
=4m—-2-4m+4+2
-4

Esto significa que los términos de la sucesidon se encuentran sumando 4 al término anterior, por tanto, la
sucesion es aritmética.

b) Se determina la diferencia coman de la sucesion:

r=a a, = [ 2 _1]_[_2(’" ] 2m 1 [ 2m+2—1]
=—2m—-14+2m—-2+1
=-2

Por consiguiente, la sucesion es aritmética.

¢) Se determina la razon o diferencia comin:

e a - [(m)2+(m)+2]_[(m—1)2+(m—1)+2:| _ [m2+m+z]_[mz_m+z]

2 2 2 2

La diferencia no es constante, entonces la sucesion no es aritmética.

Férmula para determinar el n—ésimo término en una progresion aritmética

Sea la progresion aritmética + a,, a,, as,..., a,, con razodn r, entonces el n—ésimo término de la sucesion estd dado
por:

a,=a,+(n-r

Paratodon>1

Donde:
a, = n—ésimo término de la progresion
= primer término de la progresion
n =namero de términos en la progresion
r =razo6n o diferencia comin - r=a,—a, =..=a,—a,=a,—a,
EJEMPLOS o

1 ®@e-Determina el 8° término de la progresion + 1, 4,7, 10.,...

Solucién

Ejemplos

Se identifica el primer término, el nimero de términos y la razon para sustituir en la formula del n—ésimo término:

a=1n=8yr=4-1=3

414



CAPITULO D

Progresiones

Por consiguiente:

a,=a,+(n-1)r - a, =1+(8-1)(3)
a; =1+(7)(3)
ag =1+21=22
Entonces, el 8° término de la progresion es 22
2 ®e-;Cual es el 7° término en la progresion E’g’% ?
Solucion
Se determinan los valores de los elementos
a, = 1 n=7yr= é—l _1
T2 YT
Al sustituir en la formula, se obtiene:

1 1 1 1
a,=a+n-Dr - a,= —+(7-1)| = | = =+6| =
=an D = 3+0-0(3) = 3+6(3)

1

a; = E +2

1+4 5

a7: —_— = —

2 2

Finalmente, el 7° término es 5

3 ®e-Si en una progresion aritmética el tercer y noveno término son 11 y 35, determina el séptimo término.

Solucién

De acuerdo al problema:

a;=a,+3-1)r a,=a,+O-1r
a;=a, +2r a,=a,+8r
Il1=a,+2r 35=a,+8r

Se genera un sistema de ecuaciones con incognitas a, y r:

a, +2r=11
a, +8r=35
Del cual, al resolverlo, se obtiene que:
a,=3yr=4

Luego, el séptimo término es:

a;=a,+(7—1)r=3+(6)4)=3+24=27

Formulas para deferminar el primer término, nimero de términos vy la razén
Todas estas formulas se deducen de la formula a, = a, + (n — 1)r y dependen de los elementos que se tengan como datos.
# Para encontrar el primer término se despeja a,:
a,=a+mn-1r - a,—(n—1r=a,

Por tanto:
a,=a,—n-1Dr
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# Para encontrar la razdn se despeja r:
a,—a
a,=a,+(n-1r - a,—a,=(n-1r - r=—t—1r 11
n—
Por consiguiente:
LA
n-1
# Para obtener el nimero de términos se despeja n:
a,—a a,—a
a,=a,+n-1r - T —p-1 — n= -1
r r
En consecuencia:
a,—a, +r
n=
’

EVJ,EMPLOS °
o . L. .. P . L. .
o ] ®@e-Encuentra el primer término de una progresion aritmética, si se sabe que el 13° término es — 28 y la razon es — 6.
£ .2
KB Soluciéon
i

Se determinan los valores de los elementos:
a;=-28,n=13 y r=—6

Al sustituir en la formula se obtiene a;:

a,=a,—m-1r - a,=-28—-(13-1)(-6)
a,=-28—-(12)(- 6)
a,=—-28+72
a, =44

Por tanto, el primer término es 44
El procedimiento de los despejes es el mismo si se sustituyen los valores directamente en la formula:

a,=a,+mn-1r

2 ®e-Determina la razon de la progresion aritmética cuyo primer término es 6 y el 16° es 9.

Solucién

Se determinan los elementos que se tienen como datos:
a,=as=9, a,=6y n=16

Al sustituir en la formula y despejar r:

a,=a,+mn-1Dr - 9=6+ (16— 1)r
9-6=(15)r
_9-6_3_1
15 15 5

Finalmente, la razon de la progresion aritmética es 3
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3 ®e-;Cuil es el nimero de términos que tiene la progresion aritmética + 4.5, 6.6,..., 25.5?

Solucién

Se obtienen los datos:
a,=45,a,=255y r=66-45=2.1

Se sustituyen los valores y se despeja n:

a,=a, +n-1r - 255=45+m—-1)2.1)
= 255-45+2.1
2.1
n= 231 =11
2.1

Entonces, la progresion tiene 11 términos.

EJERCICIO 148

: Determina cuéles de las siguientes sucesiones son aritméticas:

. 1. 4,9,14,...,5n—-1 4. 1,20,3,...,0

: 2.2,4,8,...,2" 5. 2,4,6,...,2n

: 3275 ln+l 6. k+1,2k+3,3k+5 k+2n—1
. T T T e | TR . k+1,2k+3,3k+5,..., nk+2n—
: 37673 276 e

. Encuentra el término que se indica para cada una de las siguientes progresiones aritméticas:

7. El & término en: + 2,5, 8,... 12. El 7° término en: + 120, 108, 96....
: . 53

: 8. El 11° términoen: + 1, 27 13. El 12° término en: = 0.5, 0,—-0.5,...
: 0 s 31 75 o

: 9. EI 15° término en: + ——,——,—,— ,... 14. EI 18° término en: + =5, 22, 49,...

: 4 12'12°4

: 10. El 10° término en: = 1, 7, 13,... 15. El 13° término en: = 15, 11.5, 8,...

. 1

. 11. El 16° término en: = 3, f% 16. El 17° término en: + %,0.875, 1,...
. Dados algunos elementos de una progresién aritmética, determina el elemento que se pide:

17. El 1* término si el 13° término es 67 y la razon es 5
18. Larazonsiel 1" términoes 7 yel 10°es — 11

19. El ntmero de elementos de la progresion: + 120, 519,...,3 312

20. Larazon siel ler término es % yel 8° —%

21. El 11° término siel 3°es—4 yel 7°es — 16

22. El 1 término si el 20° es — 62.5 y la razdn es — 2.5
23. El ntimero de términos de la progresion: + i,g,...,%
24. El 1* término siel 5°es — 9y el 9° es — 25

25. El 1* término si el 11° es —g y la razon —%

1 . . . .
26. Silarazon es 25 del nimero de términos y el 17y @ltimo término son: 0.15 y 3.75, respectivamente, determina el

namero de términos.
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. 2 . 1 o
27. Larazon si el cuarto términoes — yel 11°es 2

3 27
28. El 5° término si el 2° es 2 y el octavo es 7
29. El 7°término siel 3" es4n—1yel 10°es 11n—8

30. El 4° término si el 8° es # yel 15° @

’ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o 0 0 o o«

Suma de los n primeros términos en una progresion aritmética
Sea la progresion aritmética:
+a,, a,, ay,..., 4,
Entonces, la suma de los primeros n términos se define como:

n
S, = Zaj =a,ta,+a;+...+ta
j=1

Demostracién:
S=a,+a,+.......... +a,, +a,
S=a,+(@+nr+...... +la,+(n=2)]+[a, + (n-=1)r]

Al cambiar el orden de los términos y realizar una suma vertical, se obtiene:

S=a,+@+nr+.......... +la,+(n—=2)]+[a, +(n-1)r]
+ S=la,+(n-Drl+[a,+(m=2r]+......... +[a, +r]+a,
28 =[2a+(n—Drl+[2a+n—-Dr]+........ +[2a+(n— r] + [2a,+(n - 1)r]
} n veces |
Por tanto:
25=n[2a,+(n-1)7] - S= §[2a1+(n—l)r:|

Ademas sabemos que a,= a,+ (n —1)r, entonces:
n
S= E[al +a, +(n—1)r]
Luego, la formula para hallar la suma de los primeros » términos esta determinada por:

_ n (a1+an)
a 2

EJEMPLOS o
8

] ®@e-Determina la suma de los primeros 12 términos de la progresion aritmética:

Ejempl

+2,7,12,...
Solucién

En esta progresion los datos son:
a=2,n=12y r=7-2=5

Por consiguiente, el 12° término es:

an=a,+(n-lyr - a,=2+(12-1)5)
a,=2+(11)5)
a,=2+55=57
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Luego, para encontrar la suma de los 12 términos se sustituyen en la formula los siguientes valores:
a=2, a,=5Ty n=12
Finalmente,

5= n (a12+an) . 5= 12 (22+57) _ 12(259) 354

Entonces, la suma de los 12 términos es: 354

2 ®e-Encuentra la suma de los 15 primeros términos de la progresion:

NN

, , 5,
33
Solucién
De esta progresion los datos son:
a,:Q n=15 rZH—B:—z
3 3 3 3
Se encuentra el 15° término:
19 2 19 2
as=a,+n-1)r - a;s= ?+(15—1)(—§) - a;s= ?+(14)(—§)
L1928
15 3 3
Para encontrar la suma de los 15 términos, se sustituye en la formula:
a,:Q n=15 a,=-3
3 :
1 1
Is (2+(_3) 15(2)
n (aI +an) 3 3
S, = ———= - S5 = = =25
2 ; 2 2

Entonces, la suma de los 15 primeros términos es 25

EJERCICIO 149

e o 00000000000

Resuelve los siguientes problemas:

1. (Cuél es la suma de los primeros 8 términos de: + 1,7, 13,...7
. Determina la suma de los 9 términos que conforman la progresion: + —5,...,7
. Encuentra la suma de los primeros 8 términos de: + 3, ?,% e
. ¢ Cudl es la suma de los 9 primeros términos de: + 120, 108, 96,...7

. Encuentra la suma de los 13 términos de: + 15, 11.5, 8,...

. Determina la suma de los 11 primeros términos de: +—15, 12, -9,...

2

3

4

5

6. Determina la suma de los 12 primeros términos de la progresion: + 21, 24, 27...
7

8. (Cuél es la suma de los términos de la progresion: + 1 000, 988,..., —188?

9

. Determina la suma de los términos en la progresion: + 1, 2, 3,....,n

10. Encuentra la suma de los términos de la progresion: + 2, 4, 6,...,2n
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11. ;Cual es la suma de los términos de la progresion: + 1, 3, 5,..., 2n — 1?

12. ;Cuadl es el nimero de términos de una progresion aritmética, cuya suma es 42. Si el @iltimo término es 31 y la razon es 5?

. . P U 65 . . L. 1
13. Determina el nimero de términos de una progresion aritmética, cuya suma es ik si el primer término es — y la
L1
razon —.
4
14. La suma de 32 elementos en una progresion aritmética es 1 200. Si la razon es 3, determina el primer término.

15. La suma de 50 términos de una progresion aritmética es 2 550. Si la razdn es 2, jcudl es el primer y @ltimo término
de la progresion?

j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ o «

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un constructor apila cierto nimero de bloques de granito de la siguiente manera: 15 bloques en la base y 2 menos
en cada fila superior a la anterior. Si en la Gltima fila superior coloco 1, encuentra el total de bloques que apilo.

Solucién

El problema indica que el primer término de la progresion aritmética es 15, y que al disminuir de 2 bloques por
fila, resulta:

+ 15,13, 11,...

Los datos conocidos son: @, = 15, r=—2y a,= 1, entonces se debe de calcular el nimero de filas que se pueden
apilar.
= 1-1
n=2"% i i
- =
Luego, la suma est4 determinada por:
n(a, +a
Sﬂ = ( l £ )
2

Entonces, el constructor apilé 64 bloques de granito.

EJERCICIO 150

1. Elestacionamiento de un centro comercial tiene la siguiente disposicion de lugares: la primera fila tiene 50, la segun-
da 47, y cada fila subsiguiente tiene 3 menos que la anterior. Si la Gltima fila tiene 23 lugares, ;de cuantos lugares
dispone el estacionamiento?

I R N

2. Un albafil apilara ladrillos de tal forma que la base tenga 50, la segunda capa 48, la tercera 46, y as{ sucesivamente
hasta que la capa superior tenga 24, ;cuantos ladrillos en total apilara el albanil?

3. Unaempresa va a repartir entre 18 de sus empleados $13 275, como bono de puntualidad. Si la diferencia entre cada
uno de los bonos es de $75, determina cuénto recibio el trabajador més puntual.

4. Se apilan 135 rollos de tela de tal manera que la base tendré el doble de rollos que la Gltima, y la diferencia de rollos
entre cada una de las capas serd de 1. ;Cuantos rollos debe tener la Gltima capa?

5. Se van a colocar en filas los asientos para un auditorio, de tal manera que la primera tenga 20, la segunda 23, la tercera
26 y asi sucesivamente. Si en total se colocaron 819 asientos, ;cuantas filas se formaron?

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ e o o o o0 0ot
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Inferpolacion de medios aritméticos
Los medios aritméticos son los términos que se encuentran entre el primer y el Gltimo término, y dependen directa-

mente del valor de la razon.
La interpolacion de medios aritméticos consiste en encontrar los términos de toda la progresion a partir de conocer

el primer y Gltimo término.

EJEMPLOS o

2 ] ®@e-Interpola 4 medios aritméticos entre 5 y 32.5.

Solucién

Ejemp

En esta progresion los elementos dados son:
a,=5y a,=325

Para encontrar el nimero de términos es necesario sumar los medios aritméticos mas 2 (primer y @ltimo término),

entonces:
n==6
Con los datos anteriores se encuentra la razon:
a,—q 32.5-5
yr= —- —> r=
n—1 6-—1

217.5
r = —

5

r=>5.5

Por tanto, la progresion estd determinada por:

+5,(5+5.5),(10.5+5.5), (16 +5.5), (21.5+5.5), 32.5
+5, 105, 16, 21.5, 217, 325

Y los 4 medios aritméticos son:

10.5, 16, 21.5, 27

2 ®e-Interpola 5 medios aritméticos entre 11y — 13.

Solucién

Los términos dados son,

Se obtiene la razon,

a —a
r=—-2— 1 — =— =—4
n—1 7-1 6
Por consiguiente, los medios aritméticos son:
7,3,-1,-5,-9
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Media aritmética o promedio aritmético

# Sean los nmeros x, y x,, entonces la media aritmética o promedio aritmético se define por:
X, +x,
2
# Sea el conjunto de nimeros x,, x,, X;,...,X,, €n consecuencia la media aritmética o promedio aritmético se de-

termina asf:
X X, X+t X,

n
EuJ’EMPLOS °
—g_ 1 @e-Enel grupo de danza se inscribieron 9 alumnos, cuyas edades son: 12, 13, 13, 14, 15, 12, 14, 15, 11. Determina la edad
dE: promedio del grupo.
e

Solucién

Se suman todas las edades y el resultado se divide entre el nimero de éstas, entonces:

12+13+13+14+15+12+14+15+11
5 =

13.2

Edad promedio =

Por tanto, la edad promedio es de 13.2 ahos.

2 ®e-Un alumno tiene en sus 4 primeras evaluaciones las siguientes calificaciones: 7.6, 9, 8.4 y 7.8. ; Qué calificacion necesita
tener en la quinta evaluacion para exentar la materia con 8?

Solucién

Sea x la quinta evaluacion y el promedio 8, entonces:

suma de las evaluaciones g = 7.6+9+84+7.8+x

Promedio = X
total de evaluaciones 5
Al despejar x de la expresion se obtiene:

508)—(7.6+9+84+78)=x
40-328=x
72=x

Por consiguiente, la calificacion minima que necesita para exentar es 7.2

EJERCICIO 151

: Resuelve los siguientes problemas:
. 1. Interpola 5 medios aritméticos en la progresion, cuyo primer y Gltimo término son: 21 y 60.
. 2. Interpola 7 medios aritméticos en la progresion, cuyos extremos son: 5y 17.

3. Interpola 6 medios aritméticos entre % y 3.

4. Interpola 7 medios aritméticos entre 0.5y 8 %

5. Interpola 6 medios aritméticos entre —3 y 0.5.
6. Interpola 3 medios aritméticos entre 13 y %
7

. (Cudl es el promedio de un alumno cuyas calificaciones son: 6, 9, 8.4, 7.8 'y 10?

j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o o
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» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

La compainia de dulces La Pasita comprd una maquina registradora a un precio de $12 000. Al cabo de 6 anos la
vendid en $5 520. La depreciacion anual es constante, calcula el valor de la registradora al final de cada ano.

Solucién

Esta es una progresion aritmética, cuyos precios inicial y final son: $12 000 y $5 520 respectivamente, entonces,
se deben interpolar 5 periodos (ahos).
En consecuencia:

a,=12000, a,=5520 y n=7
Se encuentra la depreciacion anual (razon):
a,—a, ~5520-12000 —6480

r=—-—— -

r = =-1080
n—1 7-1 6

El signo negativo indica que el costo de la maquina va a disminuir $1 080 por afo.
Por tanto, el valor de la maquina al final de cada ano es:

1 ano: $ 10920 4°ano: $7 680
2° ano: $9840 5°ano: $ 6600
3% ano: $ 8760 6°ano: $5520

EJERCICIO 152

e e e 000 e e

1.

En un saldn de clases de 15 alumnos la edad promedio es 7.8; 9 de ellos tienen 8 ahos; la edad de otros 3 es 7. ;Cual
es la edad de los restantes si tienen los mismos afnos?

(Cudl es la calificacion que debe obtener un alumno en el cuarto bimestre para exentar con 8.5 la materia de biologia,
si en los 3 primeros bimestres obtuvo las siguientes evaluaciones: 8.7, 7.9 y 7.6?

. Determina el promedio de una progresion aritmética que se conforma de ocho términos, su primer término es 2 y el

altimo 16.
Obtén la media aritmética de la progresion aritmética a,, a,, a;,....a,.

El lado norte del tejado de una casa lo forman 476 tejas, ordenadas de tal forma que la primera hilera tiene 80 y la
Gltima 56. Determina el nimero de hileras y el de tejas que contiene cada hilera.

Si el lado norte de un tejado consta de x menos 50 hileras, y x es el nimero de tejas que tiene la primera hilera. Si
las hileras subsecuentes exceden en 4 tejas a la anterior, y el total de tejas utilizadas es de 576, determina el nimero
de hileras y mediante una interpolacion precisa el nimero de tejas de cada hilera.

2\ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ o ¢ e o ¢ o oo o

Progresién geométrica o sucesion geométrica

Ala sucesion a,, a,, a,,..., a,, se le llama sucesion o progresion geométrica, si para todo a,, que pertenezca a la sucesion
existe una constante r diferente de cero, tal que:

a a. r

m+1 "~ “m

) . a .
Donde la razon comin es r = —2*~ y se denota con el simbolo ++
a

m
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Ejemplos

Determina cudl de las siguientes sucesiones es geométrica.
a) 3,6,3-2""

1 1 1 1

by —, —, — ., —
) 9’ 27 81 3!

c) 1,4,7,...,3n-2

Solucién

a) Se obtiene la razon comin:

a,, 320 30n
a 3.2m! 3.2m"

m

-4 -7

Se observa que los elementos de la progresion: 3, 6, 12,..., 3-2"" se obtienen al multiplicar por 2 el término
que le precede, por tanto la progresion es geométrica.

b) Se determina la razon comun para la comprobacion:

1 1
a,., 3(m+l)+l 32 3+l 1
a, - 1 -1 - 32 - g
3m+1 3m+l
. P 11 1 1 . .
Significa que los términos subsecuentes de la progresion: —, — —— se obtienen al multiplicar por

DA 9277 8177 3
3 entonces se deduce que es progresion geométrica.

¢) Al obtener la razon de la progresion:

G _ 3(m+1)-2  3m+3-2 _ 3m+l

a 3(m)-2  3m-2  3m-2

m

La progresion no es geométrica, ya que los términos siguientes no se pueden obtener al multiplicar por la
razOn resultante.

Férmula para obtener el n—ésimo término en una progresiéon geométrica

Sea la progresion geométrica ++ a, a,, a,,..., a, y razon comin r, entonces el n—ésimo término se define como:
_ n—1
a,=a,-r
Donde:

a, = n—€simo término r =razdn de la progresion

a, = primer término n =namero de términos de la progresion
v
[*]

Ejempl

] @¢-Determina el 9° término de la progresion ++10, 20, 40,...

Solucién

Se obtiene la razon al dividir uno de los elementos entre su antecesor:
40 20

y= —= =
20 10
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Entonces, los elementos dados son:
a,=10,r=2y n=9

Al sustituir, se obtiene el 9° término:

a=ar"" — a,=10(2)° "' =10(2)*
a, = 10(256)
a,=2 560

Finalmente, el 9° término es 2 560
2 @®e-Determina el 7° término de ++200, 100, 50,...

Solucién

De la progresion se tienen como datos:

- 1 7-1
a,=a,-r - a, =(200)- 5

. 25
Entonces, el 7° término es ?

3 ®e-Sien una progresion geométrica el 3 y 7° términos son 18 y 1458, cul es el 5° término?

Solucién

De acuerdo con el problema
a,=a;r’”! a,=ar""
18=ar’ 1458 = a,r’
Se obtienen las ecuaciones:

ar’=18 y a,r®=1458

Pero a,;r®=a,r™ r*=18r", entonces

[1458
18r*=1458 - r=4T - r=3

Al sustituir este valor, se obtiene a,:
18
a,(3) =18 - q =5 =2

En consecuencia, el 5° término es:
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Férmulas para obtener el 1° término, nimero de términos v la razén

Todas las formulas subsecuentes se obtienen de a, = q, !

# Para encontrar el 1 término:

# Para determinar el nimero de términos que contiene la progresion geométrica:

_ loga, —loga, +logr
a,=a, .r' N n =084, —1084, T 108

logr

Estas formulas se aplican, segin las necesidades de los ejercicios que se deben resolver, como se ejemplifica a con-
tinuacion:

EVJ’EMPLOS °
1 1 . .
2 1 ®@e-En una progresion geométrica la razon es > y el 8° término es — . Calcula el 1 término.

Solucién

Ejemp

Los datos en este problema son:
ag=

— n=_§ r=
8

Entonces, al sustituir los valores en nuestra formula, se obtiene:

Por tanto, el 1* término de la progresion es 16

1
2 oo (Cuél es la razon de la progresion geométrica, cuyo 17y 7° término es 3 y 3 125 respectivamente?

Solucién

Los elementos que se tienen como datos son:

a, =

a,=3125 n

Il
~

1
5
Luego, al sustituir en nuestra formula se obtiene el valor de la razon, entonces:

a, _ 3125 _
r = nflaf1 e r = - T = 16I15625 =5

5

Finalmente, la razon de la progresion es 5
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3 e (De cuantos términos esta formada la siguiente progresion geométrica?
++ 1,2, ... ,512
Solucién
De la progresion se tiene:
a, =1 a,=512 r=
Se sustituyen los valores para obtener el nimero de términos.

_log (512)—log (1)+log (2)  2.7092-0+.3010

=10
log(2) 3010

El niimero de términos de la progresion geométrica es 10

Progresiones

EJERCICIO 153

De las siguientes sucesiones determina cudl es geométrica:

L. 1,2,4,.., 2" 4, —4,-2,0,....,2n—-6
11 3 3“

2. 7y L1283
32 47 3 3o

3. 1,2,6,. 6. 3,6,12,...,32""

Determina el término que se indica en cada una de las siguientes progresiones geométricas:

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

7. El 6° término de ++l , =1, 3, .. 13. El 12° término de ++ E @ 81 e
3 647 32716
. 0 Lz . 3 2 0 .z . 3 6
. 8. E19° término de ++5 , 1, 30 14. E19° términode =+ 1, —m’, m", ...
: 9. El5° término de =+ =5, 10, =20, ... 15. E1 10° términode ++n*, n% 1,...
. 5 5 5 4
. 10. El1 7° términode ++ 2.5, —, —, ... 16. E1 7° término de -~ (1) (n+1)
. 4 8 PR
. 11. E110° término de =+ -9, =3, —1, ... 17. El 13° término de +=2%"*%, 2% 7% 27*7° .
12. El8° término de ++ 8,4, 2,... 18. E19° término de ++a,, a,r’, a,r’,...

Dados algunos elementos de una progresién geométrica, halla el elemento que se pide:

19. El 1 término, si la razon es % y el 6° término es %

20. El 2° término, si surazones —2y el 7° es — 128

21. Larazon, siel 1* término es 3 yel5%es L
5 135

2
22. Larazon, siel 1* término es — 8 y el 7° es —Z?

23. El nimero de términosde ++ -2, -6, ..., —162

2 . 1 .
24. El nimero de términos si la razon es =, el 17 término es — y el Gltimo
5 2 78 125

25. El namero de términos de ++ 5%, 5% ..., 5%
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26.

217.

28.

El 1 término si el 4° es 2 yel7° 16
27 729
El 4° términosiel 2°es 1 yel 9°es —;
m

7 19
El 11° término si el 3°es 26 yel 9es 26

j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ s ¢ o o

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un cultivo de 20 000 bacterias aumenta su poblacion 25% por hora. ;Cuantas bacterias se generan en la sexta
hora?

Solucién
El cultivo es el 100% inicial de bacterias, a la primera hora aumenta 25%, esto indica que el porcentaje actual es
125% o Z de la cantidad inicial; luego, el niimero de elementos que conforman la sucesion es el término inicial

mas los 6 términos siguientes.
De acuerdo con los datos:

5
a,=20000,r= o yn=17
Al sustituir en la formula para obtener el n—ésimo término:
5 7-1
a,=ar"" a,=20000 (Z) =76293.9 =76 294

Por tanto, al cabo de 6 horas habra aproximadamente 76 294 bacterias.

EJERCICIO 154

PR R N T S Y
[\

1.

Determina la sucesion de 4 términos, cuyo primer y cuarto término sea 9 y — 1, de tal manera que los tres primeros
nameros formen una progresion geométrica y los Gltimos 3, una progresion aritmética.

. Una generacion celular es la division de una célula en 2. Si se tienen 8 células iniciales, ;cuéantas células se han

generado tras 10 generaciones celulares?

Tres niimeros forman una progresion aritmética con una razon de 2. Si el segundo niimero se incrementa en 1y el
tercero en 5, los nimeros resultantes forman una progresion geométrica. Determina los nimeros de la progresion
aritmética

. Determina el nimero de células iniciales si se obtuvieron 98 304 después de 14 generaciones celulares.

. Un cultivo de 25 000 bacterias aumenta 5% en 20 minutos. ;Cuél sera la poblacion de bacterias al transcurrir una

hora 20 minutos?

Del problema anterior establece la formula general que determina el nimero de bacterias en ¢ horas.

. Se invierten $230 000 a una cuenta que da por concepto de intereses 5% anual. ;Cuanto se tendré al final de 8 afos?

. En cierta ciudad nacieron 32 500 bebés en el afio 2005, si el nimero de nacimientos se incrementa 20% anual, ;cuintos

bebés se estima que nazcan en el aio 2009?

. Se tiene un cuadrado de 4rea 1 024 cm’ y se inscribe otro cuadrado de tal manera que los extremos coincidan con los

puntos medios del primero; después se inscribe otro cuadrado en el segundo con la misma disposicion. Si se conoce
que el area de un cuadrado inscrito es la mitad del area del cuadrado en el que se inscribe, ;cuél es el area del noveno
cuadrado inscrito?

j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ s ¢ o o
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Suma de los n primeros términos de una progresién geométrica

Deduccion de la formula.
Sea la progresion geométrica ++ a,, a,, a,,..., a,, llamemos S a la suma de los primeros n términos, entonces:

S§= Zaj=a1+a2+a3+ ............. +a, - (1)
j=1

Al multiplicar por la razon la igualdad:
Sr=a,r+a,r+a;r+ .. a,-r - 2)
Al restar a la ecuacion 2 la ecuacion 1, tenemos:

S-r = a-r + a,r + a;r o +a,-r

=S = —a, — ar— QT —a, ,-r

S-r=S =a, r-a

Entonces:
S(r—1)= a,-r—a, pero a, = ar""
S(r—=1)=ar" r—gq
S(r=1)=ar"—a,
Finalmente:
a (r -1 r"—1 1—7"
= — ) o S:al( =a1( )
r—1 r—1 1-r

EAEMPLOS o
Tc;_ ] ®@e-Determina la suma de los primeros 8 términos de la progresion geométrica:
£
)
[y = 4 02,3,
3
Solucién
En esta progresion los datos son:
a, = 4 r= 3 n=38
3 2

Luego, al sustituir en la férmula se obtiene la suma de los 8 términos:

PTG 6l I

256 96

3

r—1 E—l
2 2

305

Se concluye que la suma de los primeros 8 términos de la progresion es
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72 ®@e-Encuentra el 17 término de una progresion geométrica, cuya suma de los primeros 10 términos es 341 y la razon es — 2.

Solucién

De acuerdo al problema los datos son:
n=10,r=-2y §=341
Al sustituir en la formula y despejar a, se obtiene:
a (r'—1 a (_2)]0_1
5:71( ) 341=7‘[ ]
r—1 -2-1
Se simplifica la expresion y se despeja a,:
a,[1024 -1] (-3)(341) _ -1023

a[2)" 1] 341 = ST a,= -

341 = l
-3 -3 1023 1023

Por tanto, el 1* término de la progresion es — 1

3 @e-Determina el nimero de elementos de una progresion geométrica, cuya suma es 1093, su 1% término es 1y la razon es 3.

Solucién

De acuerdo con el problema:
a,=1,r=3yS§5=1093

Al sustituir en la formula de la suma de términos:

a (r'—1 -1
§= ———— 1) 1093 = 1)
r—1 3-
Al simplificar y despejar n se obtiene:
3 - " " 7 _an
1093 = 2186=3"-1 2187=3 (3) =3

Por consiguiente, se realizo la suma de los primeros 7 términos de la progresion.

EJERCICIO 155

Encuentra la suma de los primeros términos que se indican en las siguientes progresiones geométricas:

1. Seis términos de ++ -9, -3, -1, ...
2. Siete términos de ++E L1, 2 -
2 3
. Nueve términos de +~ =5 ,10, =20, ...

4. Diez términos de ++ 9, 12, 16,...
1

5. Quince términos de -, 1 e
42

bl

8

6. Dieciocho términos de +=+ 2, 4, 8,...

e 00 0000000000000 000000 00
W
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e e 0000000000000

12.

10.

11.

Progresiones

Doce términos de +=+ \/5 , 3, x/ﬁ e
Diez términos de <+ 1, —/2 , 2,...
Veinte términos de <= n, n’, n’,...
Nueve términos de ++ 277,272 ...

4 . 2 4
n términos de ++a,, a,;r, a,;r ...

P 1 1 1
ntérminos de ++ —, —, — -
2 4 8

Resuelve los siguientes problemas:

13. Encuentra el nimero de términos de una progresion geométrica; si la suma es 255, el 1¥ término es — 3 y la razdn — 2.
. ., ) . e 0 s s 1

14. Determina la razon comin de una progresion geométrica si el 1% término es —8 y el 6° término ~7

. ot . o . P 6 , 2
15. ;Cuél es el 1* término de una progresion geométrica, cuya suma de los primeros 8 términos es y larazon es E?

P P L . " 31 s 1 L1
16. ;Cual es el Gltimo término de una progresion geométrica cuya suma es o’ su 17 término es 2 y larazdon ) ?
17. Determina el 1* término de una progresion geométrica si la suma de los primeros 6 términos es 364 y la razon es —3.

. . - PUTE. 211 2 TP 27
18. ;Cual es la razon de una progresion geométrica, si la suma es EYR el 1% término es 3 y el Gltimo término es g?

. . . . Lot . 1- x7 er .2 . 2 .
19. Encuentra el nimero de términos de una progresion geométrica, si la suma es ———, el 1¥ término es x” y la razon
X' =x
es —.
X
j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ o «

 PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Una compafia de autos tiene estimado vender 5000 autos en 2010 y durante los 10 afios siguientes incrementar en
5% anual las ventas con respecto al afo anterior. Determina cuantos automdviles pretende vender la compafifa en ese
periodo.

Solucién

De acuerdo con el problema los datos son:

a,=5000, r=100% + 5% = 105% = 1.05

1-r"
Snzal[ l—r)

1—1.0510]

S,, =5 000
1-1.05

=5000 (12.5778)
=62 889.46 = 62890 autos

Por consiguiente la compafifa pretende vender aproximadamente 62 890 autos en los siguientes 10 ahos.
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2 Una epidemia ataca a 2 500 habitantes de una poblacion en 2006, y por cada afio que transcurre la clinica de salud
de la entidad observa que las personas que padecen la enfermedad se incrementa en un 5% ;Cuantos habitantes
habran padecido la enfermedad para el afio 20107

Solucién

De acuerdo al problema, los datos son los siguientes:
a,=2500,r=105%=1.05yn=5

Sustituyendo en la formula, se obtiene:

5, = al(l—r”)
1-r
~2500(1-1.05%)
" 1-1.05
_2500(1-1.2762) _2 500(-0.2762) 13814 habitantes
-0.05 -0.05

Por tanto, para el ano 2010 habran padecido la epidemia 13 814 habitantes aproximadamente.

EJERCICIO 156

tendran en total después de realizar 6 veces esta operacion?

e e 00000 e

sonas en el 4rbol genealdgico de Carolina existen hasta 7 generaciones atrés, incluyéndola a ella?

1. Un tridngulo equilatero se divide en 4 tridngulos equilateros mas pequefios de igual area, éstos a su vez se dividen
en otros 4 tridngulos cada uno; este procedimiento se repite para cada tridngulo resultante. ;Cuantos tridngulos se

2. Carolina tiene papa y mama, a su vez éstos tienen cada uno a su padre y madre, y asf sucesivamente. ;Cuantas per-

3. En cierta poblacion la produccion de maiz en el aho 2001 fue de 20 000 toneladas; por diversas cuestiones esa cantidad

ha tenido una disminucion de 25% anual. ;Qué cantidad de maiz se produjo desde 2001 hasta 2006?

4. Durante el afio 2005 cierto hospital atendi6 5 110 partos; sin embargo, este nimero se incrementd 10% anual. ;Cuantos

partos estima el hospital atender desde 2006 hasta el afio 2010?

5. La poblacion en México en el aio 2000 esta cuantificada en 100 millones de personas. Si para el aho 2002 las au-
toridades registraron 104 millones de mexicanos, ;a qué ritmo esta creciendo la poblacion en nuestro pais? Si se

mantiene este crecimiento, para el afo 2010 ;cuantos habitantes tendr4 el territorio mexicano?

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente ¢ ¢ ¢ e o oo 00 oot

Progresion geométrica infinita

Sea una progresion geométrica, cuyo 1 valor es a,= 100 y la razon r = 5 (qué le sucede a la suma de los primeros
n términos?
El comportamiento de la progresion:

a, —ar

%]
|

1-r

1
Paraa =100y r= > se obtiene:

1 n
S, =2a, - 2a, (5)
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S, =200~ 200(%) sin=3
1 .
Sy =200-200( — sin=28
256
1 .
S, =200-200f ————r sin=20
1048 576

n
De manera que, conforme 7 crece, el término (5) se hace mas pequefio y tiende a cero.

Es por eso que para cualquier progresion geométrica infinita, donde la razon es menor que la unidad, se debe
considerar la suma de los primeros n términos igual a:

S, = v | <1
r

n 1_
E.;’JEMPLOS °
%_ 1 @e-Determina la suma de la progresion geométrica infinita: 9, 3, 1,...
£ .s
8 Solucion
ia

Los datos proporcionados por la progresion sona, =9, r = 3
Como larazon |r| < 1 entonces se utiliza:

5, =4 N S, =—" =

n

" 1-r 1—

9
1

w |
w )
[\*)

. P . PO 27
En consecuencia, la suma de términos de la progresion geométrica infinita es: >

2 ®e-0btén la razon de una progresion geométrica infinita si el 1% término es 4 y la suma es 8.

Solucién

De acuerdo al problema, los datos son:
a,=4,5,=8

Al sustituir en la formula de la suma de una progresion infinita:

5, = g= *_
1-r 1-r
Al despejar r de la ecuacion se obtiene:
8(1-r)=4 8—-8r=4 -8r=-4 r=%
EJERCICIO 157

: Realiza lo siguiente:
. 1. Encuentra la suma infinita de términos de la progresion ++ — 6, 3, _73
. : - R 301 1
. 2. Determina la suma de términos de la progresion infinita ++ 17303
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3. (Cual es el valor de la suma infinita de términos de la progresion ++ 6, 2, % ee?

, 1.2

N | W

. S 9
4. (Cual es el valor de la suma de términos de la progresion infinita <+ 7

e e 0000 e 0000000

. e ., 1 . o g -
5. La suma de términos de una progresion infinita es 3 y la razon es YR Determina el 1% término de la progresion.
6. EI 1” término de una progresion infinita es 2 NG y la suma de los términos es 5 3 . Encuentra la razon.
er .z : o . a 3a . L

7. El 1* término de una progresion infinita es b conb>aya,beNylasumaes 2 (Cudl es la raz0On de la progre-
sion?

8. Un triangulo equilatero de area 1 cm” se divide en 4 tridngulos equilateros mas pequefios de area 2 cm’, a su vez, uno
de los 4 tridangulos se divide nuevamente en otros 4 tridngulos de Ecmz, y se repite el procedimiento sucesivamente
con 1 de los 4 tridngulos resultantes. ;Cual es el resultado de la suma de las 4reas de los triangulos?

9. Se tiene un cuadrado de 4rea 1 024 cm’ y se inscribe otro cuadrado, de tal manera que los vértices extremos coincidan
con los puntos medios del primero, y asf sucesivamente. Si ya se conoce que el area de un cuadrado es el doble del
que se inscribe, determina la suma de las areas de todos los cuadrados que se pueden inscribir de esa manera.

j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o o ¢ ¢ ¢ o &

Inferpolacién de medios geométricos

La interpolacion de medios geométricos consiste en encontrar un cierto nimero de términos, entre el 1°y Gltimo, para
formar una progresion geométrica.

E".,IEMPLOS M

%_ 1 ®@e-Interpola 4 medios geométricos en la progresion += — 3...., 96.
£ .2

K3 Solucién

()

Al interpolar 4 medios geométricos, la progresion estard formada por 6 términos, entonces:
a=-3,n=6ya,=96

Se procede a calcular la razon, a partir de:

r = n—lai — r:6_]%:\5l—3 :—2
\] a, V-3

Por tanto, la progresion queda como a continuacidon se muestra:
-3, -2(=3), —-2(6), -2(-12), —2(24), —2(—48)
-3, 6, -12, 24, —48, 96
Los medios geométricos son:
6, — 12, 24,-48

2 ®e-Interpola 5 medios geométricos en la siguiente progresion: ++ 16,..., 256"

Solucién

1
Los datos de la progresion son: a, = 16, a, = 756 yn=7
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r = nfl& — r:771 7256:671 :l
a, 16 4096 4

La progresion que resulta es:

16,41, +, - L L
4 16 64 256
Por consiguiente, los 5 medios geométricos son:
41, L L L
4 16 64

Media geométrica
# Sean los nimeros x, y x,, entonces su media geométrica se define por:
XX, Slx;yXx,sonpositivos
—JX*x, six, yx,sonnegativos
# Sean los nimeros x|, x,, x;,...,X,, entonces, su media geométrica se define como:

n
XX, X5...X,

EJ,JEMPLOS °
o

TE:_ ] ®@e-Determina la media geométrica de 12 y 48.

.9 Solucién

()

Se busca un término que forme una progresion geométrica con los elementos dados, entonces al aplicar la formula:
Media geométrica = /(12)(48) = V576 =24

Esto indica que la progresion geométrica formada es:

12,24,48
Y se comprueba con la razon:
a8
12 24

Por tanto, la media geométrica es 24

2 ®e-Encuentra la media geométrica de los ntimeros 3, 9, 27 y 81.

Solucién

Se aplica la formula:

Media geométrica = 3/(3)(9)(27)(81)

Al simplificar la raiz se obtiene:
4(310 _ 4/38.32 _ ﬂ3—s.<&/3—2 _ 32\/3 =9 \/g

Finalmente, la media geométrica es: 9 NG
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EJERCICIO 158

Realiza la interpolacién de los medios geométricos que se indican:

1
1. Cinco medias geométricas entre > y 32.
. L 4
. Tres medias geométricas entre 12 y 27"

3. Cuatro medias geométricas entre — 3 'y — 96.

e o006 000000000000 00000

1
4. Cinco medias geométricas entre 15 y 6 144.

. 5. Tres medias geométricas entre 2 NG y 18 N

1 2
6. Cuatro medias geométricas entre — y 2 —6
2 243

7. Seis medias geométricas entre — 128 y — 1

. . -1)°
8. Tres medias geométricas entre (x — 1)* y (xg—l)
a8
9. Tres medias geométricas entre > y —-
a

2

10. Cuatro medias geométricas entre Y y 4.

Determina la media geométrica de los siguientes nimeros:
11. 6y9
12. —4y-8
13. 5y25
14. 9y 16
15. 2,3y6
16. 4,8y 32
17. 1,3,9y27
1 1 1 1

18, —. —., =y —

27478716

j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ o ¢ ¢ 6 6 ¢ o o o o

Interés compuesfo

Una de las aplicaciones mas importantes de las progresiones geométricas es el interés compuesto, por su constante
uso en la economia y la administracion.
Considera un capital inicial de $100, que se invierte en una tasa fija de 10% de interés anual compuesto. Calcula
el interés compuesto por periodo en los primeros 5 ahos.
M,=100(1+0.1)=110 primer afio
M,=110(1+0.1)=121 segundo aho
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M, =121(1+0.1)=133.1 tercer ano
M,=133.1(14+0.1) = 146.41 cuarto aio
M, =146.41(1+0.1)=161.051 quinto aho

Ahora bien, si se desea calcular el monto que genera un capital en determinado tiempo, con una tasa de interés

. nt
M=C (1+i)
n

fija, se utiliza:

Donde:
M = monto generado
C = capital inicial
i = tasa de interés porcentual anual
n =namero de capitalizaciones al afio
t = tiempo que se invierte el capital
EAEMPLOS °
To’_ ] ®@e-Un ama de casa ahorra en un banco $5 000, la institucion bancaria le da un interés anual de 6%. Calcula el monto que
g obtendra en 12 afos.
iy

Solucién

Los datos de este problema son los siguientes:

C =$5 000 i = 6% anual n =1 periodo t =12 anos
Entonces, al sustituir en la formula, se obtiene:
AN (1)(12)
M:C(Hi) N M =5000 (1+¥)
n

M =5000 (1.06)"
M =10 060.98

Por tanto, esa ama de casa recibira después de 12 anos la cantidad de $10 060.98

2 ®e-Fernando invierte $3 000 en un negocio que le dara 10% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente.
(Cudl serd el monto que recibiré al cabo de 5 anos?

Solucién
Los datos de este problema son los siguientes:

C =$3 000 i = 10% anual n =2 periodos t =5 anos

Entonces, al sustituir en la formula, se obtiene:

o (2)5)
M=C(1+i) N M=3000(1+%)
n

M=3000 (1.05)"
M =4 886.68

Finalmente, Fernando recibira después de 5 anos la cantidad de $4 886.68
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3 ®e:Calcula el tiempo para duplicar una inversion de 10% de interés anual capitalizable trimestralmente.

Solucién

Si se quiere duplicar el capital, esto indica que M = 2C, luego la inversion es capitalizable trimestralmente (n = 4),

por tanto:

M:C(l-ri)m - 2C=C (1+w)4t

n 4

2= (1.025)"
Se aplican logaritmos de la siguiente manera para despejar #:
log 2 = log (1.025)" - log 2 = 4t (log 1.025)
_ log?2

4log1.025

t =7 anos

Entonces, se concluye que el tiempo necesario para duplicar la inversion es de 7 ahos.

EJERCICIO 159

Determina el monto que se genera en cada uno de los siguientes problemas:

1. $10 000 que se invierten a una tasa de 10% de interés compuesto anual, durante 10 afos.
2. $32 000 se invierten a 12% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente durante 6 afos.

3. $32 158 que vencen en 7.5 anos, a 6% de interés compuesto anual.
2 S - .
4. $24 000 que vencen en 6§ afos, a 9% de interés compuesto anual, capitalizable cuatrimestralmente.
1 . o .
. $9 500 que vencen en 85 anos, a 4% de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.
3 . - .
6. $15 400 que vencen en 3 afios, a 62 % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.
1 1 S - .
7. $950 que vencen en 25 afos, a 125 % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.
2 1 S o
8. $6 000 que vencen en 3§ anos, a 101 % de interés compuesto anual, capitalizable mensualmente.
2 1 S - .
9. $6 000 que vencen en 35 anos, a IOZ % de interés compuesto anual capitalizable cuatrimestralmente.

3 . o
10. $154 000 que vencen en 3 anos, a 6Z % de interés compuesto anual, capitalizable semanalmente.

Resuelve los siguientes problemas:

© © 0 06 060000000600 0000000000000000000000000000e0e00
W

. 11. Una compafhia de seguros presenta a un padre de familia un fideicomiso para que su hijo de 8 afios reciba una cantidad
de $40 000 cuando tenga 22 anos. Determina la cantidad inicial que debe destinar si se le ofrece un contrato con una
tasa de 6% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente.

. 12. Una deuda de $9 000 dentro de 5 anos, debera liquidarse con un pago de $14 747.55, ;a qué tasa de interés trimestral
esta comprometido el préstamo?

13. ;Qué tasa de interés compuesto anual duplica una inversion en 5 afios?
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. 14. (Qué tasa de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente, duplica el valor de la inversion en 10 afos?
. 15. (Qué tiempo se necesita para triplicar una inversion con rendimiento de 10% de interés compuesto anual, capitalizable

cuatrimestralmente?

16. El indice de crecimiento que se plantea para una poblacion de 6 700 habitantes es de 2% anual. ;Cuanto habra crecido
la poblacion en 20 afios?

17. {Qué tiempo habra transcurrido para que un capital de $5 300 se convirtiera en $5 627.45, con una tasa de interés
compuesto anual de 2%, capitalizable mensualmente?

18. Una empresa pide un préstamo bancario de $400 000 para la compra de maquinaria. Si dicho crédito esté sujeto a
5% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente, y el tiempo para pagarlo es de 10 ahos, ;cual seré el
monto que se pagara?

19. Emilia invierte $85 000 durante 3 afios y recibe un monto de $92 881. ;Cuél fue la tasa de interés compuesto anual
a la que fue sometida dicha inversion?

20. (Cual fue el interés que generaron $20 000 si se invirtieron con una tasa de 12% de interés compuesto anual, capi-
talizable mensualmente durante 4 afios?

2\ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ e o ¢ e o ¢ o oo o

Depreciacion

Se define como la pérdida de valor de un activo fisico (automdviles y casas, entre otros), como consecuencia del uso
o del transcurso del tiempo. Muchos de ellos tienen una vida ttil durante un periodo finito.
En este capitulo solo se abordara el método de porcentaje fijo, que se define como:

S=C(1-4a)'
Donde:
S: valor de salvamento o valor de desecho
C: costo original del activo
d: tasa de depreciacion anual
t: vida atil calculada en afios
EuJ’EMPLOS o

] ®@e-Latasa de depreciacion de un automévil del afio esta calculada en 8% anual. Si un cliente paga en una agencia $120 000
por una unidad, ;cudl serd el valor de desecho del automovil al final de su vida atil, si se calcula que es de 5 ahos?

Ejemplo

Solucién

De acuerdo con los datos:
C=120000,d=8%=0.08 y t=5
Al sustituir los valores en la formula y desarrollar las operaciones se obtiene:

§=120000 (1-0.08)" =120000(0.92)" =120 000 (0.6590) =79 080

Por tanto, el valor del automovil a los cinco anos es de $79 080

? ®e-Una pizzeria compra una motocicleta en $42 000 para el reparto de su mercancia. Se calcula que su vida atil sera
de 4 anos y al final de ella su valor de desecho sera de $15 000, determina la tasa de depreciacién anual de la mo-

tocicleta.
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Solucién
De acuerdo con los datos:
C=42000,5=15000yt=4

Al sustituir los valores en la formula y despejando d, se obtiene:

15 000
15000 = 42 000 (1-d)" 1—d= 4 1-d=0.7730
42 000

d=0.227
d=22.7%

Por consiguiente, la tasa de depreciacion es de 22.7%

3 ®@e-Se adquirid una maquina de bordado, cuyo precio fue de $78 600. Si su valor de desecho es de $20 604.50 y la tasa

de depreciacion es de 20% anual, calcula la vida atil de la bordadora.

Solucién

De acuerdo con los datos:
C=78600, $=2060450 y d=20% =0 .20
Al sustituir en la formula:
s=c(1-a)' 20 604.5 =78 600(1 — 0.20)'
Se aplican logaritmos para despejar #:

- log(20 604.5)—log (78 600)
- log(0.80)

Por tanto, la vida ttil de la maquina de bordado es de 6 afos.

EJERCICIO 160

Realiza los siguientes problemas:

.
.
.
.
.
.
.

1.

La tasa de depreciacion de una maquina esta calculada en 12% anual. Si su costo es de $200 000, ;cual sera su valor
de desecho, si tiene una vida Gtil de 10 anos?

: 2. El costo de una impresora es de $8 000 y se calcula que su vida atil es de 3 anos. Si la tasa de depreciacion es de
. 23%, determina su valor de desecho.
3. Un agricultor compro un tractor con valor de $300 000 y calcula que tiene una vida atil de 7 anos, al cabo de los
cuales su valor de desecho es de $40 045. ;Cual es la tasa de depreciacion del tractor?
4. Un edificio tiene un costo de $1 200000, se le ha estimado un valor de salvamento de $226 432, y una probable vida
atil de 20 anos. Determina su tasa de depreciacion anual.
5. Una escuela adquiri6 una camioneta en $230 000 para el transporte de material, si la tasa de depreciacion anual es
de 12%, (cudl sera su valor al cabo de 3 afos?
6. Un automovil tiene un costo de $96 000, una vida atil de 5 anos y un valor de salvamento de $31 457. Determina la
tasa de depreciacion anual.
7. Se adquirid una planta de luz cuyo costo fue de $220 000, se le ha estimado un valor de salvamento de $30 238; si
la tasa de depreciacion es de 18% anual, ;cudl es su vida Gtil?
j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o
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CAPTUIO 3
MATRICES
— HISTORICA

3

(1]

)

oz
- thur Cayley, matemdtico briténico. En
s, -~ 1838 ingresod en el Trinity College de
h‘_ Cambridge, donde estudié matemati-
M cas y fue nombrado profesor de esfa discipling;
T — ,‘ permanecié en Cambridge durante el resto de
S\ sus dias. Uno de los matemdticos més prolificos

de la hisforia, publico a lo largo de su vida més de novecientos articulos
cientificos. Es considerado como uno de los padres del élgebra lineal,
infrodujo el concepto de matriz y estudio sus diversas propiedades. Con
posterioridad empled estos resultados para estudiar la geometria analitica
de dimensién n.

Arthur Cayley (1821-1895)
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Definicién

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros de la forma:

a,  4dp 4y a,,
Gy Ay A4y )
;)  dzp A4y a,,
aml amZ am3 amn

Los niimeros a,, a,,, a,,....a; reciben el nombre de elementos de la matriz. Para simplificar la notacion, la matriz se
expresa: A = (a,). El primer subindice de cada elemento indica el renglon, y el segundo la columna de la matriz donde
se encuentra el elemento.

¢ G G o
i Gy Ay a, | R,
Ay Gy Gy . G, | R
a,, — Columna — ay, Ay .. a4y, | Ry
1 : : oo
Renglén a,, a,, 4,5 .. a,|R,
Donde: R, R,, ..., R, son renglones y C,, C,, ..., C, son columnas.
Ejemplos
Sea la matriz
-2 1 6
-3 4 -5
A:
1 6 -7
-4 0 1
Determina: a,,, a,, a,; y a,,
Solucién
a,,: es el valor que se encuentra en el renglon 2, columna 1, es decir, a,, =— 3

a,,: es el valor que se encuentra en el renglon 2, columna 2, es decir, a,, = 4
as,: es el valor que se encuentra en el renglon 3, columna 3, es decir, a;; =—7
a,y: es el valor que se encuentra en el renglon 4, columna 3, es decir, a,; = 1

Orden de una matriz

El tamafio de una matriz de m renglones y n columnas se conoce como orden y se denota por m X n.

Ejemplos

[a, a, a;] Z; |:a11 a, ] |:all a, a, ]
. a, ay dy ay, Gy Gy

Orden=1x3 Orden=3x 1 Orden=2x2 Orden=2x3
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NUmero de elementos de una matriz

En una matriz de m renglones y n columnas, el nimero de elementos es m X n, m veces n elementos.

Ejemplos
al] [l” aIZ a]l aIZ al3
[an ap al3] Ay
aZl a22 aZI a22 a23
as;
mxn=1x3=3 mxn=3x1=3 mxn=2x2=4 mxn=2xX3=6
3 elementos 3 elementos 4 elementos 6 elementos

Tipos de matrices

Matriz cuadrada. Es aquella cuyo nimero de renglones es igual al niimero de columnas; es decir, una matriz de n
renglones con n columnas, recibe el nombre de matriz cuadrada de orden n.

ay  dp  agy a,
a, a,, a Ay Ay Gy o Oy,
a[[ a]z 11 12 13
a a Gy Ay Gy a3 4y dy o ... dg,
21 22 . . . . .
a3 as Asy
anl an2 an3 b aml
Matriz cuadrada de orden 2 Matriz cuadrada de orden 3 Matriz cuadrada de orden n
Ejemplos
2 7 31 0
B= A=(2-1-2
4 -5 111
Matriz cuadrada de orden 2 Matriz cuadrada de orden 3
Matriz renglon. Es aquella de orden 1 X n
[al] alZ al3 al4 b aln ]
Ejemplos
1
A=[12 -15] B:[—37§—18]
Orden=1x4 Orden=1x5
Matriz columna. Es aquella de orden m X 1
a]l
aZI
as;
a;nl
Ejemplos
-1
3 2
A= [_ ; } B-| 2
-5
Orden=2x1 Orden=4 X1
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Matriz cero (matriz nula). Es aquella en la cual todos los elementos son cero.

Ejemplos
8 000 00
0=[000] o=\, 0=1000 0=100
000 00
0
Matriz nula de Matriz nula de Matriz nula de Matriz nula de
orden 1 X 3 orden 4 x 1 orden 3 orden 3 X2

Matriz diagonal. Es aquella matriz de orden n que tiene elementos distintos de cero en la diagonal principal, es decir,
una matriz cuadrada M=( m;, ), donde m; =0 siempre que i# j

m, 0 0 0 ..0
0 m, 0 0 ..0
|10 0my 0 .0
M=1"9 00 my, .0
000 0 ..m,
Ejemplos
-4 0 0 0
1 0 0
2 0 0 -1 0 0
A= B=|0 -6 0 c=
0 3 0 0 -6 0
0 0 -1
0 0 0 1

Matriz identidad (matriz unidad). Es aquella matriz diagonal de orden n, cuyos elementos distintos de cero son 1,
se denota por I,

10000..0
01000..0
B 00100..0
L=100010..0
00000..1
Ejemplos
100
Iz:l:(l)(i] I,=1010
001
Matriz identidad de orden 2 Matriz identidad de orden 3

Matriz triangular superior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde los elementos a; =0, para i > j, es decir,
todos los elementos debajo de la diagonal principal son cero.

a, a, a; ... q
0 a, a, ... a,,

A=[0 0 ay ..a,,

0 0 0 ..a
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Ejemplos
2-13
B [ g —i] c=10 75
0 01
Matriz superior de orden 2 Matriz superior de orden 3

Matriz triangular inferior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde a;= 0, para i < j, es decir, todos los ele-
mentos por arriba de la diagonal principal son cero.

a, 0 0 ..0

a, a, 0 .0

A=|a, a, ay ... 0

a;zl anZ anS arm

Ejemplos
2 000
4 0 5700
1_[—8 3:| I= 9 410
1 361
Matriz inferior de orden 2 Matriz inferior de orden 4

Matriz simétrica. Es aquella matriz cuadrada de orden n, tal que los elementos a;=a;

Ejemplos
a. a bn b]Z b13 56 -3
A:[a" a12:| B=| b, b, by C=| 6 1 4
T b, by, by, -3 4 2
La matriz A de orden 2, La matriz B de orden 3, La matriz C de orden 3,
es simétrica si: es simétrica si: es simétrica porque:
b, =b,, €, =0, =6
{alz = ay b=, € =C5="3
by;=b;, C=cy=4

Matrices iguales. Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y sus elementos correspondientes son respecti-
vamente iguales.

EvJ,EMPLOS °
) 2
o Jie 1 s 4 (-1) s
.:JL ] @o-Determina si las matrices | -1 2 -3y |-1 \/Z —3 | son iguales.
1o 3 1 0 27
Solucién

Las matrices son iguales porque son del mismo orden y sus elementos son iguales:

Jie 1 5] |4 (1) s
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72 ®@e-Determina el valor de x, y, w y z, para que:
x+y 6z | [-1 2
2w 2x-3y || 6 -7

Las matrices tienen la misma dimension, al realizar la igualdad de términos se obtiene el siguiente sistema:

Solucién

x+y=-1
6z=2
2w=06
2x—3y=-17

1
Al resolver el sistema resultaque x=—2,y=1,w=3yz= 3

EJERCICIO 161

Determina los valores de las incognitas, para que las matrices sean iguales.

R
Lol 5]

3. [t+4 6-r 2g+1]=[6-1t 5 T-gq]

oo 0000 e

7 3-x x -4
-1 2— -1
4. Y = )
8 2 8 2
0 z+12 0 10
j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o «

Multiplicacion por un escalar

Sea A = (a,) una matriz de orden m X n 'y A un niimero real, entonces AA = (Aa,) es decir, si:

a,  dp 4y a,, Aa,  Aay, Aay .. Aa,
y Ay A4y ay, Aa,  Aay, Aay, .. Aa,,
A=la, a, a; .. a,|entoncesAA=|2Aa,, Aa, Aay,; .. Aa,
aml amZ am3 amn Mml 2'amZ Mm?, oo 2’amn

Esta nueva matriz también recibe el nombre de matriz escalar.
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EvJ,EMPLOS °
] 2 -1
o
qE> 1 @e:SiA= 46 determina 34.
Hy 0 -2
1 3
Solucién

El escalar 3 se multiplica por cada uno de los elementos de la matriz.

2 -1 3(2) 3(-1) 6 -3
R 3(4) 3(6) | |12 18
1o 2|7 50) 3(-2)| 7|0 -6
S B E O IRETE N B
6 -3
- 12 18
Por consiguiente, 34 = 0 -6
39
6 -3 4
2 ( 1] SiB=|: :|encuentralB.
5 =2 1 2

Solucién

1 .. P .
El escalar > multiplica a cada uno de los términos de la matriz.

1 1 1 3
—(6) =(-3) —(4 -=
13_1_[6—34] 2()2()2()_3 22
27 2 5 -2 1)1 1 1 |5 1
—(5) =(-2) =(1 - -1 =
26) 562 50| |3 5
a2
Por tanto, — B = 2
2 > 1
2 2

Suma
Sean A = (a;) y B = (b;) dos matrices de orden m X n, la suma de A y B estd determinada por:
A+B=(a)+ by

Donde A + B es la matriz de orden m X n que resulta de sumar los elementos correspondientes.

EUJ’EMPLOS °
TO,_ ] ®@e-Determina A + B para las matrices:
£
2 6 2 -1
(]
-1 0 4 0

Determina A + B
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Solucién
Las matrices tienen el mismo orden, en este caso, 3 X 2, entonces la suma se puede realizar; la definicion indica que
cada término de la primera matriz se suma con los términos correspondientes de la segunda matriz, es decir, se suman

all +bll’ a12+b12’ aZ] +b21’ "'7a31 +b3]7
3 6 2 -1 342 6+(-1) 55
A+B=|2 4|+|6 -7|=|2+6 4+(-7)|=|8 -3
-1 0 4 0 -1+4  0+0 3.0
55
Portanto,A+B=|8 -3
30

? ®e-Sean las matrices:
5 -2 6 -3 -1 -4 8 -5
C= yD:
-2 8 -7 8 6 2 1 -7
Determina 3C + 2D

Solucién

Se determina cada matriz escalar:

it B
2(—5)}:[—2 -8 16 —10]

8
) 2 _7) 12 4 2 -14
Las matrices tienen el mismo orden, 2 X 4, al sumar se obtiene:

15 -6 18 —9:| [—2 -8 16 —10:|

13 -14 34 -19
-6 24 -21 24 12 4 2 -14

3C+2D:[ 6 28 -19 10

13 -14 34 —19:|

Finalmente, 3C + 2D = [ 6 28 —-19 10

Inverso aditivo

El inverso aditivo de una matriz A de orden m X nes — A.
SiA = (a,), entonces — A = (- a,), es decir, el inverso aditivo de una matriz se obtiene al multiplicar cada elemento
por el escalar — 1, en otras palabras, el inverso aditivo de una matriz A es otra matriz — A, talque A+ (—-A ) =0,

donde 0 es la matriz cero o nula.

Ejemplo
3 _s 2 -10
SiA=[ 7 2:| yB=|—-4 5 7|, determina—A,— By verificaque A + (- A) =0.
-10 1 3
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Solucién

Se obtiene la matriz inverso aditivo de la matrizA y B.

T R e S (e B

2 -1 0 2 -1 0 -2 1 0
B=|-4 5 7|—>-B=(-1)|-4 5 7|>-B=| 4 -5 -7
-10 1 3 -10 1 3 10 -1 -3

Se realiza la operacion A + (— A)

[—3 —5] [ 3 5] [—3+3 —5+5] [0 o}
A+(-A)= + = =
7 2| -7 2 7-7 —2+2| |0 ©

-2 1 0
35
Portanto,—A:[ 7 2:|,—B: 4 -5 -T7|yA+(-A)=0
10 -1 -3

Resta

La diferencia o resta de dos matrices m X n, se define:
A-B=A+(-B)

Donde — B es el inverso aditivo de B.

EJEMPLOS ‘

To’_ 1 ®@e-EncuentraA — B si

g 2 -4 2 -5
s S R L P

Solucién

Para determinar la resta, la segunda matriz se multiplica por el escalar — 1, entonces la nueva matriz se suma con la
primera y queda como resultado:

R e M i MR R

=[5+ [2 MG

(9,

0 1
Por consiguiente, A — B = [ ]

-3 3
-3 1 2 -4
2 @o-Sean las matrices M=| 4 5| yN=|-1 0 |, determinar 3M — 2N.
0 1 0o 3

Solucién

La operacion 3M — 2N se puede expresar como en 3M + (- 2N), se obtienen las matrices escalares y finalmente se

suman.
-9 3 -4 8
3M=|12 15| y -2N={| 2 O

0 3 0 -6 (continiia)
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(continuacion)
Entonces,
-9 3 -4 8 -9-4 3+8 -13 11
SM-2N=3M+(-2N)=|12 15(+| 2 0 |=]12+42 1540 |=| 14 15
0 3 0 -6 0+0 3-6 0 -3
-13 11
Finalmente, 3M — 2N es | 14 15
0 -3

3 @e-Dada la siguiente igualdad:

m+2 n m—2 -n 10 8 . . .
3 - = , determina el valor de las incognitas.
1 4 y 5 3 7

Solucién

Se realizan las operaciones indicadas.

3|:m+2 n]_[m—z —n]:[3(m+2)—(ym—2) 3n—5(—n):|:|:2m+8 4n]

1 4 y 5 3(1)-

L )
uego [ 3-y 7 3 7

Los términos resultantes se igualan con los términos correspondientes de la matriz del segundo miembro, y se

2m+8 4n:| B [10 8]

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

2m + 8 = 10
4n = 8
3y =3

Al resolver el sistema se obtienen los siguientes valores: y=0,m=1yn=2

EJERCICIO 162

° Para las siguientes matrices, efectta A+ B, A- B, A— A, 4A-3By2A-0B

. 31 31 2 =3 <17, [ 1 -6 4
: I'Az[ 0 2]’B=[ 0 2} A P 1]’3_[—3 2 7]
© 2.4=[2 0 1],B=[-6 7 3] O o Loy
. 2 -7 -4 5 1
sa-l1 ols| 2 ¢ s.A=]0 3 20B=| 2 -5 8
2 -3 1 7 7 l 0 g f _E
LS 305 2

En las siguientes igualdades, determina el valor de las incégnitas.
a=7 5 w 3 b-1 4 6 7 -w
6. +2 =
v—4 1-c d -v =3 0 -1 -7 5
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x+1 1 2 n 2 8-n 1 —w 3 x -4 2 4 -2 5
7.2 5 0 |-3|y-1 2|=|-5 6 8. |11 9 12|+ |-1 z-1 1=|10 10 13
3 1-w 2 4 0 -w y =7 2v -1 3 -4 6 -4 v

j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ o o ¢ o o 0 0 0 0 o o oo

Multiplicacién

Sea A = (a;) una matriz de orden m X n, y B = (b;) una matriz de orden n X p, la multiplicacion AB da como resultado
la matriz C = (c;) de orden m X p, tal que

c;=ayb+anh,+ ... +a,b .

Para:
i=1,2,3,4,..,m j=1,2,3,4,..n
El nimero de columnas de la matriz A, es igual al nimero de renglones de la matriz B.
Matriz A Matriz B
mxn nxp

T A igual A T

Tamano de AB es m X p

Ejemplos
Matriz A Matriz B Matriz AB
2x3 3x4 2x4
1x2 2x3 1%3
5x4 4x2 5x2
3x1 3x1 No definida
EJEMPLOS o

(72
TO,_ ] @®@e-Realiza la multiplicacion de las siguientes matrices:
£
)
1= 2 3 2 0 3
i A= yB=

5 4 -1 15

Solucién
A esuna matriz de 2 X 2y B de 2 X 3, por tanto, la multiplicacion se puede realizar. Al aplicar la definicidn se procede

de la siguiente manera: se multiplica el primer renglon por cada una de las columnas de la segunda matriz.

AB- 2 312 0 3] [2(2)+3(-1) 2(0)+3(1) 2(3)+3(5) _[1321]
s 4] -1 1 os) -

Se realiza la misma operacion con el segundo renglon.

2 3:| [2 0 3

5 4] [-1 1 5]=[5(2)+4(—1) 5(0)+4(1) 5(3)+4(5)]=[6435]

an-|

(continiia)
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3 CAPITULO

ANEXO A

(continuacion)

Finalmente, se unen los resultados para obtener la matriz AB,

13 21
AB=
[6 4 35]

Su orden es de 2 X 3

301 -1
? @e:DeterminaR*siR=|0 4 2|
21 0

Solucién

Se transforma R” en R* = RR; esto es posible si R es una matriz cuadrada y se procede a realizar las operaciones
indicadas en el ejemplo anterior.

R=|0 4 2|0 4

3(3)+1(0)-1(=2)  3(1)+1(4)-1(1)  3(=1)+1(2)-1(0)
= 0(3)+4(0)+2(=2) o0(1)+4(4)+2(1) 0(-1)+4(2)+2(0
-2(3)+1(0)+0(-2) —2(1)+1(4)+0(1) —2(-1)+1(2)+0(0)
(11 6 -1 11 6 -1
=|-4 18 8 entoncesRZ:[—4 18 8
-6 2 4 -6 2 4

Propiedades de las matrices

Sean las matrices P, Q, R de orden m X n, O la matriz nula de m X n, I la matriz identidad y r, s escalares, entonces:

Propiedades

Conmutativa de la suma P+Q=Q+P
Asociativa de la suma P+(Q+R)=(P+Q)+R
Identidad de la suma P+O=0+P=P
Distributiva izquierda r(P+Q)=rP+rQ
Distributiva derecha (r+s)P=rP+sP
Inverso aditivo P+(-P)=0
Asociativa de la multiplicacién de escalares (r-s)P=r(sP)
Asociativa de la multiplicaciéon P(QR)=(PQ)R
Identidad de la multiplicacion IP=Pl=P
Distributiva por la izquierda P(Q+R)=PQ+PR
Distributiva por la derecha (Q+R)P=QP+RP
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CAPITUIO 3

Matrices
EJERCICIO 163
: Para las siguientes matrices determina AB, BA, A(B — 2C) y A(BC), en caso de ser posible.
L A=[5 7]yB=]| ' soaz|* ?lys= | °
: 0T i o 1] T |2 4
. 2 -1 _
2.4=[3 0 -1]yB=|0 6.a=|> lyp=|T 7F
- e B T e I
1 L
[4 -1 0 -1 =2 _ 0 2
5 4 3 1 2
3. A=|1 O0|yB=|-2 0 -1 7. A= ,B=|-1 3|yC=
2 10 3 4
-3 2 -1 -2 0 - 1 1
_ 0 -1 =2 (3 1
1 2 3 31 1 0
4. A= yB=|-2 0 -1 8. A=|2 -1|,B= yC=
32 1 2 0 2 -1
- -1 =2 0 10 1
j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o o«

Determinantes

El determinante de una matriz A de orden n, es un nimero escalar que se relaciona con la matriz, mediante una regla
de operacion. Denotada por detA = | A|

Sea la matriz de orden 2
A — [all alz ]
ay Ay

El determinante de A esta dado por:

=)
2| _
= Gy Ay =y Ay
21
(+)
Por tanto,
a, a
detA=|'!" "2 | =q, -a,-a, a,
ay dy
Ejemplo

Evalta el determinante de la matriz:

4
2

23]

Cada elemento de la matriz se sustituye en la formula y se realizan las operaciones.

Solucién

41

detA = ‘_2 5

‘: (4)(5)-(-2)(1) 20+2=22

Finalmente, el detA =22
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ANEXO A

Sea la matriz de orden 3
all a]Z al3
A=|ay ay ay
s Az i

Se escribe el determinante de 3 X 3, para resolverlo se repiten los dos primeros renglones y se multiplican las
entradas en diagonal como se indica:

Por tanto, el determinante es:

detA = (au "Ay Ay Ty Gy Ayt Ay - ay, 'azs)_(a21 "y Gyt Gy Gy Ay T Ay Ay, 'a13)

detA = @), Gy A3y + Ay Ay Ay + Ay, Gy - Gy3 — Uy Ay Ay = Ay Uy Gy = sy Ay Ay

Ejemplo
El determinante de la matriz B, es:
2-10
B=|-2 34
-516

Solucién

Se forma el siguiente arreglo: se aumentan los dos primeros renglones del determinante, como se indica, después se
procede a sustituir los términos en la formula y se realizan las operaciones indicadas en la formula.

(=)

Lo o)

(=)

det(B)z (+)
3 (+)

(+)

Por consiguiente, el determinante es:

det B = (2)(3)(6)+ (=2)(1)(0)+(=5)(=1)(4)=(=2)(=1)(6)=(2)(1)(4)=(=5)(3)(0)

= 36+0+20-12-8-0 =36

En consecuencia, el detB = 36

Propiedades
1. Si se intercambian dos renglones de una matriz A de orden 7, el determinante de la matriz resultante es:
detA = —detA
2. Si son cero todos los elementos de un renglon o columna de una matriz A de orden n, entonces
detA =0
3. Si2 renglones son iguales de una matriz A de orden n, entonces
detA =0

4. Si se tiene una matriz A de orden n, ya sea matriz triangular superior o inferior, entonces

detA = producto de los elementos de la diagonal principal
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Matrices

5. Siun renglon de una matriz se multiplica por un escalar A, entonces
detA = A detA
6. Si Ay B son matrices de orden 7, entonces

detAB = detA detB

EJEMPLOS °

(2]
(]

o . . . I -3
£ 1 @e-Verifica la propiedad 2 si A = .
) 0 0

iy ..

Solucion

Se observa que en uno de los renglones de la matriz todos son ceros, luego se procede a encontrar el determinante de
la matriz A

=)
detd=| > |=(1)(0)=(0)(=3) =0-0=0
(+)
Finalmente, el detA =0, y se verifica la propiedad 2
2 ®e-Verifica la propiedad 4 si A = [(5) i:|

Solucion
Se observa que la matriz es triangular superior, entonces el producto de la diagonal principal es:
(5)(4)=20

Luego, se procede a hallar el determinante de la matriz A

=)
1
detA = =(5)(4)-(0)(1) =20-0=20
G
Por tanto, detA = (5 )( 4) =20
Finalmente, se verifica la propiedad 4
132
3 @e-Verificaqueel detA =0siA=|2 3 4 |.
132
Solucion
(=)
3 (=)
(=)
detA =
(+)
3 (+)
(+)

detA = (1)(3)(2)+(2)(3)(2)+(1)(3)(4)-(2)(3)(2)-(1N(3)(4)-(1)(3)(2)

=6+12+12-12-12-6=0

Por consiguiente,
detA =0
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EJERCICIO 164

Encuentra el determinante de las siguientes matrices:

3-1 8 -2 -5 -1
1.A:|:i _53} 2.8:[_12_?] 3.c=[18 _Z] 4 E=|5 6 4 5.D=|-4 -1 -3
0 4 -3 1 0-6

j Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ o ¢ o«

Matriz inversa
Dada una matriz cuadrada P de orden n, si existe una matriz Q tal que:
PQ=0P=1,
Entonces, se dice que la matriz Q es la matriz inversa de Py se denota P, de tal forma que:
PP'=P'P=1I,
Donde:

I: Matriz identidad de orden n

Para que exista la inversa de la matriz P es necesario que la matriz sea cuadrada y el detP#0

Método de Gaussjordan

Se utiliza la matriz aumentada, la cual se obtiene al unir la matriz cuadrada de orden n con la matriz identidad 1,,;
una vez aumentada la matriz, por medio de operaciones elementales, se obtiene otra matriz.

Pu P - P 31 0 .. 0 10 0 03‘111 qdi - 4y
e o P O
s ol S :

! O
Pu Pu e P !0 0 1 00 o 1ig, G, - 4,

Si en el proceso alglin elemento de la diagonal principal es cero, entonces la matriz no tiene inversa.

EJEMPLOS e
8

2 1
1 OOObténR',siRz[l 3].

Ejempl

Solucién

Se aumenta la matriz y se efectian las operaciones indicadas:

2 1110 1 =310 1 1 3,0 1
I ~ ! ~ |
I 310 1 R, <R, 2 1310 2R -R, >R 0 -7:-1 2 TR =3R, >R

131
| |

S 0 R ) L
7 _ ! |

0 7‘12RHR1 0_7}_12772% 01}% _%
2 I
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Matrices

301
P 301
Por tanto, R ' = 77|21
120 71 =2
17 7
(1 2 -1
? @e:-DeterminaB'siB=|2 1 0 |.
4 2 3
Solucién
1 2 -1'1 0 0 1 2 -1!1 0 0
1 1
2 1 0!01 0 ~l0 3 212 -1 0
1 1
4 2 3100 1], 4 2 310 0 If, .
1 2 -1'1 0 O] 1 2 -1'1 0 O
1 1
0 3 2!2 -1 0 ~l0 3 22 -1 0
1 1
010 <714 0 —1 . 0 118 =10 3] . .
1 2 -111 0 O] 1 2 -1'1 0 0
1 1
0 3 0'18 21 6 ~101 0'6 -7 2
00 1:8 -10 3}, .~ |00 118 -10 3]
32—>z 1R3> Ry
1 20!9 -10 3 1 00!-3 4 -1
1 1
0106 -7 2 ~l0o 106 -7 2
00 1!8 10 3] . (00 1:8 —10 3
3 4 -
Finalmente, B '=| 6 -7 2
8 -10 3
EJERCICIO 165
: Determina la matriz inversa de las siguientes matrices:
. ] " 4 2 —1
: 3 4 1
. 1. A= 4. D=2 3 7.6=|0 =2 2
2 22
L 2 1 -1 2 -3
_ (2 1 —1] r
1 0 6 10
2.B=52 5. E=|-1 1 2 8. H=|2 -1 3
- 1 2 -1 [0 1 -1
_ _ 4 0 2 1
; 5 4 3
3. C= 2_1] 6. F=|2 1 0 o.y-|7 2 172
-3 02 T Tl s 2 -3
-1 2 -3
- - 0 -3 1 -2
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Inversa de una matriz para resolver sistemas de ecuaciones

Sea el sistema:

a, X, +anx, +..+a,x,=c
Ay X, +ayX, +...+a,,x,=c,
a, x,+a,,x,+..+a, x,=c,

mn”*n

Si el sistema se expresa en forma matricial se obtiene:

a4 Gz e Gy, X, [t
Ay Uy Uy oo Oy, X, c,
a3 Ay Ay .. 4y, Xy [ = |
aml amZ am3 amn x” C”
Sea
a4 ag a, X, [eh
Qy Ay dy a,, X, c,
A=|ay ay ay ay, [, X=|x,|YC=|c,
aml amZ am} amn x” C"
Entonces:
AX=C

Si existe A™', se multiplican por A™' @ ambos miembros de la igualdad.
Se obtiene: ATAX =A7'C, pero AA™ =TI entonces, IX=A"'C. 5 X=A"'C.

Esta Gltima expresion resuelve el sistema de ecuaciones.

EJEMPLOS °
) _— . 2x = 3y = 17
g_ 1 ®@e-Resuelve el siguiente sistema: { X4+ dy = -2
o .y
i Solucién
) 2 -3 X 7
Se definen las matrices A, X y C, entonces: A = | 4 X= C= 5
y -

Luego, se obtiene la matriz inversa A ™'

2 3110 1 1
| =
1400 1], 2—3‘1

L_J
rﬁ
o
= &
|_o
o =

2R R, >R,
|
[ ' 4 3 ol 22
1 01— — C11 11
= }11 11 = | 1 )
0 11,-1 2 0o 11-—— =
- ‘ Lt BETRRT!



CAPITUIO 3

Matrices
4 3
Por consiguiente, A™" = ! 11 1
111
Finalmente, para hallar los valores de las incognitas se aplica la expresion: X =A™ C
Entonces:
4 3 4 3
R (=20 ] [2
S e e B T TE ] S
11 11 11 11
Por tanto, las soluciones del sistema son:
x=2,y=-1
x+y-2z=—4
2 @o-Resuelve el siguiente sistema: {2x—y—z=1
3x-2y +z=7
Solucién
1 1 -2 X -4
Se definen las matrices A, Xy C, entonces: A= |2 -1 -1 |, X=|y|yC=
3 -2 1 z 7
Se obtiene la matriz A™'
[ 1 -2[1 0 0 (1 1 -2] 100
-1 -1/0 1 O ~ 10 -3 3|-2 10
3 =2 1[0 0 1|agsronr 0o -5 7(-3 0 1],
- “3R +Ry—>R, - —3R-R
[ 11
_ - =0
11—2;010 10—1;?
~fo 1 -1|= —-= 0 ~10 1 —-1|= —= 0
3 3 3 3
0 -5 7_3 0 1| o 00 2l s |
SRy +Ry >R, | 3 3 .
23 3
11 [ 1 11
— — O —_ [
10 —1; f 0 0? 5 f
~10 1 -1|1= —— 0 ~ 10 o= —-— —
| 3 3 6 6 2
R TR O s
6 6 2 [r+r—R, L 6 6 2
Ry+R, >R,

Por tanto, A" ' =

A= | D=
AU A =
D= = =

(continiia)
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ANEXO A
(continuacion)
Finalmente, para hallar los valores de las incognitas se aplica la expresion:
X=A"'C
Entonces:
[1 1 1
111 5(_4)+(_5)(1)+5(7)
* g 3 12 s AN 1
X= - — —|| 1 —(=4)+[ —— [(1)+=(7 -1
N E S (-2 o) :
Z
1 5 1 1 3 1
6 6 2 g(_4)+(‘g)(1)+5(7)
Por tanto, las soluciones del sistema son: x=1,y=—1yz=2
EJERCICIO 166
: Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de la inversa de una matriz.
: dx—y =22 a-2b+c=12
. 1. 3x+5y =5 2a+b-c=3
: v a—b+3c=13
Tm+9n=—10 2e-y+3i=3
2. In—3m=16 x+4y+z=12
- 3x—5y-2z=17
5 [6a+7b=—4 §+fy;§:_l_2
" la-26=31 rryTeLs
x—y+4z=-6
A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « ¢ ¢ ¢ e o o o0 0o c e
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DEL ANEXO A
CAPITULO 1 11.%log43+log4x+210g4y

EJERCICIO 140 12, 210g(x+y)+ % logz

1.8=2° 13.1og,, a=2
1 1
2.16 = x* 14. log, 625=4 13. Elogx—glogy
1
3.81=3" 15.logg, 4=— 3 1 2 1
14. —loga+—logh——logc——logd
3 jloga+Jlogh—Zloge - —log
1 1
4.==6 16.1og,, —=2 1
36 5N 16 15. Elog2 (;»c+y)—4log2 (xf y)

4 4
5‘9:(‘6) 17. log§(§J=2 16.210gx—élog(x—3)—210g(x+z)

6.343=17" 18.1og, (x+3)=4
| 8, (*+3) 17. L1og (x+3) + L10g (- 5) - 210g (x+ 6) - L10g (v - 2)
7.J6=(a)2 19. log, 256 = x 2 2 4
2 x 2 7
_1=3% = 18. = —=+ZIn(x+1)+—In(x -1
8.x-1=3 20.log, ;8=3 373°5 (x+1) m (x-1)
— .4 —
9.625=w 21.log, z=w 19 12542 28. log, 24
1 m” =1
10. 128 = (x— 1)’ 22. 10g3g:—4 11
5 m’ x8y3
11.243 = (3) 23.log, 125=-3x 20. log—~ 29. log =
n =
12.256 = 2x- 1) 24.log,, ;) 441=2 z
Sey
21. log, {x*5? 30. 22
EJERCICIO 141 087 NTY T
1.x=5 8. m=38 15.x=3 A (x4 3
22. In8e** 31. 1n(73y)
2.x=4 9Ay=i 16Aa:—g (x—y)
32 5 2 ,
x=2)3 (x+1
3.y=3 10. N=8 17.x=6 23. log n* Ym? 32.10g( il - )
. ’ (x+2)§
4.b=- 11.w=3 18.y=——
5 4 2514
. 24.log, 3-4* 33.log, [ “5-
5.x=4 12.x== 19.x=-3 Y
9 1 1
1 (x+1)3 (x—l)z
6.a =343 13.6=2 25. log, ———x— 34. log~—— 1
12 3 3 1
(x+1) (x+2) 10x6
7.x=81 14.x=2 3 107+ (x+1)3
26. log >~ 35. log—————
EJERCICIO 142 x x
2
2
1. 4log, 7 27. log, - 36.1n| 2222
3 yz 7ch3
2.—510g63 EJErRcICIO 143
7 1 l.x=1 9.x=17,x=7
3.—+=log «x
33 ¢ 9
2.x=-20 10. x==
4.log5+1logx +2log y 2
5.3logy x+2log, y +log, z 3.x:9,x=—ﬁ 11.x=8,x:Q
6.8+2In3+4Inx 3 9
7 31 1 4.x=17 12.x=-
. 0g(x+y)+ og(x—z) 5.x=6,x=-6 13.x=0,x=-35
8.log, 7-2log, x 6.x=13 14.x=6
2 2 7.x=40 15.x=3
9.Inx+2Iny-3-4Inz 7
8.x=25 16.x:12,x—ﬁ

10. logs 3 + 3 logsx + 6 logs (1-2x) — logs 2 —
y logs x — logs(+* - ")
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e+l 43 CAPITULO 2

17.x=5 21l.x= 25.x=
e—1 2—¢°
1 EJERCICIO 146
18.x=6 22. x=4e 26. x=-—
e
1‘1,1 1 l l
19.x=7 23.x=4 2'374'5
2.9.9,9.99,9.999, 9.9999, 9.99999
20.x=4 24.3622\5_1 3.2y519,£,26
Je-1 491625
EJERCICIO 144 g1 228,
1'5°3°'7"
lLx=4 19.x=-1 501,337 3
2 2672440
_3log2 20.x=6 ,x=-6 6.—1,4,-9, 16,- 25
log 3 7.0,0,2,6,12
3.6=0 21.x=3,x=-1 g L 2 3 4 5
1 T27 37 47 57 6
4x—5 22.x=2 9.1,2,3,4,5
5.x= 120557 23.x=-3 0.1,-23 .85
2 3’27 573
6.x=2 24.x=-1,x=-2 11.2,5,11, 23, 47
1 .1 1
7.x=3 25.x=-1 22,5217
32 1.4 710
8.x=2 26.x=2 373737373
log?2
9. x=-1 27.x=— 082 14.27,-9,3,-1,1
2log2-1log3 3
10.x=3 28.x=0,x=2 15.-1,-1,-2,-6,-24
16.-2, 4, 16, 256, 65536
11'x:210g221+3510g5 Zg'xziiog;Tog: .
og og7- log 17.4,2,1,
12. x=-1.72683 30.x=0 V3 ZJ—
FE FE 18.3,1,-1,1,— 1
7
13.x——§ 3l.y=In11-In13 EJErCiciO 147
14.)(—z 32.x=2,x=1 1.48 8.21
3 2.165 9.
15. 5= -4 33. x=In32 617 n(n+1)
2 3140 10—
16. x=— 34.x=0
5 4.126 11.c=3
17.2=2 35.x:1n(1—\/;) 5471 12.¢=1
3 6.18 13.c=3
18.x=2 36. x=In\5 ;1 1 c=n 20
2 2 T3
EJERCICIO 145 EJERCICIO 148
1. pH =4.7212 9. 138.62 anos 1.Sies 7. ag = 23 13. ay, =_5 19.7=9
2.pH =3.2218 10. 18321 habitantes 7 1
3.1x107° 11. 3.5 horas 2. Noes 8. ay, :E 14. a;g = 454 20. rZ—Z
4.4.3010 12.29.15 afios 103
5. 0.9 segundos 13. T= 64.762°C 3.5ies 9. a5 T 15.a3=-27 21.a;,=-28
6. 3500 micrometros 14. T=94.84°C "
7.59.46% 15. £=133.9 min 4.Noes 10. @, = 55 16. a,, = I 22.a,=-15
8. 6.4321 afios 5
5.Sies 11.a16=Z7 17.a,=17 23.n=10
6.Sies 12.a,=48 18.r==-2 24.a,=17
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25.a1=—% 274r:l 29.a;,=8n-5

26.n=10 28.a5=—— 30. a4

EJERCICIO 149

1. 83 =176 6. S, =450 11.8=+
2.8=9 7.8,=0 12.n=12
3.8 =31 8. §=40600 13.n=10

n(n+1)
4. Sy =648 9.S:T 14.a,=-9
5.83;=-178 10. S=n(n+1) 15.a,=2,a,=100

EJErciciO 150

1. 365 lugares
2. 518 ladrillos
3.$1375

4.9 rollos

5. 18 filas

EJErcicio 151

7L 34,401 47 531
2 2 2

—

2. 61, 8, 91, 11, 121, 14, 15l
2 2 2 2

11512021 52
37377373

a1l ol sl gl sl 51
277272 22 2 2

w

5.-25,-2,-15,-1,-0.5,0
541

6 3 6
7. Promedio = 8.24

EJERCICIO 152

1. 8 afios
2. 9.8 de calificacion
3. Promedio = 9

. a +a,
4. Promedio =

5. 7 hileras y constan de 80, 76, 72, 68, 64, 60, 56 tejas
6. 8 hileras de 58, 62, 66, 70, 74, 78, 82 y 86 tejas

EJERCICIO 153

32
1.Sies 7. a.=—-81 13. a,, = =2
¢ 27 043
2.Sies 8. agzﬁ 14. a9:m24
2187
3.Noes 9.as=-80 15. ayo = '
3
4. No es 10. a7:i 16. ;= n
128 n+1
5.Noes 11,010:,L 17. ay5= 927x-16
2187
6.Sies 12 aszi 18. g = a,'"

19.4,=2

20.a,=4

21.r=

22.r=

Blw W=

EJErRcICIO 154

1931,
2 4
9,3,1,-1
2. 4096 células

3.3,5,7
4. 6 células

EJERCICIO 155

3.8,=-855
989527
2187

4.8=

32767
5.85= 5

. S5 = 524286

(=)}

~

.81, = 1092 + 3643

Sp=31-312
21

9.S12:n n

n—1

10. Sy = 511-2%72

=]

EJERCICIO 156

1. 5461 triangulos
2. 127 personas
3.65761.7 ton.
4. 34316.76 partos

23.

24.

25.

26.

n=>5

n=28

n=9

ap = —

5. 1.01 % por afio, 110.4 millones

EJErRcICIO 157

—_

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

0w N o

Solucién a los ejercicios

. 30388 bacterias

. a,= 25000(1.05)*

$339814.7
67392 bebés
4 cm?




ANEXO A

EJERCICIO 158
1.1,2,4,8,16

2.4, 2
3’9

—6,-12,-24, 48

6,24, 96, 384, 1536

s W

6,63 ,18
62832128

"379727" 81
7.-64,-32,-16,-8,-4,-2
=) (=) (e

3 9 27

9.a,2,é
a

o

EJERCICIO 159
1.$25937.4
2. $64390.28

3.$49783.2
4. $43346.6
5.$13324.4
6. $18824.8
7.$1292.2
8.$8723.2
9.$8682.5
0. $188542

—_

EJERCICIO 160

1. $55700.19
2.$3652.26
3.25%
4.8%

10.

1

12.
13.

14.

15.

16.

1

1

1
1

1
1
1
1
1
1
1
2

1.

7.

8.

—_

2.

3.
4.

w

6.
7.

oo

9.
0.

= o @

1,v2,2,242
36

—a2
5v5

. $17483
2.5% trimestral
{10% anual
14.86%
7%
. 11.1 afios
9955 habitantes
3 afios
. $655446.5
3%
$12244.5

$156738.56
20%
. 10 afios de vida util

p (-7 -7 -4
CAPITULO 3 4.48= _ 78]

EJERCICIO 161
l.a=2,b=-1
2.x=-2,y=4,2=0

EJERCICIO 162

1.A+B:|:_g 2},,4—3:[0 0],A—A:[O 0

4a-38=|73 1| 2u-0m=|"
0 2

2.4+B=[-4 7 4], 4-B=[8 -7 -2],4-4=[0 0 0]

44-3B=[26 -21 -5],24-0B=[4 0 2]

-2 =2
3.A+B=| 3 -6|,4-B=
3 4
20 43
44-3B=|-2 18
5 =33

6
-1

-12

00

6|, 4-4=|0 0

,24-0B=2 0

4 -6

00

4.A+B:3’93,A—B:1 375‘ 4 [oo00
1 -4 8 7 -8 -6 000
44-3p=| > 6 ~16 ,2A—0B:4 6 -2
25 -30 -17 8§ —12 2
(316 1 70141
5 3 8 5 3 8
s 4+B=| L Z2 10 a-B=|-L g s
3 3
23 .3 v 3 3
| 3 2 3 5 2
23 1
000 5 P 3
A-A4=|0 0 0|,44-3B=| -1 27 -16
000 w6 8 2
5 2
4 0 L
5 4
24-0B=|0 6 4
VR
5
6.{ a=7,b=2,c=2,d=5v=-3,w=4
7.{n=—3,w=—10,x:3,y=6
8.{v=4,w=-2x=3y=72=2
EJErciciO 163
1. AB=[-2], B4= > 7
-5 -7
2.4B=[5 -5
5 -4
3.BA=| -5 0
| -6 1
5. ap=| 8 78  BA= -4 -2
| -2 -4 -8 -8
6.48=| 12 77 ,EA:I 3
-5 2 8 13
[-1 25 420 74 98
7. AB= _1 7]13;1:1 -1 -3 ,A(BC):[ZO 26}
L 7 5 3
(11 3 15 17 -3
8.4B= 4 2|,4(B-20)=| 4 0|, 4(BC)=|8 -2
12 0 -2 2 2 0

EJERCICIO 164

1. detd =22
2.detB=38

3. detC=-50
4. detD = 43
5. detE =122

464



EJERCICIO 165

2
e U I A A DR O
' 1 3| 14[2 -3
7 14
-1 0
1[-2 o0
2.B7'= ==
Y
2 2
o
32
6 2
4 piz| 7T 7|2l 62
12 3| 7[-12 3
77
511
?? f 51 -3
5.E7 = 5 % E=7_11 3
11 33 -3
2 2 2
13 1
18 f ? NI
6. F'= 72 il 6 -12 6
s 71 5 -14 -3
|24 12 8
(5 2 3
[ Y U
7.67'= T T3 1Tl 218
13 4 2 6 -8
|17 17 17
r.1i .3
f 130 190 2 _1 —3
8.H’1——g 5 s =$—2 6 18
R
5 5 5
[ 49 19 1
6 6 6 6
e r 1
9 si=| 6 6 6 o6|_1/-1 -1
67 79 31 1| 6/-67 -79
6 6 6 6 -32 -38
6 187 1
L 3 3 3 3]

43 49 -19

EJERCICIO 166

L x=5
y==2

465

3. a=11
b=-10
a=4

4.4b=-3
c=2

Solucién a los ejercicios

x=5

z=-1

x=1

z==2









ANEXO B

Operaciones con nimeros enteros:

. 1. 6-4 7. 2
: 3
© 2 _846 5. B
. -5
. 3. 3+7 . 8
. “14
: 4. -5-7 20. —(=3)+(5)-2(-1)+(-4)+7
© 5 —2-54+6+4 21, (=2)+(+5)
. 6. —3-6-8+5+4+7 2. —4-(6+8-2)
7. 8+46+3-5-9-2 23, 7-(5+3)-(-1-9+4)+(-8)
: 8 4+5-1+2-7-3 24, 5-(-4-3)—(7+2-1)
. 9. —2+6-8-12+10-3-7 25. 6-2(1-3-4)+(5-2+7)
© 10, 1-549-3+416-8+13 26. 13;15
©IL 3(-2) g7, 321275
. 10
: 30+6
12, (-5)(-4 28.
: (=5)(4) 913
. 14-2
13 —6(5) 29.
N 2+4
. 8+5+7
14. @A)G 30.
: @35 P
T 150 2(+4)(=3) 31, 26=D+20
. 5+3
D6 3-(—4) 3, @=IH+3@H4-D
. 5(4)-6(3)
. Descompén en factores primos los siguientes nimeros:
336 40. 460
. 348 41. 325
© 3520 4. 576
* 36 50 43. 980
. 3772 44, 1000
« 38 120 45. 1120
© 390 225 46. 1800
. Determina el MCD de los siguientes niimeros:
T 47, 24,36y42 50. 18,24,72y 144
. 48 20.35y70 51. 12,28,44y 120
© 49 32,28y72
: Determina el mcm de los siguientes niimeros:
. 52.3,10,12 55. 8,12,16y24
© 5389 12y18 56. 4,6,15y18

54.2,3,6y 12

468



© © © 0 0 0 0000 00000000000 0000000000000 0000000000000 0000000000000 00000000000 0000000000000 000000000000 00

Efectua las siguientes operaciones con fracciones:

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

3.7

—+
2 2

5 6 15 8
t—t—t—

[TRETRETRET

7 1
7+7
4 8

24

+
15

469

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

2§><2
5 8
3,1
5 4
1=x2=

1 _13_10
S 2
36 78

Ejercicios preliminares



ANEXO B

100. —+2—

Efectua las siguientes operaciones:

1
6

103.6?

104.43

105. (-2)'

106. (-3)’

107. -5°

111.

112.

113.

114.

Racionaliza las siguientes expresiones:

126.

127.

128.

129.

130.

131.

V25
V81

Joa
g/g

132. —=

470

o1, 4.5
3
102, 4+2
5
115. /27
116. Y16
117. 32
118. 3243
1o, |18

120.

121.

122.

123.

124.

125.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

B R REEREEER

—_
(3]
—_

N
R

&

—_
S

- ok

i

o

+
w

=)}

139. —7=

S



140.

141.

&

142.

—_
+

&

3—
1-—

143.

&

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados:

144.
145.
146.
147.
148.
149.
150.
151.
152.
153.
154.
155.
156.
157.
158.
159.
160.
161.
162.
Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, six=3,y=-2,z=1, w=-4
163.
164.

165.

166.

167.

168.

169.
170.
171.

172.
173.

Un niimero aumentado en 6.

El triple de un ntimero

El doble de un nimero disminuido en 5.

El producto de dos niimeros.

Un nimero excedido en 8.

Las tres cuartas partes de un nimero.

La diferencia de dos cantidades.

El cociente de dos niimeros.

Dos niimeros cuya suma es 45.

El cuadrado de una cantidad.

La diferencia de los cuadrados de dos niimeros.
El cuadrado de la diferencia de dos cantidades.
La mitad de la suma de dos niimeros.

Las dos terceras partes de la diferencia de dos nimeros.
La raiz cuadrada de la suma de dos cantidades.
Dos niimeros enteros consecutivos.

Dos nimeros enteros pares consecutivos.

El quintuple de un nimero aumentado en 3 unidades equivale a 18.

J3-\2
B2
2W5+342
w5-2

Las dos terceras partes de un nimero disminuidas en 4 equivalen a 6.

4x -2 174.

6y + 8 175.
4z - 3w 176.
3x -2y 177.
y+3z 178.
2x+3y—-z 179.
4x +y+ 2w 180.
S5x =3y +2w 181.
2(x—y) 182.
S5x-3Q2z-w) 183.

4x—y)=3(z-w)

471

1-3x-y)+2Bw-2)

X%+ 3xz - w?

X +z

y—w

X

L4
w

Ejercicios preliminares



ANEXO B

Reduce las siguientes expresiones:

184. 4x — Tx + 2x 193. ab® +2bc” +3ab* —2bc* —4ab*

185. 9y +3y -y 194, 5x°y° +2xy” =3y* +4xy” —2x°y’ —2xy°

186. 5ab* + Tab* — 16ab> 195. —m? + Tn — 9m? — 13n + 5m* — n3

187. 4x*yz3 — 6x*yz® + 7 x*yz? 196. 8a*— 15ab + 12b% + 2a* + 6ab — 14b* + 5a* + 8ab + 17b?
1 3

188. 5x—3y+27—Tx+8y—5z 197. Zab%“ —Zab3c4 —ab’c*
2 5 1 1 5

189. 14a —8b +9a +2b — 6a + b 198. Zx—2y—z—~x+-y+2z
37 6 27379

2 2 22 S, 7T 2.1, 2 2, 15

190. 7m* — 10m* + 8m* — m 199. Ea b— fab +Za b+5ab” —6a b—gab
x4 Xt 2xy 6y

191. 4x% —5xy+3y” —3x% +4xy+3y° 200, gy X 2y Oy

192. —3d” +5b” +8c” +4a” —3b* —1¢*

Realiza las siguientes operaciones con polinomios:

: 201. (5x—7y—2z)+(x—y+7z) 216. (3xy)(- 5xy)

.0 (3x2+2w—5y2)+(—2x2+3xy— yz) 217. (623 y*22)

t 20 (x2+2x71)+(3x272x+3) 218. (a5c2)(4a“bc6)

© 204, (x3—3x—4)+(x2+2x+3) 219. (3x2y3)(—2x5y4)

* 3 2 3 2 3 2

T 20s. (3x +2x —5x+6)+(—2x _x +7x+1) 220. —6xy (4x y)

t 206 (x2+6xy+4y2)+(5x2—3xy—4y2) 21. (2a3b“c)(—5a2bc3)

© 207 (x3+x2y+5xy2—2y3)+(—3x2y—6xy2+8y3) 2. (%xzyz)(—%yf)
o0 (2 daoa o[ L2 223. (12a4b"’c3) 2ope

: s 76 2" T3,

. 209. l o1+ x —lx+é + —lx3—§xz+x—E 224. la3bzc z4141762 lac é614172
. 6" 2778 37 76 4 5 3 2%\ 2
. 210. 1 4—7x +1 |+ lx2+§x—é + g)c4+3x3—2xz—1x—5 225. éazbsc —gasc2

. 4 77 27 )3 5 4 6

T 201 (2x-8y-5z)—(x—6y-4z) 226. (3m3n)(5m?—9mn)
o212 (6 e 5) (3x? 7x75) 227. (4a2%)(=3ab? + 2a°b%)

° 3 2 3 2 2 2 2
L3 (4x _5x +6x+7)—(2x —6x +4x+4) 228. (2 b)(Sa ~Tab+3b )

. 2 3 2

RS PA (D e : S I A S S 229. (- a)(Ta* - a* +Ta - 5)

: 26 4 6 8 5

oons [Le 333 L 230. —3a4b5(a3+4a2b—ab2—5b3)
: 2 T TR G T e T4

472



231.

232.

233.

234.

235.

236.

237.

238.
Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:
247.

248.
249.

250.

251.

252.

253.

(4xy)(5x3 —6x% — Tx)

(— 5a%b)(a*— 3ab + 9b?)

(4x°y?)(6x3y? — Tx%y3 + 4xy?)

Bx=-5x+7)

(a+6)(a-9)

(—2x+7)(4 - 3x)

2 —6x-8)(Bx2—8x+1)

(7x3 — 4x?y + xy?)(2x%y — 4xy? + 4y%)

(x +3)?
(a—4)?
(»-67

(x+5)?

(2m —5)?

(Bx—1)?

(Bx +4)?

239.

240.

241.

242.

243.

244,

245.

246.

254.
255.
256.

257.

258.

259.

260.

Obtén el resultado del producto de binomios conjugados:

261.
262.
263.
264.

265.

266.

267.

(x+5)(x-5)
(m—3)(m +3)
(x+6)(x—6)
G-Do+1D

(7-x)(T +x)

(5 +4x)(5-4x)

(3x + 5y)(3x — 5y)

268.
269.
270.
271.

272.

273.

274.

6a*b’
24*b°

18x6y3
355y

184°b%c*
12ab*c®

25, 32
57T
3x2 +6x

2x

94°b— 64
24°
x—2x> +5x

X

Yot Z L —agipt s 347
3 2

(3-2x)?
(5x + 4y%)?

(9x —x%y)?

Q|
|
u‘@,\,
—

(a—4b)(a + 4b)
(3xy —22)(3xy + 22)
(m —5n)(m + 5n)

Bp +5¢9)(3p - 5q)

5252
3777573 s

Ejercicios preliminares
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Desarrolla los siguientes cubos de binomios:

275.
276.
2717.

278.

279.

280.

(x+ 1)
o-2y
(x+3)?

(a-4)

(5-x?

(Bx-2)}

281.
282.
283.

284.

285.

286.

(x +2y)°
(4x-3y)*
(1-5xy)?

()
(-3
()

Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor comin:

287.
288.
289.
290.
291.
292.
293.

4x-12
3x+ 15
24x? - 36x
8xy — 16y
3% - 6x
¥y

mS + m* — m?

Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:

301.
302.
303.

304.

305.

306.

307.

21

»¥-9

x2-16
4x2-25
25 -x2
16x2-9
81 —4y?

Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

315.

316.

317.

318.

319.

320.

321.
322.

X4+2x+1

V -4y +4
a*+6a+9
X% —10x +25
a* - 2ab + b*

y2+ 12y + 36
m? + 2mn? + n*

16x2 + 8x + 1

474

294.
295.
296.
297.
298.
299.
300.

308.
309.
310.

311.

312.

313.

314.

323.

324.

325.

326.

327.

328.

329.

8x3 — 24x” + 16x

15a% + 2543 — 35a*

6a’b — 3ab

12x%y — 18xy?

4x2y3 — 8x3y* + 5x%y°

18a°b — 9a°h? — 64°b> + 12ab*

33x2y37% + 66x2y37% — 22x%y372
100 — x2

25m* — 81n2

Ox4 — y4

144x% + 120xy + 25y>



e o 000000000000 e e

Factoriza los trinomios de la forma x2 + bx + ¢
330. x> +3x+2

331. X2 -5x+6

332. X+ 9x +20

333. x> - 14x + 24

334, m>+Tm+ 12

335. x> = 9x + 18

336. a> +4a—12

Factoriza los siguientes trinomios ax? + bx + ¢
344, 3x% — 14x + 8

345. 6a*> + Ta + 2

346. 4x> — 13x +3

347. 5x> - Tx +2

348. 2% - 5x - 12

349. 6m*> + 1lm + 3

Factoriza los siguientes trinomios ax? + bx + ¢
356. X3+ 1

357.y3 -8

358. x> - 64

359. y3 +27
360. 64 —27x3

361. X3 + 8y?

Simplifica las siguientes expresiones
368. 2%
2x

3

309, 5

2x" y
X (x—5)
370. T2
x(3—x)
371. 3
—-2)(x+1
37, FZDEHD

x—2

x—1

373, —
1—x)x

475

337.
338.
339.
340.
341.
342.
343.

350.
351.
352.

354.
355.

362.
363.
364.

365.

¥ +y-20
n*—2n-63
2-18-7z
X —8x—48
X +x-132
a*-2a-35

v +2y— 168

6b% +5b - 25
242 -3x-2

52— 12y +4

3. 4x>-5x—-6

7y2 + 16y — 15

2062 -x—1

1253 — 33
8x0 + 27y°
1- x°y9

3
LA 1

8 125

366. -

367.

374.

375.

376.

3717.

378.

379.

x> (3x+2)
x(3x+2)

X +3x+2
x+1

XX +6x+9

X =9

Xt —2x
XX —6x+8

ox* —4
6x> —x—2

8x° —1
48 —4x+1

Ejercicios preliminares



ANEXO B

Realiza las siguientes operaciones con fracciones algebraicas:

1 1

_t —
380. PR 396.

381.

t— 397.
x+a x—a+th o7

1
382. —+
a

(
(
(
. (4)(5)
(
(
(

398.

S| =

384 L"‘L 400. ! 21
Ty=2 y+2 “lx+l *-D
385, ——+— 401 1) 2
“a+1l l1—a x (" +x)
386 X n x+h . x—1 x2
Tx—1 x—h-1 ' x =1
x+h+1 x+1 1 1
387. —— 403. -
x+h—1 x-1 x—h x+h
388. L 404. ! +l
x+h x—h x—h «x
2
a
389, L -1 405, —+ L
x x+h X X
390 L1 406 L
“a+tb a “x—h xX*-W
a b 1 1
L-== 407. = +—
39 b a 0 X +x x
x—2 x*—4
392. 2.3 408. =5
y yfh x+1 x°—1
X x+h 1 1
393. - 409. -
x+1 x+h+1 ¥ =1 x+1
a a x X
394, —————— 410. T
x+h+1 x+h—1 x—a Xx —a

x+th+1l x+1
x+h—1 x-—1

395.

Expresa como exponentes fraccionarios los siguientes radicales:

411. Jx 416. 45x° y*

412. 3x 417. Jx+2
413. /x° 418. #a+b
414. J5x) 419. 32x-3)°
415. Y24 420. If5x + 3y

476




Expresa como radical las siguientes expresiones:

421. x3
422, x*

1
423. (6x)?

4
424. (4x°y")3

1

5

425. [%]
xy

426

427.

428

429.

Ejercicios preliminares

Aplica los teoremas correspondientes de exponentes y radicales para simplificar las siguientes expresiones:

430. (%)
431, (42
432 (52
433, x73
434. (2xy)?

2x° ’
435, (—ZJ

3y
436. Jx*
437. \J16:%y*

438.

439. 3[27x%y°

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

449. x+6=4
450.y-2=0
451. 3x =15

452. 4x-5=3

453. 2x + 5 = 6x

454, 6x-2=2x-12

455. 4 +9x - 11lx=6x+8

456. 8x=-3+5x

457. 9 —10x =T7x + 8x

458.3(x~5)+3=10

459.5+2 (4x—1)=0

477

440.
441,
442,
443,
444,

445.

446.
447.

448.

460.
461.
462.

463.

464.

465.

466.

467.

468.

469.

470.

7
3x5

V(ax)’

JGx)

32x°

Ne6x®

V125x°

J&*+1)°

Yx+a)
6(1 —x)-2(x-2)=10
39+4x)-9=18
34x+9)=6+52-x)
z—éx—l

5 5
xox_1ox

12 3 3 4

I 7x _4_x

4 8 4

1 3 1 3x
2= 22
4 2 5 8
9_17)6_ %
312 3
g(Zx—l)—%(x+2)=%(x+l)
x+4_£ =5

4 2
2X*3+£:2

6 4



ANEXO B

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:
471.
472.
473.
474.
475.
476.
477.
478.

X+4x+3=0
X -5x+6=0
X +7x+12=0
x> —14x+24=0
X +9x+20=0
Y2 -y-56=0
X +4x-12=0

X2-Ox+18=0

Resuelve los siguientes sistemas:

487.

488.

489.

490.

491.

492.

493.

494,

495.

496.

x+y=4
x—y=2

x+2y=1
x+y=2

3x—y=4
x+3y=-2

3x—2y=4
x+6y=—2

26=y
3x+5y—31=0

2x

4x—5y=2
Sx+3y=21

Sx—3y=11

Sx+8y=—1
6y—x=4y—17

x+y—z=4
2x—3y+4z=—8
3x+2y+z=6

=
|
.
|
|

478

479.
480.
481.
482.
483.
484,
485.
486.

497.

498.

499.

501.

502.

503.

504.

505.

X

y

a?

2_2x-63=0
2+y-20=0

+2a=48

5x2—Tx+2=0

242 -5x-12=0

x% + 16x =15

6x2+Tx=-2

2062 -x-1=0

2x—y+3z=1
x—3y—2z=16
3x+2y+5z=—-7

Sx+y—2z=—6
3x+4y+2z=13
2x—y—3z=—11

6x+2y+z=—18
x—3y—4z=-3
4x+2y+3z=—6

2x+3y—4z=0
6x—6y+tz=5
6x+12y—6z=—1

x—y=2
x+2z=—1
3y—2z=5

x+2y=1
3y—2z=1
4x+3z=6

x—3=0
Y +2y—x=0
2x—y=0

X +y=8

x+y—1=0
x*—=3y—7=0



Ejercicios preliminares

Aplica el teorema de Pitdgoras para determinar el valor de “x"” en los siguientes tridngulos rectangulos:

506. 509.

x=7?
3
1
4
507. 510.
7
13
X=7? X=?
24
5
508. S11.
- 8
5 x=? x=7?
8 12

Escribe las funciones trigonométricas correspondientes a los angulos agudos de los siguientes triangulos
rectangulos:

512. 513.
A A
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ANEXO B

Determina las ecuaciones de las siguientes rectas:
514. Pasa por el punto (2, 3) y su pendiente es 4.
515. Pasa por el origen y su pendiente es —3.

516. Pasa por el punto (-1, 2) y su pendiente es la unidad.
517. Pasa por el punto (%, —2) y su pendiente es 2.
518. Pasa por el punto (6, 5) y es paralela al eje x.

519. Pasa por el punto (%, 4) y es paralela al eje y.

520. Pasa por los puntos (2, -3) y (5, 1).
521. Pasa por los puntos (-2, 1) y (1, 2).
522. Pasa por los puntos (0, -2) y (3, 5).

13 3 01
523. Pasa los tos | —, — -, .
por los pun (2 4) y( 2 4)

524. Pasa por los puntos (O,—%) y (2,%).
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SOLUCIONES A EJERCICIOS PRELIMINARES

Operaciones con nimeros enteros:

1.
2
3
4
5
6.
7
8
9

10.
11.

Descompén en factores primos los siguientes niumeros:

33.
34.
3s.
36.
37.

2

.2
.10
. -12

2x3
23

22x5
2 x 52
23 x 32

12. 20
13. -30

22. -16

38. 22x3x5
39. 32x 52
40. 22x 5% 23
41.52x13
42, 20 x 32

23. -3
24. 4
25. 28
26. 4
27. 2
28. 3
29.2
30. -5
31.2
32.8

43, 22x5x 7%
44, % 53

45. 9 x5x7

46. 23 x 3 x 5%

Determina el MCD de los siguientes niimeros:

47.
48.

2x3=6
5

49.2>=4
50.2x3=6

51.22=4

Determina el mcm de los siguientes numeros:

52.22x3%x5=60

53.

23%x32=72

54.22x3=12
55.24x3=48

56. 22x32x5=180

Efectua las siguientes operaciones con fracciones:

57.5
s8. 12_,2
5 75
59. 6
7
60. D43
4
61. 231
11 11
62. 29_92
3 3
6. 8212
5 5
64. 1
65. 21
4 2
66. 2=11
8 8
67. -1
68 0-3_11
4 2 2
60, 10_5_42
6 3 3
70. 817
8

71.
72. >

73.

74.

75.
76.
71.
78.
79.
80.
81. —
82.

83.

27 9 1

12 4 4

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

Efectia las siguientes operaciones:

103.
104.
105.

106
107

108.

109.

110.

36
64
16
. =27
.=25
81
16

81
16
2

111.
112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.

5

W W NN W N o O

w

2
17
3

121. 4

122.

124.

125.

Racionaliza las siguientes expresiones:

126

127.

128.

129.

130.

131.

481

o Wz wfz & & el

132.

133.

134.

135.

137. ——

138.

V2

|5

o

25

&

139.

140.

141.

142.

143.

v | oo

[w o

—_
—_

9+3\ﬁ
e
“1-2\2
5-26
13+4V10

9



CAICULO DIFERENCIAL

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados: 223. —84°p"%c* 226. 15m°n—27m*n?
144, x+6 152. x,45-x 158. yJx+y oo L 25 227. -12a°6" + 84’6
145. 3x 153. x2 10
_ 159, xx+1 28. 10a*b—14a%* +64%°

146. 2x -5 154 xz_yz 1 P

: 160. 2x, 2x +2 225. ——d'bc
147. xy 2 . 4 229. —7a° +a* —7a% +5a
148. x+8 155. (¥ ) 161. 5x+3=18

3x 5 230. —3a’6° —12a°° +3a’b” +15a*b*
149. n 156, X1 162. 2x—4=6 235. a* —3a-54
150, x—y 2 3 231. 20x*y—24x°y—28x7y
2 236. 6x* —29x+28
151, < 157. 2= 232. —5a*b+154°6* — 450°5°
y
233. 24x%y* —28x"y° +16x°y’ 237. 3x* —26x° +25x% +58x -8

Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si
x=3,y=-2,z=1,w=-4 234. 3x% +16x—35
163. 10 171. 10 178. 0
64 4 7 3 179, 24 238. 14x° y—36x"y* +46x°y° —20x7 y* +4xy°
165. 16 173. 5 180. 5 239. 3’ 243 3,43
166. 13 174. 40 181. -4 240, — 6x 2
167. 1 175. 2 182. 3 3, 244, 25-3a
168. -1 176. 5 13 AL Jate 2
169. 2 1y 13 183. 5 245. x% -2x+5

S 2
170. 13 2

12 242, 3% 6. Low Ly _dp
9 6 3

Reduce las siguientes expresiones: - . .
9 P Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:

184. —x 195. =5m?* — 7n?
185. 11y 196. 150> — ab + 156 247. x> +6x+9 255. 25x% +40xy° +16y°
186. —4ab?
187. 5wy 197. —%ab%“ 248. a* —8a+16 256. 81x° —18x°y+ x*y”
188. —2x + 5y -3z _ 249. y2 - 12y +36 57 2t
1 X+t —
189. 17a - 5b .1, 2
100 4n; 198. L¥=375*2 250. 2%+ 10x + 25 525
’ 2 1
191. 22— xy + 6y P 251. 4m? —20m+25 258. yz—§y+g
192, @+ 20 + 2 12 6 )
252. 9x* —6x + 1 e
193. 0 2 2 259. = —3xp® +9y*
194. 3223 + 4xy? - 3y* 200, ~ X 2D 42 253. 9x% +24x+16 4
8 9 ) 4 4 bt
254. 9-12x+4x 260. St
Realiza las siguientes operaciones con polinomios: a 3a 9
_ 212. 3x> +2 - . . .
201 6x=8y+5z o Obtén el resultado del producto de binomios conjugados:
202. x* +5xy—6y° 213. 2x° +x7 +2x+3 261, 225
5 ; . ST 269. 9x°y? —42%
203. 4x*+2 214, 23 L 262, m?—
47T TS 62 m"=9 270. m? - 250>
204, x° +x* —x-1 263. x2-36
215. ,lx3,lx2,ix+i o 271. 9p* - 25¢°
205. & +x7 +2x+7 4 8 24 14 264, 2~ 1
25 , 4,
2 2 272. —x"——y
206. 6x” +3xy 216. —15x"y 265. 49 — x2 9 25
207. 2 -2x"y—xy* +65° 217. -18x7y°2° 266. 25 — 16x2 273. m
4 9
208 2 +ly 3 218. 4a°bc 267. 9x% — 257
4" 6 2 o7a 9
) . 1 9 219. —6x"y’ 268. a* —16b° Caxt 25)°
209. = +-xP+-x-2
6 6 2 8 220. —24x°y*
200 Lyt Ly B2 B D mo1 L10aisct
27 2 7 107 4

211 x-2y-z 222. —%xzyzz4
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Soluciones a ejercicios preliminares

Desarrolla los siguientes cubos de binomios: Factoriza los trinomios de la forma x2 + bx + ¢
275. ¥+ 3% +3x+ 1 282. 64x’ — 144x%y + 108xy? - 27y3 330. (x+2)(x+ 1) 337. (y+5)(y-4)
276. y3 - 6y* + 12y -8 283. 1 - 15xy + 75x%y? — 125x%3 331 (x-3)(x-2) 338. (n-9)(n+7)
277. 6%+ 9% + 27x + 27 284, %;ﬁ +%x2y+§xy2 + 332, (x+5)(x+4) 339. (z-9)(z+2)
278. a3 — 124> + 48a — 64 333, (x— 12)(x - 2) 340. (x— 12)(x + 4)

2 £ a0y
279. 125 = 75x + 15x° - x° 285. 27 6 + 4 + 3 334. (m+4)(m + 3) 341, (x+ 12)(x - 11)
280. 27x3 — 54x% + 36x -8 335. (x—6)(x —3) 342. (a—T)(a +5)

1 9 27 27
36 gy 286 s+t 5+ 4

281. 3 — 62y + 1202 — 8y © oy oy 336. (a +6)(a—2) 343, (y + 14)(y - 12)

Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor

comiin: . N . . 2
Factoriza los siguientes trinomios ax? + bx + ¢
287. 4(x-3) 294, 8x(x*—3x+2)
344, (x—4H)(3x-2) 350. (2b + 5)(3b - 5)
288. 3(x +5) 295. 5623 + 5a — 7d%)
345. Ba+2)2a+1) 351 (x=2)2x+ 1)
289. 12x(2x - 3) 296. 3ab(2a—1)
346. (x—-3)4x-1) 352. (y-2)(5y-2)
290. 8y(x—2) 297. 6xy(2x — 3y)
347. (x= D)(5x-2) 353, (x = 2)(4x +3)
291. 3x(x-2) 298. x23(4 — 8xy + 5x%y?)
348. (x—4)(2x +3) 354, (y+3)(Ty - 5)
292. YAy + 1) 299. 3ab(6a* — 3a%b — 2ab* + 4b%)
349. 2m+3)Bm+ 1) 355. (4x—1)(5x+ 1)
293. mA(m? + m? - 1) 300. 11x%y3z%(3z% + 62 - 2)
Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:
301 (x— Dx+1) 310. 32— y)G3x2 +9) Factoriza las siguientes sumas y diferencias de cubos:
356. (x+ D(x2—x+1 363. (242 + 3y?)(dxt — 6x%y% + 9y*
302, (y-3)( +3) 1 3 Y1 3 b+ 1) ) (x7+3y9( V49
AN 357, (y=2)02+ 2y +4) 364. (1= ¥y3)(1 + 53 + 1656
303. (x—4)(x +4) 357 Y : y VP + X0
2
358. (x— 4)(2 + 41 + 16) (i l) r¥_ox .1
_ 1 3 1 3 365. + +
304. 2x-3)@x +5) 312, (7z*gw)(5z+gw) , 2 54 10 25
359. (y 2 _ 3y
305. (5—x)(5+%) 39 0+ 3073y +9) )
360. (4 —3x)(16 + 12x + 9x2 s66. [L+ 2|22
306. (4x - 3)(4x +3) 313, (y,ﬁza)(wﬁf) 360. (4-3x)(16 + 12x + 9 3 3t
5 5 2 2
361. (x + 2y)(x* — 2xy + 4y
307. (9-2y)9 +2) (t 2)07 =20y + 4y 121 2 4
x 4 )\x 4 362. (5x—y)(25x + Sxy +?) WATTINE ST
308. (10— x)(10 + x) 34 | 2o 2+ 20e =y y LR AT I
3 S5y )\3 Sy
309. (5m% - 9n)(Sm?* + 9n)
Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos: Simplifica las siguientes expresiones:
315. (x + 1)? 2 3 375. x+2
324, (x4t 368. — s
316. (y - 202 ' 2 2x 376, =
x—3
317. (a +3)? 1 : 369. 21
325 |y—— .
2 3 377, —
318. (x-5) , x—5 x—4
> 326 | Z+4 7075
319. (ab) 15 g 3612
320. (y+6)2 (m 3)2 371 x 2x+1
327. | ———
372, x+ 1 2
321, (m + n?)? 3. 4 1 170, 4% 2+ 2xl+ 1
Y
322 (4x+ 1) 38, (x - 1) .-
2 X
323. By -4 329. (12x + 5y)? 374. x
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CAICULO DIFERENCIAL

Realiza las siguientes operaciones con fracciones algebraicas:

2x+h

380. —
x4+ xh

2x+h

38, —
(x+a)x—a+h)

a+b
ab

382.

2ax

2 2
x"—h

383.

2by
y -4

384.

2a

2
l—a

385.

2x* —2x+h

386, —
x—Dx—h—1)

2x* +2xh—2

387, ———
x+h—-1(x-1)

388.

389.

390.

2h+y

392. .
hy =y

—h

393, ———M8M8¥ —
(x+Dx+h+1)

—2a
394.

(x+h+Dx+h—1

395.

398.

399.

400.

401.

402.

403.

404.

406.

407.

408.

409.

410.

2h
(x+h—Dx—-1)

x—1

x+1

x+1

x+h
x—h

x—1

x+2

x—1

x+a

Expresa como exponentes fraccionarios los siguientes

radicales:

411. x?
412. (3x)?
413. x?
414, (50

1
415. (2a)°

4

s

6

417

4

8

419

420.

(557" )%
(x+ 2)%
(@+p)
(2e-35

1
(5x + 3y)’

Expresa como radical las siguientes expresiones:

1. Y :(i/;)2
422 4%
a3, VJox

424 (42 )4 = (my

425. 3|—

426. x+8

2.
428. 2a—sp) = (5/2a - 517)2

3 3
2—x 2—x
=|s
x+y x+y

429.

Aplica los teoremas correspondientes de exponentes y

radicales para simplificar las siguientes expresiones:

430. x'2
431. 64x°

432. 25x%8

1
433 —
X

1 1

2.2

434, — =755
Q) 4x’y

15

32x

435,
243y"°

436. x*

437. 4xy?

438. = x%y

439, 31y
440, xx

3/ 2

441. x\x

442, axax

443, (302 \3x =9 3x
444, 4x\2x

45, 2532

446. 5x\5x

447, (2 + 1) /x> +1

448. (x+a) ¥x+a

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

449. x=-2
450. y=2
451. x=5
452. x=2
5
453. x= —
4
5
454, x=—>
2
1
455. x=——
2
456. x=-1
9
457. x= —
25
22
458. x= —
3
3
459. x=——
8

484

460. x=0

461. x=0

462. x=—

463. x =

464. No existe solucién

22
465. x=——
5
2
466. x =
5
32
467. x=——
29
77
468. x =
29
469. x=-16
30
470. x= —
7



Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

471. x=-3,x=-1

472

473

474

475

476. y
477.
478.
479.

480. 3

.x=3,x=2
x=—4,x=-3
Lx=12,x=2

.x=-5,x=-4

481. a=-8,a=6

482.

483.

484,

485.

486.

Resuelve los siguientes sistemas:

x=
487. {
y

488.

489.

490.

492.
493.
494.

495.

496.

497.

—— —— ——
= = ==

[/ (T—] Il

LSS OS] N

~ o=
Il

——

==
Il

——

- o=

—HN— ——HN—
R R
I I

|

499.

500.

501.

502.

503

504.

505.

—_—— ——— ——

Soluciones a ejercicios preliminares

Aplica el teorema de Pitagoras para determinar el valor de
"x" en los siguientes rectangulos:

506. x=5 509. x=9
507. x=12 510. x=25
508. x =10 511, x=4+/5

Escribe las funciones trigonométricas correspondientes a los
angulos agudos de los siguientes triangulos rectangulos:

512. 513.

4 3 5 12

sen A=— sen B=— senA=— senB=—
5 5 13
3 4

cos A=— cos B=— cosA=— cosB=—
5 5 3 13
4 3 12

tan A=— tan B=— tan A= — tan B=—
3 4 12 5
3 4 12 5

cot A=— cot B=— cotA=— cotB=—
4 3 12
5 5 13 13

sec A=— sec B=— secA=— secB=—
3 4 5
5 5 13

csc A=— csc B=— csc A=— csc B=—
4 3 5 12

Determina las ecuaciones de las siguientes rectas:

514. 4x-y-5=0 520. 4x-3y-17=0
515.3x+y=0 521.x-y+1=0
516. x—y+3=0 522. 7x-3y-6=0
517. 2x-y-3=0 523. x-2y+1=0
518.y-5=0 524. Tx—12y-4=0
519.3x-5=0
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